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3.6.2 Tests auf selbst-generierten Anrufströmen mit bekannter optimaler Lösung . . . . . . . 169
3.6.3 Genauere Approximationsfaktoren durch exakte Lösungen der dualen LOPs . . . . . . . 171
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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Hintergrund

Die vorliegende Arbeit entstand im Rahmen des Projektes DESU, gefördert vom Land Mecklenburg-Vorpom-
mern sowie aus Mitteln des Europäischen Sozialfonds (ESF), und in Zusammenarbeit mit sowie freundlicher Un-
terstützung der DIPRO GmbH [46] aus Greifswald. Sie besch¨aftigt sich mit Problemstellungen aus dem Bereich
der Call-Center-Unternehmen.

1.2 Call Center

”
Ein Callcenter ist eine Organisationseinheit im Unternehmen oder auch ein eigenständiges Unternehmen, wel-

ches eingehende Anrufe entgegennimmt (inbound) oder telefonisch Kundenkontakte hergestellt (outbound). Call-
center dienen Informationszwecken (Hotlines), Kundendienst, Beschwerdemanagement, Marktforschung, Mei-
nungsforschung, Auftrags- und Bestellannahme oder auch als Notfall-Dienst. Sie sollen guten Service durch stän-
dige Erreichbarkeit sichern und dadurch Kunden binden. . . .“ [49]. Dies ist eine der vielfachen, nicht einheitli-
chen, Definitionen des Begriffs

”
Call Center“, die Wirtschaftslexika und anderen Quellen bieten. In [19, S. 113f.]

heißt es dazu:
”
[Es] lassen sich drei Hauptkomponenten herausfiltern: Organisation, Aufgaben und Technik. Call-

center sind demnach zumindest eigenständige Abteilungenmit eigener Struktur und Hierarchie, deren Aufgabe in
der Kommunikation mit unternehmensexternen Personen besteht. Dies geschieht durch eine spezielle Computer-,
Telefon- und Anrufverteilungstechnik. In der modernsten Form sind das vernetzte Multimedia-Routing-Lösun-
gen, die verschiedene Kommunikationsmittel umfassen.“ Aber was ist nun ein Call Center, wie muß man es sich
vorstellen?

Ein Call Center kann – vereinfacht – als Telefonzentrale beschrieben werden. Räumlich betrachtet ist ein Call
Center ein Ort, meist ein Großraumbüro, mit zahlreichen Telefonarbeitsplätzen, an denen die Mitarbeiter des
Call Centers, Agenten genannt, tätig sind. Ihre Aufgabe besteht im Wesentlichen aus dem Führen von Telefon-
gesprächen, deren Art durch die vom Call Center angeboteneDienstleistung bestimmt wird. Dabei gibt es zwei
Richtungen, Inbound und Outbound [19, S. 115]. Outbound bedeutet, die Telefonate gehen vom Call Center aus,
d. h. die Agenten rufen bei ihren potentiellen Gesprächspartnern an. Dies kann u. a. im Rahmen der Markt- und
Meinungsforschunggeschehen. Das Gegenstück ist der Inbound-Betrieb, hier beantworten die Agenten eingehen-
de Anrufe, der telefonische Kontakt wird also von außerhalbinduziert. Dabei handelt es sich um Service-Anfra-
gen durch die Anrufer, wie sie z. B. bei der Auskunft üblich sind, aber auch in Bereichen des Kundendienstes
(Warenbestellung, Beschwerde-Annahme, Support usw.). Esexistieren auch Mischformen von In- und Outbound,
Call Center, in denen die Agenten teilweise mit der Bedienung von ankommenden Anrufen, teilweise mit der
Durchführung von Outbound-Tätigkeiten beschäftigt ist. Call Center sind also Kommunikationszentren, die dem
(telefonischen) Kontakt zwischen zwei Seiten dienen, oft Unternehmen auf der einen und deren Kunden/Zielgrup-
pe auf der anderen Seite. Neben dem klassischen Kontakt per Telefon werden heutzutage auch andere Kommu-
nikationswege, wie E-Mail, Fax, Internet, von Call Centernangeboten und bedient.

Die folgenden Fotos zeigen exemplarisch, wie es in einem Call Center aussehen kann.
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Abbildung 1.1: Einblick in ein Call Center. Die Telefonarbeitsplätze sind u. a. mit PC und Headset ausgestattet
sowie oftmals durch Trennwände voneinander abgegrenzt. Foto zur Verfügung gestellt vom CCV [43].
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Abbildung 1.2: Agenten im Call Center während der Arbeit. Foto zur Verfügung gestellt vom CCV [43].

Ein wichtiges MerkmalmodernerCall Center, welches sie von historischen Vorläufern trennt, ist die soge-
nannte ACD – Automatic Call Distribution (automatische Anruf-Verteilung). Knackpunkt ist dabei die Automa-
tisierung: Abrufe werden nicht manuell, von Menschenhand,sondern maschinell verteilt. Dazu aus [19, S. 55f.]:

”
Bei der Automatic Call Distribution handelt es sich um computergestützte Systeme, die nach einem festgelegten

Algorithmus eingehende Anrufe annehmen und an freie Mitarbeiter, Mitarbeitergruppen oder andere Niederlas-
sungen verteilen oder in eine Warteschleife leiten. . . . Dieerste ACD wurde 1973 in den USA von Rockwell für
die Fluggesellschaft Continental Airlines entwickelt.“ Mehr zu ACDs folgt in Unterabschnitt 1.2.1.

Gemäß obigen Erläuterungen sind Call Center als Dienstleister anzusehen, sie lassen sich klassifizieren als
intern bzw. extern [19, 38]:

• Ein internes Call Center ist eine (Unter-)Abteilung des Kundendienstes eines Unternehmens und arbeitet
vorwiegend für das eigene Untenehmen; die Ausführung vonFremdaufträgen kommt vor [38]. Das Unter-
nehmen erbringt also die Dienstleistung selbst.

• Externe Call Center sind Firmen, deren Geschäftsmodell das Angebot von Call-Center-Dienstleistungen ist.
Sie erbringen ihre Dienstleistung im Auftrage ihrer Kunden(andere Unternehmen), z. B. durchÜbernahme
von deren Kundenkontakt.1)

Externe Call Center werden von Unternehmen verschiedener Größe betrieben. In Deutschland zählen arvato di-
rect services GmbH, Walter Services Holding GmbH und SNT Deutschland AG zu den größten Anbietern [39];
letztere ist z. B. an sieben Standorten in Deutschland (darunter Greifswald, Neubrandenburg) vertreten und be-
schäftigt mehr als4.000 Mitarbeiter (ca.3.900 Full Time Equivalents) [39, 52]. Es existieren aber auch mittlere

1) Kunde des Call Centers ist dabei dessen Auftraggeber, z. B. eine Firma X. Nutzer der Dienstleistung des Call Centers sinddann die
Kunden von X, diese sind aber nicht als Kunden des Call Centers zu verstehen.
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und kleine Firmen mit deutlich weniger Angestellten; zum Teil beschäftigen die Unternehmen unter100 Agen-
ten, wovon einige außerdem in Teilzeit bzw. im Nebenjob arbeiten (z. B. Studenten). Nach Informationen des
Call Center Verband Deutschland (CCV) e. V. [43] hatten 2006ca.19% der Call Center höchstens40 Telefonar-
beitsplätze, ca.58% zwischen41 und100 und23% mehr als100 Telefonarbeitsplätze [33].

Laut CCV gibt es in Deutschland6.700 Call Center,500.000 Beschäftigte arbeiten in der Branche, bei5.600
Unternehmen (2006). Das Statistische Bundesamt nennt dagegen für das Berichtsjahr 2008 die Zahl von1.036
Unternehmen/Einrichtungen mit ca.99.000 tätigen Personen und einen Umsatz von4, 9 Milliarden Euro [41].2)

Zur Geschichte und Entwicklung der Call Center, insbesondere in Deutschland, sei auf die (weitschweifigen)
Ausführungen in [19] verwiesen. Als Geburtsstunde der Call Center, wie sie heute verstanden werden, gilt der
erste Einsatz einer ACD-Anlage 1973 in den USA.

Mit dem Aufstieg der Call Center sind auch wirtschaftliche Auswirkungen verbunden, so entstand eine Indu-
strie, die ihre Produkte auf die Bedürfnisse von Call Centern hin ausrichtet. Diese umfaßt u. a. Hersteller von Tele-
fonanlagen und -netzwerken, Beratungs- und IT-Unternehmen, Büro-Ausstatter, Fabrikanten von Headsets. Dazu
kommen Dienstleister, hier reicht das Spektrum von der Schulung der Agenten über Marketing, Personalservice
und Design-Planung bis hin zu Anbietern von Gutscheinen undPrämien. Desweiteren gibt es Branchen-Verbände
wie den CCV oder den Deutschen Dialogmarketing Verband, Fachzeitschriften (z. B. TeleTalk, CallCenterProfi)
und eine Fachmesse, die jährlich durchgeführte CallCenterWorld [45].

Dies soll zur Einführung in die Thematik genügen. Mehr undgenauere Informationen bieten z. B. [19, 33, 38]
sowie zahlreiche Internet-Quellen, als Ausgangspunkt für entsprechende Recherchen kann [43] dienen.

1.2.1 Glossar

Einige der im Call Center relevanten und auch hier benutztenTermini sollen kurz beschrieben werden. Als Refe-
renzen dazu seien [42, 44, 47, 53] genannt; dort und in weiteren Glossaren im Internet können die Fachbegriffe
nachgeschlagen werden.

ACD Automatic Call Distribution (automatische Anruf-Verteilung): ein technisches System, welches die an-
kommenden Anrufe automatisiert weiterleitet, und zwar an bestimmte Agenten bzw. Agenten-Gruppen. Statt ei-
ner Weiterleitung kann die ACD auch eine andere Art von Behandlung des Anrufs festlegen (z. B. Abweisung).
Die ACD kann in die TK-Anlage integriert sein. Man unterscheidet sprachlich nicht immer genau ziwschen ACD
und TK-Anlage. Statt ACD ist auch von der ACD-Anlage die Rede.

Agent Mitarbeiter das Call Centers, der per Telefon (oder auch Fax, E-Mail, . . . ) den eigentlichen Service er-
bringt, durch Beantwortung von Anrufen (Inbound) oder Gespräch mit dem Angerufenen (Outbound).

TK-Anlage Telekommunikations-Anlage, oft auch einfach Telefonanlage: zentraler Bestandteil der Call-Cen-
ter-Technik, über den die Anrufe des Call Centers laufen; gewissermaßen die Verbindung zwischen dem Call
Center und dem Telefonnetz.

Routing Festlegung von Regeln, nach denen die Anrufe zu Agenten geleitet werden. Vgl. ACD.

Skill Ausdruck für die Fähigkeiten/Qualifikation eines Agenten. Der Skill beschreibt, für welche Arten von
Anrufen der Agent in Frage kommt, d. h. welche er bedienen kann. Im hiesigen Kontext wird ein Skill interpretiert
als Gruppe (Teilmenge) von VDNs.

VDN Vector Directory Number (Vektorverzeichnisnummer): ein Zahlencode, der einem Anruf bei Eingang zu-
geordnet wird. Technisch dient eine VDN dazu, für ankommende Anrufe zu bestimmen, wie diese zu behandeln
sind. Abstrakter kann eine VDN verstanden werden als Angabe, welche Agenten befähigt sind, den jeweiligen
Anruf zu bearbeiten. Vgl. Skill. Weitere Erläuterungen zuVDNs finden sich im Abschnitt 2.1.3.

2) Die unterschiedlichen Zahlen kommen vermutlich durch eineandere Abgrenzung zustande. Der Bericht [41] bezieht sich auf den Dienst-
leistungsbereich, evtl. sind daher nur externe Call Centererfaßt. U. U. ist auch die Zählung verschieden: ein Call Center kann auf mehrere
Standorte, bundes- und theoretisch sogar weltweit, verteilt sein; jeder dieser Standorte könnte als einzelnes Call Center gewertet worden sein.
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1.2.2 Eine Art von Call Center und seine Situation

Der Typ von Call Center, um den es in dieser Arbeit geht, ist das kleine/mittlere externe Call Center (bis maxi-
mal 100 Telefonarbeitsplätze) mit heterogenen Kunden. Dadurch,daß der Betreiber eines externen Call Centers
seine Aufträge am Markt beschaffen muß und i. A. nicht wählerisch sein kann, wird er mit verschiedenen Unter-
nehmen aus diversen Branchen zusammenarbeiten und hat demzufolge unterschiedliche Arten von telefonischen
Dienstleistungen zu erbringen. Für den Inbound-Bereich bedeutet das: die Anfragen der Anrufer variieren stark.
Beispielsweise wollen manche Anrufer einen Fernseher bestellen, andere würden gerne einen Termin mit einem
bestimmten Unternehmen machen; wieder andere wünschen eine Beratung zu einem Produkt, das sie gerade in
der Werbung gesehen haben, oder möchten sich über Möglichkeiten der Freizeitgestaltung in einer bestimm-
ten Stadt informieren; weitere wollen sich beschweren, weil ihre neue Warmwasseranlage nicht wunschgemäß
funktioniert, oder einen Abschleppwagen anfordern, der sich einer zugeparkten Ausfahrt annimmt, oder benöti-
gen einen Handwerker für die Reparatur ihrer Laden-Markise; manchmal will jemand sich zu einer Tagung
anmelden bzw. absagen . . . . In all diesen Fällen haben die betreffenden Unternehmen (oder auch Behörden, In-
stitutionen, Vereine) – das Fernseh-Geschäft, die Touristen-Information, der Hersteller von Warmwasseranlagen,
der Abschleppdienst, die Veranstalter der Konferenz – welche die beschriebenenen Anrufe nicht selber bearbeiten
können oder wollen, diese zum Call Center leiten lassen, das in ihrem Auftrag den vom Anrufer gewünschten
Service leistet – die Aufnahme der Bestellung (inkl. Ausfüllen entsprechender Formulare, Weiterleitung an das
Geschäft), die Beratung, die Vorschläge zum Freizeitprogramm (evtl. verbunden mit dem Buchen von Konzert-
karten o. ä.), die Beschwerde-Annahme usw. Das Call Centerhat es also mit mannigfaltigen Anfragen zu tun,
deren zufriedenstellende Beantwortung entsprechend ausgebildete Agenten erfordert. Von Bedeutung in diesem
Zusammenhang ist auch, daß die Anzahl der Anrufe – bedingt durch die Größe/Kapazität des Call Centers –
nicht so hoch ist wie im Fall einer großen Telefonzentrale, wo täglich tausende mehr oder weniger homogene
Anrufe eingehen. Stattdessen ist es so, daß die relativ geringen Anrufzahlen sich auf die diversen Gruppen von
Anrufern/Arten von Anfragen verteilen, und zwar unterschiedlich stark. Während einige Services nur selten und
vereinzelt nachgefragt werden, sind andere regelmäßig und in hohem Maße gewünscht. Zwischen diesen Extre-
men – kaum bis nie vorkommende Anfragen und täglich massenweise Anfragen – bewegen sich die Anrufzahlen
zu den einzelnen Kunden des Call Centers, was für dieses eine erhebliche Herausforderung darstellt.

Im weiteren Verlauf konzentrieren sich die Betrachtungen/Ausführungen auf den Inbound-Bereich. Es geht
also um die Situation, in der ein Call Center auf Anrufe von außen reagiert (also reaktiv handelt). Naturgemäß
kann es diese nicht vorhersehen; seine Geschäftstätigkeit ist damit weniger planbar als im Outbound-Fall (wo die
Handlungen aktiv vom Call Center ausgehen).

Aufgrund der sehr unterschiedlichen Arten von Anrufen/Anfragen ist klar, daß in der Regel nicht jeder Agent
jeden Anruf bedienen kann. Die Qualifikationen der Agenten sind nämlich verschieden, angepaßt an die diversen
Services, welche von den Anrufern nachgefragt werden. Weilbeispielsweise die Bearbeitung einer Beschwer-
de über ein technisches Gerät (wie Warmwasseranlage oderHeizung) einen anderen Kenntnisstand erfordert als
die Beratung bzgl. der Freizeitgestaltung, sind die Agenten auch unterschiedlich ausgebildet. Während der eine
vielleicht ausschließlich für Anfragen zum Thema Elektronik-Support kompetent ist, kann seine Kollegin so-
wohl Möbelbestellungen aufnehmen als auch Beschwerden handhaben und zusätzlich Konferenz-Anmeldungen
durchführen. Manche mögen alle Services rund um eine bestimmte Ware (z. B. Elektroherde) geeignet sein –
Bestellung, Beschwerde, Beratung, Rezept-Tipps – so daß Anrufe von Agenten der jeweiligen Produktkategorie
bedient werden. Oder aber die Fähigkeiten der Agenten sindnach den verschiedenen Kunden unterteilt. Oder die
Qualifikationen sind derart, daß manche Agenten die Bestellung von Toilettenschüsseln, Abflußrohren und Was-
serhähnen bearbeiten können, aber nicht Badewannen, Waschbecken und Fliesen im Repertoire haben; Anrufe
rund um diese werden von einer anderen Gruppe von Agenten beantwortet, u. U. zusammen mit der Entgegen-
nahme/Weiterleitung von Handwerkeraufträgen.

Jedenfalls kann ein Agent des Call Centers i. A. einige (wenige) Sorten von Anrufern bedienen, aber eben
nicht alle. Damit das Call Center trotzdem jedem Anrufer dengewünschten Service bieten kann, muß es die dazu
benötigten verschiedenen Typen von Agenten bereitstellen. Die Qualifikation eines Agenten – welche Anrufe
er bedienen kann – ist dann sein Skill (vgl. Abschnitt 1.2.1). In einem Call Center gibt es mehrere Skills, d. h. be-
stimmte Gruppen von Agenten, von denen jede dadurch gekennzeichnet ist, daß alle zugehörigen Agenten den
gleichen Skill haben.
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1.2.3 Problemstellungen im Call Center

Ein Call Center, speziell ein solches wie oben beschrieben,sieht sich mit einer Reihe von Aufgaben konfrontiert,
von deren Bewältigung abhängt, ob es am Markt bestehen kann oder nicht. Zu den Fragenstellungen gehören u. a.:

≫ Prognose – Wieviele Anrufe sind morgen, übermorgen, nächste Woche, kommenden Monat . . . zu erwar-
ten?

≫ Schichtplanung – Wieviele Agenten werden zu welchen Zeitenbenötigt, um die Anrufe adäquat bedie-
nen zu können? Und wie sind die vorhandenen Agenten in Schichten einzuteilen, damit dies bestmöglich
realisiert wird?

≫ Routing – Wenn ein Anruf im Call Center eintrifft, an welchender anwesenden Agenten soll er geleitet
werden?

≫ Skill Development – Wie muß das Call Center langfristig seine Agenten aus- und weiterbilden, damit es in
Zukunft noch besser arbeiten kann?

In dieser Arbeit wird sich vor allem mit dem Problem der Schichtplanung auseinandergesetzt.

1.2.4 Was Inbound im Vergleich zum Outbound verkompliziert

Der Inbound-Betrieb, die Hauptausrichtung des betrachteten Call Centers, stellt im Vergleich zum Outbound-Ge-
schäft andere Anforderungen. Das gilt speziell für die Prognose und die Planung der einzusetzenden Mitarbeiter:
Während im Outbound-Fall aufgrund der aktiven Rolle des Call Centers die anfallende Arbeitslast im Voraus be-
kannt ist, dadurch die Agenten leichter so eingeteilt werden können, wie es am besten ist, stellt sich bei eingehen-
den Anrufen natürlich die Frage, wann und in welchem Umfangdiese eintreffen, welches Arbeitsvolumen sie mit
sich bringen und wieviele Agenten wie bereitgestellt werden müssen, um Service in guter Qualität zu bieten und
trotzdem wirtschaftlich zu sein. Z. B. kann ein Outbound-Call-Center, welches für einen Kunden1.000 Anrufe
an einem Tag tätigen soll, davon ausgehen, daß der Auftrag ausgeführt ist, sobald die1.000 Anrufe abgearbeitet
sind. Die Planung kann darauf ausgerichtet werden, sämtliche Anrufe in der Zeit von 9 bis 17 Uhr zu erledigen,
und eine entsprechende Zahl von Agenten wird dazu dann eingesetzt; sind diese früher fertig als vorgesehen,
können sie mit weiteren Aufgaben (andere Outbound-Anrufeo. ä.) betraut werden. Das erlaubt es, eine bessere
Auslastung zu erreichen. Ein Inbound-Call-Center weiß demgegenüber nicht, wieviele Anrufe für einen Kunden
an einem Tag eintreffen werden. Es hat nur eine erwartete Zahl von 1.000, tatsächlich können es aber mehr oder
weniger sein, z. B.1.100, 1.150 oder nur800. Auch ist nicht genau bekannt, wie diese sich über den Tag verteilen.
Somit besteht eine gewisse Unsicherheit, wieviele Agentenzu welchen Zeiten einzuplanen sind. Hinzu kommen
Faktoren wie die gleichfalls nicht exakt bestimmbare Zeit zur Bearbeitung der einzelnen Anrufe oder die Frage,
wie lange diese zu warten bereit sind, bevor sie mit einem Agenten verbunden werden. Das macht den Inbound-
Betrieb komplexer und schwieriger zu planen.

1.2.5 Abgrenzung der Arbeit von der Bedienungstheorie

Call Center werden in der Mathematik vor allem im Rahmen der Bedienungstheorie betrachtet, sie sind Beispiele
für sogenannte Bediensysteme. Ein Bediensystem ist gekennzeichnet durch eintreffende Forderungen (Anrufe,
Kunden, Aufträge, . . . ), welche an den Bedienplätzen/Servern (Agenten, Bankangestellte, . . . ) bearbeitet werden
und anschließend das System wieder verlassen. Dabei spielen die Art der Eingangsstrom (wie verteilen sich die
Forderungen über die Zeit?), die Bedienzeit (wie lange braucht ein Server, um eine Forderung zu bedienen?),
die Anzahl der Bedien- und der Warteplätze (wieviele Forderungen können maximal auf eine verzögerte Bedie-
nung warten?) eine Rolle. In Abschnitt 2.2.3 wird auf die Bedienungstheorie näher eingegangen. Leider sind ihre
Ergebnisse im hiesigen Kontext nur bedingt anwendbar. So wird bei der Analyse von Bediensystemen vorausge-
setzt, der Eingangsstrom sei bekannt, insbesondere der Stromparameterλ, die mittlere Anzahl der Forderungen
pro Zeiteinheit. Im Bediensystem Call Center istλ die erwartete Anzahl von Anrufen innerhalb einer bestimmten
Zeit, und diese ist eben im Voraus nicht bekannt, sondern mußbestimmt werden. Dies ist Aufgabe der Prognose,
wozu die Bedienungstheorie keinen Beitrag liefert. Sie kann unter gewissen Voraussetzungen (die in der Praxis
häufig nicht gegeben sind) angeben, wieviele Agenten es braucht, um den geforderten Service in guter Qualität
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zu erbringen. Weil sich der Anrufstrom aber permanent ändert (z. B. im Verlauf eines Tages), muß die benötigte
Agentenzahl für einzelne Intervalle berechnet werden – sie variiert ja mit dem Anrufstrom. Es kann sein, daß an
einem Tag in der Zeit von 9 bis 10 Uhr200 Anrufe erwartet werden, wofür9 Agenten einzusetzen sind, von 10
bis 11 Uhr mit350 Anrufen zu rechnen ist, was nach17 Agenten verlangt, zwischen 11 und 12 Uhr voraus-
sichtlich450 Anrufe kommen, die19 Agenten erfordern, von 12 bis 13 Uhr dann12 Agenten für300 Anrufe da
sein müssen usw. Die Bedienungstheorie sagt dann zwar aus,daß am betreffenden Tag erst9, dann17, 19 und
schließlich12 Agenten da sein müssen. Wie nun aber das Call Center seinen verfügbaren Agenten real mögliche
Schichten zuweisen soll, so daß der errechnete Bedarf gedeckt ist, weitere Bedingungen erfüllt sind und die Wirt-
schaftlichkeit gegeben ist, stellt sich als ein anderes, sogar komplizierteres Problem heraus. Es ist ja schließlich
in der Wirklichkeit nicht so, daß ein Agent für eine Stunde arbeitet, dann pausiert, wieder zwei Stunden arbeitet,
erneut pausiert, zwei Stunden arbeitet, pausiert, noch eine Stunde arbeitet . . . und dann irgendwann Feierabend
macht. Stattdessen gibt es bestimmte, vorgegebene Schichten/Schichtmodelle, an welche sich das Call Center zu
halten hat; es kann seine Angestellten nicht nach Bedarf einbestellen und wegschicken, gewissermaßen

”
an- und

abschalten“ gemäß Anruflage. Typischerweise beginnt ein Agent seine Schicht zu einer bestimmten Zeit, arbeitet
dann z. B.5, 6 oder8 Stunden lang – vielleicht mit Pause(n) dazwischen – und steht dann erstmal nicht mehr zur
Verfügung. D. h. das Call Center muß die Schichten seiner Agenten so legen, daß sie den Bedarf in den verschie-
denen Phasen eines Tages (einer Woche, eines Monats) möglichst gut abdecken und dabei Stellen mit zu vielen
Agenten – was unwirtschaftlich wäre – oder zu wenig Agenten– was der Qualität abträglich wäre – tunlichst
vermeiden. Die Schichtplanung zerfällt also in zwei Teile, die Bedarfsermittlung mit Hilfe der Bedienungstheo-
rie und anschließend dem Versuch, die Schichten der Agentenso

”
zusammenzupuzzlen“, daß überall dem Bedarf

entsprochen wird.
Die in dieser Arbeit vorgestellte Methode geht anders an dasProblem der Schichtplanung heran. Anstelle mit

dem vermeintlichen Bedarf an Agenten zu verschiedenen Zeiten wird auf dem Anrufstrom gearbeitet, das Ver-
fahren benötigt daher andere Eingabe-Daten und keinen Rückgriff auf Ergebnisse der Bedienungstheorie.

1.2.6 Gliederung

Bevor in Kapitel 3 ein Ansatz zur Schichtplanung folgt, solldem Leser zuerst ein statistischer Einblick in ein rea-
les Call Center gegeben werden. Dazu dient Kapitel 2, welches einige relevante Größen zahlenmäßig zu erfassen
versucht. In Anhang B wird außerdem kurz auf die weiteren Ergebnisse der Kooperation mit der DIPRO GmbH
eingegangen.

1.2.7 Was neu ist

Der wesentliche Beitrag dieser Arbeit liegt in der neuartigen Herangehensweise an die Schichtplanung, siehe Ka-
pitel 3. Unter der Annahme, es seien die Anrufe in dem Zeitraum, für den die Planung erfolgt, schon bekannt, wird
ein bislang nicht betrachtetes Optimierungsproblem namensCBS definiert, dieses anschließend eingeordnet und
analysiert. Es stellt sich heraus, daßCBSNP-vollständig ist und sogar Approximations-Verfahrenkaum garantie-
ren können, akzeptable Lösungen zu finden. Trotzdem kann ein Polynomial-Zeit-Algorithmusangegeben werden,
der in verschiedenen Tests gute Ergbnisse zeigt. Die Entwicklung von Problemgeneratoren zuCBS, ein Verfah-
ren zur Berechnung von Approximationsfaktoren für einzelne Instanzen sowie die Formulierung vonCBS in der
Sprache der Linearen Optimierung bilden weitere Errungenschaften.

Die statistischen Betrachtungen im Kapitel 2 dienen dabei –einerseits – als Vorlauf für die Schichtplanung.
Der Anrufstrom, der ja eine Eingabe fürCBS bildet, ist Gegenstand genauerer Untersuchungen. U. a. wird der
Einfluß von Wochen- und Tagesrhythmus auf die Zahl im Call Center eingehender Anrufe analysiert. Den Größen,
welche zu einem einzelnen Anruf gehören, wie Wartezeit undDauer eines Gesprächs zwischen Agent und An-
rufer, wird gleichfalls Aufmerksamkeit gewidmet. Ziel istes, ihre Verteilungen genauer zu charakterisieren. Dies
gelingt z. B. dadurch, daß in einem Fall die aus der Stochastik bekannte Gamma-Verteilung erkannt wird. En pas-
sant wird dabei analytisch gezeigt, wie die Gamma-Verteilung asymptotisch in die Exponentialverteilung über-
geht.

Nach Wissen des Autors gibt es außerdem in der Literatur bislang noch keine derartig umfangreiche statisti-
sche Betrachtung von Anrufdaten aus einem Call Center, weder im Hinblick auf die Breite der Analyse noch die
Zahl der zugrundeliegenden Daten.
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Kapitel 2

Statistik der Anrufdaten

2.1 Einleitung

In diesem Kapitel soll die Situation eines Call-Centers dargestellt werden, und zwar aus dem Blickwinkel der
Statistik.

2.1.1 Was gemacht wird

Ziel ist es, ein modernes Call-Center mittels beschreibender Statistik zu erfassen und, wo möglich, Schlußfolge-
rungen zu ziehen. Dazu werden die Anrufdaten auf zwei Ebenenanalysiert: einmal als Anrufstrom – die Zahl
der im Call Center eingehenden Anrufe in bestimmten Zeitabschnitten ist Gegenstand der Untersuchung. Von In-
teresse ist hier vor allem die Abhängigkeit der Zahlen von der Zeit. Welchem Verlauf folgen sie? Welche Mu-
ster/Rhythmen gibt es? Diese Fragen stehen im Zusammenhangmit der für das Call Center wichtigen Thematik
der Prognose, welche ebenfalls zur Sprache kommt. Daneben wird kurz auf die Verteilung der Zahlen unter den
VDNs eingegangen; hier gilt interessanterweise eine aus anderen Gebieten bekannte Regel. Die drei genannten
Komplexe bilden den Inhalt des Abschnitt 2.2.

Die zweite Ebene betrachtet die Anrufe selbst genauer, es geht um deren zeitliche Struktur: aus welchen Pha-
sen besteht ein Anruf? Drei davon gibt es, jede von ihnen wirduntersucht. Das Hauptaugenmerk liegt auf den
Verteilungen der zugehörigen Größen talktime, disptimeund acwtime. Einige auffällige Phänomene werden dis-
kutiert, mögliche Interpretationen/Erklärungenzu geben versucht. So kann talktime mit der Gamma-Verteilung in
Verbindung gebracht werden, hinter disptime verbergen sich zwei verschiedene Größen – deren genaue Analyse
aber durch Zensiertheit der Daten verhindert wird – und acwtime gibt Anlaß, talktime zu

”
erweitern“. Das alles

findet sich im Abschnitt 2.3.

2.1.2 Herkunft der Daten

Die Firma DIPRO GmbH stellte Daten aus der Telefonanlage eines Call-Center-Unternehmens zur Vefügung.
Diese stammen aus dem Zeitraum Ende 2009 bis Mitte 2011. Es handelt sich dabei um

”
Anrufstrom“-Daten:

Zu jedem eingetroffenen Anruf liegen Werte für dessen Wartezeit, die Gesprächsdauer, Nachbearbeitungszeit,
Zeitstempel (UNIX-Timestamp) für Ankunft und Abschluß usw. sowie die zugehörige VDN (siehe unten) vor.
Daraus ließ sich u. a. rekonstruieren, an welchem Tag wieviele Anrufe eintrafen und welches

”
Anrufvolumen“

(also akkumulierte Gesprächsdauern) diese ausmachten.
Zu jedem Anruf, der im jeweils betrachteten Zeitraum im CallCenter einging, war ein Datensatz gegeben.

Die einzelnen Komponenten der Datensätze sind im Anhang erläutert, Seite 181. Aus Sicht der Datenanalyse ist
ein Anruf daher ein von der Telefonanlage gelieferter Datensatz.
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2.1.3 Begriff und Bedeutung der VDN

Ein Begriff, der im weiteren Verlauf noch eine große Rolle spielen wird, ist die sogenannte VDN (Vector Direc-
tory Number). Dabei handelt es sich um eine drei- bis vierstellige Nummer, anhand der man erkennt,

a) welche Art von Service (Auskunft, Bestellung, technische Hilfe, . . . ) der Anrufer wünscht,

b) für welchen Kunden1) der entsprechende Service vom Call-Center angeboten wird,

c) welche Agenten für die Beantwortung des Anrufs in Frage kommen.

Die Telefonanlage des Call-Centers stellt bei Eintreffen eines Anrufs dessen VDN fest und reagiert entsprechend
dieser. I. A. ist jeder Agent für mehrere VDNs qualifiziert.Die VDNs sind nominal zu interpretieren, obwohl es
sich dabei um Zahlen handelt; sie fungieren innerhalb des Call Centers gewissermaßen als Codes, mit deren Hilfe
die Einordnung des Anrufs und die Zuordnung zu einem Agentengesteuert werden.

Der Begriff der VDN entstammt der Technik von Telefonanlagen. Eine Erläuterung zu VDNs aus technischer
Sicht kann im Internet gefunden werden, z. B. unter [40]. Vereinfacht ist eine VDN, auf der Maschinenebene, eine
Nummer/ein Code, der in der Telefonanlage hinterlegt ist und diese anweist, eine bestimmte Reihe von Aktionen
für den jeweiligen Anruf durchzuführen.

Für die Statistik haben die VDNs vor allem eine klassifizierende/gruppierende Bedeutung. Hier kann es von
Interesse sein, die zu untersuchenden Größen jeweils füreinzelne VDNs bzw. VDN-Gruppen zu betrachten, um
ein differenzierteres Bild zu erhalten.

Aus rechtlichen, insbesondere Datenschutzgründen, dürfen die VDNs selbst nicht genannt werden. Sie wer-
den ggf. durch Pseudonyme bezeichnet, wie z. B. VDN1, VDN2, .. . .

2.1.4 Probleme mit den Daten

Drei Arten von Schwierigkeiten traten auf: die Frage nach Definition und Interpretation der Datensätze bzw. deren
Komponenten, durch technische Komplikationen verursachte Störungen, Eingriffe in die VDNs.

Da die Daten aus einer Telefonanlage, also einer technischen Apparatur, stammen, ist ihre ursprüngliche Be-
deutung ebenfalls technischer Natur. Das machte es nicht ganz einfach, sie eindeutig einzuordnen, denn dazu war
eine Loslösung vom maschinellen Hintergrund erforderlich. Eine anfänglich falsche Auslegung trat z. B. bei der
Analyse von disptime hervor, dazu mehr im Teil 2.3.2. Duch fortwährende Kommunikation mit den Mitarbeitern
von DIPRO konnten Fehlinterpretationen erkannt und Mißverständnisse beseitigt werden.

Technische Komplikationen: Die Datensätze sind nicht komplett, es gibt Lücken darin – Zeiten, für die keine
Aufzeichnungen vorhanden sind – was an Fehlfunktionen/Ausfällen der Telefonanlage liegt. So gibt es Lücken,
die mehr als einen Tag lang sind (über28 Stunden). Eigentlich reichten die von DIPRO bereitgestellten Daten so-
gar bis 2007 zurück, doch befand sich darin eine Lücke von mehreren Monaten: von Mitte bis Ende 2009 fehlten
Daten. Darum wurden nur die danach folgenden Daten zur Untersuchung herangezogen. Auch diese sind nicht
hundertprozentig komplett, sondern enthalten noch Lücken. Nicht immer konnten diese Fehler als solche iden-
tifiziert werden; wo es möglich war, wurden in Abschnitt 2.2die entsprechenden Tage aus der Betrachtung her-
ausgenommen.

Schließlich gab es bei den VDNs im Verlauf der ZeitÄnderungen. Manche VDNs wurden nur in einem Teil
des Zeitraums verwendet, hatten demzufolge auch nur in diesem Teil Anrufe zu verzeichnen. Es kann auch vor-
kommen, daß eine VDN verschiedentlich verwendet wurde, z. B. eine Zeitlang für Anrufe eines Typs A, dann evtl.
unbenutzt und schließlich für Anrufe eines Typs B. Außerdem, selbst wenn eine VDN immer ein und dieselbe
Bedeutung hatte, ist es möglich, daß sich ihre Anrufzahlenändern, weil eine – externe – Umstellung geschah:
so könnte ein Kunde des Call Centers sich entschieden haben, einen anderen Anteil der an ihn gehenden Anrufe
an das Call Center zu leiten (z. B.50% statt75%). Durch solche und ähnlichëAnderungen in den Vereinbarun-
gen können die Anrufzahlen einiger VDNs steigen oder sinken. Die in Abschnitt 2.2 untersuchten Zahlen ergeben
sich also nicht nur aus dem Anrufverhalten und stochastischen Effekten, sondern sind beeinflußt durch Entschei-
dungen des Call Centers und dessen Kunden. Diese Faktoren konnten nicht herausgefiltert werden. Darum ist es
schwierig, konkrete Aussagen aus den Daten abzuleiten.

1) Kunden des Call-Centers sind Unternehmen oder Personen, die das Call-Center beauftragen, gewisse vertraglich vereinbarte Dienste für
sie zu übernehmen. So kann z. B. ein Katalogunternehmen diean ihn gerichteten telefonischen Bestellungen über ein externes Call-Center
laufen lassen, daneben evtl. noch eine Beschwerde- und weitere Hotlines. Dementsprechend sind einem Kunden u. U. mehrere VDNs zuge-
ordnet. Die Anrufer sind dann diejenigen, welche diese Dienste beim Call-Center nachfragen. Anrufer und Kunden sind daher nicht dasselbe!
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2.2 Anrufzahlen

Genutzt wurden Daten für den Zeitraum 16. 12. 2009 – 30. 06. 2011, somit für562 Tage, darunter79 komplette
Wochen (Montag – Sonntag). Insgesamt waren es1.482.007 Datensätze. Die Zuordnung der Anrufe zu bestimm-
ten Zeiten erfolgte dabei über die Komponente segstart (siehe Seite 181), welche beschreibt, wann der Anruf in
der Telefonanlage eintraf. segstart, angegeben als UNIX-Timestamp, liefert diese Information sekundengenau;
die Nutzung von segstart bedeutet, daß jeder Anruf der Zeiteinheit (Monat/Tag/Stunde/usw.) zugeordnet wurde,
in der er ankam. Wenn im Folgenden von Anrufen die Rede ist, sind damit also immer im Call Center eingegan-
gen Anrufe gemeint. Entsprechend beschreiben die genannten Anrufzahlen die Zahlen angekommener Anrufe,
nicht die der bedienten/verlorenen Anrufe, und i. A. auch nicht die Zahl der Abgänge (Anrufe, die das Call Center
wieder verlassen).

2.2.1 Anrufzahlen der VDNs

In den Datensätzen fanden sich464 verschiedene VDNs. Deren Anrufzahlen wurden für den gesamten Zeitraum
16. 12. 2009 bis 30. 06. 2011 untersucht, dabei die aussortierten Tage (siehe Seite 24) weggelassen.2) Dadurch
fiel eine VDN weg, diese hatte an den verbleibenden541 Tagen keinen Anruf mehr. Die für die restlichen463
einzelnen VDNs berechneten Zahlen je aller Anrufe reichtenvon1 (45-mal) bis143.356. EineÜbersicht zu den
auftretenden

”
Größen“ bietet die nächste Tabelle.

”
Größe“ Anzahl VDNs Anteil an allen Anrufen

mehr als100.000 Anrufe 3 25, 44%
50.001 bis100.000 Anrufe 1 5, 77%
40.001 bis50.000 Anrufe 3 8, 97%
30.001 bis40.000 Anrufe 4 9, 85%
20.001 bis30.000 Anrufe 9 14, 92%
10.001 bis20.000 Anrufe 13 12, 85%
1.001 bis10.000 Anrufe 75 17, 35%
≤ 1.000 Anrufe 355 4, 85%

Die drei größten VDNs haben einen mehr als fünfmal so hohenAnteil an allen1.449.203 Anrufen als die355
kleinsten, was die ungleiche Verteilung deutlich macht. Die11 größten VDNs – jene mit über30.000 Anrufen –
machen zusammen50% aller Anrufe aus; die22 größten mehr als zwei Drittel (67, 45%); und die25 größten –
das sind alle mit einem Einzel-Anteil von mindestens1% – umfassen70, 77% aller Anrufe. Die höchsten Anteile
einzelner VDNs sind9, 89%, 7, 83%, 7, 72% und5, 77%. Mehr als drei Viertel aller VDNs fallen in die Klasse

”
maximal1.000 Anrufe“. Die Masse der VDNs ist daher als

”
klein“ einzustufen.

Zipfs Gesetz

Die Verteilung der Anrufzahlen unter den VDNs deutete auf einen Fall des Zipfschen Gesetz [35, S. 286f.] hin.
Dieses besagt Folgendes: Ordnet man den VDNs Rangzahlen nach ihrer Häufigkeit zu (je öfter die VDN auftritt,

desto kleiner der Rang), dann gilt, für die relative Häufigkeithk der VDN mit Rangk, hk ≈ 1

kq
mit einem Expo-

nentenq nahe1.3) Vereinfacht ausgedrückt: die Ränge und die Häufigkeitensind indirekt proportional. Versuche
dazu zeigten, daß das Gesetz hier in der Tat (näherungsweise) zutrifft, siehe die nächsten Grafiken.

2) Interpretation als fehlende Werte bzw. Anrufzahl0.
3) Dies ist die Formulierung von Zipfs Gesetz, wie sie hier, beiden VDNs und ihren Anrufzahlen, Sinn macht. Das

”
Original“ des Gesetzes

bezog sich auf die Häufigkeiten von Worten in einer Sprache.
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Frequencies vs. ranks

Fitted curve y = xa to "Frequencies vs. ranks" with a = −1.8294

Abbildung 2.1: Log-Log-Plot, relative Häufigkeiten der VDNs in Abhängigkeiten von deren Rängen (blau, alle
VDNs/Ränge) im Vergleich zu einer angepaßten Kurvey = xa mit a ≈ −1, 83 (rot). Die durch die beiden Kurven
dargestellten Daten haben einen Korrelationskoeffizienten von0, 732.
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Frequencies vs. ranks

Fitted curve y = xa to "Frequencies vs. ranks" with a = −1.5437

Abbildung 2.2: Log-Log-Plot, relative Häufigkeiten der VDNs in Abhängigkeiten von deren Rängen (blau, nur
die ersten214 VDNs/Ränge) im Vergleich zu einer angepaßten Kurvey = xa mit a ≈ −1, 54 (rot). Die durch die
beiden Kurven dargestellten Daten haben einen Korrelationskoeffizienten von0, 794. Kriterium für die Auswahl
der VDNs war eine relative Häufigkeit von≥ 2, 5 · 10−4.
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Man erkennt, daß bei Betrachtung aller VDNs die Daten nicht ungefähr einer Gerade entsprechen, wie sie es
im Log-Log-Plot nach dem Zipfschen Gesetz tun müßten. Beschränkt man sich hingegen auf die214 häufigsten
VDNs (die214 ersten Ränge), ist jedoch ein etwa linearer Verlauf der (logarithmierten) Werte zu sehen. Eine noch
bessere Anpassung erhält man mit einer Kurvey = c · xa, also durch Normierung mittels eines Faktorsc. Ohne
diesen wird die Regression verzerrt dadurch, daßxa für x = 1 immer 1 ergibt. Ein Versuch, bei demc = 0, 1
gesetzt wurde – damit Zipfs Gesetz gemäß [24] folgend – kam ein Exponenta = −1, 0421 ≈ −1 heraus. Mehr
zum Zipfschen Gesetz findet sich in der Literatur, [50] bietet eine reichhaltige Sammlung von Quellen.

Unterteilung anhand des Beitrags zu Tageszahlen

Neben den absoluten Zahlen und dem Anteil am Gesamt-Aufkommen wurden auch die Anteile der einzelnen
VDNs an den verschiedenen Tagen bestimmt. Betrachtet wurden von diesen vor allem die Maxima, d. h. es wurde
für jede VDN auf den höchsten Anteil geschaut, den sie je ander Anrufzahl eines Tages hatte. Dabei zeigten sich
Werte von0, 021% bis 35, 69%. Auch33%, 24% und26% kamen vor, bei20 VDNs lag der maximale Anteil
an einer Tageszahl oberhalb10%. Allerdings waren auch hier wieder die allermeisten VDNs

”
klein“: 321 von

ihnen hatten einen maximalen Tages-Anteil von≤ 1%, 418 kamen nie über5% hinaus. Fast alle VDNs hatten
also – jeweils einzeln betrachtet – an keinem Tag mehr als marginalen Einfluß auf die Anrufzahl.

2.2.2 Vom Anrufstrom zu Anrufzahlen

Aus dem Blickwinkel der Stochastik ist der Anrufstrom einenPunktprozeß(Xn)n≥1: dieXn sind dabei Zufalls-
variablen, d. h. AbbildungenXn : Ω −→ R≥0 aus einem Wahrscheinlichkeitsraum(Ω,A, P ) in die nichtnegati-
ven reellen Zahlen, mitX1 ≤ X2 ≤ X3 ≤ · · · . Ereignisseω ∈ Ω sind die möglichen Folgen von Anrufen. Dabei
istXn interpretiert als der zufällige Eingangszeitpunkt desn-ten Anrufs, wenn man beim Zeitpunkt04) mit der
Numerierung beginnt. Der Anrufstrom ist somit der Eingangsstrom der Anrufe. Genauer handelt es sich sogar
um einen markierten Punktprozeß(Xn,Mn)n≥1, die MarkeMn beinhaltet die weiteren Eigenschaften desn-ten
Anrufs wie VDN, Wartezeit, . . . (vgl. die Komponenten der Datensätze,Xn =̂ segstart,Mn =̂ der Rest).

Aus dem Punktprozeß(Xn)n erhält man einen Zählprozeß(Nt)t>0 durchNt :=
∑

n:Xn<tXn, Nt ist dann
die Zahl aller Anrufe im Intervall[0, t[. Unterteilt man die Zeitachse in Intervalle, erhält man aus dem Punktpro-
zeß Anrufstrom Zeitreihen: die Anzahl der Punkte (=̂ Anrufe) in jedem Intervall wird gezählt, was die Anrufzahl
in jedem Intervall ergibt. Um disjunkte Intervalle zu erhalten – was für die Vermeidung von doppelt gezählten
Anrufen notwendig ist – wird die Nutzung von rechtsseitig halboffenen Intervallen[a, b[ festgelegt. Deren An-
rufzahl berechnet sich dann alsN[a,b[ := Nb −Na. Naheliegenderweise werden für die Intervalle die üblichen
Zeiteinheiten genutzt, wie Stunden, Tage, Wochen, . . . . Deren Anrufzahlen stehen in diesem Abschnitt im Fokus.
Das dahinterstehende Konzept der Punkt- bzw. Zählprozesse wird weitgehend ausgeblendet, seine Erwähnung
diente nur der Einordnung und dem Verständnis. Weiteres zuPunktprozessen findet sich in der Literatur [18, 23].

2.2.3 Zur Bedienungstheorie

Die Interpretation des Anrufstroms als stochastischer Prozeß ist typisch für die Bedienungstheorie. Diese ma-
thematische Disziplin befaßt sich mit der Analyse vonBediensystemen. Es handelt sich um Systeme, in welchen
Forderungeneintreffen, die anBedienpl̈atzen(auchServergenannt) behandelt werden und danach das System
verlassen. Ein Inbound-Call-Center kann als Bediensysteminterpretiert werden: die Forderungen sind die Anrufe,
die Server die Agenten. Die folgenden Komponenten sind entscheidend für das Verhalten eines Bediensystems.

1. Der Eingangsstromder Forderungen, der deterministisch sein kann, meist aberals zufallsabhängig auf-
gefaßt wird. Dementsprechend modelliert man ihn in der Bedienungstheorie als stochastischen Prozeß, der die
(Anzahl der) eintreffenden Forderungen in einem Zeitintervall beschreibt.

2. Die Bedienzeit, also die Zeit, welche benötigt wird, um eine Forderung abzuarbeiten. Diese wird oft als
Zufallsvariable verstanden.

3. Die Anzahl der Server. Man betrachtet Systeme mit einem oder solche mitm ∈ N Servern.

4) Zeitpunkt0 wird dabei im Voraus fixiert, z. B. als 01. 01. 2000, 00:00:00 Uhr.
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4. Die Anzahl derWartepl̈atze. I. A. können nicht alle Forderungen sofort bei Eintreffenbehandelt werden.
Für diejenigen, bei deren Ankunft alle Server beschäftigt sind, wird in manchen Bediensystemen eine Warte-
schlange bereitgehalten, in die sie sich einordnen, um verzögert doch noch bedient werden zu können. Die maxi-
mal mögliche Anzahl von Forderungen in der Warteschlange wird als Zahl der Warteplätze bezeichnet. Sowohl
Bediensystem mit null Warteplätzen (keine Warteschlange; Verlustsysteme) als auch solche mit beliebig vielen
(Wartesysteme) und solche mitk ∈ N Warteplätzen werden untersucht.

Diese vier Charakteristika werden in der Literatur mittelsder Kendall-Notation [35, S. 112] zusammengefaßt;
sie beschreibt viele der untersuchten Bediensysteme vollständig. So steht z. B.M/M/m/∞ für ein System mitm
Bedienplätzen, beliebig vielen Warteplätzen, einem stationären, homogenen Poisson-Prozeß als Eingangsstrom –
die Anzahl von auftretenden Forderungen in einem Intervallder Länget ist Poisson-verteilt mit Parameterλt,
Anrufzahlen disjunkter Intervalle sind unabhängig, die Verteilung ändert sich nicht im Verlauf der Zeit (Stationa-
rität) – und exponentialverteilter Bedienzeit.

Das bekannteste Ergebnis der Bedienungs- oder Warteschlangentheorie sind die Formeln Erlang B und Er-
lang C, sie werden in [11] hergeleitet. Für eine detaillierte Einführung in die Thematik und weitere Resultate
siehe Literatur, z. B. [11, 13, 21] sowie Teile von [3, 4].

Warum diese Richtung nicht weiter verfolgt wird

Leider sind die Beiträge der Bedienungstheorie nur eingeschränkt anwendbar. Das hat mehrere Gründe.

a. Die Ergebnisse beruhen oft auf unrealistischen Annahmen. Beispielsweise sind die Erlang-Formeln für
reine Verlustsysteme (Erlang B) bzw. reine Wartesysteme (Erlang C) entwickelt worden; es wird also davon aus-
gegangen, daß eine Forderung (ein Anruf im Call Center) entweder gar nicht oder aber beliebig lange wartet.
In der Praxis ist es natürlich so, daß Anrufer eine gewisse Zeit warten, dann aber auflegen, somit weder das
Verlust- noch das Wartesystem eine adäquate Modellierungbilden.

Zwar gibt es auch Arbeiten, die sich mit dem Fall von Wartesystemen auseinandersetzen, wo die Forderun-
gen eine begrenzte Geduld besitzen. Z. B. bestimmt [17] näherungsweise Qualitätsmaße (Wahrscheinlichkeit für
den Verlust einer Forderung, Erwartungswert/Momente der Wartezeit) für ein System mitN identischen Ser-
vern (Agenten), einem Poisson-Strom von Forderungen, beliebig vielen Warteplätzen, in dem die Bedienzeiten
und Geduld der Anrufer je einer beliebigen Verteilung folgen und gegenseitig sowie untereinander unabhängig
sind (ein(M/GI/N +GI)-Bediensystem). Jedoch wird dort eingestanden, daß ein unabdingbarer Parameter
für die Berechnung der Näherungen wiederum nur dann analytisch bestimmbar ist, wenn die Bedienzeit einer
Exponentialverteilung folgt. Anderenfalls muß er durch Simulationen geschätzt werden.

b. Manche Untersuchungen beschränken sich auf den
”
heavy traffic“-Fall, wo tausende gleichartiger Anrufe

pro Tag eintreffen. Entsprechend sind dortige Aussagen nicht auf kleine/mittlere Call Center übertragbar.

c. Teilweise konzentrieren sich die Beiträge auf theoretisch interessante, praktisch jedoch weniger relevante
Aspekte wie Bedingungen für das Erreichen eines stationären Zustands (

”
steady-state“) oder die Ergodizität (sie-

he [13, S. 38ff.]).

d. Es wird oft angenommen, daß die Server (Agenten) alle gleich sind und/oder es nur eine Art von Forde-
rungen gibt. Ein allgemeines Modell, welches die komplexe Situation eines Call Centers mit vielen verschieden-
artigen Anrufen sowie variierenden, sich partiell überschneidenden Skills der Agenten abbildet, konnte in der
Literatur nicht gefunden werden.

e. Resultate wie die Erlang-Formeln sind i. A. für den stationären Zustand des Bediensystems erreicht worden.
D. h. sie gelten in der Situation, wo das System lange Zeit mitunveränderten Parametern (wie einem homogenen
Poisson-Prozeß als Eingangsstrom) läuft. Im Call Center gibt es jedochÄnderungen im Verlauf der Zeit, so sind
die Anrufzahlen tags und nachts unterschiedlich und unterliegen Trends, saisonalen und anderen Einflüssen.

Zusammenfassend läßt sich feststellen: die Bedienungstheorie hat Einiges an Ergebnissen hervorgebracht und da-
zu beigetragen, Call Center und andere Systeme mathematisch zu erfassen und besser zu verstehen. Deren hohe
Komplexität machte es notwendig, mit vereinfachenden Annahmen und Abstraktionen zu arbeiten, die es einer-
seits erlauben, konkrete Resultate zu erreichen, andererseits aber für die Verwendung in der Praxis hinderlich sind.
Die erzielten Ergebnisse sind dort bestenfalls als Näherung anzusehen, jedoch nicht auf das einzelne reale Call
Center übertragbar, denn dort können andere Verhältnisse vorliegen als in der Theorie angenommen (z. B. wenige,
verschiedene statt vieler gleicher Server/Agenten, sich ¨andernde Eingangsströme statt Stationarität).
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Desweiteren kann die Bedienungstheorie nur die benötigteAnzahl von Servern/Agenten – unter gewissen Be-
dingungen – liefern (z. B. durch Erlang B und C). Sie trägt nichts zu den Aufgaben bei, die erwartete Anrufzahl
erst einzuschätzen bzw. die Agenten des Call Centers danach in Schichten einzuteilen, um den vermeintlichen
Bedarf auch abzudecken. Aus diesen, schon in der Einleitungaufgeführten, Gründen ist der Bedienungstheorie
in dieser Arbeit keine größere Rolle zuteil geworden.

2.2.4 Tageszahlen

Übersicht

Es werden die Tageszahlen – Anrufzahlen der einzelnen Tage –zusammengefaßt betrachtet, d. h. für alle VDNs.
FolgendeÜbersicht vermittelt einen ersten Eindruck. Die Tage sind dabei numeriert von1 bis 562 und werden
nur durch ihre Nummern bezeichnet, nicht durch das jeweilige Datum.

Anzahl Tage 562
davon aussortiert 21
Anzahl Anrufe 1.482.007
Anzahl Anrufe nach Aussortierung 1.449.203

Tageszahlen
Minimum 276 (Tag110)
Maximum 5.580 (Tag279)
Mittelwert 2678, 75
Median 3.081
Streuung 1388, 52 (51, 83% vom

Mittelwert)
Anzahl Tage mit< 1.000 Anrufen 100 (18, 48%)
Anzahl Tage mit1.000 bis1.999 Anrufen 73 (13, 49%)
Anzahl Tage mit2.000 bis2.999 Anrufen 83 (15, 34%)
Anzahl Tage mit3.000 bis3.999 Anrufen 200 (36, 97%)
Anzahl Tage mit4.000 bis4.999 Anrufen 77 (14, 23%)
Anzahl Tage mit≥ 5.000 Anrufen 8 (1, 48%)

Tabelle 2.1:Überblick über die Größenordnung der täglichen Anrufzahlen.
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Abbildung 2.3: Häufigkeit der Tage mit bestimmter Anzahl von Anrufen.

Von den562 Tagen wurden21 aussortiert, weil ihre Daten als fehlerhaft einzuschätzen sind.5) Deren Werte
wurden bei der statistischen Untersuchung als fehlende Werte interpretiert. Die nächste Tabelle listet die aussor-
tierten Tage auf.

Tag (Nr.) Datum Tag (Nr.) Datum Tag (Nr.) Datum
35 19. 01. 2010 52 05. 02. 2010 97 22. 03. 2010
98 23. 03. 2010 195 28. 06. 2010 202 05. 07. 2010
209 12. 07. 2010 258 30. 08. 2010 272 13. 09. 2010
280 21. 09. 2010 281 22. 09. 2010 282 23. 09. 2010
283 24. 09. 2010 286 27. 09. 2010 287 28. 09. 2010
288 29. 09. 2010 293 04. 10. 2010 300 11. 10. 2010
307 18. 10. 2010 360 10. 12. 2010 361 11. 12. 2010

Tabelle 2.2: Tage mit fehlerhaften Daten (im Folgenden als fehlende Werte interpretiert).

Die beiden nächsten Grafiken zeigen den zeitlichen Verlaufder Anrufzahlen. Weil die vollständige Abbildung
aller Tageszahlen nur wenig erkennen ließe, wurden stattdessen Wochenzahlen6) gezeichnet.

5) Es treten an den betreffenden Tagen Lücken in den Aufzeichnungen auf, d. h. es muß davon ausgegangen werden, daß nicht alle Daten-
sätze vorliegen.

6) Wochenzahl= Anzahl der Anrufe von Montag bis Sonntag.
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Abbildung 2.4: Zeitreihe der Wochenzahlen; relevant ist die blaue Kurve, in welcher die aussortierten Tage durch
fehlende Werte repräsentiert werden. In der roten Kurve sind die – zweifelhaften – Zahlen der betroffenen Wochen
enthalten.
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Abbildung 2.5: Ausschnitt (8 Wochen) aus der Zeitreihe der Tageszahlen.



26

Abbildung 2.4 zeigt, daß die Zahlen im Verlauf der Zeit keineswegs konstant bleiben, sondern zunächst an-
steigen (Wochen 1 bis 51), dann wieder etwas sinken und schließlich zwischen16.000 und24.000 pro Woche
schwanken. Abbildung 2.5 läßt erkennen, daß es ein Muster der Tageszahlen einer Woche gibt; darauf wird nun
näher eingegangen.

Wochenrhythmus

Um die Zeitreihe adäquat untersuchen zu können, mußte zunächst die Frage geklärt werden, welche Perioden
darin vorkommen – also ob und ggf. mit welchen Abständen sich ähnliche Werte wiederholen. Dazu wurden die
Autokorrelationen der Tageszahlen untersucht, für Verschiebungen um1, 2, . . . , 500.7) Die naheliegende Vermu-
tung, die Wochentage würden die Saisonkomponente bilden,bestätigte sich dabei, wie die folgenden Grafiken
zeigen: die Verschiebungen um Vielfache von7 führen zu den höchsten Korrelationen (auch betragsmäßig). Diese
liegen zwischen0, 6 und0, 9, zumeist oberhalb von0, 7. Alle sonstigen Verschiebungen erreichen nur Korrela-
tionen von−0, 41 bis0, 37.
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autocorrelations for lags 1, 2, ..., 25

Abbildung 2.6: Autokorrelationen der Tages-Anrufzahlen für Verschiebungen um1, 2, . . . , 25 Tage. Drei Grup-
pen lassen sich klar unterscheiden, nämlich die Werte oberhalb von0, 8, diejenigen um0, 3 und die< −0, 1. Alle
Zahlen aus der ersten Gruppe gehören zu Verschiebungen um Vielfache von7.

7) Für die Tage mit fehlenden Werten wurde dabei der aufgerundete Mittelwert2.679 eingesetzt.
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Abbildung 2.7: Autokorrelationen der Tages-Anrufzahlen,gruppiert nach Verschiebungen. Jede Linie bildet die
Ergebnisse für Verschiebungen umi+ k · 7 ab, wobeik ≥ 0 und i ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} die Gruppen indiziert.
D. h. die Kurven zeigen die Autokorrelationen bei Verschiebungen umk Wochen plus1 Tag,k Wochen plus2
Tage, . . . ,k Wochen plus6 bzw.k Wochen plus7 Tage.

Zahlenmäßig stellt sich die Situation so dar:

Autokorrelationen
Gruppe Verschiebungen um alle anderen

Vielfache von7 Verschiebungen
Anzahl Werte 71 429
Minimum 0, 6136 (k = 490) −0, 4033 (k = 304)
Maximum 0, 8939 (k = 385) 0, 3689 (k = 477)
Mittelwert 0, 7413 −0, 122
Streuung 0, 0457 0, 2409
Median 0, 7337 −0, 2383

Tabelle 2.3: Vergleich der Autokorrelationen bei Verschiebungen um Vielfache bzw. Nicht-Vielfache von7.

Wesentlicher Einflußfaktor ist also tatsächlich der Wochenrhythmus. Auffällig: Der höchste Wert der Auto-
korrelationen entsteht bei einer Verschiebung von385, also55 Wochen. Erst der zweithöchste Wert0, 8378 trat
bei der Verschiebung um7 Tage auf. Das deutet auf einen weiteren, tieferliegenden Rhythmus hin, nämlich den
Jahreszyklus. Genauer scheint es sich um einen

”
Ostern-Ostern-Zyklus“ zu handeln, denn es sind ja55 statt52

Wochen; die Osterfeiertage 2011 lagen kalendarisch drei Wochen später als 2010,8) womit die 55(= 52 + 3)
sich erklären lassen. Weil mehrere Feiertage (Pfingsten, Himmelfahrt) der Lage nach an Ostern ausgerichtet sind,
und Feiertage sich deutlich auf die Anrufzahlen auswirken (siehe Seite 31f.), kann eine Periode, die von einem
Osterfest zum nächsten reicht, durchaus angenommen werden. Da nur Daten für eineinhalb Jahre vorlagen, war
eine Prüfung, ob der

”
Ostern-Ostern-Zyklus“ über mehrere Jahre hinweg feststellbar ist, nicht möglich.

Es werden nun die Anrufzahlen der verschiedenen Wochentageabgebildet.

8) Zur Erinnerung: Die Zahlen stammen im Wesentlichen aus 2010und 2011.
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Call numbers on Mondays (days with unclear data left out)

Abbildung 2.8: Zeitreihe der Montags-Anrufzahlen (Lücken sind fehlende Werte). Die vier nach unten gerichteten
Spitzen – Tage mit nur ca.500 Anrufen – gehören zu den Oster- bzw. Pfingstmontagen.
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Abbildung 2.9: Zeitreihe der Dienstags-Anrufzahlen (Lücken sind fehlende Werte).
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Abbildung 2.10: Zeitreihe der Mittwochs-Anrufzahlen (Lücken sind fehlende Werte).
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Call numbers on Thursdays (days with unclear data left out)

Abbildung 2.11: Zeitreihe der Donnerstags-Anrufzahlen (Lücken sind fehlende Werte). Die beiden nach unten
gerichteten Spitzen – Tage mit nur500 bis600 Anrufen – gehören zu Christi Himmelfahrt 2010 bzw. 2011.
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Call numbers on Fridays (days with unclear data left out)

Abbildung 2.12: Zeitreihe der Freitags-Anrufzahlen (Lücken sind fehlende Werte). Die nach unten gerichteten
Spitzen – Tage mit unter1.500 Anrufen – gehören zum 1. Weihnachtstag 2009, Neujahr 2010,Karfeitag 2010,
Heiligabend 2010, Silvester 2010 bzw. Karfreitag 2011.
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Abbildung 2.13: Zeitreihen der Sonnabend- und Sonntags-Anrufzahlen (Lücken sind fehlende Werte). Die nach
unten gerichteten Spitzen – Tage mit unter600Anrufen – in der Sonnabend-Kurve gehören zum 2. Weihnachtstag
2010, 1. Mai 2010, 1. Weihnachtstag 2010 bzw. Neujahr 2011.
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Besonders bei Montag, Donnerstag und Freitag zeigt sich dasPhänomen von vereinzelten starken Einbrüchen –
nach unten gerichtete Spitzen in den Diagrammen, welche durch Werte auf einem deutlich niedrigeren Niveau
als für den Wochentag üblich entstehen. Diese sind oftmals durch Feiertage zu erklären.

Feiertage

Konkret weisen gesetzliche Feiertage eine Anrufzahl ähnlich der an Sonntagen auf: von den100 Tagen mit we-
niger als1.000 Anrufen sind80 Sonntage (damit gehört jeder Sonntag in diese Gruppe),14 gesetzliche Feier-
tage wie Karfreitag, Ostermontag, Pfingstmontag oder 1. Mai, einmal tritt der Heiligabend (24. Dezember) auf.
Die restlichen fünf fallen auf

”
normale“ Sonnabende (weder Feiertag noch Weihnachten). Demgegenüber ist

an den Tagen Montag bis Freitag – und oft auch am Sonnabend – eine Anrufzahl deutlich oberhalb von1.000
üblich. Fällt ein Feiertag also auf einen der Wochentage Montag bis Freitag, so sticht er aufgrund seiner deutlich
abweichenden Anrufzahl hervor.

Die Tage wurden, ausgehend von den genannten Erkenntnissen, wie folgt als Feiertag oder Nicht-Feiertag
klassifiziert:

1. Voraussetzung für die Einstufung als Feiertag ist, daß tatsächlich ein gesetzlicher Feiertag oder ähnliches
Datum (24./31. Dezember) vorliegt. In anderen Fällen werden die ggf. ungewöhnlichen Anrufzahlen als ander-
weitig bedingte Schwankung gedeutet.

2. Die Sonntage werden alle als Nicht-Feiertage angesehen.Wo ein gesetzlicher Feiertag auf einen Sonntag
fällt, ist nämlich keine für einen Sonntag unübliche Anrufzahl zu erkennen.

3. Ein Sonnabend gilt als Feiertag, wenn seine Anrufzahl dermittleren Anrufzahl von Sonntagen näher ist als
der mittleren Anrufzahl von Sonnabenden.

4. Ein Montag, Dienstag, . . . , Freitag wird als Feiertag betrachtet, wenn seine Anrufzahl der mittleren Anruf-
zahl der Sonnabende oder der Sonntage näher ist als der mittleren Anrufzahl der Montage bzw. Dienstage bzw. . . .
bzw. Freitage.

Diese Einteilung war notwendig, um die Anrufzahlen der einzelnen Wochentage untersuchen zu können, denn
dabei mußten die jeweiligen Feiertage ausgeschlossen werden; sie würden das Bild verfälschen. Die folgende
Tabelle zeigt die als Feiertag erachteten Tage.

Tag (Nr.) Woche (Nr.) Datum Art des Tages Wochentag Anrufzahl
9 2 24. 12. 2009 Heiligabend Donnerstag 933
10 2 25. 12. 2009 Weihnachten Freitag 384
11 2 26. 12. 2009 Weihnachten Sonnabend 579
16 3 31. 12. 2009 Silvester Donnerstag 1.106
17 3 01. 01. 2010 Neujahr Freitag 451
22 4 06. 01. 2010 Dreikönigstag Mittwoch 2.098
108 16 02. 04. 2010 Karfreitag Freitag 453
111 16 05. 04. 2010 Ostermontag Montag 546
137 20 01. 05. 2010 Maifeiertag Sonnabend 530
149 22 13. 05. 2010 Himmelfahrt Donnerstag 527
160 23 24. 05. 2010 Pfingstmontag Montag 497
170 25 03. 06. 2010 Fronleichnam Donnerstag 2.166
374 54 24. 12. 2010 Heiligabend Freitag 1.136
375 54 25. 12. 2010 Weihnachten Sonnabend 362
381 55 31. 12. 2010 Silvester Freitag 1.464
382 55 01. 01. 2011 Neujahr Sonnabend 528
493 71 22. 04. 2011 Karfreitag Freitag 417
496 71 25. 04. 2011 Ostermontag Montag 413
534 77 02. 06. 2011 Himmelfahrt Donnerstag 624
545 78 13. 06. 2011 Pfingstmontag Montag 547
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Als
”
Feiertag“ sind also nicht nur gesetzliche und bundesweite Feiertage eingestuft worden, sondern auch Hei-

ligabend, Silvester und einige, aber nicht alle Feiertage einzelner Bundesländer (Fronleichnam, Dreikönigstag).
Der Einfluß der Feiertage ist sogar so stark, daß er die Autokorrelationen verschiebt, wie die nächste Grafik

zeigt. Behandelt man die Feiertagszahlen als fehlende Werte und ersetzt sie durch den Mittelwert aller anderen
Tageszahlen, liegen die jeweiligen Autokorrelationen – bei Verschiebungen um Vielfache von7 Tagen – alle
über denen, die unter Einbeziehung der Feiertage berechnet wurden. Auch wird das Maximum0, 9186 jetzt bei7
erreicht statt bei385, wo nun der zweithöchste Wert0, 918 liegt. Die um Feiertage bereinigten Autokorrelationen
haben außerdem deutlich schwächer ausgeprägte Spitzen.
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Abbildung 2.14: Vergleich der Autokorrelationen der Tageszahlen für Verschiebungen um Vielfache von7 Tage;
Feiertage miteinbezogen (rot) bzw. als fehlende Werte behandelt (blau).

Zur blauen Kurve: Interessanterweise fallen die Autokorrelationen nicht monoton, sondern steigen sogar wie-
der an, ab315, bis zum lokalen Maximum bei385. Der danach erneute Anstieg auf0, 9 bei 462 ist ebenfalls
auffällig, kann aber dadurch erklärt werden, daß für dieVerschiebungen um mehr als450 nur noch relativ wenige
Daten zur Berechnung der Autokorrelation zur Verfügung stehen, was stärkere Schwankungen bedingt. Daß die
Werte bei7 und385 fast gleich hoch sind, deutet wieder auf den vermuteten

”
Ostern-Ostern-Zyklus“ hin.

Wochentage und -rhythmus

Die einzelnen Wochentage sollen jetzt etwas genauer betrachtet werden. Dabei werden die Feiertage ausgeschlos-
sen. Zunächst folgt ein Blick auf die Anrufzahlen an sich, danach stehen die Anteile, welche Montag bis Sonntag
jeweils beitragen, im Mittelpunkt.
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Montag Dienstag Mittwoch Donnerstag Freitag Sonnabend Sonntag
Anzahl 66 76 78 75 71 75 80
Minimum 2.630 2.144 1.807 2.092 2.165 754 276
Maximum 5.580 5.250 5.102 4.866 4.417 2.349 973
Mittelwert 3.971, 76 3.644, 5 3.519, 5 3.398, 2 3.197, 03 1.320, 83 486, 09
Streuung 642, 4 674, 6 663, 61 615, 05 508, 85 263, 83 92, 2
Streuung 16, 17% 18, 51% 18, 86% 18, 1% 15, 92% 19, 97% 18, 97%
zu Mittelwert

Trendgeradea · x+ b für x = 1, 2, . . .
a 11, 0054 14, 0859 13, 1352 6, 3876 4, 8854 2, 1234 0, 0008
b 3.554, 3 3.055, 43 2.968, 64 3.144, 75 3.003, 45 1.248, 94 486, 05
a/b 0, 31% 0, 46% 0, 44% 0, 2% 0, 16% 0, 17% 0, 00017%

Tabelle 2.4: Anrufzahlen der Wochentage im Vergleich.

Es sei darauf hingewiesen, daß hier Zeitreihen betrachtet werden, für welche Mittelwerte, Streuung und ähn-
liche Parameter nicht so interpretiert werden dürfen wie für zeitunabhängige Daten; sie können zwar einen Ein-
druck vermitteln über den Bereich, in dem sich die Daten bewegen, aber nicht deren̈Anderung im Verlauf der
Zeit wiedergeben. Daher wurde auch die Trendgerade bestimmt, welche eine Aussage bzgl. des tendenziellen
Anstiegs der Zahlen im betrachteten Zeitraum erlaubt. Die Angabena, b unda/b in den letzten Spalten lassen
darauf schließen, daß ein positiver Trend vorliegt, die Anrufzahlen also tendenziell steigen. Ausnahme ist hier der
Sonntag, dessen Zahlen eher auf dem gleichen Niveau bleiben. Bei allen anderen Wochentagen scheinta/b mit
weniger als einem Prozent zwar auch nur gering, doch dies beschreibt ja nur das mittlere Wachstum; multipliziert
man dies mit der Anzahl der Wochen im betrachteten Zeitraum (je 81 für Mittwoch und Donnerstag, sonst80),
so kommt heraus, daß die jeweiligen Werte über die Zeit um etwa13% (Freitag) bis37% (Dienstag) ansteigen.9)

Beim Sonntag kann nur eine marginaleÄnderung von0, 013% festgestellt werden. Für die Tageszahlen insgesamt
wurde ein Trenda · x+ b mit a = 1, 076 undb = 2494, 08 ermittelt, somita/b = 0, 043%, was einem Anstieg
um ca.24% von Beginn bis Ende des Zeitraums entspricht. Beispielhaft ist der Trend für die Dienstagszahlen im
nächsten Bild eingezeichnet. Die Grafiken für die anderenWochentage enthält der Anhang (Seiten 183 – 185),
dort gibt es auch einen Boxplot der Anrufzahlen von Montag, .. . , Sonntag auf Seite 182.

9) Bei der Modellierung mitx = 1, 2, . . . beschreibtb das Anfangsniveau, also die ungefähre Höhe der Zahlen zu Beginn des Zeitraums.
Dazu kommt dann pro Zeiteinheit – hier: eine Woche – der Zuwachsa hinzu.
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Abbildung 2.15: Zeitreihe der Dienstags-Anrufzahlen, mitinterpolierten fehlenden Werten (rot), und zugehören-
de Trendgerade.

Weil Daten für nur anderthalb Jahre die Grundlage bilden, darf die Aussagekraft des Trends nicht zu hoch ein-
geschätzt werden. Aufgrund der nicht ausreichenden Datenbasis wurde dann auch auf die Bestimmung von wei-
teren Saison- oder Konjunkturkomponenten (Jahresrhythmus) verzichtet.

Wie sich die Anrufzahlen auf die Wochentage verteilen, zeigt die nächste Tabelle. Basis der folgenden Ergeb-
nisse sind die50 Wochen im Beobachtungs-Zeitraum, in denen weder fehlende Werte noch Feiertage lagen.

Montag Dienstag Mittwoch Donnerstag Freitag Sonnabend Sonntag
Werte für die50 kompletten Wochen (Montag – Sonntag) ohne fehlende Werte/Feiertage

Anrufe 199.096 183.300 176.689 167.765 157.661 64.449 24.003
Anteil 20, 46% 18, 84% 18, 16% 17, 24% 16, 2% 6, 62% 2, 47%

Anteile an Wochenanrufzahlen
Minimum 13, 22% 16, 9% 16, 71% 13, 31% 14, 09% 5, 61% 1, 88%
Maximum 23, 84% 23, 95% 20, 59% 19, 4% 18, 61% 8, 13% 3, 21%
Mittelwert 20, 57% 18, 79% 18, 12% 17, 2% 16, 2% 6, 63% 2, 49%
Streuung 2, 33% 1, 2% 0, 93% 1, 16% 1, 1% 0, 66% 0, 33%
häufigster Rang* 1 2 3 4 5 6 7
dessen Häufigkeit 36 22 21 28 37 50 50
* Rang in den absteigend sortierten Tageszahlen je einer Woche

Tabelle 2.5: Anteile der Wochentage an den Anrufzahlen im Vergleich.

Es zeigt sich ein gewisses Muster: der Montag hat die meistenAnrufe und die höchsten Anteile an der Wochen-
zahl (zwischen20% und21% im Mittel), Dienstag liegt leicht darunter mit ca.19%, Mittwoch wiederum etwas
niedriger mit18%, Donnerstag mit rund17% dahinter, am Freitag kommen gut16% der Anrufe, was den fünften
Platz bedeutet, Rang sechs gehört Sonnabend und seinen ungefähr6, 6%, und abgeschlagen am Ende liegt der
Sonntag, der nur2, 5% beisteuert. Somit beginnt die Woche mit vielen Anrufen, und die Zahlen sinken von Tag
zu Tag ab, anfangs nur wenig, zum Wochenende hin deutlich, wie auch die nächsten Grafiken erkennen lassen.
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Abbildung 2.16: Mittlere Anteile der Wochentage an den Anrufzahlen einer Woche – Anteil an der Gesamt-Sum-
me (blau), Mittelwert (grün), Median (rot).
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Abbildung 2.17: Boxplot der Anteile der einzelnen Wochentage an der Anrufzahl der jeweiligen Woche.
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Das beschriebene Muster von Montag bis Sonntag monoton fallender Anrufzahlen (Rangfolge der Wochen-
tage gleich ihrer Reihenfolge) ist dasjenige, was in den50 betrachteten Wochen am häufigsten auftrat, nämlich
14-mal. Am zweithäufigsten war ein nur leicht davon abweichendes Schema, bei dem der Mittwoch mehr Anrufe
aufwies als der Dienstag, bei ansonsten unveränderter Rangordnung;9-mal kam das vor. Einmal traten Ränge
(1, 2, 3, 3, 5, 6, 7) auf, also gleiche Zahlen/Anteile für Mittwoch und Donnerstag. Die Anzahl der Wochen, in der
die Rangfolge sich von(1, 2, 3, 4, 5, 6, 7) höchstens durch eine Vertauschung zweier aufeinanderfolgender Posi-
tionen unterscheidet, ist32, was64% entspricht. Immer ist die Anrufzahl am Sonntag die – mit Abstand – klein-
ste und die des Sonnabend die zweitkleinste. Daraus folgt, daß Abweichungen vom Muster(1, 2, 3, 4, 5, 6, 7) nur
von Montag bis Freitag vorkommen. Insgesamt gab es18 verschiedene Rangfolgen, von denen11 nur ein einziges
Mal vorkamen.

Es existiert also ein generelles Schema: am Montag die meisten Anrufe, dann abnehmend – wobei Dienstag
bis Donnerstag nahe beeinander liegen, ihr Niveau ist fast gleich – und deutlich kleinere Zahlen/Anteile am Wo-
chenende (Sonnabend unter10%, Sonntag unter5%). Daß es auch Schwankungen der Anteile und Abweichungen
vom Muster gibt, ist klar. In der folgenden Grafik sind einigeWochenverläufe dargestellt.
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Abbildung 2.18: Beispiele für die Formen der Anteilskurven im Wochenverlauf.

2.2.5 Tageskurven

Neben der Verteilung der Anrufe über die Woche ist natürlich von Interesse, wie die Zahlen sich im Tagesverlauf
entwickeln. Die beiden nächsten Diagramme geben darüberAufschluß durch Abbildung der mittleren Anrufzah-
len in den Zeiten 0 bis 1 Uhr, 1 bis 2 Uhr, . . . , 23 bis 24 Uhr, sortiert nach Wochentagen (Feiertage wurden dabei
ausgeschlossen).
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Abbildung 2.19: Anrufzahlen über den Tag, stündliche Mittelwerte.
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Abbildung 2.20: Wochenkurve der Anrufzahlen, basierend auf stündlichen Mittelwerten (Kurve entstanden durch
Aneinandereihen der Tageskurven von Montag bis Sonntag).
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StarkeÄhnlichkeit weisen die Verläufe von Montag bis Freitag auf: steiler Anstieg der Zahlen am Vormittag,
deutliches Sinken am Nachmittag, Abflachen ab 22 Uhr, nahezukonstant – auf einstelligem Niveau – zwischen
0 und 6 Uhr. Während Mittwoch, Donnerstag, Freitag ihr Maximum am späten Vormittag erreichen, dann einen
Einbruch über die Mittagszeit zeigen, anschließend ein zweites, kleineres Hoch am Nachmittag, ist es bei Montag
und Dienstag fast umgekehrt; dort wird das Maximum am Spätnachmittag erreicht. Der Sonntag zeigt einen zu
Mittwoch/Donnerstag/Freitag vergleichbaren Verlauf, allerdings auf viel niedrigerem Niveau und sowohl im An-
stieg als auch beim Abfallen flacher. Der Sonnabend hat ein einzigartiges Profil: nach dem Anstieg bis zum Ma-
ximum von 10 bis 11 Uhr ist die Kurve monoton fallend.

Die bereits im letzten Abschnitt festgestellten Unterschiede in der Höhe der Anrufzahlen machen sich auch
hier bemerkbar, man beachte das Niveau, welches die Kurven erreichen.

Generell läßt sich feststellen, daß nachts (von 22 bis 6 Uhr) nur wenige Anrufe ankommen, in den meisten
Stunden sind dort die Zahlen einstellig. Tagsüber, insbesondere von 8 bis 18 Uhr, sind hingegen stündlich hun-
derte Anrufe zu verzeichnen, wobei Sonnabend und Sonntag wieder aus der Reihe fallen.

Die beschriebenen Verläufe werden durch die folgenden Boxplots im Wesentlichen bestätigt. Sie zeigen aber
auch, wie breit die Bereiche sind, in denen die Stunden-Anteile an der Tageszahl schwanken.10) Lediglich die
Grafiken für Mittwoch und Sonnabend sind hier aufgeführt,die restlichen dem Anhang (Seiten 186 – 188) bei-
gefügt.
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Abbildung 2.21: Boxplot der stundenweisen Anteile an der Tageszahl, Mittwoch.

10) Die teilweise extremen Ausreißer insbesondere nach unten lassen vermuten, daß an einigen der betrachteten Tage die Daten verfälscht
sind durch Tücken, wie sie in Abschnitt 2.1.4 beschrieben wurden. U. U. konnten nicht alle Tage mit zweifelhaften Zahlen identifiziert und
ausgeschlossen werden.
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Abbildung 2.22: Boxplot der stundenweisen Anteile an der Tageszahl, Sonnabend.

Ein Interquartilbereich der Breite1% bis2%, wie in der Mittwochs-Grafik (Abbildung 2.21) mehrfach zu sehen,
mag zunächst nicht den Eindruck hoher Streuung erwecken. Wenn man jedoch bedenkt, daß diese relativen Zah-
len sich auf3.500 Anrufe am Tag beziehen (vgl. Tabelle 2.4), wird die Stärke der Schwankungen deutlich: Unter-
schiede von35 bis 70 Anrufen pro Stunde sind nicht ungewöhnlich. Aus statistischer Sicht mag nun eingewandt
werden, es handle sich dabei um erwartbare Abweichungen von±(2 · Streuung).11) Für das Call Center bedeu-
ten solche Differenzen jedoch erhebliche Unterschiede im Anrufvolumen (Anzahl der Gesprächsminuten, welche
die Agenten leisten müssen), das zu bearbeiten ist; ihr Effekt ist derart, daß die Zahl eingeplanter/vorhandener
Agenten zu hoch oder zu niedrig ausfällt. Ersteres schadetder Wirtschftlichkeit des Call Centers, Letzteres geht
zu Lasten der Service-Qualität.

Wie heftig die Ausschläge sein können, veranschaulichendie nächsten Bilder. Darin sind pro Wochentag ei-
nige Beispiele von Tagesverläufen wiedergegeben.

11) Geht man z. B. von einer Poisson-Verteilung der Anrufzahleneiner Stunde aus, die den Parameter (Erwartungswert)λ ≈ 300 hat, so ist
die Streuung

√
λ ≈ 17. Der Bereichλ± 2

√
λ hat dann eine Breite von ca.70.
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Abbildung 2.23: Einige ausgewählte Montags-Kurven (Anteile).
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Abbildung 2.24: Einige ausgewählte Dienstags-Kurven (Anteile).
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Abbildung 2.25: Einige ausgewählte Mittwochs-Kurven (Anteile).
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Abbildung 2.26: Einige ausgewählte Donnerstags-Kurven (Anteile).
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Abbildung 2.27: Einige ausgewählte Freitags-Kurven (Anteile).
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Abbildung 2.28: Einige ausgewählte Sonnabend-Kurven (Anteile).
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Abbildung 2.29: Einige ausgewählte Sonntags-Kurven (Anteile).

Die Darstellungen verdeutlichen: Obwohl eine
”
mittlere“ Tageskurve existiert, gibt es keinen typischen,fast

immer gültigen Verlauf.̈Uberall können verschiedene Formen auftreten. Deshalb kann keine sichere Aussage für
den Anteil/die Anzahl der Anrufe zu einer bestimmten Zeit des Tages gemacht werden.

Nur kurz soll hier auf den Tagesverlauf an Feiertagen12) eingegangen werden. Die folgenden Grafiken zeigen,
daß hier ebenfalls sehr starke Schwankungen vorliegen, wenn es um die Anteile einzelner Stunden an der Ta-
geszahl geht. Diese sind aber auch durch die deutlich geringeren Zahlen bedingt – einëAnderung z. B. um±10,
bezogen auf ca.500Anrufe, läßt den jeweiligen Anteil um±2% schwanken, im Verhältnis zu etwa3.000Anrufen
wären es nur±0, 3%. Die Kurven des 24. und 31. 12. sind in den jeweils zwei vorliegenden Fällen recht ähnlich,
vgl. Abbildung 2.31. Ihr Verlauf mit einem steilen Anstieg bis zum Maximum am Vormittag und darauffolgenden
Abfall hebt sich von dem der anderen Tage ab, welcher eher flach ist. Dies liegt sicher daran, daß es sich nicht
um Feiertage im strengen Sinn handelt.

12) Damit sind die als Feiertag eingestuften Tage gemeint, siehe Seite 31.
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Abbildung 2.30: Boxplot der stundenweisen Anteile an der Tageszahl, Feiertage.
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Abbildung 2.31: Einige Feiertags-Kurven (Anteile).
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Abbildung 2.32: Einige Feiertags-Kurven (Anteile).
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Abbildung 2.33: Einige Feiertags-Kurven (Anteile).
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Abbildung 2.34: Einige Feiertags-Kurven (Anteile).

2.2.6 Prognose

Im Zusammenhang mit den Anrufzahlen stellt sich natürlichdie Frage, inwiefern diese vorhersagbar sind. Es ist
schließlich für die Planung des Call-Centers wichtig, zumindest näherungsweise zu wissen, wieviele Anrufe in
den nächsten Wochen eintreffen werden. Diese Prognose mußdabei nicht nur für die ganze Woche gemacht wer-
den, auch nicht nur auf Tages-Ebene, sondern für Zeitintervalle, die jeweils eine Stunde (oder weniger) lang sind;
in der Praxis sind Viertelstunden üblich. Der Zeitraum, f¨ur den die Prognose gewünscht ist, wird in solche Inter-
valle eingeteilt, und jedem davon soll eine Zahl zugeordnetwerden, die möglichst nahe an der dort eintreffen-
den – im Voraus natürlich unbekannten – Anrufzahl sein soll. Dabei gilt es nicht nur, die erwartete Gesamtzahl
zu bestimmen, stattdessen ist eine Prognose für jede VDN gefragt; manchmal auch für Gruppen von VDNs.

Es wurde bereits gesehen, daß es zwar gewisse Muster/Perioden im zeitlichen Verlauf der Anrufzahlen gibt
(Wochen- und Tagesrhythmus), diese aber lediglich im Mittel gelten und erhebliche Schwankungen aufweisen.
Das hat dann selbstverständlich negative Auswirkungen auf die Prognostizierbarkeit. Bei einer starken Streuung
der Anrufzahl z. B. einer bestimmten Stunde in der Woche ist der Bereich, in dem diese Zahl mit einer gewissen
Wahrscheinlichkeit liegt (z. B. der Interquartilbereich), sehr breit. Es wird aber eine Zahl als Vorhersage benötigt–
keine Aussage wie

”
zu90% werden es zwischen100 und200 Anrufe sein“. Die Wahrscheinlichkeit, daß die tat-

sächliche Anrufzahl sich von der erwarteten deutlich unterscheidet, ist dann wegen der hohen Streuung sehr groß.
Die Prognose kann also nur bedingt zutreffend sein, mit Abweichungen zwischen vorhergesagter und beobachte-
ter Anrufzahl ist zu rechnen.

Die Vorhersage für die Anrufzahlen eines Tages werden naheliegenderweise aus Werten desselben Wochen-
tags in der (näheren) Vergangenheit erstellt. Dies ist durch Erkenntnisse über die Zeitreihe der Anrufzahlen (Au-
tokorrelationen) begründet. Die Güte einer solchen Prognose läßt sich durch das Verhältnis von Zahlen aufeinan-
derfolgender gleicher Wochentage einschätzen; also vergleicht man einen Montag mit dem nächsten, analog für
Dienstag bis Sonntag. Der dafür beschrittene Weg ist die Untersuchung der Quotienten

QO
i :=

Anrufzahl vonO in Wochei+ 1

Anrufzahl vonO in Wochei
, für O ∈ {Montag, . . . ,Sonntag};
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um diese Faktoren unterscheiden sich die Werte von einer Woche zur nächsten.13) Zu erwarten ist, daß dieQO
i

um1 streuen; das entspricht der Annahme von ungefähr gleichenZahlen in aufeinanderfolgenden Wochen.

alle Mo Di Mi Do Fr Sa So
Anzahl 484 56 72 75 69 63 70 79
Minimum 0, 5576 0, 7247 0, 6759 0, 6755 0, 645 0, 8049 0, 702 0, 5576
Maximum 1, 7523 1, 518 1, 3255 1, 35 1, 7523 1, 3333 1, 56 1, 487
Mittelwert 1, 012 1, 021 1, 016 1, 006 1, 007 1, 008 1, 018 1, 008
Streuung 0, 147 0, 155 0, 136 0, 13 0, 148 0, 106 0, 159 0, 18
1. Quartil 0, 925 0, 925 0, 949 0, 92 0, 93 0, 94 0, 912 0, 894
Median 1, 001 1, 027 1, 011 1, 0005 0, 986 0, 999 0, 983 1, 011
3. Quartil 1, 093 1, 084 1, 096 1, 099 1, 073 1, 061 1, 107 1, 116
mittlere absolute 0, 109 0, 116 0, 101 0, 102 0, 0997 0, 081 0, 119 0, 136
Abweichung von1
Anteil der Werte 56, 2% 57, 14% 61, 11% 53, 33% 63, 77% 65, 08% 51, 43% 44, 3%
von0, 9 bis1, 1
Anteil der Werte 86, 78% 83, 93% 83, 33% 89, 33% 89, 86% 95, 24% 84, 29% 82, 28%
von0, 8 bis1, 2

kleinstes Intervall, das mindestens90% der Werte enthält
untere Grenze 0, 775 0, 725 0, 8 0, 777 0, 788 0, 824 0, 84 0, 64
obere Grenze 1, 224 1, 193 1, 256 1, 172 1, 173 1, 127 1, 282 1, 221

Tabelle 2.6: QuotientenQO
i der Anrufzahlen von Montagen, . . . , Sonntagen in aufeinanderfolgenden Wochen.

Tatasächlich bewegen sich die Quotienten um1, wie die Mittelwerte und Mediane zeigen. Daß erstere ober-
halb von1 liegen, ist durch den positiven Trend der Anrufzahlen begr¨undet (vgl. Tabelle 2.4). Die Streuung ist
mit 0, 1 bis0, 18 nicht sehr hoch, dasselbe gilt für die mittlere absolute Abweichung von1. Es fällt auf, daß gera-
de die für den Sonntag ermittelten Quotienten am häufigsten von der1 entfernt liegen (vgl. Streuung, Breite des
Interquartilbereichs, Anteil der Werte in[0, 9; 1, 1]). Dies erklärt sich durch die vergleichsweise niedrigen Anruf-
zahlen (um500, fast immer< 700) an Sonntagen, bei denen auch kleinere Veränderungen um±100 zu deutlichen
Ausschlägen derQO

i führen. Allgemein variiert die Verteilung der Quotientenzwischen den Wochentagen. So lie-
gen dieQO

i beim Freitag besonders dicht, dort gibt es z. B. das größte Minimum und gleichzeitig das kleinste
Maximum.

Der Anteil der Quotienten, die nahe bei1 liegen, ist fast überall> 50%. Die Mehrheit der Tage hat also Anruf-
zahlen, die in etwa denen eine Woche zuvor entsprechen; Ausnahme ist hier nur der Sonntag. Es wird aber auch
klar, daß die

”
Nähe zur1“ nicht allgemein gilt, zwischen einem Drittel und der Hälfte der Quotienten befindet

sich außerhalb von[0, 9; 1, 1]. Zwar ließ sich feststellen, daß über80% bis über90% der Quotienten von der1 nur
um±0, 2 entfernt sind, d. h. an entsprechend vielen Tagen unterschied sich die Anrufzahl von der Vorwoche um
höchstens±20%. Bezieht man das auf die Größenordnung der Anrufzahlen – mehrere Tausend pro Tag – wird
klar, daß Schwankungen um±20% erheblich sind. So wurden beispielsweise für den Montag5-malÄnderungen
zwischen500 und900 von einer Woche zur nächsten notiert,8-mal gab es Differenzen von−500 bis −1000;
Abweichungen von1.000 bis1.500 traten ebenfalls vereinzelt auf (in beiden Richtungen). Auch für andere Tage
konnten Schwankungen um mehrere hundert bis über tausend Anrufe zwischen aufeinanderfolgenden Wochen
erkannt werden; siehe auch die Abbildungen 2.8 bis 2.13. Am wenigsten davon betroffen ist dabei der Sonntag,
wohl aufgrund seines niedrigen Niveaus.

Es wird also klar, daß es starke Schwankungen von Woche zu Woche gibt, sowohl relativ (d. h. in den Quo-
tienten) als auch absolut. Im Großteil der Fälle beschränken sich die Abweichungen auf±20%, allgemein ist
aber auch mit ungünstigeren Werten zu rechnen. Das machen die letzten beiden Zeilen von Tabelle 2.6 deutlich:
selbst die

”
dichtesten“90% der Quotienten reichen von0, 775 bis1, 224. Das bedeutet, in90% der Fälle liegt die

Anrufzahl eines Tages zwischen77, 5% und122, 4% der Anrufzahl desselben Tages in der Woche davor – und
engere Grenzen kann man nicht angeben. Zwar gibt es einzelneWochentage, wie Mittwoch, Donnerstag, Freitag,

13) Dabei wurden Tage mit fehlenden Werten – die aussortierten und die Feiertage – von der Betrachtung ausgeschlossen. Entsprechend
konnte für diese und die jeweils eine Woche danach liegenden kein Quotient ermittelt werden.
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bei denen die Aussage mit einem kleineren Intervall möglich ist, doch selbst dort ist die Spannweite von≥ 0, 3
noch erheblich; man erinnere sich, daß sie Unterschiede vonhunderten bis über tausend Anrufen bedeuten kann.

Es folgt ein Histogramm für die Quotienten. Histogramme f¨ur die einzelnen Wochentage befinden sich im
Anhang (Abbildungen A.13 – A.19, Seiten 189 bis 192).

0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8

10

20

30

40

50

60

70

80

90

Abbildung 2.35: Histogramm der QuotientenQO
i für alle Wochentage.

Eine genaue Prognose, d. h. die Angabe einer Zahl, die mit ihrem Zielwert nahezu übereinstimmt, ist gemäß
den obigen Feststellungen kaum möglich, Abweichungen dertatsächlichen Anrufzahl von der vorhergesagten um
±20% sind offenbar unvermeidlich.

Der Leser mag sich fragen, ob die starken Schwankungen und die daraus gezogenen Folgerungen zur Progno-
stizierbarkeit nur für die Gesamt-Zahl der Anrufe pro Tag gelten, während eine Aufschlüsselung nach VDNs ein
ganz anderes, vielleicht besseres Bild liefert. Dies kann verneint werden. Am Besipiel der VDN2 wird nun kurz
gezeigt, daß auch einzelne VDNs erhebliche Streuungen in ihren Anrufzahlen aufweisen. Die Verteilung der Quo-
tientenQO

i , für VDN2 alleine ermittelt, geben folgende Tabelle und die anschließende Grafik wieder. Sonnabend
und Sonntag gingen nicht mit in die Untersuchung ein, denn sie haben nur geringe Anrufzahlen.

Montag – Freitag
Anzahl 335
Minimum 0, 326
Maximum 2, 837
Mittelwert 1, 048
Streuung 0, 344
Median 1, 003
mittlere absolute Abweichung von1 0, 233
Anteil der Werte von0, 9 bis1, 1 32, 84%
Anteil der Werte von0, 8 bis1, 2 61, 79%

Tabelle 2.7: QuotientenQO
i der Anrufzahlen, nur VDN2.
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Abbildung 2.36: Histogramm der QuotientenQO
i , Montag bis Freitag, nur VDN2.

Vergleicht man die Ergebnisse mit denen für die Gesamtheitaller VDNs, Tabelle 2.7 und Abbildung 2.35,
muß man sogar eine Verschlechterung konstatieren: die Quotienten bei VDN2 alleine reichen über einen viel brei-
teren Bereich – d. h. die Anrufzahlen in aufeinanderfolgenden Wochen schwanken viel stärker, zum Teil um mehr
als100%. Die Streuung ist mit0, 344 bei VDN2 deutlich höher, ebenso die mittlere absolute Abweichung von1.

Die folgende Abbildung unterstreicht noch einmal dem Eindruck des Auftretens erheblicher Abweichungen.
Exemplarisch zeigt sie die Anrufzahlen einer bestimmten Stunde, 8 bis 9 Uhr montags, über mehrere Wochen.
Schwankungen von±10 Anrufen sind normal, Abweichungen zwischen±20 und±40 keine Seltenheit.
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Abbildung 2.37: VDN2, Anrufzahlen am Montag, 8 bis 9 Uhr, in16 aufeinanderfolgenden Wochen.

Auch bei anderen betrachteten VDNs war die Situation ähnlich. Generell scheint es besser zu sein, mehrere
VDNs zu Gruppen zusamenzufassen, weil dadurch die Schwankungen sich teilweise gegenseitig ausgleichen und
Quotienten mit geringerer Streuung erreichbar sind.

Ziel kann es nur sein, Prognosen so zu erstellen, daß die Schwankungen
”
geglättet“, d. h. die summierten oder

anderweitig zusammengefaßten Abweichungen zwischen Vorhersage und tatsächlichem Wert minimiert werden,
somit eine

”
im Mittel“ gute Näherung ensteht.

Einfaches Verfahren

Es wurde eine einfache Methode entwickelt, die hier schematisch vorgestellt wird. Werden Prognosen für den
Tagd gesucht, der auf den WochentagWd ∈ {Montag, . . . ,Sonntag} fällt, ist das Vorgehen wie folgt:

1. Bestimme die letzten vier Wochen, in denen die Anrufzahlen für Wd bekannt sind. D. h. suche die vier
kleinstenk ∈ N, so daß für die Taged− 7k Daten vorliegen.

2. Muß für einen dieser Taged− 7k die Anrufzahl als anomal/fehlender Wert eingestuft werden(z. B. weil es
sich um einen Feiertag handelt, oder weil die Daten irgendwie verfälscht sind), ersetze ihn durch einen anderen,
d− 7k′, dessen Werte als

”
normal“ für WochentagWd anzusehen sind.

Dadurch werden die letzten/jüngsten vier Taged− 7k′ ausgewählt, deren Daten als geeignet gelten können.

3. Die Anrufzahlen der ausgewählten Tage seien, aufsteigend geordnet,y1, y2, y3, y4. Als Prognose fürd setze

a :=
y2 + y3

2
, also das50%-gestutzte Mittel (das hier gleich dem Median ist).

Dies kann sowohl für die Tageszahlen als auch für die Anrufzahlen von Viertelstunden, für die Gesamt-Zahl
oder jede VDN bzw. Gruppe von VDNs durchgeführt werden. DerGrund für die Verwendung dieses Verfahrens
war, daß es bei Versuchen (mit teilweise älteren Daten) diegeringsten Abweichungen zwischen den berechneten

und den (bekannten) beobachteten Werten hervorbrachte. Konkret wurden die Quotienten
beobachteter Wert
berechneter Wert

be-

stimmt und deren Abweichung von1 – gemessen z. B. am Prozentsatz der Quotienten in[0, 8; 1, 2] – als Maßstab
genommen.
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Modell für optimierte Prognose

Ausgehend von der Idee, diejenige Prognose-Methode anzuwenden, welche die bisherigen, bekannten Anrufzah-
len bestmöglich vorhergesagt hätte, wird hier ein Ansatzvorgestellt, eben diese Methode zu bestimmen. Konkret
wird ein autoregressives Modell verwendet, dessen Parameter mittels Kleinste-Quadrate-Schätzung ermittelt wer-
den.

Gegeben seien Anrufzahleny1, . . . , yT ∈ N aus der Vergangenheit, wobeiyt Anrufzahl für Zeitpunktt ist.
Aus diesen sollen die Anrufzahlen zu den – zukünftigen – ZeitpunktenZ,Z + 1, . . . , Z + r vorhergesagt werden.
Ziel ist also die Berechnung von erwarteten AnrufzahlenŷZ , ŷZ+1, . . . , ŷZ+r ∈ N. s := Z − T ist dabei der
Abstand zwischen dem Prognose-Zeitraum[Z,Z + r] und der Zeit[1, T ] mit bereits bekannten Daten. Dies
entspricht der Situation für das Call Center: die Prognosefür einen Zeitraum, z. B. 1. bis 31. Oktober, wird nicht
erst am 30. September gemacht, sondern muß erheblich früher vorliegen; anderenfalls kann nicht geplant werden.
Werden die Vorhersagen am 10. September benötigt, könnennur die Daten bis zum 9. September eingehen, was
einen Abstand von22 Tagen bedeutet. Nachstehende Skizze illustriert den Sachverhalt.

Zeit
1 2 · · · T T + 1 · · · Z Z + 1 · · · Z + r

= T + s

Anrufzahlen bekannt Abstand der Länges Prognose gesucht

Der autoregressive Ansatz ist wie folgt: berechneŷZ+t := atmyT−m+1 + at(m−1)yT−m+2 + · · ·+ at1yT
mit at(m−1), . . . , at1 ∈ R, für t = 0, 1, . . . , r. Es handelt sich also um eine lineare Regression. Die Gesamt-Pro-
gnose für den Zeitraum[Z,Z + r] ist dann

ŷ := (ŷZ , . . . , ŷZ+r)
T = A · (yT−m+1, . . . , yT )

T

mit der Matrix

(2.1) A =




a0m · · · a01
...

...
arm · · · ar1


 ∈ R

(r+1)×m.

Es werden nur die letztenmWerte in die Prognose miteinbezogen. Das ist begründet durch die Annahme, daß die
zukünftigen Anrufzahlen sich etwa so verhalten wie die ausder jüngeren Vergangenheit, nicht wie die vor länge-
rer Zeit. Daneben ist es auch sinnvoll, nur eine beschränkte Zahl von Werten in die Prognose-Funktion eingehen
zu lassen; anderenfalls gibt es zu viele Freiheitsgrade, die Anpassung an die Dateny1, . . . , yT wird durch die
Optimierung (siehe unten) zu genau, und das Modell ist nichtmehr allgemein genug.

Zu bestimmen sind nun dieati. Das geschieht, indem die Prognose von bereits bekannten Anrufzahlen mittels
dem autoregressiven Ansatz

”
simuliert“ wird. Wähle ein geeignetesC ≥ 1 +m+ s− 1, z. B.C = T − kr − 1

für k ≥ 2. Für jedesl = C,C + 1, . . . , T − r werden dann aus den Datenyl−s, yl−s−1, . . . , yl−s−m+1 Werte
ul, . . . , ul+r berechnet als

(ul, . . . , ul+r)
T = A · (yl−s, . . . , yl−s−m+1)

T;

dieul, . . . , ul+r fungieren als
”
simulierte Prognosen“ der – bekannten – Zahlenyl, . . . , yl+r. Dabei ist natürlich

das Ziel, die Differenzen|uj − yj| zu minimieren. Dazu wird die Funktion

F (A) :=
∑T−r

l=C ‖(yl, . . . , yl+r)
T −A · (yl−s, . . . , yl−s−m+1)

T‖2

definiert, wobeiA die Matrix aus (2.1) ist und‖ · ‖ die Euklidische Norm,‖(x1, . . . , xn)‖ =
√
x21 + · · ·+ x2n.

Mit F (A) = min! erhält man eine Schätzung der Koeffizientenati nach Methode der kleinsten Quadrate [22, 35].
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Es soll hier nicht weiter auf den vorgestellten Ansatz eingegangen werden. Dieser ist lediglich ein Vorschlag,
er wurde nicht umgesetzt oder getestet. Das hat mehrere Gründe:

- Trend und andere Komponenten der Zeitreihe müßten bei diesem Ansatz zunächst herausgefiltert werden,
da sie die Berechnung der Parameter sonst verfälschen können. Weil sie aber nicht genau bestimmbar waren
aufgrund der relativ kurzen Zeitspanne, für welche Daten vorliegen, konnte eine solche Modifikation der
Zahlen nicht durchgeführt werden.

- Die skizzierte Herangehensweise ist nur sinnvoll, wenn Einflüsse auf die Anrufzahlen, wie sie durch Ein-
griffe des Call Centers (Umstellungen bei VDNs o. ä.) undÄnderungen dessen Vereinbarungen mit den
Kunden (mehr/weniger Anrufe werden übernommen) – siehe die Ausführungen im Abschnitt 2.1.4 – aus-
geschlossen werden können. Anderenfalls wird mit

”
manipulierten“ Daten gearbeitet, entsprechend sind

die Resultate nicht sehr aussagekräftig.

- U. a. der letzte Punkt wirft die Frage auf, inwiefern ein autoregressives Modell den Anrufzahlen gerecht
wird. Ein solches bedeutet ja die Annhame, diese würden sich im Wesentlichen selbst reproduzieren, an-
dere/äußere Einwirkungen spielten nur eine untergeordnete Rolle. Daß Faktoren wie wirtschaftliche Ent-
wicklungen, gesellschaftliche Veränderungen, aber auchWetter, Ferienzeiten usw. nur geringe Effekte auf
das Anrufverhalten haben, erscheint zweifelhaft.

Neben der oben vorgestellten autoregressiven Variante istes auch denkbar, die PrognosenŷZ+i mit Hilfe
statistischer Parameter zu berechnen. Damit sind vor allemQuantile und gestutzte/winsorisierte Mittelwerte ge-
meint [28, 35]. Hier wäre ein optimalesα ∈ [0, 1] gesucht, d. h. eines, das die Funktion

G(α) :=
∑T

l=C(yl − hα(yl−s, . . . , yl−s−m+1))
2

minimiert, wobeihα(yl−s, . . . , yl−s−m+1) dasα-Quantil bzw. denα-gestutzten Mittelwert bzw. dasα-winsori-
sierte Mittel der Zahlenyl−s, . . . , yl−s−m+1 bezeichnet. Dieser Ansatz läßt sich mit dem weiter oben beschriebe-
nen kombinieren: man löst sowohlF (A) = min! als auchG(α) = min! (Letzteres für alle drei Varianten vonhα)
und vergleicht die Ergebnisse. Beste Prognose-Methode istdie, welche den kleinsten Zielfunktionswert aufweist.
Die Einbeziehung derhα in die Betrachtung erweitert die Menge der Prognose-Funktionen, aus denen dann eine

”
optimale“ ausgewählt wird; somit sind – zumindest theoretisch – bessere Resultate möglich.

Die vorgestellten Ansätze können noch weiter verfeinert, variiert und ergänzt werden. Die Berücksichtigung
einer Periode in den Anrufzahlen kann z. B. zu weiteren Anforderungen an dieati führen. Auch lassen sich die
FunktionenF (A) undG(α) anders definieren, so daß nicht die absoluten Abweichungen|uj − yj |, sondern die

relativen minimiert werden,|uj
yj

− 1|.G(α) könnte dann so aussehen:

G(α) :=
∑T

l=C

(
hα(yl−s, . . . , yl−s−m+1)

yl
− 1

)2
.

Auch eine andere Abstandsfunktiond( · ), die nicht auf der Euklidischen Norm basiert, ist denkbar. Das wäre
dann keine Kleinste-Quadrate-Methode mehr, böte aber dieGelegenheit, z. B. Abweichungen nach oben/unten
anders zu bewerten.

Prinzipiell ist das Vorgehen für optimierte Prognosen sowohl für die Gesamt-Zahl der Anrufe als auch für ein-
zelne bzw. Gruppen von VDNs anwendbar. Ebenfalls kann man die Anrufzahlen verschiedener Intervalle (Tage,
Stunden, . . . ) zu Grunde legen.

2.2.7 Zusammenfassung Tageszahlen

Die Tageszahlen weisen einen Wochenrhythmus auf, was anhand der Autokorrelationen zu sehen ist. Der Montag
hat dabei die höchsten Zahlen/Anteile, der Sonntag die mitAbstand niedrigsten, dazwischen fallen die Werte von
Tag zu Tag ab. Dienstag bis Donnerstag liegen auf nahezu gleichem Niveau, hier gibt es nur eine leicht fallende
Tendenz. Die Zahlen am Wochenende sind deutlich niedriger als von Montag bis Freitag. Während Sonntag und
Sonnabend immer die wenigsten Anrufe/geringsten Anteile hatten, traten bei den anderen Wochentagen Abwei-
chungen vom genannten Schema auf, wie z. B. Abbildung 2.18 zeigt. Es gibt keine allgemeingültige Rangfolge,
aber ein oft vorkommendes Muster.
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Gesetzliche Feiertage sowie Heiligabend und Silvester haben einen erheblichen Einfluß, ihre Anrufzahlen äh-
neln denen an Wochenenden, vor allem dem Sonntag. Dies machtsich insbesondere dann bemerkbar, wenn ein
Feiertag auf Montag, Dienstag, . . . oder Freitag fällt, weil dort gewöhnlich viel mehr Anrufe verzeichnet werden.
Demgemäß wurde eine Klassifizierung in Feiertage und Nicht-Feiertage vorgenommen, die Untersuchung der
einzelnen Wochentage nur anhand letzterer durchgeführt.

Generell scheint ein positiver Trend vorzuliegen, der bei den einzelnen Wochentagen verschieden stark aus-
geprägt ist. Nur für den Sonntag hat die entsprechende Gerade einen Anstieg von0. Ein von einem Ostern bis
zum darauffolgenden reichender Zyklus ist zu erahnen. Dieser sowie die Ergebnisse zum Trend sind allerdings
nicht sehr aussagekräftig, was an der zu kurzen Zeitspannemit verfügbaren Daten liegt. Es wurden keine weiteren
Methoden der Zeitreihen-Analyse herangezogen; Gründe dafür sind u. a.:

- ein zu kurzer Zeitraum (Daten über mehrere Jahre hinweg w¨aren nötig);

- sehr unregelmäßige Zahlen (starke Schwankungen, die aufweitere, nicht identifizierbare Einflüsse hindeu-
ten);

- Änderungen an den Anrufzahlen durch Umstellungen von Seiten des Call Centers/variierende Abmachun-
gen mit dessen Kunden, welche nicht mehr zurückverfolgt werden können.

Neben dem Wochen- gibt es auch einen Tagesrhythmus, der von Montag bis Sonntag variiert.Ähnlich sind da-
bei Montag und Dienstag einerseits, Mittwoch bis Freitag andererseits. Allgemein lassen sich niedrige Anrufzah-
len in der Nacht, ein Anstieg am Vor- und ein Abfall am Nachmittag feststellen. Den ein- bis zweistelligen Werten
in den Abend-, Nacht- und frühen Morgenstunden stehen hunderte von Anrufen pro Stunde am Tag gegenüber
(Montag – Freitag). Es gibt aber an jedem Wochentag erhebliche Abweichungen in der Verteilung über den Tag,
mit Schwankungen der stundenweisen Anteile bis zu10% und mehr.

Außerdem wurden die Anrufzahlen des gleichen Wochentags inje zwei angrenzenden Wochen verglichen,
anhand einer Analyse der QuotientenQO

i (vgl. Seite 46). Diese streuen um1, was bedeutet, daß für einen Tag die
Anrufzahl desselben Wochentags in der Vorwoche erwartet werden kann. Die auftretenden Schwankungen sind
dabei zumeist auf±20% beschränkt, was aber bereits erheblich ist. In absolutenZahlen bedeutet dies̈Anderungen
um mehrere hundert bis teilweise über tausend Anrufe von einer Woche zur nächsten. Somit sind die Anrufzahlen
sehr unregelmäßig.

Aufgrund der genannten Ergebnisse ist es möglich, die Anrufzahlen zu prognostizieren, durch Verwendung
von (gemittelten) Zahlen des jeweiligen Wochentags in den Vorwochen. Dabei muß allerdings mit Abweichun-
gen der tatsächlichen Anrufzahl von der Prognose gerechnet werden, welche durchaus±20% erreichen können.
Die Möglichkeit einer

”
exakten Prognose“ – von der die beobachtete Anrufzahl nur gering abweicht (wenige

Prozent) – ist daher als schlecht einzuschätzen. Somit mußdas Ziel sein, ein Verfahren für die Vorhersage zu
verwenden, für welches die Abweichungen zwischen berechneter und beobachteter Zahl möglichst gering sind.
Eine solche Methode wurde angeführt, außerdem Vorschläge/Modelle für eine optimierte Prognose vorgestellt.

Die Erkenntnisse über Trend, Wochen- und Tagesrhythmus der Anrufzahlen bedeuten, aus Sicht der Bedie-
nungstheorie, daß der Anrufstrom nicht stationär ist; er ¨andert sich im Verlauf der Zeit.

2.3 Struktur eines Anrufs

Der Ablauf eines Anrufs im Call Center ist wie folgt: Der Anrufer wählt die entsprechende Nummer, und das
Signal wird an die Ziel-ACD geleitet. Der Zeitpunkt, zu dem dieses Signal dort registriert wird, wird als segstart
gespeichert. Der Anrufer wird entweder sofort zu einem Agenten durchgestellt oder, was wahrscheinlicher ist,
muß warten; die Zeit zwischen Ankunft (segstart) und Annahme durch einen Agenten wird in disptime festge-
halten. Kommt eine Verbindung zwischen dem Anrufer und einem Agenten zustande, wird deren Länge – also
die Dauer des Gesprächs – als talktime gespeichert. Nach Beendigung der Verbindung folgt eine Nachbearbei-
tungszeit durch den Agenten, in der er/sie die Aufgaben erledigt, welche sich aus dem Anruf ergeben, wie das
Ausfüllen eines Formulars, die Weiterleitung der vom Anrufer gewünschten Bestellung usw. In dieser Zeitspanne,
die durch acwtime wiedergegeben ist, steht der Agent noch nicht für den nächsten Anruf zur Verfügung. Das ist
erst wieder der Fall, wenn er/sie sich wieder als

”
frei“ meldet (durch Drücken einer entsprechenden Taste o.ä.),

und dieser Moment wird als Zeitstempel in segstop notiert. Folgende Skizze illustriert die einzelnen Phasen.
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Anruf kommt

bei ACD an

segstart

disptime talktime

duration

acwtime

Anruf (Verbindung) beendet

segstop

Agent frei für

nächsten Anruf

Anrufer mit Agent verbunden

Jede der drei Größen talktime, disptime und acwtime kann0 sein, so daß im obigen Bild zwischen segstart und
segstop statt drei auch nur zwei oder nur eine Phase liegen k¨onnen, z. B. talktime= acwtime= 0, disptime> 0
(ein Anrufer wartet eine Weile und legt auf, bevor er mit einem Agenten verbunden wird). Der Wert duration be-
schreibt die Dauer, welche der Anruf selbst

”
im System“ verbringt, d. h. die Zeit, welche er mit der ACD verbun-

den ist. Demgegenüber ist die durch segstart und segstop begrenzte Zeitspanne diejenige, welche für die komplet-
te Abarbeitung des Anrufs benötigt wird, von Ankunft des Signals in der ACD bis zu dem Moment, in dem der
zugeordnete Agent mit dem Anruf fertig ist, inklusive seiner auf das eigentliche Gespräch folgenden Tätigkeiten
(oder einer kurzen

”
Verschnaufpause“).

Neben dem oben dargestellten Ablauf gibt es auch andere Muster. So kann ein Anruf vom Agenten weiterge-
leitet worden sein zu einem Ziel außerhalb des Call Centers.Ein Abbruch erfolgt nicht immer durch den Anrufer
selbst, auch das Call Center (bzw. dessen ACD) hat die Möglichkeit, die Verbindung zu beenden – beispielsweise
durch Ausgabe eines

”
Besetzt“-Signals. Auf diesen Fall wird später etwas genauer eingegangen, vgl. Seite 82.

Im Folgenden werden die drei Größen talktime, disptime undacwtime – welche die Phasen eines Anrufs
repräsentieren – untersucht. Die Basis dafür bilden die Daten vom 15. 12. 2009 bis 03. 01. 2011, welche insgesamt
997.291 Datensätze (̂=Anrufe) umfassen. Daß der Zeitraum hier nur bis zum 03. 01. 2011 reicht, nicht bis Mitte
2011 wie bei den Anrufzahlen, liegt daran, daß diese Daten früher bereitgestellt wurden.

Anders als bei Betrachtung der Anrufzahlen wurden für die folgenden Untersuchungen keine Tage bzw. Da-
tensätze aussortiert, denn es wurde nicht als notwendig angesehen. Eine Verzerrung/Verfälschung der Ergebnisse
wegen fehlender Datensätze, die auf technische Fehler zurückgehen, ist hier nämlich nicht gegeben: als Anrufe
werden nur diejenigen angesehen, deren Daten aufgezeichnet sind und somit in die Statistik eingehen.

2.3.1 Gespr̈achsdauer

Ziel dieses Teils ist die Untersuchung der Variable talktime. Von besonderem Interesse ist dabei die Art bzw. Form
ihrer Verteilung. Es soll gezeigt werden, daß sie durch eineGamma-Verteilung modelliert werden kann.

Verteilung von talktime

Eine wesentliche Größe für die Arbeit eines Call-Centersstellt die Gesprächsdauer der Anrufe dar, also die Zeit,
welche der Mitarbeiter mit dem einzelnen Anrufer verbundenist. Eine erste Analyse der Daten ergab folgendes
Bild.
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talktime
Anzahl Datensätze 997.291
Anzahl Datensätze mit talktime= 0 177.022 (17, 75%)

ab hier Angaben in Sekunden
Mittelwert (alle Werte) 112, 83
Mittelwert (nur Werte> 0) 137, 18
10%-gestutzter Mittelwert (nur Werte> 0) 125, 42
Streuung (nur Werte> 0) 118, 89

(86, 66% des Mittelwerts)
Median (nur Werte> 0) 103
99%-Quantil (nur Werte> 0) 519
Maximum 6.068
zweitgrößter Wert 4.146

Da in den Daten alle Anrufe erfaßt sind, ob bedient oder nicht, ist klar, daß es Datensätze mit talktime= 0
geben muß. Um die tatsächliche Gesprächsdauer zu untersuchen, ist es notwendig, die0-Werte auszuschließen,
wie es für den Großteil der obigen Ergebnisse getan wurde (der Gesamt-Mittelwert ist nur aus Gründen der Voll-
ständigkeit angegeben). talktime= 0 bedeutet, es ist kein Gespräch – keine Verbindung zwischenAnrufer und
Agent – zustandegekommen. Die Untersuchungen beschränken sich daher auf Daten talktime> 0. Desweiteren
gibt es Anrufe mit einer sehr kurzen Gesprächsdauer (1 bis 10 Sekunden), vermutlich erklären sich diese Fälle
dadurch,

- daß der Anrufer bereits beim Auflegen war, als er zum Agentendurchgestellt wurde,

- daß er sich verwählt hat und dies bei Begrüßung durch den Agenten merkte,

- daß er einen Service beanspruchte, der sehr schnell ausführbar war, z. B. die Weiterleitung zu einer anderen
Telefonnummer.

Die mittlere Länge eines Gesprächs liegt zwischen2 und 2, 5 Minuten, je nachdem, ob der gestutzte oder
ungestutzte Mittelwert als Maßstab herangezogen wird. Letzterer ist robuster, d. h. weniger verfälscht durch ex-
trem hohe und unrealistisch niedrige Werte. Zu beachten istdie relativ hohe Streuung, welche mit118, 89 fast
genauso groß ist. Das99%-Quantil beträgt519 Sekunden, somit ist der allergrößte Teil der Anrufe nach weni-
ger als9 Minuten beendet. Es kommen in den Daten allerdings auch vereinzelt extrem hohe Werte vor, wie die
beiden größten Werte6.068 Sekunden (mehr als eine Stunde und41 Minuten) und4.146 Sekunden zeigen. In-
wiefern solche Ausreißer tatsächliche Gespräche abbilden oder anders gedeutet werden müssen (versehentliches
Nicht-Auflegen, technischer Fehler), läßt sich statistisch natürlich nicht klären.

Die Untersuchung wurde im Weiteren nur für talktime> 0 durchgeführt. Alle Anrufe mit talktime= 0 wer-
den als verloren (Abbruch) angesehen, die mit talktime> 0 als bedient.

Die Gesprächsdauer scheint das zu sein, was in der Bedienungstheorie als Bedienzeit verstanden wird. Dies
ist hier nicht ganz korrekt; später in Abschnitt 2.3.3 wirderläutert, wieso.

Es folgen einige Grafiken zur Verteilung der talktime-Werte. In Abbildung 2.38 ist zu erkennen, daß die1 den
Modalwert bildet; läßt man die unrealistischen kleinen Zahlen außer Acht, tritt die52 mit der größten Häufigkeit
auf. Das Maximum der statistischen Verteilungsfunktion liegt also bei einem Wert, der deutlich kleiner ist als
Median bzw. Mittel.
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Abbildung 2.38: Histogramm der talktime-Werte von1 bis900 Sekunden (absolute Häufigkeiten).

500 600 700 800 900 1000 1100 1200 1300 1400 1500 1600 1700 1800 1900 20002000
0

10

20

30

40

50

60

70

80

90

100

110

120

Abbildung 2.39: Histogramm der talktime-Werte von501 bis2.000 Sekunden (absolute Häufigkeiten); zwischen
2.000 und 2.300 liegen noch zehn

”
verstreute“ Werte und oberhalb von2.300 nur vier

”
Einzelgänger“:2.562,

3.349, 4.146, 6.068.
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Besondere Aufmerksamkeit verdienen die besonders kurzen Gespräche (wenige Sekunden dauernd) aufgrund
der Abweichung der Häufigkeitsverteilung in diesem Bereich von ihrem sonstigen Profil. Auch liegt die Vermu-
tung nahe, daß solche Zeiten eher durch ein Auflegen des Anrufers kurz nach Verbindung mit einem Agenten zu
erklären sind denn durch eine tatsächliche Bedienung. Entsprechend würde sich die Verlust-Quote (Anteil von
nicht bedienten Anrufen) erhöhen. Es folgen die relativenHäufigkeiten für die Werte1 bis20 Sekunden:

Sekunden relative Häufigkeit in %
(bzgl. talktime> 0)

kumuliert Verlust-Quote in %

1 0, 66 0, 66 18, 3
2 0, 46 1, 12 18, 7
3 0, 44 1, 56 19
4 0, 49 2, 04 19, 4
5 0, 48 2, 53 19, 8
6 0, 38 2, 91 20, 1
7 0, 31 3, 22 20, 4
8 0, 29 3, 52 20, 7
9 0, 29 3, 81 20, 9
10 0, 29 4, 10 21, 1
11 0, 28 4, 38 21, 4
12 0, 29 4, 67 21, 6
13 0, 29 4, 97 21, 8
14 0, 31 5, 28 22, 1
15 0, 32 5, 60 22, 4
16 0, 33 5, 93 22, 6
17 0, 33 6, 26 22, 9
18 0, 36 6, 62 23, 2
19 0, 37 6, 99 23, 5
20 0, 38 7, 37 23, 8

Man erkennt ein Abfallen der Häufigkeiten bis zum Wert11 Sekunden, danach einen gleichmäßigen Anstieg
(siehe auch Abbildung 2.40). Die letzte Spalte zeigt, wie sich der Anteil verlorener Anrufe ändert, wenn man
diejenigen mit einer Gesprächsdauer von bis zu1, 2, 3, . . . Sekunden ebenfalls dazurechnet. Gelten z. B. Anrufe
mit talktime≤ 3 als nicht bedient, so beträgt die Verlust-Quote19% statt17, 75%, werden Anrufe mit≤ 10
Sekunden Dauer dazugezählt, steigt die Verlust-Quote aufca.21% usw.
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Abbildung 2.40: Histogramm der talktime-Werte von1 bis30 Sekunden (absolute Häufigkeiten).

talktime und die Gamma-Verteilung

Die Kurve im Histogramm (Abbildung 2.38) läßt vermuten, daß eine Gamma-Verteilung (vgl. [35, S. 89])) vor-
liegt, abgesehen von dem Bereich1 bis 10 Sekunden. Mit den von MATLAB bereitgestellten Funktionen wurde
dem nachgegangen. Dazu wurden die talktime-Werte transformiert in die neue Variablettshift10:

ttshift10 := talktime− 10 falls talktime> 10;

ttshift10 entsteht also aus der Einschränkung der talktime-Werte auf diejenigen≥ 11 (786.647 Werte blieben
dadurch übrig), welche dann um(−10) verschoben wurden. Somit beginntttshift10 bei1. MATLAB paßte eine
Gamma-Verteilung anttshift10 an14) und lieferte die folgenden Bilder, welche zeigen, daß die Verteilung der
modifizierten talktime-Daten einer Gamma-Verteilung zumindest ähnelt. Die Parameter der Gamma-Verteilung
mit der Dichte

(2.2) f(x) =





xa−1e−
x
b

Γ(a)ba
für x > 0,

0 für x ≤ 0

wurden alsa = 1, 35224, b = 98, 2374 geschätzt.Γ steht hier für die Gamma-FunktionΓ(y) =
∫∞

0
ty−1e−tdt.

Die Einschränkung und Verschiebung der talktime-Werte geschah, weil offensichtlich talktime selbst nicht
gamma-verteilt ist. Das ist zu erkennen an den Häufigkeiten, die auf einem hohen Niveau beginnen, danach ab-
fallen (Bereich1 bis11 Sekunden), um anschließend wieder anzusteigen (ab12 Sekunden), vgl. Abbildung 2.40;
eine Gamma-Verteilung hat kein derartiges Profil. Legt man aber die Daten ab11 Sekunden zugrunde (wo sich
das lokale Minimum der talktime-Häufigkeitsverteilung befindet), so hat die resultierende, links

”
abgeschnitte-

ne“ Kurve eben die passende Form, und mit der Verschiebung um10 nach links wird der Tatsache Rechnung
getragen, daß der Anstieg der Gamma-Verteilung bei0 beginnt.

14) Die dafür verwendete MATLAB-Funktion istgamfit, sie berechnet u. a. eine Maximum-Likelihood-Schätzung für die Parametera, b.
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Abbildung 2.41: (Q-Q-Plot) Verlauf der Quantile derttshift10-Werte (blau) im Vergleich zu der bei einer
Gamma-Verteilung zu erwartenden Linie (rot).
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Abbildung 2.42: (Q-Q-Plot) Verlauf der Quantile derttshift10-Werte (blau) im Vergleich zu der bei einer
Gamma-Verteilung zu erwartenden Linie (rot), Bereich bis650.
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Abbildung 2.43: 1-1-Vergleich derα-Quantile derttshift10-Werte (blau) mit denen einer Gamma-Vertei-
lung (rot), fürα = 0, 01, 0, 02, . . . , 0, 99.
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Abbildung 2.44: Vergleich der absoluten Häufigkeiten derttshift10-Werte (blaue Balken) mit den zu erwartenden
bei einer Gamma-Verteilung (rote Linie), für1 bis600.



61

Die Abbildungen 2.41 bis 2.44 zeigen, daß der Verlauf der Quantile bzw. Häufigkeiten der angepaßten Gam-
ma-Verteilung nahe kommt. Abweichungen sind in den Q-Q-Plots, speziell Abbildung 2.41, zu finden, wo die
blauen Punkte sich ab etwa der Mitte des Diagramms von der roten Linie entfernen. Die beiden darauffolgenden
Bilder lassen erkennen, daß dies zwischen500 und550 einsetzt, davor eine weitgehendeÜbereinstimmung ge-
geben ist, d. h. die Quantile vonttshift10 liegen nahezu auf der durch die Gamma-Verteilung vorgegebenen Ge-
raden. Das99%-Quantil vonttshift10 ist 537, nur ca.1, 4% derttshift10-Werte sind größer als500, deswegen
kann die Differenz zur Gamma-Verteilung im Bereich jenseits der500 als

”
Rand-Phänomen“ gelten. Auch Abbil-

dung 2.43 zeigt einen fast identischen Verlauf der Quantile. Deutlicher treten Unterschiede in Abbildung 2.44 zu
Tage, wo der Rand des blauen Bereichs mehrfach von der roten Kurve abweicht. Bis ca.20 sind die fürttshift10
festgestellten absoluten Häufigkeiten erkennbar kleiner(teilweise um bis zu600) als die bei der angenommenen
Gamma-Verteilung zu erwartenden Werte; danach (etwa zwischen30 und70) liegen sie weit darüber, und zwi-
schen100 und200 sind sie wieder durchgehend niedriger. Somit entsteht insgesamt der Eindruck, daßttshift10’s
Verteilung einer Gamma-Verteilung zumindest ähnelt, wenn auch nicht völlig gleicht.

Ein weiteres Argument für das Vorliegen einer Gamma-Verteilung liefert Abbildung 2.45, welche die Dichte
der Variablettrest mit einer Exponentialverteilung vergleicht.ttrest ist dabei definiert als

ttrest := tttshift10− 500 falls ttshift10> 500,

d. h. diettshift10-Werte (ab501 aufwärts) wurden ihrerseits verschoben.ttrest15) stellt die ca.1, 37% obersten
Daten fürttshift10, nach Subtraktion von500, dar, und nimmt Werte≥ 1 an. Zu diesen wurde dann mit MAT-
LAB eine geeignete Exponentialverteilung bestimmt. Die allgemeine Exponentialverteilung hat die Dichte

f(x) =

{
λ · e−λx für x ≥ 0,
0 für x < 0

mit dem Parameterλ > 0. Im Fall ttrest ist λ =
1

135, 322
= 0, 00739 ermittelt worden.16) Wie Abbildung 2.45

zeigt, gibt die so gewonnene Exponentialverteilung die Dichte vonttrest wieder.

15) ttrest ausgedrückt mittels talktime ist

ttrest := talktime− 510 falls talktime> 510.

Damit gibt es10.800 Daten fürttrest.
16) MATLAB definiert die Dichte der Exponentialverteilung fürx ≥ 0 als

1

µ
· e−

1
µ
x mit Parameterµ > 0. Natürlich sind die Formeln mitµ

bzw.λ äquivalent und können durchλ = µ−1 ineinander überführt werden.µ wurde von MATLAB als135, 322 angegeben. Die Schätzung
erfolgte nach dem Maximum-Likelihood-Prinzip.
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Abbildung 2.45: Relative Häufigkeiten derttrest-Werte (blaue Balken) im Vergleich zur Dichte einer Exponen-
tialverteilung (rote Linie) mitλ = 0, 00739.

Doch warum spricht diesëUbereinstimmung für eine Gamma-Verteilung beittshift10? Dazu werden nun einige
allgemeinerëUberlegungen angestellt.

Einschub: Exponentialverteilung und asymptotisches Verhalten der Gamma-Verteilung

Lemma 2.3.1 SeiX eine Zufallsvariable und gamma-verteilt mit Parameterna, b > 0. Für beliebiges, hin-
reichend großesp > 0 (p muß gr̈oßer als der Modus vonX sein) beschreibeX≥p die Einschr̈ankung vonX auf
Werte in[p,∞[. Dann konvergiert die Dichte der Zufallsvariablen(X≥p − p) für p→ ∞ gegen die Dichte einer
Exponentialverteilung mit Parameterλ = b−1.

Beweis. SeiX wie angegeben undf(x) die zugehörige Dichtefunktion gemäß (2.2).X≥p ist dann die Zu-
fallsvariable

X≥p :=

{
X fallsX ≥ p,
undefiniert sonst.

ZuX≥p gehört demnach die Dichte

fp(x) =





f(x)∫∞

p f(t)dt
für x ≥ p,

0 für x < p.

Faßt manx ≥ p auf alsx = p+ u mit u ≥ 0, erhält man

(2.3) fp(x) = fp(p+ u) =
f(p+ u)∫∞

p
f(t)dt

=

(p+ u)a−1e−
p+u
b

Γ(a)ba∫∞

p ta−1e−
t
bdt

Γ(a)ba

=
(p+ u)a−1e−

p+u
b

∫∞

p ta−1e−
t
b dt

.
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∫∞

p
ta−1e−

t
bdt kann durch die Substitutiony :=

t

b
umgeformt werden zuba

∫∞
p
b

ya−1e−ydy. Dementsprechend

ist
∫∞

0 ta−1e−
t
b dt = ba

∫∞

0 ya−1e−ydy = baΓ(a), insbesondere konvergiert
∫∞

0 ta−1e−
t
b dt. Es gilt

∫∞

p
ta−1e−

t
b dt =

∫∞

0
ta−1e−

t
bdt−

∫ p

0
ta−1e−

t
b dt = baΓ(a)−

∫ p

0
ta−1e−

t
b dt.

Jetzt kann nachp differenziert werden (bestimmtes Integral mit variabler oberer Integrationsgrenze):

(2.4)
d

dp
(
∫∞

p
ta−1e−

t
b dt) =

d

dp
(baΓ(a)−

∫ p

0
ta−1e−

t
bdt) = −pa−1e−

p
b ,

dabaΓ(a) eine vonp unabhängige Konstante ist. Betrachten wir nun den Grenzwert17) limp→∞ fp(p+ u); so-
wohl Zähler als auch Nenner konvergieren gegen0, es liegt daher ein Fall für die Regel von de l’Hospital vor,wel-
che im Folgenden angewandt wird:

limp→∞
(p+ u)a−1e−

p+u
b

∫∞

p
ta−1e−

t
bdt

= limp→∞
(p+ u)a−1e−

p+u
b

baΓ(a)−
∫ p

0
ta−1e−

t
bdt

= limp→∞

d

dp

(
(p+ u)a−1e−

p+u
b

)

d

dp

(
baΓ(a)−

∫ p

0
ta−1e−

t
b dt
)

= limp→∞

(p+ u)a−1e−
p+u
b ·

(
a− 1

p+ u
− 1

b

)

−pa−1e−
p
b

= limp→∞

(
−e−

u
b ·
(
p+ u

p

)a−1

·
(
a− 1

p+ u
− 1

b

))

= −e−
u
b ·
(
limp→∞

p+ u

p

)a−1

·
(
limp→∞

a− 1

p+ u
− 1

b

)

=
1

b
e−

u
b .

Also limp→∞ fp(p+ u) =
1

b
e−

u
b , was gerade der Dichte einer Exponentialverteilung mit Parameterb−1 ent-

spricht. Andererseits stellth(u) := fp(p+ u) für u ≥ 0 die Dichte von(X≥p − p) dar. Damit ist die Behauptung
bewiesen.

Das Lemma besagt, daß die Zufallsvariable(X≥p − p) sich asymptotisch gemäß der Dichteb−1e−
u
b verhält.

Für großep unterliegen die Werteu = x− p (die ump nach links verschobenen Werte vonX≥p) in etwa einer
Exponentialverteilung:

limp→∞ fp(p+ u) =
e−

u
b

b
⇒ fp(p+ u) ≈ e−

u
b

b
für hinreichend großesp.

Ziel ist jetzt, präziser zu bestimmen, was
”
≈“ und

”
hinreichend großesp“ bedeuten. Gemäß (2.3) ist

fp(p+ u) =
(p+ u)a−1e−

p+u
b

∫∞

p ta−1e−
t
b dt

,

was man auch als

(2.5) fp(p+ u) =
(p+ u)a−1e−

p
b b∫∞

p
ta−1e−

t
bdt

· e
−u

b

b

17) fp(p + u) ist zu begreifen als Funktionen-Familie mit dem Parameterp > 0. limp→∞ fp(p+ u) mag dem Leser verständlicher er-
scheinen, wenn erfp(p + u) (vereinfacht) als Funktionenfolge mitp ∈ N auffaßt.



64

schreiben kann. Konkret wird es im Folgenden darum gehen, den Faktorϑ, um den sichfp(p+ u) undb−1 · e−u
b

unterscheiden, durch obere und untere Schranken (möglichst eng) einzugrenzen. Dazu werden Abschätzungen
benötigt für den numerisch nicht genauer bekannten Term

∫∞

p
ta−1e−

t
b dt, den Nenner vonfp(p+ u).

Bei a ≥ 1 ist die Funktionta−1 monoton wachsend, deshalb gilt
∫∞

p ta−1e−
t
bdt ≥

∫∞

p pa−1e−
t
bdt = bpa−1e−

p
b .

Für0 < a < 1 ist ta−1 hingegen monoton fallend, die obige Ungleichung dreht sichum:
∫∞

p
ta−1e−

t
bdt ≤

∫∞

p
pa−1e−

t
bdt = bpa−1e−

p
b .

Der Fall0 < a < 1 wird im Anhang weiter ausgeführt (Seite 193).

Fallsp > ba, folgt−1 > a− 1− p

b
≥ a− 1 +

1

b

p− t

ln(t)− ln(p)
für alle t ≥ p; um das einzusehen, zeigt man

• limt→p+

p− t

ln(t)− ln(p)
= −p (Regel von de l’Hospital),

• p− t

ln(t)− ln(p)
ist monoton fallend fürt ≥ p,

• limt→p+

d

dt

(
p− t

ln(t)− ln(p)

)
= −1

2
(Regel von de l’Hospital).

Dann gilt für alleκ mit −1 > κ ≥ a− 1− p

b
: für t ≥ p ist18)

(
t

p

)κ

pa−1e−
p
b ≥ ta−1e−

t
b

und daher

∫∞

p

(
t

p

)κ

pa−1e−
p
b dt =

pa−1e−
p
b

pκ

[
tκ+1

κ+ 1

]∞

p

= − p

κ+ 1
pa−1e−

p
b ≥

∫∞

p ta−1e−
t
b dt.

Die letzten Schlüsse gelten übrigens füra > 0, nicht nur füra ≥ 1.
Insgesamt ergeben sich beia ≥ 1 die Abschätzungen

bpa−1e−
p
b ≤

∫∞

p
ta−1e−

t
b dt ≤ − p

κ+ 1
pa−1e−

p
b .

In (2.5) werdeu durchu := αp substituiert. Aus dem Faktor vor
e−

u
b

b
wird dann

bpa−1(1 + α)a−1e−
p
b

∫∞

p ta−1e−
t
b dt

, die so-

eben gewonnenen Schranken für den Nenner liefern

bpa−1(1 + α)a−1e−
p
b

− p

κ+ 1
pa−1e−

p
b

≤ bpa−1(1 + α)a−1e−
p
b

∫∞

p ta−1e−
t
bdt

≤ bpa−1(1 + α)a−1e−
p
b

bpa−1e−
p
b

,

durch Kürzen erhält man

−bκ+ 1

p
(1 + α)a−1 ≤ bpa−1(1 + α)a−1e−

p
b

∫∞

p ta−1e−
t
b dt

≤ (1 + α)a−1.

18) Um die Herleitung dieser Ungleichung nachzuvollziehen, stelle man nachκ um.κ ≥ a− 1 +
1

b

p− t

ln(t) − ln(p)
ist das dadurch erhaltene

Äquivalent, und dessen Gültigkeit für−1 > κ ≥ a− 1− p

b
ist eine Konsequenz ausa− 1− p

b
≥ a− 1 +

1

b

p− t

ln(t) − ln(p)
. κ < −1 ist

eine für die Konvergenz des folgenden Integrals notwendige und hinreichende Forderung.



65

Es werdeκ := a− 1− p

b
gewählt (vgl. die Schranken fürκ weiter oben). Damit ist−bκ+ 1

p
= 1− ba

p
, und aus

p > ba > 0 folgt 1− ba

p
∈ ]0, 1[.

Zusammengefaßt zeigen die obigen Schlußfolgerungen, daß der Faktorϑ zwischenfp(p+ u) und der Grenz-

funktion
e−

u
b

b
, definiert durchfp(p+ u) = ϑ

e−
u
b

b
, abgeschätzt werden kann wie folgt: füru = αp undp > ba,

a ≥ 1 gilt

(1− ba

p
)(1 + α)a−1 ≤ ϑ ≤ (1 + α)a−1.

Es kann angenommen werden, daßp im Allgemeinen so groß gewählt wird, daßfp(p+ u) nur füru < p, viel-
leicht sogaru≪ p, noch interessant ist (die Werte sind dort schon fast0 und weiterhin monoton fallend), deswe-

gen darf von0 ≤ α < 1 ausgegangen werden. In diesem Bereich liegt dannϑ im Intervall[1− ba

p
, 2a−1[, die Dif-

ferenz zwischenfp(p+ u) undb−1e−
u
b , also

|b−1e−
u
b − fp(p+ u)| = |1− ϑ|b−1e−

u
b ,

bewegt sich in]
2a−1 − 1

b
e−

p
b ,
a

p
].

Festgehalten werden die obigen Ergebnisse im folgenden

Lemma 2.3.2 Es seifp(p+ u) =
(p+ u)a−1e−

p+u
b

∫∞

p ta−1e−
t
bdt

für u ≥ 0 (wie im Beweis von Lemma2.3.1definiert),

p > ba, a ≥ 1, α =
u

p
. Dann ist die Relation zwischenfp(p+ u) und der Grenzfunktionb−1e−

u
b für p→ ∞ ge-

geben durchfp(p+ u) = ϑb−1e−
u
b mit

(1− ba

p
)(1 + α)a−1 ≤ ϑ ≤ (1 + α)a−1.

Für die (absolute) Differenz|1− ϑ|b−1e−
αp
b der beiden Funktionen gilt

(1 + α)a−1 − 1

b
e−

αp
b ≤ |1− ϑ|b−1e−

αp
b ≤ a

p
.

Beweis. Siehe die vorhergehendenÜberlegungen.

Im Fall einer Gamma-Verteilung mita = 1, 35224, b = 98, 2374, dazup = 500 undu < p ergäbe sich

0, 7343 ≤ ϑ ≤ (1 + α)0,35224 < 20,35224 ≈ 1, 277.

Die absolute Abweichung würde sich im Bereich]
2a−1 − 1

b
e−

p
b ,
a

p
] = ]1, 734 · 10−5, 0, 0027] bewegen.

Zurück zu talktime

Es scheint also, daßttshift10 gamma-verteilt ist. MitX = ttshift10 undp = 500 gilt ttrest = X≥p − p. Gemäß
Lemma 2.3.1 muß das so konstruiertettrest bei einer Gamma-Verteilung vonttshift10 dann annähernd exponen-
tialverteilt sein. Der fürttshift10 berechnete Parameterb = 98, 2374 würdeλ̄ = 0, 010179 für die aymptotisch
zu erwartende Exponentialverteilung liefern. Die Differenz λ̄− λ = 0, 00279 < 3 · 10−3 zwischen dem theore-
tischen Parameter̄λ und dem fürttrest festgestelltenλ = 0, 00739 ist ein Indiz dafür, daß die Verteilung von
ttshift10 nur näherungsweise der dazu modellierten Gamma-Verteilung entspricht.
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Die Vermutung,ttshift10 sei gamma-verteilt, wurde mit demχ2-Anpassungstest (siehe z. B. [10, 35]) über-
prüft, unter Nutzung der MATLAB-Funktionchi2gof. Das Ergebnis war negativ: Die Null-Hypothese

”
ttshift10 ist gamma-verteilt mit den Parameterna = 1, 35224, b = 98, 2374“

wurde abgelehnt, und zwar bei allen vorgegebenen Signifikanzniveausα und allen Klasseneinteilungen. Die Ein-
stellungen für die Tests werden in der folgenden Tabelle wiedergegeben.

Signifikanzniveau Mindest- Anzahl Freiheits- Wert der (1 − α)-Quantil der
α Klassenbreite* Klassen graded Teststatistik χ2

d-Verteilung
0, 05 605, 7 3 2 1.996, 4175 5, 99
0, 01 605, 7 3 2 1.996, 4175 9, 21
0, 1 605, 7 3 2 1.996, 4175 4, 61
0, 05 60, 57 21 20 3.514, 186 31, 41
0, 01 60, 57 21 20 3.514, 186 37, 57
0, 1 60, 57 21 20 3.514, 186 28, 412
0, 05 10, 01 105 104 3.962, 7273 128, 804
0, 01 10, 01 105 104 3.962, 7273 140, 459
0, 1 10, 01 105 104 3.962, 7273 122, 858

* = Breite der nicht zusammengefaßten Klassen

Gemäß den Regeln für denχ2-Anpassungstest erfolgte in jeder Zeile eine Ablehnung zumjeweiligen Signi-
fikanzniveauα, da die Zahlen in der fünften Spalte überall größer sind als in der sechsten.

Das Verwerfen der Hypothese einer Gamma-Verteilung mit dengeschätzten Werten für die Parametera, b
kann erklärt werden mit den Unterschieden, die für die Häufigkeiten vonttshift10 und diejenigen (zu erwarten-
den) der genannten Verteilung festgestellt wurden; vgl. Abbildung 2.44 und die Bemerkungen dazu auf Seite 61.
Die Teststatistik beimχ2-Anpassungstest ist nämlich definiert als

(2.6) T :=
∑k

i=1

(Bi − Ei)
2

Ei
,

wobeik für die Anzahl der Klassen steht undBi die beobachtete,Ei die nach Null-Hypothese erwartete Häufig-
keit von Daten in Klassei ist. Wie bereits erwähnt, gibt es mehrere Bereiche, in welchen diese zwei Häufigkeiten

deutlich voneinander abweichen, demzufolge wird der Term
(Bi − Ei)

2

Ei
dort hohe Werte annehmen undT somit

ebenfalls sehr groß.
Es muß aber auch angemerkt werden, daß derχ2-Anpassungstest bei großer AnzahlN von Daten stark dazu

neigt, die Null-Hypothese abzulehnen. Dies liegt an der Form der TeststatisikT , insbesondere dem quadratischen

Zähler in
(Bi − Ei)

2

Ei
. Stärkere AbweichungenBi − Ei der beobachteten von den erwarteten Häufigkeiten wer-

den überbetont; so führtBi ≈ Ei ± 5 zu einem Zähler von≈ 25, hingegenBi ≈ Ei ± 20 zu (Bi − Ei)
2 ≈ 400.

Ein hohesN bewirkt auch größere Abweichungen, sowohl im Mittel als auch vor allem in den Ausreißern. Ge-
rade letztere drücken den Wert der Teststatistik übermäßig stark nach oben. Darum wird derχ2-Anpassungstest
bei vielen Daten nahezu immer Signifikanz feststellen.

Es kam die Frage auf, ob die Schätzwerte für die Parametera, b vielleicht nicht optimal sind. Die Maximum-
Likelihood-Methode zielt ja darauf ab, die Wahrscheinlichkeit zu maximieren, daß genau die beobachteten Werte
auftreten. Ist stattdessen gewünscht, die Kurve der Dichte- bzw. Verteilungsfunktion möglichst gut an die statisti-
schen Häufigkeiten anzupassen (z. B. per Kleinste-Quadrate-Ansatz), bedeutet dies eine andere Zielfunktion und
evtl. andere Schätzwerte. Dieser Gedanke führte zu zwei weiteren Versuchen,a undb so zu bestimmen, daß die
entsprechende Gamma-Verteilung tatsächlich zuttshift10 paßt:

a) die Methode der kleinsten Quadrate, mit dem Ziel, den Verlauf der Häufigkeiten vonttshift10 durch die ent-
sprechende Kurve der Gamma-Verteilung bestmöglich wiederzugeben (also eine Kurvenanpassung/Regression);

b) im Hinblick auf denχ2-Anpassungstest eine Minimierung der Teststatistik (2.6), d. h. Wahl vona, b so,
daßT (welches über dieEi ja vona, b abhängt) minimal wird.
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Für beide Ansätze bildeten die Häufigkeiten derttshift10-Werte1, 2, . . . , 600 die Grundlage. BezeichneFa,b(x)
die Verteilungsfunktion der Gamma-Verteilung mit Parameterna, b, dann lautet im Fall a) die Zielfunktion

∑600
i=1(Hi −N · (Fa,b(i)− Fa,b(i− 1)))2 = min!,

wobeiHi die absolute Häufigkeit von Werti undN die Gesamtzahl allerttshift10-Daten ist (N = 786.647).
Mit den gleichen Bezeichnungen ist die Zielfunktion für b)

∑600
i=1

(Hi −N · (Fa,b(i)− Fa,b(i− 1)))2

N · (Fa,b(i)− Fa,b(i − 1))

=
∑600

i=1

( H2
i

N · (Fa,b(i)− Fa,b(i− 1))
− 2Hi +N · (Fa,b(i)− Fa,b(i− 1))

)
= min!

Unter Nutzung der Funktionnlinfit von MATLAB wurden im Fall a) Parameterwerte von ca.a = 1, 37511,
b = 93, 368 ermittelt.19) Ein anschließenderχ2-Anpassungstest mit der zugehörigen Gamma-Verteilung f¨uhrte
erneut zur Ablehnung der Annahme zum Signifikanzniveauα = 0, 01. Für Ansatz b) ermittelte MATLABs Funk-
tion fminsearch a = 1, 35416 undb = 97, 011;20) die Zielfunktion lag damit bei ungefähr3.325. Dies ließ
erkennen, daß derχ2-Anpassungstest auch hier die vermuteten Gamma-Verteilungen abgelehnt hätte.21)

Abbildung 2.46 zeigt die Kurven, die sich aus den Ansätzen zur Bestimmung vona undb egreben, vor dem
Hintergrund der Häufigkeiten vonttshift10. Obwohl letztere besser approximiert werden als mit den ursprüng-
lichen Schätzungen, insbesondere im Bereich des Modus, wird deutlich, daß keine der Verteilungen den Verlauf
von ttshift10 genau wiedergeben kann.
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Abbildung 2.46: Vergleich dreier anttshift10 angepaßter Gamma-Verteilungen; gemäß Maximum-Likelihood
(rote Kurve), durch Regression/Methode der kleinsten Quadrate (hellblaue Kurve), Minimierung der Teststati-
stik T aus (2.6) (gelbe Kurve).

19)nlinfit verlangt u. a. einen Start-Vektor(a, b), Versuche mit unterschiedlichen Startwerten führten zu leicht variierenden Resultaten,
die aber nach Rundung alle den genannten Zahlen entsprachen.

20) Auchfminsearch benötigt Startwerte, und hier lieferten verschiedene Eingaben ebenfalls minimal voneinander abweichende Ergeb-
nisse.

21) Erst bei über3.100 Freiheitsgraden hätte eineχ2-Verteilung ein99%-Quantil in dieser Höhe.
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Auch für ttrest und die dazu angepaßte Exponentialverteilung kam derχ2-Anpassungstest zur Anwendung.
Erneut wurde die Vermutung derÜbereinstimmung verworfen, hier zum Signifikanzniveauα = 0, 01. Allerdings
konnte festgestellt werden, daß die Variablettshift10− l (Werte vonttshift10, die größer alsl sind, minusl)
z. B. für l ∈ {730, 750, 800} den Test

”
besteht“.

Zusammenfassung talktime

Beobachtet wurde eine Verlust-Quote von17, 75%, d. h.17, 75% aller Anrufe bleiben unbeantwortet. Von den be-
antworteten Anrufen haben4, 1% eine eher unrealistisch kurze Gesprächsdauer von≤ 10 Sekunden, die darüber
liegenden95, 9% der Daten zeigen, nach Verschiebung um−10, eine Verteilung, die einer Gamma-Verteilung

mit Dichte
x0,35e−

x
98,24

440, 4
ähnelt. Daß es sich tatsächlich um die besagte Gamma-Verteilung handelt, wurde durch

einenχ2-Anpassungstest verneint. Auch andere Parameterschätzungen führten nicht zu einer ausreichend guten
Anpassung. Grund dafür ist aber auch die hohe Zahl von zugrundeliegenden Daten (> 780.000), welche die Test-
statistik schnell signifikant werden läßt. Damit liegt kein exakter, aber ein ungefährer Verlauf gemäß Gamma-Ver-
teilung vor – das zeigen auch verschiedene Grafiken.

talktime bei einzelnen VDNs

Bisher wurde die Gesprächsdauer für alle Anrufe analysiert. Nun soll untersucht werden, ob und welche Unter-
schiede es bei einzelnen VDNs gibt. Dazu werden die VDNs mit den meisten Anrufen betrachtet. Dies sind VDN1
(94.670 Anrufe), VDN2 (71.383 Anrufe), VDN3 (68.077 Anrufe), VDN4 (50.157 Anrufe), VDN5 (44.990 An-
rufe) und VDN6 (42.109 Anrufe). Mit zusammen371.386 Anrufen machen sie mehr als37% aller Anrufe aus.
Es folgt ein tabellarischer Vergleich einiger wichtiger Parameter der Verteilungen.

VDN VDN1 VDN2 VDN3 VDN4 VDN5 VDN6

Anzahl Anrufe 94.670 71.383 68.077 50.157 44.990 42.109
Anzahl Anrufe 14.981 11.271 6.647 9.551 4.594 10.885
mit talktime= 0 (15, 82%) (15, 7%) (9, 76%) (19, 04%) (10, 21%) (25, 85%)

für talktime> 0:
Mittelwert* 166, 67 186, 54 172, 99 169, 74 188, 47 207, 64
10%-gestutzter Mittelwert* 156, 83 177, 54 161, 19 158, 07 178, 18 198, 52
Streuung 119, 5 122, 81 128, 21 126, 05 131, 54 134, 47
Streuung/Mittelwert 71, 73% 65, 84% 74, 11% 74, 26% 69, 79% 64, 76%
Median* 142 168 142 139 165 190
Modus* 51 55 89 53 1 1
Modus* für talktime> 1 51 55 89 53 52 68
99%-Quantil* 552 570, 38 610 602 604 629
Maximum* 1.534 1.353 1.648 1.535 1.567 1.488
* in Sekunden

Die Übersicht läßt quantitative Unterschiede zwischen den VDNs erkennen, so liegen die Mittelwerte zwi-
schen166 und208 Sekunden, die gestutzten Mittel je etwa9 bis 12 Sekunden darunter. Bei den Medianen ist
der Bereich mit139 bis190 Sekunden noch größer. Die Verteilungen sind also um verschiedene Punkte zentriert.
Besonders auffällig sind die Abweichungen bei den Anteilen der0-Werte, sie reichen von unter10% (VDN3) bis
über25% (VDN6), wobei sich mit ca.10%, ca.16%, 19% und ca.26% vier verschiedene Cluster abzeichnen,
mit je ein oder zwei Elementen. Bei den Modalwerten tritt zweimal (VDN5 und VDN6) die1 auf. Da dies ein
unrealistischer Wert für ein

”
echtes“ Gespräch ist (vgl. die Anmerkungen auf Seiten 55 und 57), wurden ebenfalls

die Modi für talktime> 1 bestimmt. Gemeinsam ist den untersuchten VDNs, daß sie sichvon der allgemeinen
Verteilung von talktime (> 0) abheben (vgl. die Werte auf Seite 55): Mittel und Mediane liegen deutlich über den
entsprechenden Werten für alle Anrufe, die Variationskoeffizienten klar darunter. Die absolute Streuung ist hin-
gegen größer, wobei sie bei der VDN1 etwa dem allgemeinen Fall entspricht. Während die99%-Quantile höher
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sind als im allgemeinen Fall, gilt für die Maxima das Gegenteil; mit weniger als28 Minuten sind sie als realistisch
einzuschätzen, anders als das Gesamt-Maximum von6.068 Sekunden.

Für die VDNs mit den meisten Anrufen gilt also, daß ihre Gesprächsdauer höher zentriert ist als im Fall aller
Anrufe und dabei meist breiter streut. Letzteres gilt aber nur absolut, im Vergleich zum jeweiligen Schwerpunkt
ist die Standardabweichung insgesamt größer. Es gibt bei VDN1, . . . , VDN6 deutlich kleinere Maxima, dement-
sprechend bewegt sich talktime bei diesen in einem schmaleren Bereich als insgesamt (0 bis unter1.700 statt bis
über6.000 Sekunden).

Als nächstes sind die Verteilungen von talktime (> 0) für die betrachteten VDNs grafisch dargestellt. Auf-
grund deutlich weniger Daten für die einzelnen VDNs als beider Gesamt-Betrachtung (31.000 bis 80.000 ge-
genüber820.000) wurde für die Histogramme die Klassenbreite10 gewählt.
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Abbildung 2.47: VDN1, Histogramm der talktime-Werte von1 bis 700 Sekunden (absolute Häufigkeiten, Klas-
senbreite10).
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Abbildung 2.48: VDN2, Histogramm der talktime-Werte von1 bis 700 Sekunden (absolute Häufigkeiten, Klas-
senbreite10).
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Abbildung 2.49: VDN3, Histogramm der talktime-Werte von1 bis 700 Sekunden (absolute Häufigkeiten, Klas-
senbreite10).
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Abbildung 2.50: VDN4, Histogramm der talktime-Werte von1 bis 700 Sekunden (absolute Häufigkeiten, Klas-
senbreite10).
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Abbildung 2.51: VDN5, Histogramm der talktime-Werte von1 bis 700 Sekunden (absolute Häufigkeiten, Klas-
senbreite10).
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Abbildung 2.52: VDN6, Histogramm der talktime-Werte von1 bis 700 Sekunden (absolute Häufigkeiten, Klas-
senbreite10).

Die Diagramme lassen u. a. erkennen:

1. Alle Verteilungen sind rechtsschief, der Anstieg der Häufigkeiten bis zum Maximum ist steiler als das späte-
re Abfallen zur0.

2. Die Verteilungen haben im Wesentlichen eine Form (siehe oben), zeigen dabei aber verschiedene Varian-
ten: eingipflig wie im Fall aller Anrufe (VDN3, die Häufigkeiten steigen bis zu einem Punkt/schmalen Bereich
an und fallen danach mehr oder weniger monoton), zweigipflig(VDN2, VDN5, VDN6, Anstieg bis zum Maxi-
mum, danach Abfall und erneuter Anstieg bis zu einem weiteren Gipfel, dann monoton fallend), eingipflig mit
nachfolgendem

”
Buckel“ (VDN1, erst ansteigend bis zum Bereich des Modus, danach in drei Stufen abfallend,

erst steil, anschließend moderat und dann wieder stärker).
Die drei beschriebenen Varianten sind in den Histogrammen nicht immer klar auszumachen, insbesondere bei

VDN4 kann sowohl zweigipflig angenommen als auch vermutet werden, daß es einen breiten Bereich mit etwa
gleich hohen Häufigkeiten gibt (eher ein

”
Plateau“ denn ein Gipfel); ähnlich ist es im Fall VDN6. Außerdem

kann ein kleiner zweite Gipfel auch als
”
Buckel“ interpretiert werden, vgl. VDN5.

3. Die genannten Ausprägungen beschreiben den Hauptteil der Kurven (ab ca.10 Sekunden); im Bereich der
einstelligen Zahlen zeigen die Verteilungen das schon aus Abbildungen 2.38 und 2.40 bekannte Phänomen der an-
fangs hohen Häufigkeiten, wo die Kurven zunächst einen negativen Anstieg haben, bevor sie bis zu ihrem Maxi-
mum nach oben gehen (vgl. die Abbildungen A.21 – A.26 im Anhang, Seiten 195 – 198).

Es existieren also unterschiedliche Varianten in der allgemeinen Form der Verteilungen. Da die oben aufge-
führten Beispiele sicher nicht alle davon abdecken, wurden auch weitere VDNs entsprechend untersucht. Es folgt
eine Auswahl an Histogrammen, die einen Eindruck vermittelt, was für Gestalten auftreten.
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Abbildung 2.53: VDN13, Histogramm der talktime-Werte von1 bis200 Sekunden (absolute Häufigkeiten, Klas-
senbreite5).
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Abbildung 2.54: VDN17, Histogramm der talktime-Werte von1 bis500 Sekunden (absolute Häufigkeiten, Klas-
senbreite5).
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Abbildung 2.55: VDN19, Histogramm der talktime-Werte von1 bis400 Sekunden (absolute Häufigkeiten, Klas-
senbreite5).
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Abbildung 2.56: VDN23, Histogramm der talktime-Werte von1 bis300 Sekunden (absolute Häufigkeiten, Klas-
senbreite5).
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Abbildung 2.57: VDN29, Histogramm der talktime-Werte von1 bis200 Sekunden (absolute Häufigkeiten, Klas-
senbreite5).
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Abbildung 2.58: VDN31, Histogramm der talktime-Werte von1 bis300 Sekunden (absolute Häufigkeiten, Klas-
senbreite5).
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Man sieht, daß es Unterschiede gibt u. a. in der Anzahl der Gipfel (lokalen Maxima der den Häufigkeiten zu-
grundeliegenden Kurven), der Stärke des Anstiegs hin zu den Gipfeln, des Abfalls der Häufigkeiten von ihrem
Maximum hin zur0, den Häufigkeiten im Bereich der einstelligen Zahlen und der Symmetrie der Verteilungen
bzgl. ihres Gipfels. Eine allgemeine Klassifizierung der zubeobachtenden Verteilungen stellt die Idee der

”
vier

Dreiecke“ dar, abgebildet in der nächsten Grafik. Dabei geht es darum, daß die Kurven eine Abfolge von bis zu
vier sich teilweise überschneidenden Dreiecken sind:

1. Das erste Dreieck, in Abbildung 2.59 schwarz eingezeichnet, steht für die Häufigkeiten der einstelligen
Werte, die erst sehr hoch sind und dann abfallen.

2. Der Hauptteil der Kurve beginnt mit dem zweiten (in Abbildung 2.59 roten) Dreieck, welches den An-
stieg der Häufigkeiten bis zum Maximum und das anschließende Fallen wiedergibt.

3. Drittes Dreieck (grün in Abbildung 2.59) ist der Teil derKurve, in dem die Häufigkeiten weiter sinken, je-
doch weniger stark als auf der rechten Seite des zweiten Dreiecks. Es wird in einigen Fällen unterbrochen vom

4. Vierten Dreieck, das einem eventuellen zweiten Gipfel entspricht, in Abbildung 2.59 blau eingetragen.
Die Verteilungskurve entspricht der Verbindung der jeweils obersten Dreiecksseiten, was im Bild durch die brau-
nen Punkte angedeutet wurde. Nicht alle Dreiecke treten in jeder Verteilung auf, und auch die Winkel, Seitenver-
hältnisse und Höhen variieren. So kann das vierte (blaue)Dreieck ganz fehlen, wie im Fall von VDN17 zu sehen
(vgl. Abbildung 2.54); oder das erste (schwarze) Dreieck f¨allt weg, das zweite (rote) beginnt bereits am linken
Rand des Diagramms und ist sehr spitz, wie z. B. bei VDN13 und VDN19 (vgl. Abbildungen 2.53, 2.55); oder
drittes (grün) und viertes (blau) Dreieck treten nicht auf.

Man kann die Dreiecke so interpretieren, daß sie für verschiedene Arten von Gesprächen stehen. Speziell für
erstes und viertes Dreieck gilt dies, zweites und drittes Dreieck bilden zusammen die

”
typischen“ Gespräche ab.

Im ersten Dreieck kommen die kurzen Gespräche zusammen (Auflegen nach Durchstellung, verwählt). Das vierte
Dreieck steht dann für eine zweite Gruppe nicht untypischer Anrufe, bei denen die Bedienung aus einem gewissen
Grund länger dauert.

Abbildung 2.59: Die vier Dreiecke, die in der Häufigkeitsverteilung der positiven talktime-Werte auftreten kön-
nen: schwarz für den Anfangsbereich (Häufigkeiten der kleinen Zahlen), rot für das Intervall mit dem Maximum
der Verteilung, grün für das

”
Auslaufen“ der Kurve, blau für ein manchmal vorhandenes zweites lokales Maxi-

mum. Die Relation der Höhen der Dreiecke entspricht nicht immer derjenigen in der Skizze.
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Bei Versuchen mit den (talktime> 0)-Werten einiger VDNs wurde festgestellt, daß die Gamma-Verteilung in
zumindest einem Fall angenommen werden kann: Für VDN17 (16.534 Anrufe, davon12.051-mal talktime> 0)
wurde definiert22)

aux := talktime− 19 falls talktime> 19;

und zu der so entstandenen Zufallsvariableaux (10.473 Daten) Gamma-Paramtera = 1, 6358, b = 84, 2217
geschätzt.23) Der dann angewandteχ2-Anpassungstest (343 Freiheitsgrade, Teststatistik als339, 03 berechnet)
lehnte die Hypothese

”
Gamma-Verteilung“ zum Signifikanzniveauα = 0, 01 nicht ab. Somit kann bei VDN17

der Hauptteil der positiven talktime-Werte (die oberen ca.89%) beschrieben werden als
”
19 Sekunden plus gam-

ma-verteilte Zahlen“. Abbildung 2.60 illustriert den Sachverhalt.
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Abbildung 2.60: Vergleich der absoluten Häufigkeiten deraux-Werte (blaue Balken) mit den zu erwartenden bei
einer Gamma-Verteilung (rote Linie), für1 bis500.

Es gibt auch eine Gemeinsamkeit der Verteilungen: alle VDNsmit mindestens100Daten talktime> 0 weisen
eine positive Schiefe [35] auf, mit Werten von0, 753 (VDN37,153 positive talktime-Werte) bis11, 08 (VDN41,
20.348 positive talktime-Werte). Die Schiefe der Gesamt-Verteilung ist2, 25, und für die zusammengefaßten Da-
ten derVDNs mit je weniger als100-mal talktime> 0 wurde3, 87 berechnet. Abbildung A.27 im Anhang zeigt
die sortierten Schiefen der VDNs mit je100 oder mehr Werten talktime> 0 (Seite 198).

Als letztes soll noch auf die Anteile der verlorenen Anrufe,d. h. die relativen Häufigkeiten von talktime= 0,
bei den einzelnen VDNs eingegangen werden. Dabei werden nurVDNs mit mindestens500 Anrufen betrachtet.
Siehe dazu Abbildung A.28 im Anhang (Seite 199). Das Maximumist 91, 48% (VDN43,6.412 Anrufe, nur546
davon mit talktime> 0), ein extremer Einzelfall24) , ansonsten sind alle Werte unter60% (unter50% bei VDNs
mit ≥ 5.000 Anrufen). Das Minimum tritt mit2, 58% bei VDN47 (21.189 Anrufe,647-mal talktime= 0) auf.
Median ist16, 53%, somit gehen in der Hälfte aller berücksichtigten Fälle weniger als17% der Anrufe verloren.

22) Die Grenze wurde bei19 gezogen, weil die Häufigkeiten dort ihr lokales Minimum annehmen. Alle anderen Punkte im Bereich1 bis
250 treten öfter auf.

23) Wie zuvor mit MATLAB, Funktiongamfit, d. h. Maximum-Likelihood-Ansatz.
24) Ein so hoher Wert bei einer VDN mit mehreren tausend Anrufen ist eigentlich nicht zu erwarten. Es scheint ein Ausreißer zusein, eine

genauere Erklärung dafür kann allerdings nicht angeboten werden.
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Weitere Parameter sind: 1. Quartil10, 55%, 3. Quartil27, 42%, Mittelwert 20, 79%, Streuung (bezogen auf die
Anteile als Zahlen zwischen0 und1) 0, 14. Die höheren Verlustraten werden dabei nicht nur bei VDNs mit eher
wenigen Anrufen erreicht, auch VDN53 mit20.249 Anrufen hat einen Wert von ca.46, 8%, VDN59 mit13.524
Anrufen immerhin noch über34%.

Für die VDNs mit weniger als500 Anrufen zusammengefaßt hat talktime= 0 einen Anteil von26, 14%.

Zusammenfassung talktime bei einzelnen VDNs

Wie erwartet zeigten sich Unterschiede sowohl quantitativer Art (Lageparameter) als auch in der Form der Vertei-
lungskurven. Mittels vier Dreiecken lassen sich die meisten Verteilungen allgemein beschreiben. Gemein haben
alle VDNs (mit ausreichender Zahl von Daten) eine positive Schiefe.

2.3.2 Wartezeit

Hier geht es um die Variable disptime. Zwei komplementäre Situationen sind dabei zu betrachten: disptime bei
talktime= 0 bzw. bei talktime> 0; diese lassen sich als

”
Geduld“ und

”
Reaktionszeit“ interpretieren. Während

es möglich ist, disptimes Verteilungen in den beiden Fällen zu untersuchen und zu vergleichen, sind Rückschlüsse
auf Geduld und Reaktionszeit nicht zulässig.

Zwei Fälle

Zu den wichtigsten Größen im Call Center gehört die Wartezeit. Diese beschreibt, wieviel Zeit vergeht vom Ein-
treffen des Anrufs bis zur Annahme durch einen Agenten oder,falls es zu lange dauert, bis zum Auflegen des
Anrufers, dem

”
Verlust“ des Anrufs.25) In den Daten von DIPRO steht der Wert disptime für die Wartezeit.

Bei dessen Interpretation müssen zwei Situationen unterschieden werden:

1. disptime bei angenommenem Anruf, d. h. talktime> 0, die Wartezeit ist zu verstehen als
”
Reaktionszeit“

des Call Centers auf den Anruf;

2. disptime bei verlorenem Anruf, talktime= 0, wo die Wartezeit die maximale Geduld (Bereitschaft, auf Ant-
wort zu warten) des Anrufers darstellt.

Man kann beide Deutungen nicht vollständig voneinander trennen, so folgt z. B. aus einem nach10 Sekunden ver-
lorenen Anruf eine Reaktionszeit von≥ 11 Sekunden, und eine Reaktionszeit von disptime= 7 Sekunden heißt,
die Geduld des Anrufers ist erst nach≥ 8 Sekunden erschöpft.26) Anders als talktime und acwtime kann disptime
außerdem nicht als weitgehend unbeeinflußt durch den jeweils aktuellen Zustand (Anzahl anwesender Agenten,
wieviele davon sind gerade mit Anrufen beschäftigt, Anzahl eintreffender/wartender/in Bedienung befindlicher
Anrufe, Bearbeitungsdauer, . . . ) des Call Centers gelten, denn wieviele Anrufe vor dem jeweils betrachteten ein-
gegangen sind bzw. noch auf Antwort warten, wieviel Zeit deren Bearbeitung beansprucht, wieviele Agenten da-
für vorhanden sind usw. bestimmt wesentlich, wie lange es vom Eintreffen bis zur Annahme dauert. Die Proble-
matik, Schlußfolgerungen zu den beiden Größen aus den Daten zu gewinnen, wird auf Seite 84 diskutiert.

Tabelle 2.8 und die Grafiken danach geben einen Eindruck vom Verhalten disptimes allgemein, im Falle be-
antworteter sowie für verlorene Anrufe.

25) Im technischen Bereich, aus dem die Daten und die Bezeichungen wie
”
disptime“ stammen, wird nicht von Verlust, sondern von Abbruch

gesprochen. Die Interpretation, ein abgebrochener Anruf sei für das Call Center verloren, stammt eher aus der Bedienungstheorie.
26) Natürlich sind die Grenzen in der Realität nicht ganz so eindeutig, so kann ein Auflegen nach10 Sekunden auch bedeuten, daß der

Anrufer nach8 Sekunden nicht mehr warten wollte, das Auflegen dann2 Sekunden dauerte. Analog ist auch denkbar, daß bei kurzen Werten
für talktime wie z. B.1 Sekunde das Auflegen des Anrufers und die Annahme im Call Center synchron geschahen, der Anruf also verloren ist,
obwohl er mit positiver talktime als beantwortet zählt.
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Werte für disptime Datensätze
alle nur solche mit nur solche mit

talktime> 0 talktime= 0
Anzahl Datensätze 997.291 820.269 (82, 25%) 177.022 (17, 75%)
Anzahl Datensätze 4.982 15 4.967
mit disptime= 0 (0, 5%) (0, 002%) (2, 81%)
Mittelwert* 29, 5 28, 55 33, 89
10%-gestutzter Mittelwert* 20, 84 20, 5 22, 61
Streuung 54, 57 (185% vom 50, 19 (175, 81% vom 71, 27 (210, 31% vom

Mittelwert) Mittelwert) Mittelwert)
Median* 12 12 7
Modus* 7 7 1
99%-Quantil* 257 240 318
größte Werte* 4.403, 3.864, 3.792 4.403, 3.792, 3.724 3.864, 2.737, 2.446
* in Sekunden

Tabelle 2.8: Statistische Parameter für disptime, für verschiedene Auswahlen von Daten.
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Abbildung 2.61: Histogramm der disptime-Werte von0 bis100 Sekunden (absolute Häufigkeiten).
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Abbildung 2.62: Histogramm der nach
”
talktime> 0“ gefilterten disptime-Werte von0 bis100 Sekunden (abso-

lute Häufigkeiten).
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Abbildung 2.63: Histogramm der nach
”
talktime= 0“ gefilterten disptime-Werte von0 bis100 Sekunden (abso-

lute Häufigkeiten).
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Abbildung 2.64: Histogramm der nach
”
talktime= 0“ gefilterten disptime-Werte von5 bis250 Sekunden (abso-

lute Häufigkeiten).

Man erkennt deutliche Unterschiede, insbesondere zwischen den Fällen talktime> 0 und talktime= 0, in den
statistischen Parametern und den Kurven. Vor allem die außergewöhnlich große Häufigkeit von disptime= 1 bei
talktime= 0 fällt auf. Darüber hinaus zeigt Abbildung 2.64, daß die Verteilung nicht rechts vom Modus monoton
fallend ist, wie bei talktime> 0, sondern immer wieder lokale Maxima aufweist. Der EindruckeinerÜberlage-
rung verschiedener Kurven entsteht. Die Streuung ist für alle drei Varianten von disptime hoch (weit über dem
Mittelwert), auch hier hebt sich talktime= 0 ab. Die aufgeführten größten Werte sind natürlich Ausreißer; sie ver-
fälschen auch die Streuung. Berechnet man diese unter Ausschluß der Werte oberhalb von500Sekunden, so erhält
man48, 84 bzw.45, 68 bzw.61, 29. Auch diese Werte sind noch hoch, zwischen dem1, 6- und1, 8-fachen des
jeweiligen Mittels.

Weiterer Filter: disposition

Die hohe Häufigkeit der kleinsten disptime-Werte bei talktime= 0 gab den Anstoß, nach möglichen Ursachen zu
suchen. Dies führte zur Betrachtung der Komponente disposition in den Datensätzen (siehe Anhang, Seite 181).
Durch disposition wird der End-Status des Anrufs angegeben, dazu dienen Nummern von1 bis 7 – in den Da-
tensätzen traten jedoch nur1, 2, 3, 5, 6 auf. Es folgt eine kurze Beschreibung zu diesen.
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Nummer Bedeutung Häufigkeit absolut (relativ)
1 Anruf irgendeinem Ziel zugeordnet, z. B. einem

Agenten oder einem Fax, nicht in die ACD gegan-
gen

4.957 (0, 5%)

2 Anruf angenommen (d. h. Anruf vom zugeordne-
ten Agenten

”
abgehoben“)

824.138 (82, 64%)

3 Anruf abgebrochen (d. h. Anrufer legt auf, bevor
er angenommen wird – also das Gegenteil von2)

122.502 (12, 28%)

5 Verbindung mit Agent abgelehnt (d. h. dem Anru-
fer wird ein Besetzt-Zeichen o. ä. gegeben, so daß
er weiß, er wird eh nicht angenommen werden;
oder eine Weiterleitung zu einem Ziel außerhalb
des Call Centers findet statt)

43.950 (4, 41%)

6 Abbruch erzwungen (d. h. die Verbindung
zwischen Anrufer und ACD wird

”
gekappt“)

1.744 (0, 17%)

Dahinter stecken wieder technische Fragen, auf die hier nicht näher eingegangen werden kann. Interessant im Zu-
sammenhang mit der Wartezeit ist vor allem der Fall5, 27) wo dem Anrufer signalisiert wird, daß er keine Chance
hat, zu einem Agenten durchgestellt zu werden, auch wenn er wartet.28) Damit stellt sich die Frage, wie sich dies
auf die Verteilung von disptime auswirkt. In allen43.950 Datensätzen mit disposition= 5 war talktime= 0; was
nur logisch ist, denn ein Gespräch kann ja nicht zustandekommen. Demzufolge hat disposition= 5 auch nur dort
einen Einfluß auf die Verteilung. Das99%-Quantil von disptime in diesen Fällen ist3 Sekunden; die allermeisten
Anrufer legen also schnell auf; die über40.000 entsprechenden Daten gehen daher fast komplett in die Häufig-
keiten der disptime-Werte0 bis 3 ein. Abbildung 2.65 zeigt, wie viele von diesen wegen disposition = 5 (Ab-
lehnung durch Call Center) zustandekommen: Für disptime= 0 fast alle, bei disptime= 1 etwa vier von fünf,
danach deutlich weniger als die Hälfte und schließlich kaum noch welche.

27) Die beiden anderen
”
Nicht-Standard-Fälle“, disposition∈ {1, 6}, spielen mit weniger als0, 7% kaum eine Rolle und wurden darum

weder gesondert betrachtet noch vor den Untersuchungen augeschlossen; ihr allenfalls marginaler Einfluß auf die Ergebnisse rechtfertigt das.
28) Bemerkenswert ist hier der Unterschied zwischen disposition = 5 und disposition= 6: 5 heißt, der Abbruch des Anrufs ist dem Anrufer

überlassen, er/sie/es muß von selbst auflegen.6 hingegen bedeutet, der Abbruch erfolgt von Seiten des Call Centers, es findet eine technische
Unterbrechung der Verbindung zur ACD statt, ohne daß der Anrufer daran beteiligt ist oder etwas dagegen tun kann. Während also bei
disposition= 5 die Entscheidung zum Abbruch beim Anrufer liegt und das CallCenter darauf Einfluß nimmt, wird sie ihm in den Fällen mit
disposition= 6 entzogen.
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Abbildung 2.65: Histogramm der disptime-Werte von0 bis3 Sekunden mit verschiedenen Filtern: alle Datensätze
(hellblau), solche mit disposition= 5 (dunkelblau), solche mit talktime= 0 (rot) und zusätzlich disposition= 5
(gelb); jeweils absolute Häufigkeiten.

Diese Ergebnisse waren Anlaß, disptime im Fall talktime= 0 unter Ausschluß von disposition= 5 erneut zu un-
tersuchen. Die nächsten Tabelle stellt die wichtigsten Parameter dazu den vorher berechneten Werten gegenüber.

Werte für disptime Datensätze mit talktime= 0
inkl. disposition= 5 exkl. disposition= 5

Anzahl Datensätze 177.022 (17, 75% von 997.291) 133.702 (75, 17% von177.022,
13, 41% von 997.291)

Anzahl Datensätze mit disptime= 0 4.967 (2, 81% von177.022) 301 (0, 23% von133.702)
Mittelwert* 33, 89 44, 62
10%-gestutzter Mittelwert* 22, 61 32, 94
Streuung 71, 27 (210, 31% vom Mittelwert) 79, 1 (177, 27% vom Mittelwert)
Median* 7 12
Modus* 1 2
99%-Quantil* 318 350
größte Werte* 3.864, 2.737, 2.446 3.864, 2.737, 2.446
* in Sekunden

Tabelle 2.9: Statistische Parameter für disptime bei talktime= 0.

Der Median12 ist derselbe wie für alle Datensätze bzw. die mit talktime> 0, vgl. Tabelle 2.8. Die Streuung ist
zwar noch höher, aber nur absolut; relativ zum Mittelwert ist sie mit177% auf fast demselben Niveau wie bei
talktime= 0.

Ab hier wird disptime immer unter Ausschluß von disposition= 5 betrachtet, sofern nicht anders erwähnt.
Es folgt die graphische Darstellung der Häufigkeiten.
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Abbildung 2.66: Histogramm der nach
”
talktime= 0, disposition6= 5“ gefilterten disptime-Werte von0 bis 250

Sekunden (absolute Häufigkeiten).

Auffällig sind, wie auch schon in Abbildung 2.64, die
”
Hügel“ z. B. bei40, 75, 110 Sekunden. Sie sind ver-

mutlich darauf zurückzuführen, daß zu den entsprechenden Zeiten ein Ereignis eintritt wie eine automatische An-
sage, z. B.:

”
Bitte legen Sie nicht auf. Der nächste freie Mitarbeiter wird Ihren Anruf entgegennehmen.“ Das (wie-

derholte) Hören einer solchen Formulierung mag Anrufer die Geduld verlieren lassen oder anderweitig dahin-
gehend beeinflussen, aufzulegen. Somit steigt die Anzahl der Abbrüche zu den entsprechenden Zeitpunkten und
bewirkt die beobachteten lokalen Maxima.

Darüber hinaus erwecken die
”
Hügel“, aber auch die

”
bucklige“ Form der Kurve in Abbildung 2.62, den Ein-

druck, daß sich mehrere Verteilungen überlagern bzw. addieren. Eine mögliche Erklärung dafür ist, daß es sich ja
um die Zusammenfassung der disptime-Verteilungen verschiedener VDNs handelt, welche durchaus unterschied-
liche Profile aufweisen können. Weiter unten wird disptimedann für einzelne VDNs begutachtet.

Zensierte Daten

Es wurde bereits angesprochen, daß die Wartezeit in zwei verschiedene Richtungen gedeutet werden kann, als Ge-
duld der Anrufer bzw. Reaktionszeit des Call Centers. BezeichneG die Geduld der Anrufe, genauer

G := (maximale) Zeit, die ein Anrufer wartet, bevor er auflegt,

undR die Reaktionszeit des Call Centers,

R := Zeit vom Eingang eines Anrufs bis zur Reaktion (Annahme durch Agenten) des Call Centers.

Die Schwierigkeit beim
”
Messen“ der ZufallsvariablenG undR liegt nun darin, daß disptime für beide Fälle

zensierte Daten liefert, genauer: rechtszensierte Daten –bevor die Geduld erschöpft ist, entsteht die Verbindung
zwischen Anrufer und Agent, oder die Reaktionszeit ist nochnicht erreicht, wenn der Anrufer auflegt. Daher ist es
nicht möglich, aus den Häufigkeiten von disptime direkt die Wahrscheinlichkeiten zu berechnen dafür, daßG,R
bestimmte Werte annehmen. Man kann nur Schranken angeben, z. B.

P (R > x) ≥ relative Häufigkeit von disptime> x,
P (G < x) ≥ relative Häufigkeit von disptime< x.
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Oder man greift auf die bedingten Wahrscheinlichkeiten zurück:

P (G = x | G < R) = relative Häufigkeit von disptime= x bzgl. talktime= 0,
P (R = x | G ≥ R) = relative Häufigkeit von disptime= x bzgl. talktime> 0,

d. h. die eingangs erwähnte Unterscheidung anhand von talktime wird benutzt. Dies ist natürlich eine Verzerrung,
da alle Fälle außer Acht gelassen werden, in welchen eine genaue Bestimmung vonR bzw.G nicht möglich ist.
Wie stark diese Verzerrung ist, und daß die Nutzung der bedingten Wahrscheinlichkeiten unzulässig ist, zeigt das
folgende Resultat, welches unter der Annahme

(2.7) P (G = x) = P (G = x | G < R), P (R = x) = P (R = x | G ≥ R)

berechnet wurde: Sind die Verteilung vonG undR bekannt, kann die ZufallsvariableV , die für den Verlust eines
Anrufs steht und Werte in{0, 1} hat, definiert/beschrieben werden. SeiV (a) = 1 genau dann, wenn der betrach-
tete Anrufa durch Auflegen beendet wird (ohne Bedienung, also talktime= 0), sonstV (a) = 0, dann gilt

P (V ) := P (V (a) = 1) = P (R > G).

Die Verlustwahrscheinlichkeit ist die Wahrscheinlichkeit dafür, daß die Reaktionszeit des Call Centers größer ist
als die Geduld des Anrufers. Es ist annehmbar, daßR undG unabhängig sind; die Geduld eines Anrufers und
der Zustand des Call Centers, den er nicht kennt, haben keinerlei Einfluß aufeinander. Dann läßt sichP (R > G)
berechnen als29)

P (R > G) =
∑

k≥0 P (G < k) · P (R = k).

Mit den für R,G genutzten Wahrscheinlichkeiten gemäß (2.7) ergäbe sichP (R > G) = 0, 4974, die Verlust-
wahrscheinlichkeit läge bei ca.50%. Tatsächlich wurde aber anhand von talktime= 0 für die verlorenen Anrufe
eine relative Häufigkeit von< 20% festgestellt. Eine derartige Abweichung zwischen theoretischem Resultat und
tatsächlicher Beobachtung läßt nur den Schluß zu, daß Ersteres auf falschen Annahmen basiert.

Auf zwei weitere mögliche Fehler bei der Herleitung vonP (R > G) = 0, 4974 sei hingewiesen. Die Un-
abhängigkeit vonG undR ist nur dann eine sinnvolle Annahme, wenn Geduld und Reaktionszeit als dem Anrufer
bzw. Call Center innewohnende Eigenschaften aufgefaßt werden, nicht als Größen, die durch andere Einflüsse
zustandekommen. Gerade fürR ist letzteres aber der Fall, der Zustand des Bediensystems Call Center (Anzahl
der eingehenden/wartenden Anrufe, Anzahl der vorhandenenAgenten, . . . ) wirkt sich maßgeblich darauf aus,
wie schnell ein ankommender Anruf zu einem Agenten durchgestellt werden kann. So beeinflußt die Geduld der
bereits wartenden Anrufer auch die Zeit, die das Call Centerbenötigt, um einem weiteren Anruf einen freien
Agenten zur Verfügung stellen zu können. Außerdem wurde bei der Berechnung implizit angenommen, das Call
Center befinde sich im stationären Zustand (keineÄnderung im Laufe der Zeit). Die gemessenen Werte für disp-
time gehören aber zu verschiedenen Zeiten und unterschiedlichen Zuständen des Call Centers. Z. B. ist denkbar,
daß lange und kurze Wartezeiten in unterschiedlichen Phasen oder zu verschiedenen Tageszeiten vermehrt auftre-
ten, mit entsprechenden Auswirkungen auf Geduld und Reaktionszeit. Derartiges bleibt bei der stationären Be-
trachtung aber unberücksichtigt.

Natürlich stellte sich die Frage, ob man die Warscheinlichkeiten fürR undG nicht schätzen kann. Der Autor
dieser Arbeit ist der Auffassung, das sei zu verneinen, denn: Solche Schätzungen setzen voraus, daß Annahmen
getroffen werden bzgl. der unbekannten WahrscheinlichkeitenP (R = x | G < y), P (G = x | R ≤ y) für Wer-
tex, y mit y < x. Diese Annahmen laufen nach Ansicht des Autors letztendlich darauf hinaus, die bereits erwähn-
ten bedingten WahrscheinlichkeitenP (G = x | G < R), P (R = x | G ≥ R) und die entsprechenden Verteilun-
gen auf die Fälle zu übertragen, in denenR bzw.G nicht bekannt sind – also doch davon auszugehen, die Reak-
tionszeit des Call Centers bei den Anrufen mit talktime= 0 verteile sich in etwa wie für die mit talktime> 0,
die Geduld der Anrufer mit talktime> 0 sei schätzungsweise so verteilt wie bei talktime= 0. Kurzum, der Ver-
such der Schätzung der Verteilungen vonR,G in den nicht meßbaren Fällen würde im Endeffekt nur bedeuten,
den gescheiterten Ansatz (2.7) über Umwege erneut zu verfolgen.

Insgesamt läßt sich festhalten, daß eine Bestimmung der Verteilung von Geduld und Reaktionszeit nicht rea-
lisierbar ist, was an den rechtszensierten Daten liegt. Zwar ist es trotzdem sinnvoll, disptime getrennt nach ver-
lorenen und bedienten Anrufen zu analysieren, Interpretationen/Schlußfolgerungen daraus sind aber nur einge-
schränkt möglich.

29) Es wird davon ausgegangen, daßR,G diskret verteilt sind, da sie auf disptime beruhen, welchesfaktisch eine diskrete Größe ist – es hat
nur ganzzahlige Sekundenwerte.
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Zusammenfassung disptime

Zwischen den beiden Fällen disptime bei talktime> 0 und bei talktime= 0 gibt es Unterschiede in Mittelwert
und Streuung, beide sind im zweiten Fall höher. ErfolgloseAnrufer warten demzufolge im Mittel länger als sol-
che, die mit Agenten verbunden werden. Der Vergleich von (absoluter) Streuung und99%-Quantil läßt erkennen,
daß bei Abbrechern größere Wartezeiten häufiger vorkommen als bei

”
erfolgreichen“ Anrufern. Für talktime= 0

stellte sich heraus, daß das Bild verzerrt ist durch die Einbeziehung der Datensätze mit disposition= 5. Nach-
dem diese herausgefiltert waren, wiesen sowohl{disptime| talktime> 0} und{disptime| talktime= 0} einen

Median von12 Sekunden auf, und auch das Verhältnis von Streuung und Mittelwert war mit ca.
7

4
nahezu gleich.

Die Verteilungen sind verschieden: während für{disptime| talktime> 0} ein steiler Anstieg bis zum Modus7,
danach ein permanenter, allerdings nicht gleichmäßiger Abstieg zu erkennen ist, zeigt{disptime| talktime= 0}
viel größere (relative) Häufigkeiten bei den kleinen Zahlen, und in der Kurve treten immer wieder

”
Hügel“ auf;

der Abstieg ist hier also nicht durchgängig monoton, sondern wird wiederholt von lokalen Maxima unterbrochen.
Eine Interpretation der beiden Fälle als Reaktionszeit und Geduld ist sinnvoll, jedoch erlauben die Daten, weil

zensiert, keine belastbaren Aussagen über diese Größen.

disptime bei einzelnen VDNs

disptime wurde für die sechs VDNs mit den meisten Anrufen untersucht. EinëUbersicht anhand wichtiger Para-
meter gibt die folgende Tabelle.
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Werte für disptime kein Filter talktime> 0 talktime= 0
Anzahl Datensätze (% von allen)

VDN1 89.390 (100%) 79.689 (89, 15%) 9.701 (10, 85%)
VDN2 66.582 (100%) 60.112 (90, 28%) 6.470 (9, 72%)
VDN3 66.272 (100%) 61.430 (92, 69%) 4.842 (7, 31%)
VDN4 46.755 (100%) 40.606 (86, 85%) 6.149 (13, 15%)
VDN5 43.240 (100%) 40.396 (93, 42%) 2.844 (6, 58%)
VDN6 38.501 (100%) 31.224 (81, 1%) 7.277 (18, 9%)

Mittelwert in Sekunden
VDN1 51, 66 46, 86 91, 07
VDN2 44, 53 40, 01 86, 56
VDN3 30, 22 27, 49 64, 94
VDN4 49, 78 44, 55 84, 35
VDN5 22, 96 20, 91 52, 01
VDN6 41, 54 39, 74 49, 28

10%-gestutzter Mittelwert in Sekunden
VDN1 40, 13 36, 2 76, 72
VDN2 34, 38 30, 57 74, 86
VDN3 23, 22 21 57, 22
VDN4 39, 21 34, 62 72, 73
VDN5 15, 84 14, 44 41, 25
VDN6 31, 12 29, 98 37, 4

Streuung (% vom Mittelwert)
VDN1 75, 6 (146, 33%) 68, 17 (145, 45%) 112, 91 (123, 98%)
VDN2 67, 46 (151, 48%) 61, 19 (152, 93%) 100, 46 (116, 06%)
VDN3 46, 3 (153, 2%) 42, 33 (153, 99%) 72, 89 (112, 24%)
VDN4 71, 42 (143, 46%) 65, 41 (146, 83%) 95, 67 (113, 43%)
VDN5 43, 81 (190, 8%) 38, 24 (182, 85%) 86, 62 (166, 54%)
VDN6 67, 88 (163, 41%) 63, 66 (160, 19%) 83, 18 (168, 81%)

Median in Sekunden
VDN1 18 18 50
VDN2 17 17 51
VDN3 10 10 35
VDN4 19 18 51
VDN5 8 8 16
VDN6 14 14 6

Modus in Sekunden
VDN1 15 15 12
VDN2 16 16 15
VDN3 7 7 15
VDN4 16 16 15
VDN5 6 6 15
VDN6 12 12 6

99%-Quantil in Sekunden
VDN1 364 334 515
VDN2 319, 68 294 449
VDN3 212 198 303, 16
VDN4 339, 95 315 437, 08
VDN5 207 189 319, 9
VDN6 326 309 366, 46

(weiter auf nächster Seite)
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...
...

...
...

Werte für disptime kein Filter talktime> 0 talktime= 0
größte Werte in Sekunden

VDN1 2.016, 1.430, 1.340 2.016, 1.430, 1.208 1.340, 1.339, 1.326
VDN2 2.446, 1.299, 1.063 1.299, 1.063, 965 2.446, 849, 772
VDN3 635, 610, 572 571, 557, 531 635, 610, 572
VDN4 1.039, 1.038, 923 1.039, 888, 865 1.038, 923, 889
VDN5 2.444, 848, 793 791, 745, 558 2.444, 848, 793
VDN6 1.259, 814, 807 814, 807, 802 1.259, 753, 742

Tabelle 2.10: Statistische Parameter für disptime, für verschiedene Auswahlen von Daten und einzelne VDNs.

Die Werte lassen quantitative Unterschiede erkennen, so z.B. Mittelwerte zwischen22 und52 Sekunden (ins-
gesamt, bei anderen Auswahlen20 bis47 bzw.49 bis92 Sekunden) und99%-Quantile von207 bis364 Sekunden
(oder189 bis 334, 303 bis 515 Sekunden). VDN1 und VDN4 ähneln sich dabei, ihre Mediane, Mittel- und Mo-
dalwerte liegen fast immr nur eine Sekunde auseinander. Auch in der Streuung gibt es bei beiden keine starken
Abweichungen. Ebenfalls für VDN2 und VDN6 bzw. VDN3 und VDN5 zeigen einige der ParameterÄhnlich-
keiten. Unterschiede innerhalb der genannten Paare gibt esvor allem für talktime= 0. Die Streuung ist mit über
100% des jeweiligen Mittelwerts überall hoch, sicher wieder durch die Ausreißer nach oben (größte Werte) be-
dingt. Letztere sind aber nicht so extrem wie bei der Betrachtung aller VDNs; so hat VDN3 keinen, VDN6 nur
einen und VDN4 nur zwei Werte oberhalb von1.000 Sekunden.

In der Form der Verteilungen zeigten sich insbesondere fürden Filter talktime> 0 im Wesentlichen zwei Ty-
pen, ein- und zweigipflig. Bei talktime= 0 scheint es so, daß alle VDNs einem Muster folgen, dem der zahlrei-
chen lokalen Maxima, wobei sich deren Lage und Relationen zueinander durchaus unterscheiden. Die nachste-
henden Grafiken zeigen die typischen Varianten.30) VDN3 und VDN5 sehen so aus wie VDN1, allerdings liegt
ihr Gipfel bei etwa7 Sekunden. Das Minimum von disptime bei VDN1 für talktime> 0 ist9, damit nimmt VDN1
eine Ausnahmestellung ein, in den anderen betrachteten Fällen treten Minima von0 bis3 auf.

30) Nur einige Verteilungen werden hier abgebildet, da die Bilder sich teilweise ähneln. Die restlichen Bilder für VDN2 bis VDN6 enthält
der Anhang auf Seiten 200ff.
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Abbildung 2.67: VDN1, Histogramm der nach
”
talktime> 0“ gefilterten disptime-Werte von1 bis150 Sekunden

(absolute Häufigkeiten). Auffällig ist, daß unterhalb von etwa etwa10 Sekunden keine Werte vorliegen. In der
Tat gibt es hier keinen Datensatz mit≤ 8 Sekunden, nur einen mit9 und nur52 mit 10 Sekunden.
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Abbildung 2.68: VDN2, Histogramm der nach
”
talktime> 0“ gefilterten disptime-Werte von1 bis150 Sekunden

(absolute Häufigkeiten). Bei12 bis16Sekunden scheint es einen Doppelgipfel zu geben; allerdings entsteht dieser
Eindruck nur durch die einzelne etwas höhere Häufigkeit von 12, welche zufällig sein kann.
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Abbildung 2.69: VDN4, Histogramm der nach
”
talktime> 0“ gefilterten disptime-Werte von1 bis150 Sekunden

(absolute Häufigkeiten).
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Abbildung 2.70: VDN6, Histogramm der nach
”
talktime> 0“ gefilterten disptime-Werte von1 bis150 Sekunden

(absolute Häufigkeiten). Man beachte die doppelte Spitze bei 3 und5; aufgrund der nahezu gleich großen Häufig-
keiten zwischen2 und5 kann dort nicht wirklich ein Doppelgipfel erkannt werden.
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Abbildung 2.71: VDN1, Histogramm der nach
”
talktime= 0“ gefilterten disptime-Werte von1 bis400 Sekunden

(absolute Häufigkeiten, Klassenbreite5).
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Abbildung 2.72: VDN6, Histogramm der nach
”
talktime= 0“ gefilterten disptime-Werte von1 bis250 Sekunden

(absolute Häufigkeiten, Klassenbreite5).
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Nahezu alle Grafiken zeigen mehrere lokale Maxima, in Form von zwei bis drei Gipfeln (Abbildungen 2.68
bis 2.70) oder

”
Hügeln“ bei den Verteilungen für talktime= 0. Letztere sind bereits auf Seite 84 erläutert worden.

Neben der dortigen Deutung gilt es zu beachten, daß ein wartender Anrufer ja in regelmäßigen Abständen einen
Signalton hört, alle paar Sekunden erklingt ein Tuten o. ä. Auch diese sind als Ereignisse aufzufassen, welche
Reaktionen auslösen können. Durch das regelmäßige Ert¨onen des Signals wird nämlich auch das Fortschreiten
der Zeit seit Beginn des Anrufs bewußt gemacht, und so kann das zweite, dritte, . . . ,n-te Tuten die Geduld des
Anrufenden negativ beeinflussen. Dadurch kommt es dann vermutlich zu einer Häufung der Abbrüche um die
Zeitpunkte der Signale herum.

Für die teils mehrfachen Gipfel in den Fällen talktime> 0 gilt die Erklärung
”
Anrufer legt auf in Reaktion

auf ein Ereignis“ natürlich nicht. Eher ist anzunehmen, daß die Verteilung einëUberlagerung von zwei (bei den
Doppelgipfeln evtl. drei) Kurven darstellt. Dies kann z. B.folgende Gründe haben:

i. Es gibt zwei/drei Arten von Anrufern für die betreffendeVDN. Diese sind durch unterschiedliche Geduld
gekennzeichnet. Die einen wollen/können nicht länger als wenige Sekunden warten; wenn sie innerhalb kurzer
Zeit nicht angenommen werden, legen sie auf – ihre Anrufe gehen dann in die Verteilung für talktime= 0 ein.
Würden diese ungeduldigen Anrufer ein paar Sekunden länger warten, würden sie vermutlich mit Agenten ver-
bunden. Dann wäre das

”
Tal“ zwischen den beiden Gipfeln nicht so ausgeprägt, evtl. auch gar nicht vorhanden.

Die zweite Art von Anrufern ist geduldiger, nach10 bis 20 Sekunden Warten haben sie Erfolg. Der zweite
Gipfel entspricht dann der Eigenschaft des Call Centers, mit hoher Wahrscheinlichkeit nach maximal20 Sekun-
den – aber eher selten schon innerhalb von10 Sekunden – einen Anruf zum Agenten durchstellen zu können.

Verschiedene Gruppen bzw. Cluster hinsichtlich der Geduldkönnen u. a. dadurch zustande kommen, daß es
für die Anrufer unterschiedlich wichtig/dringlich ist, den Service des Call Centers zu erhalten. Siehe dazu auch
die Ausführungen weiter unten.

ii. Die Überlagerung kommt durch unterschiedliche Auslastungen des Call Centers zustande. Grob könnte man
in normal und stark ausgelastet einteilen. Im Normalfall ist eine Reaktion – Bereitstellen eines freien Agenten –
auf einen Anruf in wenigen Sekunden möglich. Das entspricht einer Verteilungskurve mit Modus< 10 Sekunden.
In stark ausgelasteten Situationen erhöht sich die Reaktionszeit, die Verteilung verschiebt sich nach rechts, also
auch der Modus. Dann wird das Maximum der Häufigkeiten zwischen15 und20 Sekunden liegen, was dem zwei-
ten Gipfel entspricht. Statt normaler und starker Auslastung kann es sich auch um schwache bzw. normale Aus-
lastung handeln.

Zusammenfassung disptime bei einzelnen VDNs

Sowohl die Parameter (Mittelwert, Streuung, Quantile) alsauch die Kurven der Verteilungen zeigen Unterschiede.
In den Kurven sind ein- und zweigipflige Formen zu sehen (Filter talktime> 0), hier haben mehrere VDNs̈Ahn-
lichkeiten. Anhand der Parameter lassen sich die Paare{VDN1,VDN4}, {VDN2,VDN6} und{VDN3,VDN5}
ausmachen. Allerdings differieren die Verteilungen von VDN1 und VDN4, bei den anderen Paaren liegt jeweils
dieselbe Form vor. Mit dem Filter talktime= 0 erhält man Verteilungen, die erneut durch die

”
Hügel“ gekenn-

zeichnet sind; dies kann bei allen betrachteten VDNs festgestellt werden.

Anmerkungen

Es sollen noch einige Aspekte erwähnt werden, welche das Verständnis des Hintergrunds verbessern oder einige
der betrachteten Phänomene erklären können.

1. Automatische Ansagen wurden bereits angesprochen. Davon gibt es mehrere Arten, einmal solche, die zum
weiteren Warten auffordern, oder auch Begrüßungen zu Beginn:

”
Guten Tag, sie sind mit dem Service-Call-Cen-

ter XYZ verbunden. Der nächste freie Mitarbeiter wird Ihren Anruf entgegennehmen.“ Ansagen können ein- oder
mehrmals erfolgen. Neben dem bloßen Abspielen einer Nachricht gibt es aber auch Möglichkeiten einer automati-
sierten Interaktion mit dem Anrufenden schon während seiner Wartezeit, z. B. per IVR31) oder indem der Anrufer
per Tastendruck aus einer Reihe von Optionen, die ihm angesagt werden, auswählt und so auf sein Ziel hinsteuert.

31) IVR = Interactive Voice Response, eine technische Einrichtung,welche es ermöglicht, auf einfache gesprochene Nachrichten (einzelne
Worte) des Nutzers/Anrufers zu reagieren und so eine sprachgesteuerte Interaktion ablaufen zu lassen. Da dies ein automatisiertes Verfahren
zwischen Mensch und Maschine ist, wird kein Agent dafür benötigt.
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Ein Beispiel dafür beginnt mit der Nachricht
”
Momentan sind alle Mitarbeiter im Gespräch. Sie können uns je-

doch eine Nachricht hinterlassen, indem Sie die Taste 9 auf Ihrem Telefon drücken. Bleiben Sie weiter in der Lei-
tung, nimmt der nächste freie Mitarbeiter Ihren Anruf umgehend entgegen.“ Daß sich derartige maschinelle An-
rufer-Betreuung auf die Wartezeit auswirken kann, ist stark anzunehmen, konnte hier aber nicht weiter untersucht
werden.

2. Die soeben aufgeführten Varianten der automatisiertenReaktion auf einen Anruf ereignen sich nicht immer
innerhalb des durch disptime beschriebenen Zeitraums. Möglicherweise finden Ansagen oder IVR-Dialoge statt,
bevor der Anruf in der ACD eingeht, d. h. bevor die Messung vondisptime beginnt. Die eigentliche Wartezeit des
Anrufers – Zeit zwischen dem

”
Abschicken“ des Anrufs und der letztendlichen Verbindung zu einem Agenten

bzw. dem Abbruch – kann daher länger sein, als es disptime anzugeben vermag, weil z. B. zuerst eine Ansage ge-
spielt wurde oder der Anruf mittels IVR/andere automatische Interaktion zum Call Center geleitet wurde. Dies
mag einen Teil der hohen Häufigkeiten der kleinen Werte von disptime erklären: zu gemessenen3 Sekunden kom-
men noch ca.5 oder mehr Sekunden davor, die der Anrufer den Hörer am Ohr hat und in denen bereits seine Ge-
duld gefordert ist.

3. Eine weitere Möglichkeit ist, daß ein Anruf vor dem Eingehen beim betrachteten Call Center von anderen
Stellen schon, evtl. mehrfach, weiter- bzw. umgeleitet wurde. Dies kommt u. a. dann vor, wenn das Call Center
nur für den

”
Überlauf“ einer anderen Telefonzentrale zuständig ist. So könnte beispielsweise ein Kunde des Call

Centers mit diesem vereinbart haben, die ersten10 Anrufe jeder Stunde selbst zu bearbeiten und nur das, was da-
rüber hinausgeht, weiterzuleiten; oder ein Partner-Call-Center gibt dann Anrufe ab, wenn es selbst stark ausge-
lastet ist. Ebenfalls mag es vorkommen, daß Anrufe, die normalerweise an andere Stellen gehen, aufgrund tech-
nischer Probleme umgeleitet werden (müssen). Ein Anruf kann also eine Vorgeschichte haben, die in den Daten
nicht widergespiegelt wird, sich aber trotzdem auf die Geduld/Wartezeit des Anrufenden auswirkt. Evtl. hat dieser
schon Einiges

”
erlebt“ seit der Eingabe der Telefonnumer, bevor er im betrachteten Call Center ankommt.

4. Neben den oben angesprochenen Einflüssen muß erwähnt werden, daß die Geduld der Anrufenden auch von
anderen Faktoren abhängt. So mag die Wichtigkeit des Problems, aufgrund dessen ein Anrufer das Call Center
kontaktiert, entscheidend sein dafür, wieviel Geduld er aufbringt. Handelt es sich um ein Gewinnspiel, an dem er
teilnehmen möchte, das aber keine große Bedeutung für ihnhat, wird er nicht bereit sein, lange zu warten; wird
aber ein Elektriker benötigt, um die Beleuchtung eines Geschäfts zu reparieren, damit dieses seine Kundschaft
nicht im Dunkeln lassen muß, wird der Anrufer (wenn auch ungern) eine längere Wartezeit in Kauf nehmen, denn
die Angelegenheit ist für ihn von Belang. Relevant mag auchsein, wie zeitkritisch das Problem ist (wie schnell
muß es gelöst werden?). Der Elektriker wird sofort gebraucht, da in wenigen Stunden die Dämmerung beginnt
und das Licht bis dahin wieder zu funktionieren hat, sonst muß das Geschäft vorzeitig schließen und verärgert
damit seine Kundschaft; es besteht darum keine Möglichkeit, den entsprechenden Anruf zu verschieben oder
später zu wiederholen. Die Gewinnspiel-Teilnahme kann dagegen auch in einigen Stunden/Tagen noch vereinbart
werden, so daß es sich nicht lohnt, lange auf Antwort zu warten.

Die oben gemachten Ausführungen gehen zurück auf Gespräche mit Peter Richter von der Technischen Bera-
tung der DIPRO GmbH, dem ich auch zahlreiche Erklärungen und Hintergrundinformationenspeziell zu disptime
zu verdanken habe.

2.3.3 Nachbearbeitungszeit

In diesem Teil soll zunächst die Variable acwtime statistsisch erfaßt werden. Im Wesentlichen geht es dabei um
eine deskriptive Statistik; einzelne Auffälligkeiten werden diskutiert. Anschließend werden talktime und acwtime
zu einer neuen Variablebusy zusammengefaßt. Für diese ist dann von besonderem Interesse, wie stark sie von
talktime beeinflußt wird.

Was ist zu untersuchen

Neben der Gesprächsdauer, vgl. Abschnitt 2.3.1, existiert noch die Nachbearbeitungszeit, welche angibt, wie lan-
ge ein Agent noch nach Ende des eigentlichen Gespräches beschäftigt ist, z. B. durch das Ausfüllen eines Formu-
lars oder sonstige Aktivitäten, die zur Erbringung der durch den Anrufer gewünschten Dienstleistung gehören.
Die Nachbearbeitungszeit ist als acwtime festgehalten. Defacto besteht daher dieBearbeitungsdauereines An-
rufs – gemeint ist die Zeit, die ein Agent für die Abarbeitung eines Anrufs benötigt und in der er demzufolge nicht
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für den nächsten Anruf zur Verfügung steht – aus Gesprächs- und Nachbearbeitungszeit, wiedergegeben durch
die Summe talktime+ acwtime. Aus diesem Grund ist nicht die Gesprächs-, sondern die Bearbeitungsdauer als
Bedienzeit im Sinne der Bedienungstheorie aufzufassen.

Bei der Untersuchung der Daten stellte sich die Frage, welche Datensätze die Grundlage bilden sollen: Alle?
Nur diejenigen mit acwtime> 0? Oder eher jene mit talktime> 0, um nur tatsächlich stattgefundene Gespräche
zu berücksichtigen? Oder aber – um dem Gedanken der Bearbeitungsdauer (siehe oben) zu folgen – alle Daten-
sätze mit talktime+ acwtime> 0?

Zwecks einer Entscheidung in der Frage des Ein-/Ausschließens von Datensätzen wurde für die denkbaren
Varianten ein statistischer̈Uberblick erstellt, festgehalten in der nachstehenden Tabelle.

Werte für acwtime Datensätze
alle nur solche mit nur solche mit

talktime> 0 talktime+ acwtime> 0
Anzahl 997.291 820.269 (82, 25% von 823.593 (82, 58% von
Datensätze 997.291) 997.291)
Anzahl Datensätze 226.987 (22, 76% von 53.289 (6, 5% von 53.289 (6, 47% von
mit acwtime= 0 997.291) 820.269) 823.593)
Mittelwert* 30, 22 36, 69 36, 6
(alle Werte)
Mittelwert* 39, 13 39, 24 39, 13
(nur Werte> 0)
10%-gestutzter Mittelwert* - 23, 06 22, 98
(alle Werte)
10%-gestutzter Mittelwert* 25, 19 25, 28 25, 19
(nur Werte> 0)
Streuung - 93, 79 (255, 6% vom 93, 63 (255, 84% vom
(alle Werte) Mittelwert) Mittelwert)
Streuung 96, 3 (246, 12% vom 96, 48 (245, 84% vom 96, 3 (246, 12% vom
(nur Werte> 0) Mittelwert) Mittelwert) Mittelwert)
Median* 10 10 10
(nur Werte> 0)
99%-Quantil* - 396 395
(alle Werte)
99%-Quantil* 407 407 407
(nur Werte> 0)
größte Werte* 28.800, 14.884, 10.605, 10.272, 10.050, 9.327, 8.304, 6.541
(für alle gleich)
* in Sekunden

Tabelle 2.11: Statistische Parameter für acwtime, für verschiedene Auswahlen von Daten.
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Man erkennt u. a.:

1. In der Menge aller Datensätze ist der Anteil von acwtime= 0 mit 22, 76% hoch, sogar größer als die ent-
sprechende Prozentzahl für talktime (17, 75%). In den gefilterten Daten machen die0-Werte allerdings nur noch
ca.6, 5% aus, siehe dritte bzw. vierte Spalte. Daher wurden Mittelwerte, Streuung, Quantile im ersten Fall (ohne
Filter) nur für die positiven Zahlen berechnet,32) ansonsten je einmal mit und ohne Ausschluß der0.

2. Die Zahlen in den letzten beiden Spalten unterscheiden sich nur gering voneinander (z. B. beträgt die Dif-
ferenz ca.10−1 bei den Mittelwerten), die beiden Filter

”
talktime> 0“ und

”
talktime+ acwtime> 0“ sind also

etwa gleichwertig, zumindest gemäß der bisherigen Betrachtung. Mit talktime> 0 erhält man weniger Datensätze
(820.269 statt823.593), die insgesamt jedoch etwas höher liegen: die Werte in dervorletzten Spalte sind nahezu
durchgängig größer als jene in der letzten.

Es gibt nur ca.3.300 Datensätze mit talktime= 0 und acwtime> 0, also tritt acwtime> 0 in 1, 9% aller
(talktime= 0)-Fälle auf. Da kann es nicht überraschen, daß es in zweiter und dritter Spalte nahezu gleiche Zahlen
gibt. Es ist auch erwartbar, daß bei talktime= 0 (kein Gespräch) es kaum zu acwtime> 0 kommt. Dennoch:
bei knapp2% derjenigen Anrufe, die nicht zu einem Gespräch führen, gibt es eine Nachbearbeitungszeit. In der
Hälfte dieser Fälle (1.666 von 3.324) war acwtime10 oder11 Sekunden. Eine relevante Nachbearbeitungszeit
ohne Gespräch ist also selten, doch sie kommt vor.

3. Auffällig ist die überall sehr hohe Streuung von dem ungefähr2, 5-fachen des jeweiligen Mittelwertes.
Dies deutet auf eine große Zahl von Ausreißern – im Sinne von Daten, die weit vom Zentrum der Verteilung
entfernt sind – hin. Betrachtet man dazu die drei Werte, welche den Schwerpunkt beschreiben sollen (Mittelwert,
10%-gestutztes Mittel, Median), werden große Abweichungen zwischen diesen sichtbar. Insbesondere der Un-
terschied von ungestutztem und gestutztem Mittelwert, dieein Faktor von> 1, 5 trennt, läßt erkennen, wie sehr
die nicht robusten Parameter Streuuung und Mittelwert beeinflußt und verfälscht sein müssen durch Ausreißer
nach oben (vgl. dazu auch die größten Werte, das99%-Quantil und deren Abstand). Streuung und Mittelwert
wurden erneut berechnet unter Ausschluß des Maximums28.800 bzw. der beiden größten Werte bzw. aller Werte
oberhalb von10.000. Dabei änderte sich der Mittelwert nur geringfügig – er blieb bei etwa39 – die Streuungen
sanken aber von ca.246% auf etwa232% bzw.228% bzw.222% des Mittelwerts. Bei Weglassen der größten1%
der Daten sank der Mittelwert auf ungefähr33 bis34, die Streuung war dann174% davon. Damit ist klar, daß die
extremen Ausreißer tatsächlich die Streuung sehr stark beeinflussen, diese aber auch allgemein hoch ist.

Konsequenz der bisherigen Ergebnisse war der Entschluß, den Filter
”
talktime+ acwtime> 0“ zu verwen-

den. Genauer: einerseits wird acwtime entsprechend genannter Ausschlußregel betrachtet, andererseits die Größe
Bearbeitungsdauer= talktime+ acwtime eingeführt und analysiert.

acwtime bei talktime+ acwtime > 0

EineÜbersicht der wesentlichen statistischen Parameter ist bereits in Tabelle 2.11 gegeben, hier folgen zunächst
einige Grafiken zur Häufigkeitsverteilung.

32) Wie bei talktime sollte eine Verzerrung der Ergebnisse durch Datensätze, die zu abgebrochenen Anrufen gehören, dadurch verhindert
werden.
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Abbildung 2.73: Histogramm der nach
”
talktime+ acwtime> 0“ gefilterten acwtime-Werte von0 bis20 Sekun-

den (absolute Häufigkeiten).
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Abbildung 2.74: Histogramm der nach
”
talktime+ acwtime> 0“ gefilterten acwtime-Werte von12 bis 400 Se-

kunden (absolute Häufigkeiten).
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Die Abbildungen zeigen, daß (das gefilterte) acwtime im Wesentlichen auf den Bereich0 bis unter15 Sekun-
den konzentriert ist, aber auch einen langen Ausläufer besitzt (vgl. dazu auch Tabelle 2.11 und die anschließenden
Bemerkungen zur Streuung). Klar erkennbar ist der Modus von10 Sekunden, der gleichzeitig den Median bildet.
Zweithäufigster Wert ist11 Sekunden, rechts davon fällt die Verteilung sofort stark ab, so stark, daß der Maßstab
geändert werden muß, um den weiteren Verlauf erkennen zu k¨onnen. Zwischen0 und11 Sekunden liegen mehr
als zwei Drittel der Daten, etwa30% verteilen sich dann von12 bis 400 Sekunden. Die relativen Häufigkeiten
sind unten tabellarisch dargestellt. Abbildung 2.74 läßtvermuten, daß die modifizierten Werte acwtime> 11 ei-
ner Exponential- oder verwandten Verteilung entsprechen (ähnlich der Situation im Fall talktime). Im Distribution
Fitting Tool von MATLAB ergab sich jedoch weder mit Exponential- noch Gamma- noch Weibull- noch Ray-
leigh- noch Lognormal-Verteilung eine zufriedenstellendeÜbereinstimmung. Deshalb wurde die Idee einer Mo-
dellierung der Häufigkeiten durch eine bekannte Verteilung aus der Stochastik als nicht erfolgversprechend auf-
gegeben.

Es muß hier angemerkt werden, daß der Modus von10 Sekunden, insbesondere dessen sehr hohe Häufigkeit,
nicht rein zufällig entsteht. Diese acwtime ist in der ACD-Anlage voreingestellt, fungiert also als Standard-Wert
für jeden Anruf. Die Agenten haben die Möglichkeit, jedesMal selbst zu bestimmen (durch Knopfdruck), ob ihre
jeweilige acwtime kürzer oder länger ist. Tun sie nichts,bleibt es bei den10 Sekunden, nach denen sie wieder als
bereit für den nächsten Anruf gelten.
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Sekunden relative Häufigkeit kumuliert
0 6, 47% 6, 47%
1 6, 32% 12, 79%
2 2, 04% 14, 82%
3 2, 89% 17, 71%
4 2, 77% 20, 49%
5 6, 07% 26, 56%
6 1, 91% 28, 47%
7 0, 88% 29, 35%
8 1, 18% 30, 53%
9 0, 86% 31, 39%
10 29, 46% 60, 85%
11 7, 69% 68, 54%
12 0, 87% 69, 41%
13 0, 51% 69, 92%
14 0, 4% 70, 33%
15 0, 39% 70, 72%
16 0, 39% 71, 1%
17 0, 38% 71, 48%
18 0, 38% 71, 86%
19 0, 38% 72, 24%
20 0, 38% 72, 63%

[21, 27] 2, 59% 75, 22%
[28, 100] 15, 03% 90, 24%
[101, 400] 8, 79% 99, 03%

jedes einzelnex > 20 < 0, 38%

Tabelle 2.12: Verteilung der Häufigkeiten der nach
”
talktime+ acwtime> 0“ gefilterten acwtime-Werte. Auffäl-

lig ist das extrem hohe Maximum bei10 Sekunden. Daneben stechen ebenfalls die Anteile von0, 1, 5 bzw.11
Sekunden aus der ansonsten regelmäßigen Verteilung hervor. Zusammen machen diese fünf Werte56% aus. Auch
darum entfallen mehr als zwei Drittel der Daten auf den Bereich [0, 11]. Daß10 Sekunden außergewöhnlich oft
vorkommt, liegt an der Voreinstellung der ACD-Anlage. Die hohe Häufigkeit der11 kann durch Rundungseffekte
erklärt werden, viele dieser Werte stehen sicherlich füracwtime= 10 + δ mit 0 < δ < 1. D. h. für acwtime= 11
gilt zumindest teilweise die gleiche Begründung wie bei acwtime= 10.

Zusammenfassung acwtime

acwtime ist gekennzeichnet durch eine sehr hohe Streuung – auch im Vergleich zum Mittelwert – sowie viele
und extreme Ausreißer nach oben (bis zum70-fachen des99%-Quantils). Modus und Median sind10 Sekunden
und entsprechen damit einem in der ACD vorgegebenen Wert. Verschiedene Filter für die Datensätze ergeben
ähnliche Resultate für die wichtigsten statistischen Parameter. Bei Betrachtung ausschließlich der Datensätze mit
talktime+ acwtime> 0 wurde der sehr hohe Anteil von acwtime= 10 deutlich. Auch zeigte sich, daß ein Groß-
teil der Werte im Intervall[0, 11] liegt. Es gibt also zwei scheinbar konträre Merkmale: die Konzentration von über
zwei Dritteln der Werte in einem schmalen Bereich am unterenRand, gleichzeitig mehrere vereinzelte extrem
große Zahlen.

acwtime bei einzelnen VDNs

acwtime, gefiltert nach talktime+ acwtime> 0, ist für die sechs VDNs mit den meisten Datensätzen jeweils ein-
zeln analysiert worden. Tabellarisch sind nachstehend einige Parameter aufgelistet.
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Werte für acwtime bei talktime+ acwtime> 0
Anzahl Datensätze (% von allen) Anzahl Datensätze mit acwtime= 0

VDN1 79.775 (84, 23%) 4.084 (5, 12% von79.775)
VDN2 60.183 (84, 31%) 7.358 (12, 23% von60.183)
VDN3 61.569 (90, 44%) 4.492 (7, 3% von61.569)
VDN4 40.671 (81, 09%) 1.704 (4, 19% von40.671)
VDN5 40.483 (89, 98%) 10.736 (26, 52% von40.483)
VDN6 31.478 (74, 75%) 1.805 (5, 73% von31.478)

Mittelwert in Sekunden Streuung (% vom Mittelwert)
VDN1 29, 38 58, 53 (199, 24%)
VDN2 35, 37 83, 09 (234, 91%)
VDN3 31, 81 60, 33 (189, 66%)
VDN4 41, 55 164, 94 (396, 95%)
VDN5 37, 5 118, 28 (315, 46%)
VDN6 35, 66 69, 28 (194, 26%)

10%-gestutzter Mittelwert in Sekunden Median in Sekunden
VDN1 19, 95 10
VDN2 23, 96 10
VDN3 22, 13 10
VDN4 28, 01 10
VDN5 23, 76 10
VDN6 24, 51 10

99%-Quantil in Sekunden Maximum in Sekunden
VDN1 280 1.886
VDN2 337, 67 10.272
VDN3 288 1.564
VDN4 384, 79 28.800
VDN5 384, 67 14.884
VDN6 338, 72 1.690

Tabelle 2.13: Statistische Parameter für acwtime, für verschiedene Auswahlen von Daten und einzelne VDNs.

Neben den – erwartbaren – quantitativen Unterschieden (Mittelwerte zwischen29 und42 Sekunden, bzw.20
bis 28 Sekunden bei den gestutzten Mitteln) fallen besonders die Anteile von acwtime= 0 auf, die von ca.4%
bis 26, 5% bei VDN5 reichen. Gerade die letztere Zahl, die mehr als doppelt so hoch liegt wie die zweitgrößte
(12, 23%, VDN2), ist bemerkenswert: da nur Fälle mit talktime+ acwtime> 0 berücksichtigt wurden, folgt aus
ihr, daß in über einem Viertel der Gespräche keine Nachbearbeitungszeit benötigt/beansprucht wurde. Auch die
etwa12% bei VDN2 heben sich vom Rest ab, wenn auch nicht so extrem. Drei der anderen vier Anteile liegen
niedriger als die6, 47%, welche insgesamt festgestellt wurden (siehe Tabelle 2.11), nur die7, 3% von VDN3
sind etwas höher. Der Median ist überall gleich10 Sekunden, was sicher an der auf Seite 97 beschriebenen
Voreinstellung der ACD-Anlage liegt; mit relativen Häufigkeiten zwischen27% und36% bildet die10 auch den
Modus, mit Ausnahme von VDN5 (18%), wo sie zweithäufigster Wert nach der0 ist. Die Streuung ist sehr groß,
besonders bei VDN4 und VDN5 mit fast400% bzw. über300% des Mittelwerts, was an deren extrem hohen
Maxima liegt (läßt man diese bei der Berechnung außen vor, sinkt die Streuung auf ca.200% bzw.250% des
jeweiligen Mittelwerts).Ähnlich sind sich VDN1 und VDN3 sowie – teilweise – VDN2, VDN5, VDN6. VDN4
hebt sich von allen anderen insbesondere durch die höherenMittel ab. Diese, zusammen mit dem höchsten der
99%-Quantile, zeigen an, daß größere Werte für acwtime bei VDN4 öfter vorkommen als bei den anderen.

Es sei noch angemerkt, daß die Filterung gemäß
”
talktime> 0“ nahezu identische Ergebnisse geliefert hätte:

bei einem entsprechenden Versuch unterschieden sich die Werte von ihren jeweiligen Gegenparts in der Tabelle
um Faktoren zwischen0, 99 und1, 01.
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Nachstehend sind einige Abbildungen beigefügt, welche die Häufigkeiten der acwtime-Werte zeigen. Für fünf
der sechs betrachteten VDNs zeigt sich das gleiche Muster: Hohe Häufigkeiten für0 bzw.1 – wobei mal die0, mal
die1 öfter vorkam – danach ein Abfallen und Verbleib auf niedrigem Niveau etwa zwischen5 und9, ein globales
Maximum bei10, zweitgrößter Wert bei11, ab12 auf deutlich niedrigerem Niveau und fallend. Nur VDN5 ist in
einer Hinsicht anders, dort hat die0 die mit Abstand größte Häufigkeit,10 und11 folgen auf Plätzen zwei und
drei. Die vier häufigsten Werte10, 11, 1 und0 machen51% bis über57% der Daten bei den jeweiligen VDNs aus.
Das lokale Maximum bei8 im Fall von VDN1 ist eine Ausnahme, für die hier keine Erklärung angeboten werden
kann. Der Verlauf ab12 Sekunden ist in allen betrachteten Fällen ähnlich, weshalb hier nur die entsprechende
Grafik zu VDN1 gezeigt wird. Analog für den Bereich0 bis11Sekunden, wo die VDN5 einen Sonderfall darstellt
wegen des Maximums bei0 statt10 und VDN1 nur durch das lokale Maximum bei8 abweicht. VDN2, VDN4
und VDN6 verhalten sich dort wie VDN3. Demgemäß wurde die Auswahl der zu zeigenden Grafiken getroffen
(wie üblich: weitere im Anhang, Seite 205ff.).
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Abbildung 2.75: VDN1, Histogramm der nach
”
talktime+ acwtime> 0“ gefilterten acwtime-Werte von0 bis50

Sekunden (absolute Häufigkeiten).
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Abbildung 2.76: VDN3, Histogramm der nach
”
talktime+ acwtime> 0“ gefilterten acwtime-Werte von0 bis50

Sekunden (absolute Häufigkeiten).

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
0

1000

2000

3000

4000

5000

6000

7000

8000

9000

10000

11000

Abbildung 2.77: VDN5, Histogramm der nach
”
talktime+ acwtime> 0“ gefilterten acwtime-Werte von0 bis50
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Abbildung 2.78: VDN1, Histogramm der nach
”
talktime+ acwtime> 0“ gefilterten acwtime-Werte von12 bis

250 Sekunden (absolute Häufigkeiten).

Ab 12 Sekunden verlaufen die Verteilungen nahezu gleich derjenigen für alle VDNs, wie die nächste Grafik
zeigt. Haupt-Unterschied ist dabei die große Häufigkeit der 12 bei zusammengefaßter Betrachtung aller VDNs.
Dadurch startet die Verteilung dort auf höherem Niveau, liegt aber anschließend unter den anderen. Ab etwa100
Sekunden sind die Verteilungen dann gleich.
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Abbildung 2.79: Relative Häufigkeiten der nach
”
talktime+ acwtime> 0“ gefilterten acwtime-Werte von12 bis

250 Sekunden für alle VDNs (blaue Kurve), VDN1 (rote Kurve) undVDN3 (grüne Kurve). VDN1 und VDN3
wurden beispielhaft ausgewählt, VDN2, VDN4, VDN5 und VDN6sind etwa so wie VDN3. Die relativen Häufig-
keiten von VDN1 sind bereits ab ca.50 Sekunden wie diejenigen für alle VDNs. Bei VDN2 bis VDN6 gilt das
etwas später.

Zusammenfassung acwtime bei einzelnen VDNs

Bei den untersuchten VDNs traten für acwtime vor allem quantitative Unterschiede hervor, z. B. in der Streuung,
die mit 189% bis 397% des jeweiligen Mittelwerts sehr groß bis extrem ausfällt. Die Verteilungen ähneln in
ihrer Form dem allgemeinen Fall, siehe Abbildungen 2.73 und2.74, nur im Bereich bis12 Sekunden gibt es
Unterschiede, vor allem bei VDN5.

talktime + acwtime

Anstelle der reinen Gesprächsdauer talktime soll nun die Bearbeitungsdauerbusy, definiert als

busy := talktime+ acwtime,

Gegenstand der Betrachtung sein. Wie bereits erwähnt, istfür die Frage, wie lange ein Agent durch einen Anruf
beansprucht wird und dementsprechend nicht für andere Tätigkeiten, z. B. den nächsten Anruf, verfügbar ist, eher
busy denn talktime ausschlaggebend, beschreibt diese Größe doch die gesamte benötigte Zeit zur Abarbeitung
der aus einem Anruf resultierenden Aufgaben (Beantwortungund evtl. Weiteres). Die wichtigsten Daten zubusy
im Vergleich zu deren Analogon bei talktime sind in der folgenden Gegenüberstellung aufgeführt.
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busy talktime Verhältnis
Anzahl Datensätze 997.291 997.291 100%
Anzahl0-Werte 173.698 (17, 42%) 177.022 (17, 75%) 98, 12%
Mittelwert* (alle Werte) 143, 05 112, 83 126, 78%
Mittelwert* (nur Werte> 0) 173, 22 137, 18 126, 27%
10%-gestutzter Mittelwert* 157, 05 125, 42 125, 22%
(nur Werte> 0)
Streuung (nur Werte> 0) 159, 94 118, 89 134, 53%

(92, 33% des Mittelwerts) (86, 66% des Mittelwerts) (106, 54%)
1. Quartil* (nur Werte> 0) 66 54 122, 22%
Median* (nur Werte> 0) 129 103 125, 24%
3. Quartil* (nur Werte> 0) 237 189 125, 4%
99%-Quantil* (nur Werte> 0) 708 519 136, 42%
Maximum* 29.126 6.068 479, 99%
* in Sekunden

Tabelle 2.14: Statistische Parameter fürbusy und talktime im Vergleich.

Wenig überraschend liegen die Zahlen fürbusy oberhalb derjenigen für talktime, genauer ist das Verhältnis

von busy zu talktime im Mittel etwa
5

4
, vgl. die verschiedenen Lageparameter. In Richtung höherer Werte fällt

der Unterschied noch deutlicher aus, wie das99%-Quantil zeigt. Streuung und Variationskoeffizient sind fürbusy
ebenfalls wesentlich größer, ohne Frage durch den Einfluß von acwtime.

Da busy ähnlich wie talktime zu interpretieren ist, nämlich als Zeitaufwand für bediente Anrufe,33) dürfen
Datensätze mitbusy = 0 bei Analyse der Größe Bearbeitungsdauer nicht berücksichtigt werden, da sie verzer-
rend wirken (busy = 0 heißt talktime= acwtime= 0, keine Bearbeitung stattgefunden). Die angegebenen Para-
meter zeigen, daß die zu erwartende Bearbeitungsdauer eines Anrufs2 bis 3 Minuten beträgt (siehe Mittelwerte
und Median), drei Viertel aller Anrufe innerhalb von4 und die meisten Anrufe nach weniger als12 Minuten abge-
arbeitet sind (siehe 3. Quartil und99%-Quantil). Streuung und Maximum sind vermutlich durch diebei acwtime
festgestellten Ausreißer zu erklären.

Nachstehend wird die Häufigkeitsverteilung der positivenbusy-Werte grafisch veranschaulicht.

33) Sicher ist nicht jeder Anruf mitbusy > 0 tatsächlich beantwortet worden, z. B. mag talktime= 0 und acwtime> 0 vorkommen. Den-
noch istbusy > 0 ein geeignetes Kriterium zur Unterteilung in bediente und unbediente Anrufe, wenn manbusy als Zeitaufwand für die
Bedienung eines Anrufs auffaßt. Wann ein Anruf als verloreneinzustufen ist, muß aber weiterhin über talktime entschieden werden.
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Abbildung 2.80: Histogramm derbusy-Werte von1 bis700 Sekunden (absolute Häufigkeiten).
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Abbildung 2.81: Histogramm derbusy-Werte von1 bis100 Sekunden (absolute Häufigkeiten).
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Form und Verlauf der Kurve lassen eine starkeÄhnlichkeit der Häufigkeitsverteilung vonbusy zu der von
talktime erkennen, was nicht verwunderlich ist, bildet talktime doch einen wesentlichen Teil vonbusy: der Kor-
relationskoeffizient zwischen beiden ist0, 8138,34) quadriert0, 662, somit kann die Varianz der positivenbusy-
Werte zu ca.66% durch die Varianz der zugrundeliegenden Zahlen für talktime erklärt werden.35) Durch Betrach-

tung des Quotienten
talktime
busy

für busy > 0 zeigte sich, daß der Anteil von talktime anbusy in der Hälfte aller

Fälle89% oder höher, in drei Viertel aller Fälle72% oder höher ist und im Mittel bei80% liegt. Das
”
Zwischen-

hoch“ der Häufigkeiten beibusy, welches in Abbildung 2.81 im Intervall von10 und17 Sekunden zu sehen ist,
erklärt sich durch die hohen Häufigkeiten von10 und11 bei acwtime und von1 bis5 bei talktime. Auch das lokale
Maximum beibusy = 6 kann auf entsprechende Phänomene zurückgeführt werden.

Es kam die Vermutung auf, der Wert von
talktime
busy

, welcher zunächst nur fürbusy > 0 insgesamt analysiert

wurde, könne je nach Größe vonbusy anders verteilt sein. Dem wurde nachgegangen, und die Annahme bestätig-

te sich, wie die nächste Grafik zeigt: Median und Mittelwertvariieren, wenn
talktime
busy

für verschiedene Werte von

busy erhoben wird. Nach starken Schwankungen im Anfangsbereichliegt monotones (konkaves) Wachstum vor.
Der Median schwankt erneut im Bereich um30, steigt danach monoton und konkav weiter bis auf ca.0, 95, fällt
dann (abbusy = 250) wieder. Der Mittelwert erreicht sein Maximum (um0, 85) bereits zwischen50 und100
und sinkt danach ebenfalls. Beide, Mittelwert und Median, bleiben aber oberhalb von0, 65 bzw.0, 75.
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Abbildung 2.82: Mittelwert (blau) und Median (grün) von
talktime
busy

für busy = 1, 2, . . . , 500.

Es wurde weiter vorgegangen wie bereits im Fall talktime, d.h. Prüfung auf Gamma-Verteilung von (der Mas-
se der Werte von)busy. Als Grenze zwischen dem

”
Anfangsbereich“ und dem Intervall, in dem die Gamma-Ver-

teilung zutrifft, wurde die20 gewählt, d. h. alle Werte> 19 sind mit einbezogen. Eine neue Variable

grbusy := busy− 19 falls busy > 19

34) Berechnet auf Basis der Datensätze mitbusy > 0 gemäß Pearson.
35) Diese Interpretation basiert auf dem Bestimmtheitsmaß, hier berechenbar als Quadrat des Korrelationskoeffizienten.Das Bestimmtheits-

maß beschreibt, welcher Anteil der Varianz einer Zufallsgröße durch den Einfluß einer anderen Zufallsgröße erklärtwerden kann. Näheres
dazu findet man z. B. in [22].
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wurde eingeführt und hinsichtlich einer Gamma-Verteilung untersucht (vgl. Vorgehen im Fall talktime). MAT-
LAB schätzte dazu Parametera = 1, 22738 undb = 132, 02464, doch einχ2-Anpassungstest verneinte dieÜber-
einstimmung mit der Verteilung vongrbusy. Das nächste Bild zeigt, daß die Situation wie im Falle talktime bzw.
ttshift10 ist: Ähnlichkeit zur angepaßten Gamma-Verteilung besteht, in manchen Bereichen ist der Verlauf nahe-
zu gleich (etwa ab200), aber es gibt auch erkennbare Abweichungen, vor allem bei den Gipfeln. Daher ist das Er-
gebnis desχ2-Anpassungstests nachvollziehbar. Erneut sei hingewiesen auf die Tatsache, daß der Test aufgrund
der großen Zahl an Daten stark zur Ablehnung tendiert (vgl. Bemerkungen auf Seite 66). Somit kanngrbusy
zumindest näherungsweise als gamma-verteilt gelten.
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Abbildung 2.83: Absolute Häufigkeiten dergrbusy-Werte (blau) im Vergleich zu denen gemäß einer Gamma-
Verteilung (rot); letztere ergeben sich als Produkt aus derDichte mit der Anzahl785.500 der Werte vongrbusy.

Zusammenfassungbusy

Die als Summe von acwtime und talktime definierte Bearbeitungsdauerbusy wird vor allem durch talktime
bestimmt. Wie diese Größe zerfällt ihre Verteilung in zwei Bereiche: im ersten, für Werte bis ca.20Sekunden, gibt
es drei verschiedene lokale Maxima bei6, 11 und 15 Sekunden, ein nichtmonotones Verhalten liegt also vor,

danach ist der Verlauf ähnlich dem einer Gamma-Verteilungmit der Dichte
x0,23e−

x
132

365, 2
, allerdings mit deutlichen

Differenzen. Der Einfluß von acwtime macht sich vor allem in der hohen Streuung, den Ausreißern nach oben
(siehe z. B. das Maximum) und natürlich den gegenüber talktime etwas größeren Werten bemerkbar.

Aus dem Blickwinkel der Bedienungstheorie ist speziell dieTatsache beachtlich, daßbusy, also die Bedien-
zeit, nicht exponentialverteilt ist, wie es für viele Bediensysteme und auch die Erlang-Formeln angenommen wird.

busy bei einzelnen VDNs

Für VDN1 bis VDN6 wurdebusy je separat analysiert. Zunächst zeigt folgende Tabelle die wichtigsten Parameter
der Verteilungen.
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Werte fürbusy
Anzahl Datensätze Anzahl0-Werte (Anteil)

VDN1 94.670 14.895 (15, 73%)
VDN2 71.383 11.200 (15, 69%)
VDN3 68.077 6.508 (9, 56%)
VDN4 50.157 9.486 (18, 91%)
VDN5 44.990 4.507 (10, 02%)
VDN6 42.109 10.631 (25, 25%)

Mittelwert in Sekunden
alle Werte nur Werte> 0

VDN1 165, 05 195, 86
VDN2 186, 91 221, 69
VDN3 184, 87 204, 41
VDN4 171, 11 211, 02
VDN5 202, 96 225, 56
VDN6 180, 63 241, 63

ab hier Betrachtung nur fürbusy > 0
10%-gestutzter Mittelwert in SekundenStreuung (% vom Mittelwert)

VDN1 183, 64 140, 74 (71, 86%)
VDN2 209, 37 156, 65 (70, 66%)
VDN3 190, 68 148, 5 (72, 65%)
VDN4 194, 52 216, 01 (102, 37%)
VDN5 210, 53 186, 56 (82, 71%)
VDN6 229, 7 159, 94 (66, 19%)

Median in Sekunden 99%-Quantil in Sekunden
VDN1 166 660
VDN2 196 709
VDN3 168 718
VDN4 170 765, 79
VDN5 191 775, 67
VDN6 219 760

Maximum in Sekunden Korrelation zu talktime
VDN1 2.245 0, 91
VDN2 10.399 0, 85
VDN3 1.958 0, 92
VDN4 29.126 0, 65
VDN5 15.118 0, 78
VDN6 2.135 0, 9

Tabelle 2.15: Statistische Parameter fürbusy, für einzelne VDNs.
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Die betrachteten VDNs unterscheiden sich in mehrerer Hinsicht, wobei je nach ausgewähltem Parameter ver-
schiedene Paare bzw. Cluster mit ähnlichem Verhalten festgestellt werden können. So ist der Anteil der0-Werte
bei VDN1 und VDN2 nahezu gleich (16%), ebenso die Streuung relativ zum Mittelwert. Ersteres trifft auch auf
VDN3 und VDN5 zu (10%), aber beim zweitgenannten Kriterien ist VDN3 eher VDN1 und VDN2 zuzuordnen,
und die82, 7% von VDN5 sind deutlich verschieden von allen anderen. Der Median ist wiederum für VDN1,
VDN3, VDN4 etwa derselbe. Insgesamt hat jede der VDNs ein eigenes Profil und weicht von jeder anderen in
mindestens einer Hinsicht ab. Ungewöhnliche Werte tretenz. B. bei VDN6 (Anteil0-Werte) und VDN4 (Streu-
ung relativ zum Mittelwert, Korrelation zu talktime) auf. Interessant ist die Spannbreite bei der Korrelation36) zu
talktime (0, 65 bis0, 92); die Werte zeigen, daß talktime für ca.42% (VDN4), ca.61% (VDN5), ca.72% (VDN2)
bzw. über80% (VDN1, VDN3, VDN6) der Varianz vonbusy verantwortlich ist. talktime tritt also bei den ein-

zelnen VDNs mit variierender Dominanz auf. Untersucht man jedoch
talktime
busy

für busy > 0, d. h. den Anteil des

Summanden talktime an der Summebusy, zeigt sich ein anderes Bild:

talktime
busy

1. Quartil Median Mittelwert

VDN1 0, 8172 0, 917 0, 8558
VDN2 0, 8148 0, 9254 0, 8595
VDN3 0, 798 0, 9153 0, 8454
VDN4 0, 7672 0, 898 0, 8269
VDN5 0, 8179 0, 9426 0, 8649
VDN6 0, 8066 0, 9268 0, 85

In allen Fällen trägt talktime im Mittel mehr als80% zum Wert vonbusy bei, bei der Hälfte der Daten sogar90%
oder mehr, für drei Viertel der Fälle sind es mindestens76%. Auch liegen die Ergebnisse für die VDNs nicht mehr
so weit auseinander wie zuvor, sie reichen

”
nur“ von0, 767 bis0, 818 bzw.0, 898 bis0, 943 bzw.0, 827 bis0, 865.

Das sind sogar höhere Werte als für die zusammengefaßten Daten. Quantitativ dominiert talktime also inbusy,
der größte Teil der Bearbeitungsdauer ist demnach die Gesprächszeit, zumindest bei den betrachteten VDNs.

Man mag sich fragen, wieso zwischen der Aussage anhand der Korrelationskoeffizienten (siehe oben) bzgl.
des Einflusses von talktime aufbusy und dem soeben Festgestellten eine Diskrepanz besteht, scheinbar sogar

ein Widerspruch. Die Erklärung ist, daß die Korrelation etwas anderes mißt als
talktime
busy

, nämlich den Grad des

(linearen) Zusammenhangs zwischen zwei Größen: Inwiefern entspricht dieser einer Gerade im Koordinatensy-
stem? Demgegenüber beschreibt der Quotient aus talktime und busy einen quantitativen Anteil. Außerdem ist
es möglich, daß der Korrelationskoeffizient keine zuverl¨assige Aussage liefern kann, weil die dazu nötigen Vor-
aussetzungen nicht gegeben sind. So könnte der Zusammenhang nichtlinear sein, oder es handelt sich nicht um
normalverteilte Größen.

Nun folgen die Histogramme für die einzelnen VDNs.

36) Gemeint ist der Pearson-Korrelationskoeffizient zwischentalktime undbusy in den Fällen mitbusy > 0.
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Abbildung 2.84: VDN1, Histogramm derbusy-Werte von1 bis 700 Sekunden (absolute Häufigkeiten, Klassen-
breite10).
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Abbildung 2.85: VDN2, Histogramm derbusy-Werte von1 bis 700 Sekunden (absolute Häufigkeiten, Klassen-
breite10).
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Abbildung 2.86: VDN3, Histogramm derbusy-Werte von1 bis 700 Sekunden (absolute Häufigkeiten, Klassen-
breite10).
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Abbildung 2.87: VDN4, Histogramm derbusy-Werte von1 bis 700 Sekunden (absolute Häufigkeiten, Klassen-
breite10).
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Abbildung 2.88: VDN5, Histogramm derbusy-Werte von1 bis 700 Sekunden (absolute Häufigkeiten, Klassen-
breite10).
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Abbildung 2.89: VDN6, Histogramm derbusy-Werte von1 bis 700 Sekunden (absolute Häufigkeiten, Klassen-
breite10).
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Wie schon bei talktime sind diverse Varianten einer Form derHäufigkeitsverteilung zu erkennen, was nicht
verwundert, wurde doch festgestellt, daß talktime einen wesentlichen Anteil vonbusy ausmacht (und teilweise
auch einen dominierenden Einfluß hat, vgl. die Korrelationen); somit konnte einëAhnlichkeit der entsprechenden
Kurven von talktime undbusy erwartet werden. Dennoch sind die Figuren etwas anders als bei talktime, z. B. gibt
es nirgends eine Zweigipfligkeit, dafür sind mehrfach

”
Plateaus“ zu sehen, d. h. etwa gleich hohe Häufigkeiten

über einen breiteren Bereich, vgl. die Abbildungen 2.85, 2.87, 2.89. Erkennbar ist mehrmals auch die
”
bucklige“

Gestalt, so bei VDN1, VDN2, VDN4, und mit VDN3 auch eine klassische eingipflige Variante. In allen Fällen
haben – wie bei talktime – insbesondere die einstelligen Zahlen eine vom Hauptteil der Kurve abweichende, un-
regelmäßige Verteilung. Siehe dazu die Abbildungen A.44 –A.49 im Anhang (Seiten 210 – 213). Einen außer-
gewöhnlichen Fall stellt dabei VDN6 dar: bei11 Sekunden tritt das globale Maximum266 der Häufigkeiten auf,
der zweitgrößte Wert119 bei10 Sekunden, alle anderen Häufigkeiten sind≤ 103. D. h. die11 hat eine mehr als
doppelt so hohe Häufigkeit wie alle anderen Werte. Im Gegensatz zu VDN1 bis VDN5 liegt der Modalwert also
nicht in einem Bereich mit ähnlich hohen Häufigkeiten, sondern

”
sticht hervor“, sowohl im Vergleich mit der nä-

heren Umgebung als auch insgesamt. Leider ist dies in Abbildung 2.89 nicht zu erkennen aufgrund der Klassen-
breite5, weshalb ein weiteres Histogramm mit den Häufigkeiten der einzelnen Zahlen folgt.
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Abbildung 2.90: VDN6, Histogramm derbusy-Werte von1 bis500 Sekunden (absolute Häufigkeiten).

Die relativ hohen Häufigkeiten im Bereich um10 Sekunden, die bei allen betrachteten VDNs zu sehen sind,
folgen natürlich aus dem hohen Anteil der10 an den acwtime-Werten, vgl. Abbildungen 2.75 bis 2.77 und die
Bemerkungen auf Seite 99. Analoges gilt auch für die0 bei VDN5.

Im Rahmen der Analysen wurde schließlich herausgefunden, daß für VDN3 eine Gamma-Verteilung zutrifft.
Dazu wurden die Variable

aux3 := busy− 20 falls busy> 20

eingeführt; sie beschreibt die VDN3-Werte vonbusy ab21 Sekunden, verschoben um−20. MATLAB paßte dazu
eine Gamma-Verteilung an, indem es Parametera = 1, 7199, b = 109, 5148 schätzte. Der anschließendeχ2-An-
passungstest zum Niveauα = 0, 01 akzeptierte die Hypothese, daßaux3 diese Verteilung hat. Bei VDN3 zerfällt
die Verteilung vonbusy also in zwei Teile, einen von1 bis 20 Sekunden und einen ab21 Sekunden, der letztere
entspricht einer Gamma-Verteilung. Abbildung 2.91 veranschaulicht dieÜbereinstimmung.
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Abbildung 2.91: VDN3, Vergleich der absoluten Häufigkeiten deraux3-Werte (blaue Balken) mit den zu erwar-
tenden bei einer Gamma-Verteilung (rote Linie), für1 bis750.

Zusammenfassungbusy bei einzelnen VDNs

VDN1 bis VDN6 differieren in verschiedenen Parametern, wieMittelwert, Median, Streuung und Variationskoef-
fizient, aber auch der Korrelation zu talktime. Der Einfluß von talktime aufbusy ist mit0, 65 bis0, 92 unterschied-
lich hoch. Der quantitative Anteil von talktime anbusy variiert jedoch viel weniger, im Mittel liegt er zwischen
82% und87%. Auch in den Verteilungskurven erkennt man die Dominanz von talktime, liegen beibusy doch teil-
weise die gleichen Formen vor wie für talktime. Dabei zeigtjede VDN ein eigenes Profil, am deutlichsten VDN3,
wo eine Gamma-Verteilung vermutet und durch denχ2-Anpassungstest sogar bestätigt wurde.

Insgesamt ist zu vermerken, daß talktime auch bei den untersuchten VDNs einen entscheidenden Einfluß auf
busy hat.

2.3.4 Zusammenfassung

Ein Anruf im Call Center besteht aus drei Phasen, der Wartezeit, Gesprächsdauer – so denn eine Verbindung mit
einem Agenten entsteht – und Nachbearbeitungszeit. Diese drei Größen können mit den Komponenten disptime,
talktime und acwtime in den Datensätzen identifiziert werden. Die beiden letzteren lassen sich zusammenfassen
zur Bearbeitungsdauerbusy.

Die wichtigsten Erkenntnisse aus der Statistik der drei/vier Größen sind:

1. talktime ist, nach Einschränkung und Verschiebung, ungefähr gamma-verteilt. Genauer gibt es einen An-
fangs-Bereich von1 bis etwa10 Sekunden mit fallenden Häufigkeiten und einen Hauptteil, der einer Gamma-Ver-
teilung stark ähnelt. Im Mittel dauert ein Gespräch gut zwei Minuten.

2. disptime ist zu unterscheiden in Fälle beantworteter und unbeantworteter Anrufe. Im letzteren ist die Vertei-
lung charakterisiert durch wiederholtes Auftreten lokaler Maxima (

”
Hügel“). Rückschlüsse auf Geduld der An-

rufer/Reaktionszeit des Call Centers oder gar die Verlustwahrscheinlichkeit sind aufgrund zensierter Daten kaum
möglich.
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3. acwtime wird stark von der Voreinstellung der ACD beeinflußt; die als Standard festgelegten10 Sekunden
haben die mit Abstand größte Häufigkeit. Desweiteren sindkurze Nachbearbeitungszeiten (bis20 Sekunden) ty-
pisch, obwohl es auch extreme Ausreißer nach oben und eine starke Streuung gibt.

4. busy wird vor allem durch talktime bestimmt. Das zeigt sich u. a. in der Korrelation der beiden sowie in der
Form der Verteilung. Die Ergebnisse zur näherungsweisen Gamma-Verteilung bei talktime können aufbusy
übertragen werden. Die Bedienungstheorie würdebusy (anstelle von talktime) als Bedienzeit verstehen; da ist es
interessant, daß eben keine Exponentialverteilung vorliegt.

5. Bei allen betrachteten Größen waren Unterschiede zwischen verschiedenen VDNs auszumachen, vor allem
hinsichtlich ihres Zentrums. Die Form ihrer Verteilungskurven variiert insbesondere bei talktime undbusy, etwas
weniger bei disptime, kaum für acwtime.

Weitere Analysen der Bestandteile des Ablaufs eines Anrufserscheinen sinnvoll. Von Interesse ist z. B., inwie-
weit diese abhängig von Tageszeit oder Zustand des Call Centers (Auslastung, Anzahl anwesender Agenten, . . . )
sind. Auch ihre Korrelationen untereinander bedürfen einer genaueren Untersuchung. Weil der Fokus dieser Ar-
beit jedoch woanders liegt – siehe folgendes Kapitel – wurdeder statistische Anteil nicht weiter in die angegebe-
nen Richtungen vertieft.
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Kapitel 3

Schichtplanung

3.1 Einleitung

Damit das Call Center seine Dienstleistung, die Beantwortung von Anrufen, erbringen kann, benötigt es Agenten.
Deren Einsatz – ihre Arbeit im Call Center zu festgelegten Zeiten – muß geplant werden, und dieser Fragestellung
ist das aktuelle Kapitel gewidmet. Ziel ist es, einen Schichtplan zu erstellen, der jedem vorhandenen/verfügbaren
Agenten konkrete Einsatzzeiten zuordnet und dabei garantiert, daß die Anrufe bedient werden können. Dazu wird
ein Ansatz entwickelt, welcher davon ausgeht, die zu bearbeitenden Anrufe seien bereits bekannt, und dann ver-
sucht, aus den verschiedenen Typen von Agenten und diversenSchichten einen Schichtplan zusammenzustellen,
der minimale Kosten hat und die Bedingung erfüllt, daß alleAnrufe beantwortet werden. Das so entstehende Mi-
nimierungsproblem wird dabei zurückgeführt auf eines, das in der theoretischen Informatik wohlbekannt ist.

Der Leser fragt sich vielleicht, weshalb die Anrufe als bekannt vorausgesetzt werden, handelt es sich doch
um eine Situation in der Zukunft, für welche zu planen ist. Das hier vorgestellte Vorgehen basiert auf einem a-po-
steriori-Ansatz: Ursprünglicher Gedanke war, zu Anrufen, die in der Vergangenheit stattfanden, einen optimalen
Schichtplan zu berechnen, um so im Nachhinein festzustellen, was eine optimale Planung gewesen wäre, hätte
man im Voraus gewußt, was kommen wird. Das dafür entwickelte Verfahren kann aber auch zur Schichtplanung
für die Zukunft zur Anwendung kommen, wenn man dieerwartetenAnrufe angibt. Es ist also zunächst eine Pro-
gnose zu erstellen, die zur Grundlage/Eingabe für die Schichtplanung wird. Die Aufgaben der Prognose, der Er-
zeugung der Anrufe sowie deren stochastische Natur werden hier bewußt ausgeblendet; zum Thema Prognose sie-
he den Abschnitt 2.2.6. Stattdessen wird sich auf die algorithmische Seite konzentriert, davon ausgehend, die Ein-
gaben seien bereitgestellt.

Ausgangs-Situation

Dem Call Center stehen diverse Typen von Agenten zur Verfügung. Ein Agenten-Typ ist dabei die Qualifikation
eines Agenten, der Skill (vgl. die Ausführungen in den Abschnitten 1.2.1 und 1.2.2).

Beispiel 3.1.130 Agenten sind auf vier Typen A, B, C, D verteilt. Typ A, zehn Agenten, ist für alle Anrufe
betreffend die Geschirrspüler einer Firma X qualifiziert,daneben auch für die Annahme von Klempner-Aufträgen
und die Bestellung von PC-Zubehör. Typ B mit sieben Agentenist zuständig für die Geschirrspüler und andere
Küchengeräte von Firma Y, kann ebenfalls Klempner-Termine ausmachen und zusätzlich Anfragen an einen Kin-
dergarten bedienen. Die neun Agenten von Typ C sind für Touristen-Service zuständig, und Typ D umfaßt die rest-
lichen vier Agenten, die für verschiedenste sonstige Anrufe (zu Gerüstbaufirmen, Autoverleihungen, Spielzeug-
versand, Kosmetikprodukten, Tickets für Fußballspiele eines Drittligisten usw.) ausgebildet sind.

Daneben gibt es eine Reihe von möglichen Schichten, in denen die Agenten arbeiten können, wie z. B. mon-
tags von 8:00 Uhr bis 16:00 Uhr, von 23:00 Uhr am Dienstag bis 6:00 Uhr am Mittwoch, oder Sonntag zwischen
12:00 und 18:30 Uhr. Dazu kommt der sogenannte Anrufstrom: das sind die Anrufe, die in dem Zeitraum eintref-
fen/erwartet werden, für den der Schichtplan gesucht ist (ein Tag, eine Woche, ein Monat, . . . ); zu jedem Anruf
sind die wichtigsten Daten gegeben, wie der Zeitpunkt des Eintreffens und die VDN (vgl. Abschnitt 1.2.1). Au-
ßerdem ist bekannt, wieviel Geld es kostet, einen Agenten eines Typs in einer bestimmten Schicht einzusetzen.
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Mit diesen Daten – Agenten-Typen, Schichten, Anrufe – soll jetzt ein Schichtplan berechnet werden, so daß

• alle Anrufe bedient werden können;

• jedem Agenten eine (evtl. leere) Liste mit seinen Schichtenzugeordnet wird;

• die Schichten nur aus denen ausgewählt werden, die vorgegeben sind;

• die Gesamt-Kosten minimal sind.

Dabei soll jeder Anruf von genau einem Agenten bedient werden, und natürlich kann kein Agent mehr als einen
Anruf zur gleichen Zeit bearbeiten. Gerade letzteres wird später eine Schlüsselrolle spielen.

Gliederung

Das Kapitel ist folgendermaßen aufgebaut: In Abschnitt 3.2sind eine Reihe von mathematischen Begriffen und
Ideen zusammengefaßt, welche in den Untersuchungen von Bedeutung sind. Abschnitt 3.3 definiert das oben
beschriebene Problem mathematisch exakt und zeigt seine Verbindung zuSETCOVER, einem der bekanntesten
Probleme der theoretischen Informatik. Im Teil 3.3.4 wird die Schichtplanung als ganzzahliges lineares Optimie-
rungsproblem modelliert. Der Algorithmus zur Berechnung eines Schichtplans folgt in Unterkapitel 3.4. Wie die
Lösungen evaluiert werden können, ist in Abschnitt 3.5 beschrieben. Der Wunsch, den entworfenen Algorithmus
auf Instanzen mit bekannter optimaler Lösung zu testen, f¨uhrte zur Entwicklung von Problemgeneratoren, siehe
Unterabschnitt 3.5.2. Ergebnisse der Tests finden sich in Abschnitt 3.6. Da das hier untersuchte Problem im Sinne
der Linearen Optimierung formulierbar ist, wurde eine entsprechende Software (Gurobi Optimizer) zur Lösung
einiger Instanzen benutzt; dies erlaubte in den entsprechenden Fällen exakte Approximationsfaktoren und somit
eine bessere Evaluation; Teil 3.5.3 enthält die Einzelheiten dazu. Unterkapitel 3.7 faßt dann schließlich zusammen
und spricht noch offene Fragen an.

Vorstellung auf Konferenz

Der Inhalt dieses Kapitels wurde, in stark verkürzter Fassung, als Vortrag auf der
”
International Conference on

Operations Research“ [51] präsentiert.

3.2 Präliminarien

Die wichtigsten in diesem Kapitel gebrauchten Begriffe, Notationen und Konzepte aus verschiedenen Gebieten
der Mathematik sollen hier kurz wiederholt werden. Es wird davon ausgegangen, daß der Leser die entsprechen-
den Grundlagen bereits kennt.

N steht für die Menge der natürlichen Zahlen, wobeimin(N) = 1 festgelegt wird. Soll die Null ebenfalls ein-
geschlossen sein, wirdN0 := N ∪ {0} benutzt. Desweiteren seiR≥0 := {x ∈ R | x ≥ 0}.

3.2.1 Multi-Set

Der Begriff des Multi-Set wird an einigen Stellen des Kapitels benutzt, deshalb soll er hier zunächst eingeführt
werden. Ziel ist dabei, die dahinterstehende Idee ausreichend präzise mathematisch zu formulieren, damit keine
Mehrdeutigkeiten entstehen.

Notation 3.2.1 SeiM eine nichtleere Menge. Dann ist einMulti-SetD durch eine FunktionµD : M −→ N0

definiert.D wird wie eine Menge behandelt. Fürx ∈ M heißtµD(x) die Multiplizität vonx bzgl.D, und man
sagtx tritt µD(x)-mal inD auf. Die mengentheoretische Relation∈ wird auf Multi-Sets erweitert durch

x ∈ D :⇔ µD(x) > 0

(Sprechweise:x ist Element des Mutli-SetD). ZuD wird eine MengeD̂ ⊆ M× N0 eingeführt, und zwar

D̂ := {(x, k) | x ∈ M, 1 ≤ k ≤ µD(x)}.
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Auf D̂ wird eine Relation=D̂ definiert durch

(x, k) =D̂ (y, l) :⇔ x = y.

Die Vereinigung∪ von Multi-SetsD1, D2 erfolgt durch Addition der FunktionenµD1 , µD2 ,

µ(D1∪D2) := µD1 + µD2 .

Desweiteren sei die Teilmengen-Relation⊆ für ein Multi-SetD und eine MengeN definiert durch

D ⊆ N :⇔ (∀x ∈ D)(x ∈ N ).

Ein Multi-Set ist aufzufassen als eine Menge, in der die Elemente mehrfach auftreten können. Dies sauber zu
definieren erfordert eine Konstruktion wie die oben benutzte. Ein Multi-SetD steht danach für das Paar(µD, D̂).
Der Einfachheit halber werden aber die für Mengen gebräuchlichen Notationen/Operationen/Relationen fürD
benutzt, als wäre es eine Menge. Dahinter stehen dann entsprechende Definitionen/Erweiterungen, wie sie oben
angegeben sind, z. B.x ∈ D. Die Existenz vonD̂, µD wird nicht immer explizit erwähnt; nur bei Bedarf bezieht
man sich auf̂D undµD. WegenµD(x) ∈ N0 kann jedes Elementx nur endlich oft im Multi-SetD vorkommen,
was aber für das Folgende unproblematisch ist.

Es lassen sich noch weitere Konzepte der Mengentheorie auf Multi-Sets übertragen, beispielsweise die Rela-
tionen⊂,= oder Operationen wie Durchschnitt∩ oder Komplement. Derartiges wird aber hier nicht gebraucht
und daher weggelassen.

Die Idee des Multi-Set erweitert den Mengenbegriff, jede Menge ist ebenfalls ein Multi-Set mit maximaler
Multiplizität 1. Für eine MengeS ist µS genau die charakteristische FunktionχS mit χS(x) = 1 für allex ∈ S
undχS(x) = 0 für alle x /∈ S. Damit ist mit der Definition von∪ für Multi-Sets auch die Vereingung von ei-
nem Multi-Set mit einer Menge eingeführt. Zur deutlicheren Unterscheidung zwischen Mengen und Multi-Sets
werden erstere ab nun aucheinfache Mengengenannt.

Das zu einem Multi-SetD gehörendêD ist eine einfache Menge (von Paaren).

3.2.2 Ideen aus der Graphentheorie

Definition 3.2.2 Ein GraphG ist ein PaarG = (V,E) bestehend aus einer MengeV 6= ∅ vonKnotensowie
einer MengeE ⊆ {{x, y} | x, y ∈ V, x 6= y} vonKanten. Knotenx, y mit {x, y} ∈ E heißenadjazent.

In der Literatur werden Graphen auch anders definiert, z. B. mit E ⊆ V × V (gerichteter Graph) oder ohne
die Forderungx 6= y für {x, y} ∈ E (Graph mit Schleifen). Die hier angegebene Definition beschreibt einenun-
gerichteten Graph ohne Schleifen.

Die Beschreibung eines Graphen als Paar von Knoten- und Kantenmenge ist die Formalisierung eines bildli-
chen Konzepts: ein Graph besteht aus Punkten (den Knoten), die teilweise durch Linien (den Kanten) verbunden
sind. Ein paar graphische Beispiele für Graphen sind die folgenden.

a) b) c)
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d)

Neben der abstrahierten Darstellung illustrativ gegebener Informationen (z. B. Straßenkarten, Netzwerkpläne,
geometrische Figuren) dienen Graphen insbesondere zur Beschreibung von Relationen. Dabei sind die Knoten
Elemente einer Menge, und zwei Knoten sind adjazent dann undnur dann, wenn die entsprechenden Elemente der
Menge in einer vorgegebenen Relation zueinander stehen, die Kanten geben also diese Relation wieder. Z. B. kön-
nen die Knoten Personen symbolisieren, und die Kanten drücken aus, wer mit wem befreundet ist (man denke in
diesem Zusammenhang an soziale Netzwerke); oder die Knotenstehen für Firmen, mit den Kanten sind die Be-
triebe verbunden, die miteinander Geschäfte mach(t)en.

Der Begriff des Graphen wird oft auch erweitert um sogenannte Knoten- bzw. Kantenbewertungen. Dabei
handelt es sich um Funktionen, die den Knoten/Kanten reelleZahlen zuweisen, die dann z. B. als Gewichte der
Knoten oder Längen der Kanten interpretiert werden.

Von besonderer Bedeutung sind im Kontext dieser Arbeit folgende Konzepte.

Definition 3.2.3 Zu einer FamilieL = (Li)i∈I von reellen, abgeschlossenen, endlichen IntervallenLi ist der
Intervall-GraphGL = (VL, EL) definiert durch die folgende Bedingung: es existiert eine Bijektionϕ : I −→ VL
mit

Li ∩ Lo 6= ∅ für i 6= o ⇔ {ϕ(i), ϕ(o)} ∈ EL.

D. h. die Knoten vonGL ensprechen Intervallen, und zwei Knoten sind adjazent dannund nur dann, wenn ihre In-
tervalle sich schneiden.

Ein Beispiel für Intervalle und den daraus resultierendenGraphen ist die folgende Illustration.

1 4 4, 5 8

3 4, 9
5, 2 6, 2

7, 5 9

2, 2 3, 5
5, 8 8, 1

a b

c d e

f g

Intervalle =⇒ Graph

f

a

c
b

g

d

e

Definition 3.2.4 Ein Independent Set in einem GraphG = (V,E) ist eine Teilmenge vonV , zwischen deren
Knoten keine Kanten existieren, d. h.W ⊆ V ist Independent Set genau dann, wenn

(∀{x, y} ∈ E)(x /∈ W ∨ y /∈W ).

Ein Maximum-Independent-Set(MIS) inG ist ein Independent SetW mit maximaler Anzahl von Elementen unter
allen Independent Sets inG, d. h. wennW ′ ⊆ V und|W ′| > |W |, dann istW ′ kein Independet Set.

Seien die Knotenv in V mit Gewichtenω(v) > 0 versehen, dann ist einmaximalgewichtiges Independent Set
(MWIS) in G ein Independent SetW mit größtmöglichem Gewicht, d. h.

ω(W ) :=
∑

v∈W ω(v) = max{ω(X) | X ⊆ V ist Independent Set}.
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Jeder einzelne Knoten eines Graphen ist natürlich ein Independent Set. I. A. gibt es mehrere Independent Sets
und auch mehr als ein MIS. Im nächsten Bild sind zwei MIS farbig hervorgehoben.

MIS1

MIS2

SeiG Intervall-Graph bzgl. der Intervalle(Li)i∈I , dann korrespondiert ein Independent Set inG zu einer
Teil-Familie(Li)i∈I′ , I ′ ⊆ I, in der sich keine zwei Intervalle schneiden:Li ∩ Lo = ∅ für alle i, o ∈ I ′, i 6= o.
Dies wird dann alsIndependent Set von Intervallenbezeichnet. Analog definiert manMaximum-Independent-Set
von Intervallenbzw., wenn dieLi Gewichteωi > 0 haben,maximalgewichtiges Independent Set von Intervallen.

In den Intervallena, . . . , g (vorletztes Bild) gibt es u. a. die Independent Sets{a, b}, {c, d, e}, {f, b}. Sowohl
{c, d, e} als auch{a, d, e} und{f, d, e} sind MIS. Legt man die Längen der Intervalle als Gewichte zugrunde, bil-
det{a, b} das (hier einzige) MWIS.

Ein MIS ist übrigens nur der Spezialfall eines MWIS: Sind alle Knoten-Gewichte gleich, so ist jedes MWIS
auch MIS und umgekehrt. Jede Methode zur Berechnung eines MWIS kann deshalb auch zur MIS-Bestimmung
genutzt werden.

Mehr über Graphen kann der Literatur entnommen werden, z. B. [1, 14], [2, S. 102ff.].

3.2.3 Aus der Optimierung

Definition 3.2.5 Gegeben seien eine MengeA (meistA = R
n),X ⊆ A undF : X −→ R.

Ein Minimierungsproblemist dann die Aufgabenstellung, einx0 ∈ X zu finden, mit demF den kleinstmög-
lichen Wert annimmt, d. h. gesucht istx0 ∈ X mit F (x0) ≤ F (x) für allex ∈ X; ausgedrückt als

minx∈X F (x) oder F (x) = min! für x ∈ X.

Als Maximierungsproblemwird die Aufgabe bezeichnet,x0 ∈ X zu bestimmen, so daßF (x0) so groß wie
möglich ist, alsoF (x0) ≥ F (x) für allex ∈ X,

maxx∈X F (x) oder F (x) = max! für x ∈ X.

Maximierungs- und Minimierungsprobleme werden zusammenfassendOptimierungsproblemegenannt.
Diex ∈ X heißenzulässig,X ist derZulässigkeitsbereich, auchdie Menge der zulässigen L̈osungengenannt.

Ist Σ(x) eine Aussage, welcheX charakterisiert, d. h.x ∈ X ⇔ Σ(x), bezeichnet man (die einzelnen Bestand-
teile von)Σ(x) alsNebenbedingungen.F heißtZielfunktion. x bzw. die einzelnen Komponenten vonx (falls es
ein Tupel ist) sind dieVariablen.

Optimierungist zum Einen der Begriff für das konkrete Lösen einer Optimierungsaufgabe (hier wird entspre-
chend auch vonMaximierungoderMinimierunggesprochen), es bezeichnet darüber hinaus auch das Teilgebiet
der Mathematik, welches sich mit Optimierungsproblemen befaßt.

I. A. kann es mehrere optimale Lösungen geben. Auch istX = ∅ möglich – überhaupt keine zulässige Lö-
sung existiert. BeiX 6= ∅ kann es u. U. keine optimale Lösung geben, weilminx∈X F (x) bzw.maxx∈X F (x)
nicht existiert. Häufig handelt es sich bei den Nebenbedingungen um Gleichungen bzw. Ungleichungen. Das Mi-
nimierungsproblem mit ZielfunktionF ist äquivalent zum Maximierungsproblem mit Zielfunktion(−F ).



122

Eine spezielle Art von Aufgaben liefert dieLineare Optimierung.

Definition 3.2.6 Ein lineares Optimierungsproblem(LOP) ist ein Optimierungsproblem, in dem sowohl die
Zielfunktion als auch die Nebenbedingungen linear sind. D.h. den Zulässigkeitsbereich bildet die Menge

{x = (x1, . . . , xn) ∈ (R≥0)
n |∑n

j=1 aijxj ≥ bi, i = 1, . . . ,m},

die Zielfunktion ist
∑n

j=1 cjxj , welche minimiert werden soll; dabei sind diecj , aij , bi ∈ R gegeben. Dies ist be-
reits eine standardisierte Form eines LOPs. Mitx = (x1, . . . , xn)

T, c = (c1, . . . , cn)
T, b = (b1, . . . , bm)T und

A = (aij)i,j wird sie in Matrix-Vektor-Schreibweise so ausgedrückt:

cTx = min! bei Ax ≥ b, x ≥ 0.

Neben der oben beschriebenen Standard-Form sind auch andere Varianten von LOPs möglich, z. B. mit Ma-
ximierung als Ziel, Gleichungen oder≤-Ungleichungen als Nebenbedingungen. Alle diese lassen sich aber in die
angegebene Fassung überführen. Zur Lösung von LOPs sindmehrere Verfahren entwickelt worden, eines der be-
kanntesten ist die Simplex-Methode.

Wichtig ist hier vor allem Prinzip derDualität in der Linearen Optimierung.

Definition 3.2.7 Für ein gegebenes LOP

cTx = min! bei Ax ≥ b, x ≥ 0

mit x = (x1, . . . , xn)
T undA ∈ R

m×n heißt das LOP

bTy = max! bei ATy ≤ c, y ≥ 0

mit y = (y1, . . . , ym)T das duale Problem. Das Ausgangs-LOP wirdprimales Problemgenannt.Duale Zul̈assig-
keit ist die abkürzende Bezeichnung für Zulässigkeit bzgl. des dualen Problems;y ∈ R

m heißtdual zul̈assig, falls
es den Nebenbedingungen des dualen Problems genügt.

Zu jedem LOP kann ein duales LOP definiert werden. Zwischen primalem und dualem LOP besteht u. a. fol-
gender Zusammenhang.

Satz 3.2.8([26, Proposition 6.1.1 und
”
Duality theorem of linear programming“, S. 83])Seix zulässige L̈o-

sung des primalen,y zulässige L̈osung des dualen LOP. Dann giltcTx ≥ bTy (schwache Dualiẗat).
Für optimale L̈osungenxopt, yopt des primalen bzw. dualen LOPs giltcTxopt = bTyopt (starke Dualiẗat).

Der ZielfunktionswertbTy jeder zulässigen Lösungy des dualen LOPs ist eine untere Schranke für den Ziel-
funktionswertcTx jeder zulässigen Lösungx des primalen LOPs, speziell auch für das Minimum des primalen
Problems. Bei optimalen Lösungen sind die Zielfunktionswerte von primalem und dualem LOP gleich.

Es gibt eine Fülle von Literatur zu Linearer Optimierung und Dualität, u. a. [5, 26, 32] und Teile von [6, 34].
Der interessierte Leser möge sich dort tiefergehend informieren. Die nun folgenden Konzepte beziehen sich wie-
der auf die Optimierung allgemein, nicht nur die Lineare Optimierung.

Definition 3.2.9 Ein diskretes Optimierungsproblem(DOP) ist ein Optimierungsproblem mit Zulässigkeits-
bereichX ⊆ Z

n. Die Variablen dürfen nur ganzzahlige Werte annehmen.Diskrete Optimierunghat die Beschäfti-
gung mit DOPs zum Thema. Gilt die Ganzzahligkeitsforderungfür einige, nicht alle Variablen, spricht man von
gemischten Optimierungsproblemen.

Definition 3.2.10 Das Tripel(A, X, F ) beschreibe ein Minimierungsproblem gemäß Definition 3.2.5. Gelte
F (x) > 0 für allex ∈ X.1) SeiAlg ein Algorithmus, der zu(A, X, F ) zulässige Lösungen berechnet, undxAlg

ein solches Ergebnis vonAlg. Dann heißt

κ = κ(A, X, F ) := F (xAlg)

min{F (x) | x ∈ X}

Approximationsfaktor vonAlg für (A, X, F ).
1) Die Definition kann auch für Maximierungsprobleme bzw. solche, in denen die Zielfunktion beliebige Werte annimmt, gemacht werden.

Dies würde aber zu umständlicheren Formulierungen führen, als sie hier nötig sind, und dem Verständnis der dahinterliegenden Idee abträglich
sein. Daher die Einschränkung auf Minimierung von positiv-wertigen Zielfunktionen.
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Sei

Π = {(A, X ′, F ) | X ′ ⊆ A,Alg liefert für (A, X ′, F ) zulässige Lösungen}

eine Menge von Minimierungsproblemen.Dann wirdγ := sup{κ(A, X ′, F ) | (A, X ′, F ) ∈ Π} garantierter Ap-
proximationsfaktor vonAlg oderApproximationsgarantie vonAlg genannt.Alg bezeichnet man alsγ-Approxi-
mationbzw.γ-Approximations-Algorithmus für Π.

κ, γ können sowohl konstante Werte als auch Funktionen in Abhängigkeit von der Eingabe(A, X, F ) bzw.
deren Größe sein. Die Idee des Approximations-Algorithmus ist, zu einem Problem, welches nur sehr schwer ex-
akt zu lösen ist, zulässige, nicht unbedingt optimale Lösungen mit vertretbarem Aufwand (polynomielle Laufzeit)
zu berechnen. Dazu soll eine Aussage über deren Güte geliefert werden, anhand derer man erkennt, um wieviel

”
schlechter“ als das Optimum sie sind. Dies ist der Approximationsfaktor, je näher er bei1 liegt, desto besser

die ermittelte Lösung. Ein Approximationsfaktor von z. B.1, 7 bedeutet, der Zielfunktionswert der berechneten
Lösung ist um höchstens70% größer als beim Optimum. Es ist klar, daß gemäß obiger Definition ein Approxi-
mationsfaktor nie kleiner ist als1. Manchmal ist es nicht möglich, den Approximationsfaktorals Zahl genau zu
ermitteln (so ist der optimale Zielfunktionswert oft unbekannt), dann wird er als obere Schranke angegeben, d. h.

κ =
F (xAlg)

lb{F (x) | x ∈ X} ,

wobeilb{F (x) | x ∈ X} eine bekannte untere Schranke für den optimalen Zielfunktionswert ist. Eine Möglich-
keit, solche unteren Schranken zu gewinnen, stellt die obenbeschriebene Dualität bei LOPs dar; unter gewissen
Bedingungen liefert jedes beliebige dual zulässigey eine derartige Abschätzung nach unten, nämlich durch seinen
Zielfunktionswert.

Es gibt zahlreiche Beispiele in der Optimierung, wo eine MengeΠ von – ähnlich strukturierten – Optimie-
rungsproblemen statt eines einzelnen definiert ist. Dann wird Π selbst als Optimierungsproblem bezeichnet, oft
auch mit einem eigenen Namen versehen, z. B.KNAPSACK, Transportproblem. Die Elemente(A, X ′, F ) nennt
manInstanzen vonΠ. Der zweite Teil von Definition 3.2.10 bezieht sich auf eine solche Situation.

Die Approximationsgarantieγ fungiert als
”
Worst-case-Approximationsfaktor“, es wird zugesichert,daßκ in

keinem Fall höher ist; oft liegen die Werte vonκ für konkrete Instanzen deutlich niedriger alsγ.
Bei der Gewinnung von Approximationsfaktoren spielt auch das Konzept derRelaxierungeine Rolle.

Definition 3.2.11 Das Tripel(A, X, F ) beschreibe ein Optimierungsproblem gemäß Definition 3.2.5. Es sei
Xrel ⊆ A eine echte Obermenge vonX ,Xrel ⊃ X . Die durch(A, Xrel, F ) gegebene Aufgabe ist dann einrela-
xiertes Problemzu (A, X, F ).

Das Prinzip der Relaxierung ist also, den Zulässigkeitsbereich zu vergrößern. Dies kann z. B. geschehen durch
den Verzicht auf einzelne Nebenbedingungen, Abschwächung von Gleichungen zu Ungleichungen usw. Im Rah-
men der Diskreten Optimierung erfolgt eine Relaxierung oftdurch Fallenlassen der Ganzzahligkeitsanforderun-
gen; z. B. wirdxi ∈ {0, 1} ersetzt durchxi ∈ [0, 1], xi ∈ N0 durchxi ≥ 0. Sind die verbleibenden Nebenbedin-
gungen und die Zielfunktion linear, liegt dann ein LOP vor, auf welches z. B. die Simplex-Methode angewandt
werden kann; das Ergebnis mag zur Bestimmung von Approximationsfaktoren verwendet werden oder als Aus-
gangspunkt für weitere Schritte zur Lösung des DOPs dienen, wie beim Branch-and-Bound-Verfahren.

Optimierungs- und Entscheidungsprobleme

Aus Optimierungsproblemen lassen sich sogenannte Entscheidungsprobleme generieren.

Notation 3.2.12 (A, X, F ) beschreibe ein Minimierungsproblem gemäß Definition 3.2.5. Fürk ∈ N sei die
Frage zu beantworten: Gibt esx ∈ X mit F (x) ≤ k? Die Aufgabe, zu entscheiden, ob

”
Ja“ oder

”
Nein“ die rich-

tige Antwort ist, heißtEntscheidungsproblem; dieses ist darstellbar als Quadrupel(A, X, F, k).
Ist Π eine Menge von Minimierungsproblemen(A, X, F ), bezeichneΠdec die Menge der zu diesen erstell-

baren Entscheidungsproblemen, d. h.Πdec = {(A, X, F, k) | (A, X, F ) ∈ Π, k ∈ N}.

Analog kann im Falle der Maximierung ein Entscheidungsproblem hergeleitet werden (dortF (x) ≥ k).
Abstrakt betrachtet ist ein Entscheidungsproblem die Frage, ob ein Wort über einem (endlichen) Alphabet zu

einer bestimmten Sprache über diesem Alphabet gehört. Diese Sichtweise etabliert eine Verbindung zur Komple-
xitätstheorie.
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3.2.4 Einige Begriffe der Komplexiẗatstheorie

Es wird auf eine streng formale Darstellung, wie sie in der Komplexitätstheorie üblich ist, verzichtet und mehr
auf das Verständnis für die eigentlichen Ideen abgezielt.

Definition 3.2.13 SeiΣ ein endliches Alphabet,L ⊆ Σ∗ eine Sprache überΣ. Die Aufgabe, für ein gegebe-
nes Wortx ∈ Σ∗ zu entscheiden, obx ∈ L, wird Entscheidungsproblemgenannt.x heißt dannInstanzdes Ent-
scheidungsproblems.

Zur Bedeutung der Termini Wort, Sprache, Alphabet siehe z. B. [31, 36]. WeilΣ∗ für jedes endlicheΣ abzähl-
bar ist, können alle Wörterx ∈ Σ∗ durch natürliche Zahlen codiert werden (Standard-Gödelisierung). Diese sind
wiederum darstellbar als Wörter aus Nullen und Einsen (duales Zahlensystem). Deshalb wird ab hier o. B. d. A.
Σ = {0, 1} angenommen.

Im Folgenden wird das Konzept der (Ein-Band-)Turing-Maschinegenutzt. Dazu und für die damit zusammen-
hängenden Begriffe (Konfiguration, Takt, Turing-Berechenbarkeit usw.) siehe Literatur, u. a. [8, 31, 36].

Notation 3.2.14 SeiM eine Turing-Maschine (TM) mit Eingabe-AlphabetΣ.

1. Seienα, α′ Konfigurationen vonM. WennM aus der Konfigurationα innerhalb eines Taktes in die Kon-
figurationα′ übergeht, wirdα′ Folgekonfiguration vonα genannt.

2. Next bezeichne die Folgekonfigurations-Relation zuM,

Next = {(α, α′) | α Konfiguration vonM, α′ Folgekonfiguration zuα}.

Ist Next eindeutig, d. h.(α, α′), (α, α′′) ∈ Next ⇒ α′ = α′′, wird M deteministische Turing-Maschine(DTM)
genannt (Next ist in dem Fall eine Funktion). Ansonsten heißtM nichtdeterministische Turing-Maschine(NTM).

3. Seix ∈ Σ∗ und(α0, α1, . . . , αn) eine endliche Folge vonM-Konfigurationen, für die gilt:

a) α0 ist die Startkonfiguration vonM bei Eingabe vonx;

b) αi ist Folgekonfiguration vonαi−1, i = 1, . . . , n;

c) zuαn gibt es keine Folgekonfiguration,{α′ | (αn, α
′) ∈ Next} = ∅.

Gibt es eine solche Folge(α0, α1, . . . , αn), dann wird gesagtM hält bei Eingabe vonx bzw.M hält bei Eingabe
vonx nachn Takten.

4. Seix ∈ Σ∗ und(α0, α1, . . . , αn) eine endliche Folge vonM-Konfigurationen, für die gilt:

a) α0 ist die Startkonfiguration vonM bei Eingabe vonx;

b) αi ist Folgekonfiguration vonαi−1, i = 1, . . . , n;

c) der zuαn gehörende Zustand vonM ist ein Endzustand.

Gibt es eine solche Folge(α0, α1, . . . , αn), dann wird gesagtM akzeptiert das Eingabewortx.

5. LM := {x ∈ Σ∗ | M akzeptiertx} ist die vonM akzeptierte Sprache.

6. SeiL ⊆ Σ∗. M akzeptiertL :⇔ L = LM.

7. SeiL ⊆ Σ∗. WennM bei jeder Eingabex ∈ Σ∗ hält undL = LM, dann wird gesagtM entscheidetL.

8. Seix ∈ Σ∗ Eingabewort fürM. Die Länge|x| von x (Anzahl der Zeichen des Wortesx) wird alsGröße
der Eingabex bezeichnet.

9. Fürx ∈ Σ∗ wird die Rechenzeitbzw. Anzahl der Takte vonM bei Eingabe vonx, timeM[x], wie folgt
definiert: IstM DTM, so ist

timeM[x] :=

{
n M hält bei Eingabe vonx nachn Takten,
undefiniert sonst.

Ist M NTM, dann ist

timeM[x] :=

{
min{n | M hält bei Eingabe vonx nachn Takten} x ∈ LM,
undefiniert sonst.

10. timeM(n) := max{timeM[x] | x ∈ Σ∗, |x| = n} heißtRechenzeitbzw. Zeitkomplexiẗat vonM für Ein-
gaben der Gr̈oßen.
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EntscheidetM die SpracheL ⊆ Σ∗, so löstM das Entscheidungsproblem bzgl.L. I. A. wird dies so inter-
pretiert:M gibt 1 aus fürx ∈ L (akzeptierte Eingaben) und0 für x /∈ L. Es gilt

M akzeptiertx ⇒ M hält bei Eingabex

und

M entscheidetL, x /∈ L ⇒ M hält bei Eingabex, erreicht aber keinen Endzustand.

Da jedes Entscheidungsproblems im Kern aus einer SpracheL besteht, wird auch direktL als Problem bezeichnet.
Turing-Maschinen sind eine Formalisierung dessen, was unter dem etwas unscharfen Begriff des Algorithmus

verstanden wird. Nach der Church’schen These kann jeder Algorithmus durch eine TM umgesetzt werden. Nicht-
determinismus bedeutet, daß in einem Algorithmus das

”
Raten“ des

”
richtigen“ nächsten Schrittes – der sonst nur

in evtl. komplizierten Rechnungen oder auch gar nicht bestimmt werden kann – erlaubt ist. Die Zeitkomplexität
ist so festgelegt, daß sie der Schrittzahl bei

”
bestmöglichem Raten“ entspricht. Um diese Konzepte (Algorithmus,

Laufzeit,
”
Raten“) zu formalisieren, dadurch mathematisch faßbar zu machen, benutzt man das Modell der Tu-

ring-Maschine (neben dem es noch andere, gleichwertige gibt). Hier dient dieses Modell vor allem dazu, weitere
Begriffe und Resultate aus der Komplexitätstheorie (siehe unten) zu wiederholen. Es wird später nicht mehr be-
nutzt.

Notation 3.2.15 Seienf, g : N −→ N (totale) Funktionen. Die folgendenasymptotischen Notationenwerden
zur Darstellung der Zeitkomplexität oft benutzt:

1. f = O(g) :⇔ (∃c > 0)(∃n0 ∈ N)(∀n ≥ n0)(f(n) ≤ c · g(n)).
2. f = Ω(g) :⇔ (∃c > 0)(∃n0 ∈ N)(∀n ≥ n0)(f(n) ≥ c · g(n)).
3. f = Θ(g) :⇔ f = O(g) undf = Ω(g).

f = R(g) mit R ∈ {O,Ω,Θ} ist eine Abschätzung des Anstiegs vonf für n→ ∞ durch denjenigen vong,
bis auf einen konstanten Faktor. Manchmal wird auchf ∈ R(g) stattf = R(g) geschrieben. Laufzeiten von Al-
gorithmen sind vor allem für

”
große“ Eingaben relevant, d. h.timeAlg(n) für hohen ist von Interesse. Deshalb

nutzt man die asymptotischen Notationen in der Komplexitätstheorie. Genaueres kann in der Literatur nachgele-
sen werden, u. a. in [6, S. 41 – 50], [30, S. 44 – 47].

Notation 3.2.16 StattR(loga(n)) mit R ∈ {O,Ω,Θ} und einem bestimmtena (wie a = 2) wird einfach nur
R(log(n)) geschrieben.

Die verkürzte Schreibweise ist gerechfertigt: Seiena, b, x > 1. Dann gilt logb(x) = logb(a) · loga(x) und
logb(a) > 0; analogloga(x) = loga(b) · logb(x) undloga(b) > 0. DaherR(loga(n)) = R(logb(n)) für a, b > 1,
R ∈ {O,Ω,Θ}: in den asymptotischen Notationen ist die Basis eines Logarithmus beliebig und austauschbar.

Definition 3.2.17

1. Eine TMM wird Polynomial-Zeit-TMgenannt, oder man sagtM hat polynomielle Rechenzeit, wenn es
k ∈ N gibt mit timeM(n) = O(nk). IstM DTM, heißt siePolynomial-Zeit-DTM; analog sagt manPolynomial-
Zeit-NTM, fallsM NTM ist.

2. Eine totale Funktionf : Σ∗ −→ Σ∗ heißtin Polynomial-Zeit berechenbar, wenn es eine Polynomial-Zeit-
DTM M gibt, dief berechnet, d. h. bei Eingabe vonx ∈ Σ∗ gibtM am Ende der Berechnungf(x) aus.2)

Alternativ wird auch von einer polynomiellen TM gesprochenoder gesagt,M arbeitet in polynomieller Zeit;
Funktionen werden ggf. auch als polynomiell berechenbar bezeichnet.

Definition 3.2.18 FolgendeKomplexiẗatsklassenspielen in der Komplexitätstheorie bzw. im Weiteren eine
wichtige Rolle.

1. Für eine (totale) Funktionf : N −→ N ist

DTIME(f) := {L ⊆ Σ∗ | es gibt eine DTMM mit L = LM undtimeM(n) ≤ f(n)
für allen ∈ N}.

2. Für eine MengeF von Funktionen istDTIME(F) :=
⋃

f∈F
DTIME(f).

2) f(x) ist das Wort auf dem Arbeitsband, nachdemM hielt.
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3. DTIME(npoly log(n)) := DTIME(
⋃

k∈N
{nO((log(n))k)}) ist die Klasse derquasi-polynomiellen Probleme.

4. P := {L ⊆ Σ∗ | es gibt eine Polynomial-Zeit-DTMM mit L = LM}.

5. NP := {L ⊆ Σ∗ | es gibt eine Polynomial-Zeit-TMM mit L = LM}.

Nicht bekannt ist u. a., obNP ⊆ DTIME(npoly log(n)). NP ⊆ DTIME(npoly log(n)) würde die Exponential-
Zeit-HypotheseETH3) widerlegen; siehe dazu [16].NP 6⊆ DTIME(npoly log(n)) erlaubt hingegen keine Aussa-
ge über die Gültigkeit vonETH.

Definition 3.2.19 SeienL1, L2 ⊆ Σ∗ zwei Sprachen/Probleme. Eine (totale) Funktionf : Σ∗ −→ Σ∗ heißt
polynomielle Reduktion vonL1 aufL2, wennf in Polynomial-Zeit berechenbar ist und

(∀x ∈ Σ∗)(x ∈ L1 ⇔ f(x) ∈ L2).

Dann wird gesagtL1 ist aufL2 polynomiell reduzierbar(via f ), Schreibweise istL1 ≤p L2.

Definition 3.2.20
1. L ⊆ Σ∗ ist NP-schwer, wenn gilt

(∀L′ ∈ NP)(L′ ≤p L).

2. L ⊆ Σ∗ ist NP-vollständig, fallsL ∈ NP undL NP-schwer ist.

Man zeigt recht leicht:

Lemma 3.2.21 IstL1 NP-schwer undL1 ≤p L2, so ist auchL2 NP-schwer.

Der Beweis kann in der Literatur gefunden werden, siehe z. B.[6, S. 995, Lemma 34.8] (dort fürNP-voll-
ständigesL).

Für die hiesigen Zwecke sollen die bisherigen Ausführungen genügen. Für Genaueres zu den Themen der
Komplexitätstheorie – Begriff des Algorithmus, Turing-Maschine, Berechnung einer Funktion, Nichtdeterminis-
mus, Reduzierbarkeit,P,NP und deren Bedeutung, Vollständigkeit – sei auf die einschlägige Literatur verwiesen,
siehe [27, 30, 31, 36]. Es muß dabei mit abweichenden Bezeichnungen gerechnet werden.

Im Zusammenhang mit Algorithmen wird anstelle von Turing-Maschinen eher das Modell der RAM (Random
Access Machine; deutsche Bezeichnung: Registermaschine)genutzt. Dieses ist nämlich näher an heute üblichen
Computer-Programmen. Zwar unterscheiden sich die Rechenzeiten von Turing-Maschinen und RAMs, jedoch ist
der Begriff der Polynomial-Zeit für beide gleich, denn jede RAM mit Rechenzeitt(n) kann von einer TM in einer
Zeit, die polynomiell ist int(n) + n, simuliert werden [37, Satz 2.3.1, S. 16].Ähnliches gilt für die Simulation
einer TM durch eine RAM. Die KlassenP,NP,DTIME(npoly log(n)) sind darum invariant gegenüber dem Wech-
sel zwischen Register- und Turing-Maschinen. Weiteres zu RAMs siehe Literatur, z. B. [8, 37].

Bei der Analyse der Laufzeit von Algorithmen wird meist weniger formal vorgegangen. Insbesondere wird
die Größe der Eingabe nicht bzw. nur indirekt an der Länge des Eingabewortes für einen Automaten festgemacht.
Stattdessen legt man z. B. die Anzahl der Variablen eines Optimierungsproblems, die Zeilen- und Spaltenzahl
einer Matrix, die Anzahl der Knoten/Kanten eines Graphen o.ä. zugrunde. Dies ist dadurch gerechtfertigt, daß die
Codierung einer Instanz des jeweiligen Problems i. A. zu einem Eingabewort führt, dessen Länge von unten durch
die entsprechende Größe beschränkt ist. Genauer: Seisize(x) als die Größe der Instanzx festgelegt, dann hat die
Codierung vonx eine Länge vonΩ(size(x)).

3.2.5 Nochmal zu Optimierungsproblemen

Man rufe sich Notation 3.2.12 in Erinnerung: Ein Optimierungsproblem(A, X, F ) induziert auch immer ein Ent-
scheidungsproblem(A, X, F, k). Weil eine Lösung von(A, X, F ) gleichzeitig die Frage

”
(∃x ∈ X)(F (x)≤≥k)?“

für beliebigesk beantwortet, ist die (asymptotische) Zeitkomplexität des Optimierungsproblems mindestens so
hoch wie die des daraus abgeleiteten Entscheidungsproblems(A, X, F, k): seif : N −→ N eine Funktion mit der
Eigenschaftf ≤ timeM für jede DTM/NTMM, die(A, X, F, k) entscheidet, so istf auch untere Schranke für
die Laufzeit von DTMs/NTMs für(A, X, F ). [7, S. 972] folgend, kann man dies so ausdrücken:(A, X, F, k) ist

”
nicht härter“als(A, X, F ).
3) ETH kommt vom englischen NamenExponential-Time Hypothesis. Eine deutsche Bezeichnung habe ich nicht finden können, daher das

Original einfach wörtlich übersetzt.
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Die letztenÜberlegungen rechtfertigen die Erweiterung von einigen Begriffen, die für Entscheidungsproble-
me eingeführt wurden, auf Optimierungsprobleme.

Definition 3.2.22
1. SeienΠ′,Π′′ Optimierungsprobleme undΠ′

dec,Π
′′
dec die dazu definierten Entscheidungsprobleme. Es gelte

Π′
dec ≤p Π′′

dec via die polynomielle Reduktionf . Dann nennt manf auchpolynomielle Reduktion vonΠ′ aufΠ′′,
bzw.Π′ heißtpolynomiell reduzierbar aufΠ′′, Π′ ≤p Π′′. Für eine Instanz(A, X, F ) ∈ Π′ wird f(A, X, F ) Re-
duktion von(A, X, F ) genannt.

2. Ein OptimierungsproblemΠ wird NP-schwergenannt, wennΠdec NP-schwer ist.

3. Ein OptimierungsproblemΠ wird NP-vollständiggenannt, wennΠdec NP-vollständig ist.

Entsprechend gilt nach Lemma 3.2.21:

Lemma 3.2.23 Ist Π′ NP-schwer undΠ′ ≤p Π′′, so ist auchΠ′′ NP-schwer.

3.2.6 Das OptimierungsproblemSETCOVER

Die im Folgenden aufgezählten Ergebnisse können u. a. in [6, 20, 34] nachgelesen werden.

Definition 3.2.24 Seien eine endliche MengeU , |U| = N > 0, und dazu Teilmengen∅ 6= S1, . . . , Sm ⊆ U
(m ≥ 1) mit Kostenc1, . . . , cm > 0 gegeben, wobei

⋃m
i=1 Si = U . Das ProblemSETCOVER besteht dann da-

rin, eine Auswahl aus den(Si)i=1,...,m zu bestimmen, welcheU überdeckt und dabei minimale Kosten hat: Finde
I ⊆ {1, . . . ,m} mit

(3.1)
⋃

i∈I Si = U

und der Eigenschaft, daß
∑

i∈I ci ≤
∑

i∈I′ ci für alle I ′ gilt, die (3.1) erfüllen.
U heißtUniversum, σ = σ(|U|,m) bezeichne die Größe einerSETCOVER-Instanz(U , (Si, ci)i=1,...,m).

Es kannσ = Ω(max{|U|,m}) angenommen werden: um eineSETCOVER-Instanz in einen Algorithmus
bzw. einen entsprechenden Automaten (z. B. Turing-Maschine, RAM) einzugeben, müssen i. A. allem Teilmen-
gen sowie sämtliche Elemente des Universums geeignet codiert werden.

Einige Anmerkungen zuSETCOVER:

1. Die in Definition 3.2.24 beschriebene Form ist eine Verallgemeinerung des ProblemsSETCOVER1, wo es
darum geht, einëUberdeckung(Si)i∈I vonU mit möglichst wenigen TeilmengenSi zu finden. Zu minimieren
wäre dabei|I|; wenn alle Kostenci gleich sind, erhält man ausSETCOVER geradeSETCOVER1. Entspre-
chend gelten Ergebnisse fürSETCOVER1 auch fürSETCOVER.

SETCOVER1 ist die ursprüngliche Fassung vonSETCOVER. Deshalb bezieht sich in der Literatur die No-
tationSETCOVER auch oft darauf. Hier bleibt es aber bei den eingeführten Bezeichnungen.

2. SETCOVER kann als Problem der (ganzzahligen) Linearen Optimierung formuliert werden:

(3.2)
∑m

i=1 ci · xi = min!∑
i:Si∋u xi ≥ 1, ∀u ∈ U ,

xi ∈ {0, 1}, i = 1, . . . ,m.

Lösung ist dannI = {i | xi = 1}. Relaxiert man die Forderungxi ∈ {0, 1} zuxi ≥ 0, kann (3.2) mit der Sim-
plex-Methode bzw. anderen Verfahren der Linearen Optimierung gelöst werden.

3. Dieci werden in der Literatur manchmal auch als Gewichte (engl.: weights) bezeichnet.
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Beispiel 3.2.25Das folgende Bild zeigt eineSETCOVER1-Instanz mit Universum{1, . . . , 9} und sieben
TeilmengenA, . . . , G.

U

1 2 3

A

4 5 6 7

B

8 9

C

D

F

G
E

U läßt sich mit drei Teilmengen überdecken, nämlichA,B,C. HabenA,B,C,D,E, F,G hingegen Kosten von
cA = 9, cB = 16, cC = 4, cD = 9, cE = 9, cF = 4 undcG = 4, so gibt es zwei optimale Lösungen für die ent-
standeneSETCOVER-Instanz:D,E, F,G bzw.C,D,E, F kosten je26.

Komplexit ät von und ein Algorithmus für SETCOVER

Lemma 3.2.26SETCOVER ist NP-vollständig.

Beweis-Skizze. Gezeigt wird, daßSAT ≤p SETCOVER1
dec. Es folgt, daßSETCOVER1

dec NP-schwer ist
(dennSAT ist NP-vollständig, vgl. [8]). Der Beweis stammt aus [12].

SeiΦ eine aussagenlogische Formel in konjunktiver Normalform,bestehend ausl Klauseln mitn Variablen.4)

Füri = 1, . . . , nwerden die MengenSt
i , S

f
i ⊆ {1, . . . , l} eingeführt:St

i ist die Menge der (Indizes der) Klauseln,
in denen diei-te Variable unnegiert auftritt, undSf

i ist die Menge der (Indizes der) Klauseln, in denen diei-te
Variable negiert auftritt. Definiere nun MengenS1, . . . , S2n alsS2i−1 := St

i ∪ {l+ i}, S2i := Sf
i ∪ {l+ i} für

i = 1, . . . , n. DieseS1, . . . , S2n und das UniversumU = {1, . . . , l + n} bilden dann eineSETCOVER1-In-
stanz. Es gilt:

i. JedeÜberdeckung vonU mit n Mengen aus denS1, . . . , S2n enthält entwederS2i−1 oderS2i, aber nicht
beide (i = 1, . . . , n).

ii. Φ ist erfüllbar genau dann, wenn es eineÜberdeckung vonU mit n Mengen aus denS1, . . . , S2n gibt.

Die Reduktion ist polynomiell, die Konstruktion derS1, . . . , S2n kann inO(mn) Schritten durchgeführt werden.
Das zuSETCOVER1 gehörende EntscheidungsproblemSETCOVER1

dec ist demnachNP-schwer, gemäß De-
finition 3.2.22 also auchSETCOVER1 und damitSETCOVER.

Zu zeigen bleibtSETCOVERdec ∈ NP. Sei eineSETCOVER-Instanz gegeben (m Teilmengen) zusammen
mit einemk ∈ N. Es wird eine Auswahl der Teilmengen

”
geraten“, anschließend geprüft, ob dieseU überdeckt

und ihre Kosten≤ k sind. Dies geht in polynomieller Zeit:O(m) Schritte für die Auswahl,O(m · |U|2) Schritte
für den Test, obU überdeckt wird,O(m) Schritte, um die Kostenschranke zu überprüfen; das sindO(σ3) Schritte.
Es folgtSETCOVERdec ∈ NP. Weil außerdemSETCOVERdec, als Verallgemeinerung vonSETCOVER1

dec,
NP-schwer ist, folgt seineNP-Vollständigkeit, die sich nach Definition 3.2.22 aufSETCOVER überträgt.

4) Zu den Begriffen Klausel, konjunktive Normalform,SAT siehe z. B. [7, 8].
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Die NP-Vollständigkeit bedeutet, es gibt keinen
”
effizienten“ (d. h. polynomiellen) Algorithmus zur optima-

len Lösung beliebigerSETCOVER-Instanzen, fallsP 6= NP. Von Interesse sind daher Verfahren, die zulässige,
nicht unbedingt optimale, Lösungen in Polynomial-Zeit liefern. Dies leistet z. B. der folgendeGreedy-Algorith-
mus[20, S. 612 – 617].

SetzeR := U , I := ∅;
solangeR 6= ∅

wähle dasjenigeSl aus, welches
ci

|Si ∩R| minimiert;

setzeI := I ∪ {l}, R := R \ Sl.

Die Laufzeit istO(σ3): höchstens|U|-mal kannR 6= ∅ festgestellt werden, die vorletzte Zeile erfordert den Auf-
wandO(m · |U|), das machtO(m · |U|2), und wegen|U|,m ≤ σ folgt die SchrankeO(σ3). Das Verfahren arbei-
tet also in polynomieller Zeit.

Der Algorithmus besitzt eine ApproximationsgarantieHarmon(ymax), wobeiymax := maxi=1,...,m |Si| und

Harmon(n) :=
∑n

k=1

1

k
dien-te Partialsumme der harmonischen Reihe ist. Es gilt

ln(n+ 1) ≤ Harmon(n) ≤ 1 + ln(n).

Wegenln(n) = Θ(log(n)) und der Tatsache, daßymax = N sein kann, ist das Verfahren eineΘ(log(N))-App-
roximation (siehe auch [20, S. 617]).

Das obige Verfahren arbeitet nach dem Greedy-Prinzip. Statt durch aufwändige Berechnungen eine garantiert
optimale Lösung zu suchen, wird

”
gierig“ (engl.: greedy) vorgegangen: in jedem Schritt ist diejenige Veränderung

der Variablen gesucht, welche den größten Zugewinn in diesem Schritt verspricht, wobei jeder Schritt nur einen
relativ geringen Aufwand erfordert und die Anzahl der Schritte polynomiell beschränkt ist. Im vorgestellten Algo-
rithmus ist es die Zeile

wähle dasjenigeSl aus, welches
ci

|Si ∩R| minimiert,

in der die
”
Gier“ nach dem (vermeintlich) besten Fortschritt zum Ausdruck kommt. Durch Minimierung des Ver-

hältnisses von Kostenci zu
”
Gewinn“ |Si ∩R| (neu abgedeckte Elemente des Universums) für je eine Teilmenge

pro Schritt wird erhofft, möglichst geringe Gesamt-Kosten für dieÜberdeckung vonU zu erreichen. Ein Greedy-
Verfahren ersetzt also komplizierte, aufwändige Versuche, wirklich auf das Optimum zuzusteuern, durch eher
einfache, naheliegend-intuitive, leicht auswertbare Kriterien. Mehr zum Greedy-Prinzip findet man in [2, 6, 30].

Der Approximationsfaktor des angegebenen Algorithmus kann u. U. verbessert werden zu

fmax = max{|{i | Si ∋ x}| | x ∈ U},

fmax ist dabei die größte Zahl von TeilmengenSi, in denen ein Element ausU auftaucht; siehe [34, S. 124 – 128].
fmax kann kleiner oder größer alsHarmon(ymax) sein, weshalb keine generelle Aussage möglich ist, welcher der
beiden Faktoren besser ist.fmax = 2N − 1 kann auftreten, dies ist gleichzeitig obere Schranke.

Eine Approximationsgarantie in der GrößenordnungΘ(log(N)) ist natürlich unbefriedigend. Tatsächlich aber
kann vermutlich nichts Besseres erreicht werden:

Satz 3.2.27[25, Theorem 3.3]Sei0 < c <
1

4
. Dann istSETCOVER in polynomieller Zeit nicht bis auf

einen Faktor vonc log2(|U|) approximierbar, es sei denn, es giltNP ⊆ DTIME(npoly log(n)).

Dieses bekannte Resultat bedeutet, daß für jeden (Approximations-)AlgorithmusApp für SETCOVER gilt:
a) App ist kein Polynom-Zeit-Algorithmus (seine Laufzeit ist nicht polynomiell beschränkt); oder

b) es gibt eineSETCOVER-Instanz, für dieApp einen Approximationsfaktorκ ≥ log2(|U|)
4

hat (d. h.App’s

Lösung kostet mindestens

(
log2(|U|)

4

)
-mal soviel wie die optimale Lösung); oder

c) alle inNP liegenden Probleme sind in quasi-polynomieller Zeit lösbar.

Kurz: kein polynomieller Approximations-Algorithmusbesitzt eine Approximationsgarantieγ <
log2(|U|)

4
, falls

NP 6⊆ DTIME(npoly log(n)).
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3.3 Das ProblemCBS und seine Beziehung zuSETCOVER

3.3.1 Herleitung vonCBS

Grundlegende Idee deranrufstrombasierten Schichtplanungist die folgende: für ein Call Center ist ein (erwarte-
ter) Anrufstrom gegeben, der u. a. folgende Informationen enthält:

1. die Anzahl der eingehenden Anrufe in einem bestimmten Zeitraum;

2. für jeden Anruf die genaue Ankunftzeit, die Gesprächsdauer (oder eher Bearbeitungsdauer), die maximale
Wartezeit, die VDN (siehe dazu die Erläuterungen in Abschnitten 2.1.3, 1.2.1), und evtl. eine Angabe5) , ob der
Anruf beantwortet werden muß oder verloren gehen darf.
Desweiteren seien die Agenten des Call Centers bekannt, insbesondere deren Qualifikationen (wer kann welche
VDNs bedienen), mögliche Arbeitszeiten/Schichten usw. Dann ist ein optimaler Einsatzplan gesucht, der jedem
Agenten seine Schichten in dem betrachteten Zeitraum (z. B.ein Tag, ein Monat) zuweist, so daß alle Anrufe –
bzw. alle

”
wichtigen“ Anrufe – von geeigneten Agenten bedient werden können und eine gewisse Zielfunktion

minimiert/maximiert wird (konkret ist Kostenminimierungangestrebt). Weitere Bedingungen lassen sich hinzu-
fügen, wie arbeitsrechtliche Regeln u. ä.

Bei der hier untersuchten einfachen Variante des Problems sind zu jedem Anruf Start- und Endzeitpunkt ge-
geben und keine Wartezeiten erlaubt (d. h. die maximalen Wartezeiten sind alle0), somit müssen Anrufe bei Ein-
treffen – dem Startzeitpunkt – sofort angenommen werden, sind genau zu ihrem Endzeitpunkt abgearbeitet, und
der entsprechende Agent kann dann sogleich den nächsten Anruf bedienen. Daneben seien zu jeder existierenden
Qualifikation unbegrenzt viele Agenten verfügbar,6) es geht also eher um Agenten-Typen denn reale Agenten.
Abstrahiert man nun soweit wie möglich, ergibt sich das ProblemCBS.

Definition 3.3.1 Gegeben seien:
1. Ein Zeit-Intervall[0, T ] (z. B.00:00:00 Uhr bis 24:00:00 Uhr);

2. Anrufea1, . . . , aN ⊆ [0, T ] mit VDNs v1, . . . , vN ,7) wobei dieai reelle Intervalleai = [tai , t
e
i ] sind;

3. eine (Index-)MengeJ von Agenten-Typen mit QualifikationenQj ⊆ {v1, . . . , vN}, j ∈ J ;

4. für jedesj ∈ J eine (Index-)MengeRj von Schichten[sr, fr] ⊆ [0, T ], r ∈ Rj ; sowie

5. Agent-Schicht-KombinationenASKjr = (Qj , [sr, fr]), j ∈ J , r ∈ Rj , mit Kostencjr > 0.
Sei |{ASKjr | j ∈ J, r ∈ Rj}| =M . Für alle Paare{(j, r) | j ∈ J, r ∈ Rj} gelte, daß beliebig viele Agenten
für ASKjr zur Verfügung stehen. Weiterhin sei

(3.3)
⋃

j∈J Qj = {v1, . . . , vN}, (∀j ∈ J)(
⋃

r∈Rj
[sr, fr] = [0, T ])

(die VDNs der Anrufe sind alle in den Qualifikationen enthalten, und die erlaubten Schichten eines jeden Agen-
ten-Typs überdecken das Intervall[0, T ]).

Dann ist ein Multi-Set8) H ⊆ {(j, r) | j ∈ J, r ∈ Rj} gesucht, so daß alle Anrufea1, . . . , aN mit denASKs
(ASKjr)(j,r)∈H bedient werden können, d. h. fürH muß gelten

(3.4) (∃f : {1, . . . , N} −→ Ĥ)(∀i(f(i) =H (j, r) ⇒ (vi ∈ Qj ∧ ai ⊆ [sr, fr]))
∧ ∀i, k(f(i) = f(k) ⇒ (i = k ∨ ai ∩ ak = ∅))
∧ f−1(Ĥ) = {1, . . . , N}),

und die Kostenc(H) :=
∑

(j,r)∈H µH(j, r) · cjr minimal sind. Das so entstandene OptimierungsproblemCBS

heißtanrufstrombasierte Schichtplanung(callstream-based scheduling).9)

5) Diese könnte auch im Voraus aus dem Anrufstrom und weiterenEingaben berechnet werden.
6) Diese Voraussetzung ist in der Praxis natürlich nicht gegeben. Dort wird man von jedem Typ nur eine bestimmte Anzahl vonAgenten

haben. Dennoch wird hier von keiner Beschränkung dieser Anzahl ausgegangen; zum Einen, weil das Problem ansonsten weniger handhabbar
wäre – man könnte z. B. nicht einmal von der Existenz zulässiger Lösungen ausgehen – zum Anderen, weil ohne diese Voraussetzung einige
der späteren Schlußfolgerungen nicht möglich wären.

7) Sicher wird oft|{v1, . . . , vN}| < N oder sogar|{v1, . . . , vN}| ≪ N gelten, weil mehrere Anrufe die gleiche VDN haben.
8) Zur Erinnerung: die Anzahl der Agenten jedes Typs ist unbegrenzt. So kann jedeASK mehr als einmal für die Lösung ausgewählt wer-

den. Die Multiplizität einerASK bzgl. der Lösung ist die Anzahl der Agenten des zurASK gehörenden Typs, die in der zurASK gehörenden
Schicht eingesetzt werden (sollen).

9) Die Forderung
”
. . . daß alle Anrufea1, . . . , aN mit denASKs (ASKjr)(j,r)∈H bedient werden können“ machtCBS zu einem Spe-

zialfall eines allgemeineren Problems, bei dem Anrufe{ai | i ∈ I} gegeben sind, von denen nicht alle, sondern lediglich eine Teilmenge
{ai | i ∈ I′ ⊆ I}, die gewissen Bedingungen genügt, zu bedienen sind. WirdI′ im Voraus berechnet, kommt man aufCBS.
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Um das Verständnis für obige Definition zu erleichtern, folgen nun einige Erläuterungen. Das Intervall[0, T ]
beschreibt den Zeitraum, für den ein Schichtplan zu erstellen ist. Die Anrufeai sind gekennzeichnet durch ihren
jeweiligen festen Anfangs- und Endzeitpunkt, denn eine Wartezeit soll es ja nicht geben; darum kann jeder Anruf
als ein (Zeit-)Intervall interpretiert werden: zum Zeitpunkt des Eintreffens muß die Bedienung beginnen, und zum
Endzeitpunkt ist sie abgeschlossen, in der dazwischenliegenden Zeitspanne – dem Intervall – ist der den Anruf
bedienende Agent

”
besetzt“, er kann keinen anderen Anruf bearbeiten. Ein Anruf kann damit abstrakt als Intervall

angesehen werden, dazu kommt seine VDN. Die Agenten-Typen sind identisch mit den Qualifikationen, ein Typ
ist also charakterisiert durch die Teilmenge von VDNs, welche die entsprechenden Agenten bedienen können.
Was letzten Endes gesucht wird, sind Festlegungen, welcherAgent/Agenten-Typ zu welchen Zeiten arbeiten soll,
also Kombinationen der Form

”
ein Agent vom Typ 5 in der Montags-Schicht 10:00 – 17:30 Uhr“.Deswegen

macht es keinen Sinn, die Schichten[sr, fr] separat zu betrachten. Stattdessen werden die Agenten-Typen und
deren mögliche Schichten direkt miteinander kombiniert,so daß von Agent-Schicht-Kombinationen, kurzASKs,
die Rede ist.10) JedeASK besteht dabei aus einer QualifikationQj (und damit aus dem Agenten-Typj, zu demQj

gehört) und einer Schicht, welche wiederum nichts anderesist als ein Zeit-Intervall. Wird eineASK für die Lö-
sung ausgewählt, bedeutet das die Festlegung, daß ein Agent des Typs in der durch das Intervall repräsentierten
Zeit arbeitet. Die dadurch entstehenden Kosten – Agenten arbeiten i. A. nicht umsonst, sondern jeder Einsatz soll
bezahlt werden – derASKs sind ebenfalls gegeben.M sei die Anzahl derASKs. Es wird davon ausgegangen,
daß keinerlei Beschränkung bzgl. der Anzahl verfügbarerAgenten besteht, so daß jedeASK beliebig oft in der
Lösung auftreten darf. Zu den Schichten[sr, fr] sei noch angemerkt, daß die Forderung[sr, fr] ⊆ [0, T ] durch
[sr, fr] ∩ [0, T ] 6= ∅ ersetzt bzw. weggelassen werden könnte;[sr, fr] ∩ [0, T ] 6= ∅ hieße, es sind auch Schichten
zugelassen, welche nur zum Teil im eigentlich betrachtetenZeitraum liegen (z. B. Schichten von 22:00 bis 6:00
Uhr, wenn[0, T ] = 00:00 – 24:00 Uhr). Dies ändert nichts anCBS selbst, sondern erhöht nur die Anzahl der
Schichten undASKs.

(3.3) stellt sicher, daß eine zulässige LösungH – d. h. eine, die (3.4) erfüllt – immer existiert; z. B. wäre
H = {(j, r) | j ∈ J, r ∈ Rj} mit µH(j, r) ≡ N eine (triviale) Lösung, sobald (3.3) vorausgesetzt ist. (3.4) legt
schließlich fest, was es mathematisch heißt, alle Anrufe mit einer bestimmten Menge/einem Multi-Set vonASKs
bedienen zu können: es muß eine Funktionf geben, die jedem Anruf eine geeigneteASK zuweist, welche für
seine Bearbeitung zuständig ist. Geeignet ist eineASK dann und nur dann, wenn ihr Agenten-Typj für den Anruf
qualifiziert ist – die VDN des Anrufs ist Element der QualifikationQj – und der Anruf innerhalb der zugehörigen
Schicht liegt. Dies drückt die erste Zeile von (3.4) aus. Die zweite Zeile führt einen sehr wichtigen Aspekt ein:
werden zwei Anrufeai, ak dem gleichen Element von̂H zugeordnet,11) dann müssen die Intervalleai undak dis-
junkt sein, sie dürfen sich nicht überschneiden (es sei denn, es handelt sich beiai undak um den gleichen Anruf).
Dies ist die mathematischëUbersetzung dafür, daß kein Agent mehr als einen Anruf gleichzeitig bedienen kann.
Die letzte Zeile,f−1(Ĥ) = {1, . . . , N}, macht noch einmal explizit, daß die Anrufea1, . . . , aN alle zu bedienen
sind. Es wäre auch sinnvoll gewesen, zusätzlich Surjektivität vonf zu fordern (f({1, . . . , N}) = Ĥ), allerdings
ist dies nicht notwendig, denn mit Hinblick auf die gewünschte Kostenminimierung wird eine Hinzunahme von
ASKs zuH , die keinen Anruf bedienen, sowieso nicht erfolgen.

Zur BezeichnungCBS sei noch gesagt, daß diese auf dem englischen Namen des Problems,callstream-based
scheduling, beruht. Ein Teil dieses Kapitels ist in einem Vortrag auf einer internationalen Konferenz [51] präsen-
tiert worden, und es wurde entschieden, den dafür verwendeten NamenCBS beizubehalten. Das deutsche Kürzel
wäreABS, abgeleitet aus

”
anrufstrombasierter Schichtplanung“; im Englischen wirdASK zuASC (agent-shift-

combination).
Als nächstes soll gezeigt werden, daßCBS als eine Variante des ProblemsSETCOVER aus Teil 3.2.6 ange-

sehen werden kann und umgekehrt.

3.3.2 WasSETCOVER mit CBS zu tun hat

Definition 3.3.2(vgl. Notation 3.2.12) Das EntscheidungsproblemCBSdec besteht darin, für eineCBS-In-
stanzcbs und eink ∈ N zu bestimmen, ob es eine LösungH von cbs gibt, deren Kosten nicht größer sind alsk:
ExistiertH zu cbs mit der Eigenschaft (3.4) undc(H) ≤ k?

10) Definition 3.3.1, 4. wurde nur der Vollständigkeit halber aufgeführt. Die Schichten bzw. die MengenRj treten im Weiteren nur noch als
Teile vonASKs auf.

11)
”
Dem gleichen Element von̂H“ bedeutet hier: dem gleichen Agenten in ein und derselben Schicht.
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Das nächste Resultat ist sehr interessant und wichtig füralles Weitere.

Lemma 3.3.3 SETCOVER ist polynomiell reduzierbar aufCBS. Genauer gibt es eine polynomielle Reduk-
tion g vonSETCOVER aufCBS, so daß f̈ur eineSETCOVER-Instanz(U , (Si, ci)i=1,...,m) und ihre Reduktion
g(U , (Si, ci)i=1,...,m) gilt:

a) Jede zul̈assige L̈osung von(U , (Si, ci)i=1,...,m) ist auch zul̈assige L̈osung vong(U , (Si, ci)i=1,...,m) und
hat in beiden F̈allen die gleichen Kosten.

b) Jede zul̈assige L̈osungH vong(U , (Si, ci)i=1,...,m) liefert eine zul̈assige L̈osungI für (U , (Si, ci)i=1,...,m),
deren Kosten≤ c(H) sind. Die Laufzeit zur Erzeugung vonI ausH ist linear inm.

c) Jede optimale L̈osung von(U , (Si, ci)i=1,...,m) ist auch optimale L̈osung vong(U , (Si, ci)i=1,...,m) und um-
gekehrt.

d) (U , (Si, ci)i=1,...,m) undg(U , (Si, ci)i=1,...,m) haben das gleiche Kostenminimum.

Beweis. Es wird das polynomielle Verfahreng, welchesSETCOVER in CBS überführt, angegeben und an-
schließend gezeigt, daßg die genannten Eigenschaften hat.

Zu einer gegebenenSETCOVER-Instanz(U , (Si, ci)i=1,...,m), mit U = {u1, . . . , uN}, konstruiere eine In-
stanzcbs = g(U , (Si, ci)i=1,...,m) vonCBS wie folgt:

1. Wähleτ > 0. Definiere für jedesui ∈ U einen Anrufai mit Startzeittai := i · τ und Endzeittei := tai +
τ

2
;

damit istai das Intervall[i · τ, τ(i + 1

2
)]. Dann hat man

0 < ta1 < te1 < ta2 < te2 < ta3 < · · · < teN−1 < taN < teN < (N + 1)τ

(keine Anrufe, d. h. Intervalle, überschneiden sich, alleAnrufe können hintereinander bedient werden). Setzeui
als VDN zuai, i = 1, . . . , N (die VDNs der Anrufe sind paarweise verschieden, jeder Anruf hat

”
seine eigene“,

exklusive VDN).
Das liefert den Anrufstrom. Das Zeit-Intervall ist[0, (N + 1)τ ].

2. Definierem Agenten-Typen mit den QualifikationenQj := Sj , j = 1, . . . ,m.

3. Einzig mögliche Schicht für alle Agenten-Typen sei diejenige von0 bis (N + 1)τ . Somit gibt es zu jedem
Agenten-Typ genau eineASK,ASKj , dieASKs können mit den Agenten-Typen identifiziert werden. Die Kosten
derASKj seiencj (Kosten vonSj).

Im so erhaltenencbs kann jeder Agenten-Typ/jedeASK alle Anrufe mit VDNs aus seiner/ihrer Qualifikation
bedienen, denn nach Konstruktion finden keine zwei Anrufe gleichzeitig statt. Man sieht leicht, daß für jede Aus-
wahlH ⊆ {1, . . . ,m} von Agenten-Typen/ASKs gilt

H genügt Bedingung (3.4) ⇔ ⋃
j∈H Sj = U .

Es folgt, daß jede zulässige LösungH von cbs eine ebensolche für(U , (Si, ci)i=1,...,m) induziert, nämlich
I = {j | j ∈ H}. I hat die Kosten

∑
i∈I ci, und es gilt

∑
i∈I ci =

∑
j∈H cj ≤

∑
j∈H µH(j) · cj = c(H). Bei

gegebenemH ist µH bekannt. Zur Gewinnung vonI genügt es dann, fürj = 1, . . . ,m zu prüfen, obµH(j) ≥ 1.
Das verlangtO(m) Schritte. Damit ist b) bewiesen.

Andersherum bildet eine zulässige LösungI für (U , (Si, ci)i=1,...,m) eine ebensolche fürcbs; die durchI aus-
gewählten TeilmengenSj , j ∈ I, entsprechen einer Auswahl von QualifikationenQj /ASKsASKj , und wegen⋃

j∈I Sj = U folgt aus der Konstruktion voncbs (disjunkte Anrufe) die Bedienbarkeit aller Anrufea1, . . . , aN
mittels derASKs (ASKj)j∈I . H = I erfüllt dann (3.4). WegenµH(j) = 1 für alle j ∈ H ist c(H) =

∑
j∈I cj .

Also kostetH genausoviel wieI, was der Beweis für a) ist.
Nun folgt c) aus a) und b): SeiI optimale Lösung von(U , (Si, ci)i=1,...,m) und somit zulässig fürcbs. Ange-

nommen, es gibt ein fürcbs zulässigesH ′ mit c(H ′) <
∑

i∈I ci. Dann istI ′ = {j | j ∈ H ′} zulässige Lösung für
(U , (Si, ci)i=1,...,m) und

∑
i∈I′ ci ≤ c(H ′) <

∑
i∈I ci, ein Widerspruch zur Optimalität vonI. Somit ist

∑
i∈I ci

Kostenminimum voncbs undI optimale Lösung voncbs. Ist andererseitsH optimale Lösung voncbs, mußH
eine einfache Menge sein, d. h.µH(j) ≤ 1 für alle j: Gäbe esj ∈ H mit µH(j) ≥ 2, so wärec(H) >

∑
i∈I ci

für I = {j | j ∈ H}. Weil I aber zulässig fürcbs ist, wärec(H) nicht minimal undH deswegen nicht optimal,
ein Widerspruch. Also istH eine einfache Menge, und es giltI = H . I ist dann optimal für(U , (Si, ci)i=1,...,m):
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ein (U , (Si, ci)i=1,...,m)-zulässigesI ′ mit
∑

i∈I′ ci <
∑

i∈I ci = c(H) wäre, wegen a), erneut ein Widerspruch
zur Optimalität vonH .H ist daher auch optimal bzgl.(U , (Si, ci)i=1,...,m). Das schließt den Beweis von c) ab.

d) folgt dann einfach aus a) und c).
Zur Zeitkomplexität des Verfahrensg: Der erste Schritt der Konstruktion benötigtO(|U|) Schritte, der zweite

und dritte erfordern zusammenO(m
∑m

i=1 |Si|) = O(m2 · |U|), das machtO(σ3) insgesamt (vgl. den zweiten
Teil von Definition 3.2.24 und die Bemerkung zuσ danach). Die Reduktion erfolgt daher in polynomieller Lauf-
zeit.

Noch zu zeigen bleibt, daß die beschriebeneÜberführung auchSETCOVERdec aufCBSdec reduziert und
dabei den Bedingungen der Definitionen 3.2.19, 3.2.22 genügt. Sei dazu eineSETCOVER-Instanz gegeben zu-
sammen mit einemk ∈ N, also eineSETCOVERdec-Instanz. Die Reduktion erfolgt, indem mancbs mittelsg
aus derSETCOVER-Instanz generiert,k wird einfach übernommen. Wegen a), b) folgt: hatcbs eine Lösung mit
Kosten≤ k, so auch dieSETCOVER-Instanz, und der Umkehrschluß gilt ebenso.CBSdec undSETCOVERdec

haben also nur solche
”
Ja“-Instanzen, die durch die Reduktion ineinander überf¨uhrt werden (analog für

”
Nein“-In-

stanzen). Damit ist das Lemma bewiesen.

SETCOVER ist NP-vollständig, und so

Korollar 3.3.4 CBS ist NP-vollständig.

Beweis. CBS istNP-schwer nach Lemma 3.2.23, dennSETCOVER ≤p CBS nach Lemma 3.3.3. Zu zeigen
bleibtCBSdec ∈ NP, denn das bedeutetCBS ∈ NP im Sinne von Definition 3.2.22.

Auf eine gegebeneCBS-Instanz(a1, . . . , aN , (ASKjr)) und z ∈ N wird nachstehendes nichtdeterministi-
sches Verfahren angewandt:

1. Wähle zufälligN ASKsASKjr (die paarweise gleich sein dürfen; also Auswahl mit Wiederholung) aus.
Bilde aus diesen das Multi-SetH .

2. SetzeY(j,r,k) := ∅ für jedes(j, r, k) ∈ Ĥ .

3. Wähle zu jedem Anrufai zufällig ein Element(j, r, k) ∈ Ĥ aus und setzeY(j,r,k) := Y(j,r,k) ∪ {i}.

4. Für alle(j, r, k) ∈ Ĥ :

- Prüfe, obvi ∈ Qj für alle i ∈ Y(j,r,k). Falls nicht, gib aus
”
Keine Antwort möglich“ und stoppe.

- Prüfe, obai ∩ al = ∅ für alle i, l ∈ Y(j,r,k), i 6= l. Falls nicht, gib aus
”
Keine Antwort möglich“ und stoppe.

5. Prüfe, ob
∑

(j,r,k)∈Ĥ:Y(j,r,k) 6=∅ cjr ≤ z. Falls ja, gib aus
”
Ja“. Falls nicht, gib aus

”
Keine Antwort möglich“

und stoppe.
Gibt es eine Lösung, die nicht mehr alsz kostet, so kann diese in der Rate-Phase zu Beginn (1. bis 3.) geraten
werden. Im vierten Schritt wird überprüft, ob es sich um eine zulässige LösungH handelt. Falls nicht, stoppt das
Verfahren, ohne eine Entscheidung zu treffen. Im letzten Schritt – wenn vorher nicht abgebrochen wurde – wird
geprüft, ob das nun als zulässig erkannteH die Kostenobergrenzez einhält. Ist dies der Fall, ist klar, daß eine

”
Ja“-Instanz vorliegt, entsprechend die Ausgabe. Ansonsten endet der Prozeß ohne eine Antwort auf die zu ent-

scheidende Frage.
Die Zeitkomplexität der einzelnen Schritte kann wie folgtabgeschätzt werden.

1. O(N ·M) (N = Anzahl der Anrufe,M = Anzahl derASKs).

2. O(N).

3. O(N2).

4. O(N3); N Elemente auŝH , bis zuN Elemente in jedemY(j,r,k), bis zuN Elemente in jedemQj – damit
O(N3) für den ersten Teilschritt; das Prüfen auf paarweise Disjunktheit von bis zuN Intervallen kann inO(N2)

Schritten erfolgen, und dasN -mal (einmal für jedes Element auŝH) ergibt wiederO(N3).

5. O(N).
Insgesamt istO(N · (M +N2)) eine obere Schranke für die Anzahl der Rechenschritte. Da beide,N undM , un-
tere Schranke für die Größes derCBS-Instanz mitN Anrufen undM ASKs sind, ist das Verfahren polynomiell
in s.

Es gibt also einen nichtdeterministischen Algorithmus, der, in polynomieller Zeit, zu einer gegebenen Instanz
eine Lösung rät und ggf. verifiziert, daß diese zulässig ist und die zur Entscheidung stehende Frage positiv beant-
wortet. Das bedeutetCBSdec ∈ NP.
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Das letzte Korollar ist zwar ein interessantes, aber in diesem Zusammenhang sekundäres Resultat. Was nun
folgt, ist von großer Wichtigkeit: Satz 3.2.27 kombiniert mit den Erkenntnissen zur Relation vonSETCOVER
undCBS ergibt

Satz 3.3.5 IstNP 6⊆ DTIME(npoly log(n)), so gibt es keineγ-Approximation zuCBS mit γ <
log2(N)

4
(wo-

beiN die Zahl der Anrufe ist), die in polynomieller Zeit arbeitet.

Beweis. Ein polynomieller Approximations-AlgorithmusAppCBS für CBS mit einer Approximationsgaran-

tieγ <
log2(N)

4
würde einen polynomiellen Approximations-AlgorithmusAppSC für SETCOVER liefern, und

zwar via die polynomielle Reduktion aus (dem Beweis des) Lemma 3.3.3: Konstruiere die entsprechendeCBS-In-
stanz, löse sie mittelsAppCBS und generiere – in linearer Zeit – aus dem ErgebnisH eine LösungI (gemäß Lem-
ma 3.3.3b)) fürSETCOVER. DaI nicht mehr kostet alsH und beide Instanzen dasselbe Kostenminimum haben
(vgl. Lemma 3.3.3d)), ist der Approximationsfaktor vonI nicht höher als der vonH . Deshalb gilt die Approxima-
tionsgarantieγ auch fürAppSC, somit istAppSC eine polynomielleγ-Approximation fürSETCOVER, was im
Widerspruch zu Satz 3.2.27 steht.

Es konnte also bis hierher eingesehen werden, daßCBS inapproximierbar ist in dem Sinne einer fehlenden
Garantie dafür, daß die Kosten einer in polynomieller Zeitberechneten Lösung sich von denen einer optima-
len Lösung um nicht mehr als einen konstanten Faktor unterscheiden, falls nichtNP ⊆ DTIME(npoly log(n)).
Schlimmer noch, es gibt keine bessere Garantie alsΩ(log(N)). Die Approximationsfaktoren können deshalb bei
steigendemN ins Unendliche wachsen. Dies muß bedacht werden, wenn später die Qualität von Lösungen, wel-
che durch im vorliegenden Kapitel entwickelten Methoden berechnet wurden, zu bewerten ist. Doch zunächst
soll dieCBS-SETCOVER-Relation Gegenstand weiterer Untersuchungen sein, womitauch eine Grundlage für
kommende Abschnitte geschaffen wird.

3.3.3 CBS als Variante vonSETCOVER

SETCOVER kann als Spezialfall vonCBS betrachtet werden, d. h. dieSETCOVER-Instanzen sind auch In-
stanzen vonCBS (in etwas anderer Formulierung), das ist die Aussage von Lemma 3.3.3. Nun wird gezeigt, daß
auch die entgegengesetzte Richtung gilt, jedeCBS-Instanz kann in eine fürSETCOVER umgeformt werden.

Man erinnere sich, die Anrufea1, . . . , aN werden als Intervalle verstanden,ai ist das Intervall, in dem der
den Anrufai beantwortende Agent mit diesem beschäftigt ist, und jederAgent kann zu jedem Zeitpunkt nur
einen Anruf bearbeiten (vgl. wieder (3.4), erste Zeile). Die Menge der Anrufe, die ein bestimmter Agent bedient,
muß darum ein Independent Set von Intervallen sein. Das ist der springende Punkt für die folgenden Gedanken.

Rückgreifend auf die in Definition 3.3.1 eingeführten Notationen kann zu jedemASKjr ein Intervall-Graph
(gemäß Definition 3.2.3)Gjr = (Vjr , Ejr) definiert werden:

Vjr := {ai | 1 ≤ i ≤ N, vi ∈ Qj , ai ⊆ [sr, fr]}, Ejr := {{ai, ak} | ai, ak ∈ Vjr , ai ∩ ak 6= ∅}

(Gjr is somit der Intervall-Graph für diejenigen Anrufe/Intervalle, welche Agenten-Typj bedienen kann und die
in seine Schicht[sr, fr] fallen). SeiΓjr := {S ⊆ Vjr | S ist Independent Set inGjr}. Für die MengenS ∈ Γjr

setzec(S) := cjr als ihre Kosten.
Möglicherweise kann durch diese Konstruktion manchesS ⊆ {a1, . . . , aN} in mehrerenΓjr auftreten, evtl.

mit verschiedenen Kosten. Seine
”
Repräsentanten“S1, . . . , Sz werden dann als unterschiedliche Mengen inter-

pretiert.
SetzeA := {a1, . . . , aN} und

F :=
⋃

(j,r):j∈J,r∈Rj
Γjr ,

dann istF ein Multi-Set von TeilmengenS1, . . . , Sq vonA, mit Kostenc1, . . . , cq wie oben beschrieben (wobei
Sι = Sν für ι 6= ν und vielleichtcι 6= cν vorkommen kann).

Lemma 3.3.6A als Universum undF als Familie von Teilmengen liefern eine Instanz vonSETCOVER.
Deren zul̈assige L̈osungen sind auch zulässig f̈ur CBS, deren optimale L̈osungen sind auch optimal für CBS, und
das Kostenminimum ist für beide gleich.
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Beweis. Das Einzige, was problematisch sein könnte, ist die Multi-Set-Eigenschaft vonF . IstF keine einfa-
che Menge, wird sie zu einer solchen reduziert, und zwar durch Bildung vonF ′ := {S | S ∈ F}.12) Kosten von
S ∈ F ′ sindc(S) := min{cι | ι = 1, . . . , q, Sι = S}. Dann ist eindeutig(A,F ′) eineSETCOVER-Instanz.

Die Behauptungen zu den Relationen zulässiger/optimalerLösungen und minimaler Kosten fürSETCOVER
bzw.CBS können leicht eingesehen werden.

Es gibt also auch eine Art Reduktion vonCBS aufSETCOVER, diese wird aber i. A. nicht polynomiell sein.
Auf jeden Fall kannCBS als spezielle Fassung vonSETCOVER angesehen werden,CBS-Instanzen sind (nach
Umformung) enthalten in denen vonSETCOVER.

3.3.4 Modellierung in der Sprache der Linearen Optimierung

Dieser Teil ist eine Fortsetzung der zuletzt angestelltenÜberlegungen. Entsprechend werden die dortigen Nota-
tionen hier weiter benutzt.

Nun kann auchCBS als Lineares Optimierungsproblem (LOP) formuliert werden, ähnlich wie (3.2):

(3.5)
∑q

ν=1 cνxν = min!∑
ν:Sν∋ai

xν ≥ 1 1 ≤ i ≤ N
xν ≥ 0 1 ≤ ν ≤ q.

Dieses LOP ist bereits die relaxierte Version, eigentlich hätte∀ν : xν ∈ {0, 1} verlangt werden müssen. Das Mi-
nimum von

∑q
ν=1 cνxν unter den Bedingungen von (3.5) ist daher i. A. nicht das Kostenminimum der zugehöri-

genCBS-Instanz, sondern eine untere Schranke dafür.
Das duale LOP lautet

(3.6)
∑N

i=1 ui = max!∑
i:ai∈Sν ui ≤ cν 1 ≤ ν ≤ q

ui ≥ 0 1 ≤ i ≤ N.

Die beiden LOPs werden später noch nützlich sein, wenn es darum geht, die Güte approximativer Lösungen kon-
kreterCBS-Instanzen einzuschätzen (durch Bestimmung von Approximationsfaktoren). Vor allem (3.6) kommt
dann ins Spiel; aufgrund der Dualität zu (3.5) ist sein Zielfunktionswert für jedes zulässigeu ∈ R

N nämlich un-
tere Schranke für den minimalen Zielfunktionswert von (3.5), und damit für das Kostenminimum vonCBS.

Zu den Themen LOP und Dualität siehe die Ausführungen in Unterkapitel 3.2.6, vorwiegend Seite 122.
Angemerkt werden muß hier noch, daßq, die Zahl der Teilmengen (evtl. in mehrfacher Zählung) inF , expo-

nentiell inN sein kann, dajedesIndependent Set, habe es nun1, 2, . . . , N Elemente, berücksichtigt wird. Das
primale LOP (3.5) kann daherΩ(2N ) Variablen enthalten, (3.6) dafürΩ(2N ) Nebenbedingungen. Nachstehendes
einfaches Beispiel zeigt, daß tatsächlich um die bzw. über 2N Independent Sets vorliegen können.

Beispiel 3.3.7Seien die Anrufea1, . . . , aN paarweise disjunkt, d. h.{a1, . . . , aN} ist selbst Independent Set,
damit auch jede seiner (nichtleeren) Teilmengen. Das macht2N − 1 Independent Sets. Fünf VDNs a, b, c, d, e
gäbe es, davon treten aber nur a, b, c in den Anrufen auf (d unde sind sehr selten). Vier Agenten-Typen mit den
Qualifikationen{a, b, c}, {a, b, c, d}, {a, b, c, e}, {a, b, c, d, e} sind vorhanden, einzige mögliche Schicht ist die
von Anfang bis Ende des betrachteten Zeitraums; also gibt esvierASKs, jede davon kann theoretisch jeden Anruf
bedienen, und alle seien unterschiedlich teuer. Damit ist die Zahl der Elemente inF (bzw. in F̂ ) das Vierfache
der Anzahl der Independent Sets, mithin4 · (2N − 1) = 2N+2 − 4 = Ω(2N).

Fügt man zusätzliche Agenten-Typen mit QualifikationenQ ⊂ {a, b, c} hinzu, steigt die Zahl|F| noch weiter.

Damit stellt sich die Frage nach der Handhabung von (3.5) bzw. (3.6), denn es gilt zu vermeiden, mit exponen-
tiell vielen Variablen/Ungleichungen arbeiten zu müssen. Es wird sich dabei auf das duale LOP (3.6) konzentriert.
Das Problem ist, Zulässigkeit von Vektorenu ∈ (R≥0)

N bzgl. (3.6) zu überprüfen, ohne alleq = Ω(2N ) Neben-
bedingungen anzusehen. Um diesen Aufwand zu sparen, braucht man einSeparationsorakel, das

a) in polynomieller Zeit entscheidet, obu dual zulässig ist, und

b) falls nicht, verletzte Nebenbedingungen ausgibt.

12) Die ∈-Relation inS ∈ F ist im Sinne von Notation 3.2.1 zu verstehen.
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Seiū = (ū1, . . . , ūN ), ū1, . . . , ūN ≥ 0, gegeben. Setzēui als Gewicht von Intervallai, i = 1, . . . , N . Für je-
desASKjr (für jedesj ∈ J undr ∈ Rj) derCBS-Instanz, die untersucht wird, gehe so vor:

Schritt 1. Berechne zu den Intervallenai ∈ Vjr ein MWISBjr ∈ Γjr .
(Erinnerung: MWIS= maximalgewichtiges Independent Set, vgl. Definition 3.2.4und die anschließenden

Bemerkungen.)

Schritt 2. Prüfe, ob

(3.7)
∑

i:ai∈Bjr
ūi ≤ cjr.

Falls nicht, gib(j, r) als (Index der) verletzten Nebenbedingung aus; weilū in diesem Fall nicht dual zulässig ist,
kann die Prozedur hier abgebrochen werden.

Dies hat eine Zeitkomplexität vonO(MN), bis zuM -mal muß ein MWIS aus einer Famile von≤ N Intervallen
bestimmt werden. Die Berechnung eines MWIS zuN gegebenen Intervallen erfordertO(N) Schritte, evtl. plus
O(N log(N)) Schritte für eine vorhergehende Sortierung, siehe [15]. Die angegebene Methode arbeitet also in
polynomieller Zeit. Liefert sie ein Separationsorakel?

Lemma 3.3.8 ū ∈ (R≥0)
N ist dual zul̈assig dann und nur dann, wenn(3.7) für alleBjr gilt.

Beweis.
“⇒”: Sei j ∈ J undr ∈ Rj . Ist ū dual zulässig, so ist

∑
i:i∈Sν ūi ≤ cν für alleSν ∈ Γjr . WegenBjr ∈ Γjr

gibt es einν mit Bjr = Sν ∈ Γjr undcν = cjr, und daraus folgt (3.7).
“⇐”: Für jedesj ∈ J und aller ∈ Rj istBjr MWIS im Intervall-GraphGjr . Daher gilt

∀ASKjr(∀Sν ∈ Γjr)(
∑

i:ai∈Sν ūi ≤
∑

i:ai∈Bjr
ūi ≤ cjr),

und weilcν = cjr für Sν ∈ Γjr , bedeutet das die duale Zulässigkeit vonū.

Mittels (3.7) erhält man also das gewünschte Separationsorakel, auf das später zurückgegriffen wird.

3.4 Algorithmen zur L ösung vonCBS

Nachdem bereits einige theoretische Resultate zuCBS gewonnen werden konnten, ist nun selbstverständlich ein
Verfahren zu seiner Lösung das Ziel. Ein Ansatz zur exaktenLösung (d. h. Bestimmung eines Optimums) wäre
das LOP (3.5); es ist aber nicht ratsam, dies zu verwenden, weil es exponentiell viele Variablen besitzen kann. Ge-
nerell ist aufgrund der Schwere vonCBS (NP-Vollständigkeit, Inapproximierbarkeit, siehe Korollar 3.3.4 und
Satz 3.3.5) davon auszugehen, daß kein effizienter Algorithmus existiert, der zu beliebigen Instanzen optima-
le Lösungen berechnet. Darum wurde darauf verzichtet, nach einer Methode zur Bestimmung garantiert optimaler
Schichtpläne zu suchen. Stattdessen lag der Fokus auf der Entwicklung von Approximations-Verfahren.

Die im Folgenden beschriebenen Verfahren benutzen einen Algorithmus aus [15] zur Berechnung von MWIS
bzw. MIS von Intervallen. Er benötigtO(n) Schritte für ein MWIS/MIS zun gegebenen Intervallen. Um genau zu
sein: Es wurde eine modifizierte Version dieses Algorithmuseingesetzt.

3.4.1 Ein Greedy-Algorithmus für CBS

Die bekannte Greedy-Prozedur fürSETCOVER, siehe Seite 129, bildet die Grundlage für nachstehenden An-
satz. Dabei wird in jeder Iteration ein Maximum-Independent-Set und dazu die entsprechendeASK ausgewählt.
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AlgorithmusGREEDY-ASK-SELECT

sortiere die Endpunkte der Intervallea1, . . . , aN aufsteigend (wichtig für Zeile 8)
A := {a1, . . . , aN}
H := ∅
do

for j ∈ J do
for all r ∈ Rj do

erstelleVjr := {ai ∈ A | vi ∈ Qj, ai ⊆ [sr, fr]}
berechneYjr := Maximum-Independent-Set im Intervall-Graph zuVjr

(das kann getan werden, ohne den Intervall-Graph aufzustellen)
endfor

endfor
wähle(j′, r′), so daß

cj′r′

|Yj′r′ |
= min{ cjr

|Yjr |
| j ∈ J, r ∈ Rj}

H := H ∪ {(j′, r′)}
speichereYj′r′
A := A \ Yj′r′

while A 6= ∅
return H .

GREEDY-ASK-SELECT endet, sobald alle Anrufe abgedeckt sind (A = ∅). Wegen der durch (3.3) garantierten
Existenz zulässiger Lösungen wird dies auch immer erreicht.

Um die Arbeitsweise vonGREEDY-ASK-SELECT verständlich zu machen, folgt nun

Beispiel 3.4.1Es gebe die drei VDNs1, 2, 3. Ihre Anrufe werden grün, blau bzw. rot dargestellt. Der Anruf-
strom sieht so aus:

0 T .

VDNs
1, 2, 3

Einzig mögliche Schicht ist die von0 bis T ; somit entspricht jedeASK ihrem Agenten-Typ.{1}, {2}, {1, 2},
{1, 3} und{1, 2, 3} sind die vorhandenen Agenten-Typen,13) deren Einsatz Kosten von1, 1, 3, 4 bzw.7 bedeutet.

GREEDY-ASK-SELECT bestimmt nun im ersten Durchlauf der do-while-Schleife für jedeASK ein MIS
von Intervallen. Die Intervalle zu einerASK sind dabei all die Anrufe mit VDNs des zugehörigen Agenten-Typs.
Z. B. haben dieASKs{2} und{1, 3} die gekennzeichneten MIS:

0 T

X X X

X X X

X
MIS für {2}

13) Zur Erinnerung: Ein Agenten-Typ entspricht einer Teilmenge der VDNs. Diese stellt die Qualifikation der Agenten des Typs dar.
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0 T .

X

X X X

X X X X
MIS für {1, 3}

Ein solches MIS stellt eine größtmögliche Anzahl von Anrufen dar, die von der jeweiligenASK bedient werden
können. Nach Bestimmung des MISY zu einerASK ist dessen Größe|Y | bekannt,GREEDY-ASK-SELECT

berechnet dann
c

|Y | , für die Kostenc derASK. Im Beispiel kommt für dieASKs Folgendes heraus.

ASK {1} {2} {1, 2} {1, 3} {1, 2, 3}
Größe des MIS 6 7 9 8 10

Kosten
Größe des MIS

1

6

1

7

1

3

1

2

7

10

Gewählt wird dann dieASK, welche das Kosten-MIS-Größe-Verhältnis minimiert. Das Minimum in der letzten

Zeile obiger Tabelle ist
1

7
beiASK {2}, demzufolge wird{2} der LösungH hinzugefügt. Die Anrufe im MIS

von{2} werden gelöscht bzw. als abgedeckt markiert:

0 T .

× × ×

× × ×

×

Damit ist der erste Durchlauf der do-while-Schleife beendet. Die Situation ist nun, zu Beginn des zweiten Durch-
laufs, dergestalt (noch abzudeckende Anrufe):

0 T .

Wie zuvor werden die MIS der einzelnenASKs bestimmt und ihre Größen zu den jeweiligen Kosten ins Verhält-
nis gesetzt. Die folgende Tabelle zeigt das Ergebnis.

ASK {1} {2} {1, 2} {1, 3} {1, 2, 3}
Größe des MIS 6 1 7 8 9

Kosten
Größe des MIS

1

6
1

3

7

1

2

7

9
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”
Gewinner“ in dieser Runde istASK {1}, wo die letzte Zeile den kleinsten Wert hat. Wiederum werdendie An-

rufe aus dem zugehörigen MIS gestrichen/markiert,

0 T ,

×

× × ×

× ×

und es ergibt sich das Bild

0 T .

Es schließt sich der dritte Durchlauf der do-while-Schleife an. Auf diesen und die weiteren wird hier nicht mehr
eingegangen. Das Prinzip sollte mittlerweile deutlich geworden sein.

Nach insgesamt sechs Iterationen sind alle Anrufe abgedeckt und die Lösung

H = {{2}, {1}, {1, 3}, {2}, {1, 3}, {1, 3}}

festgelegt.H kostet15. Optimale Lösung wäre{{2}, {2}, {1, 3}, {1, 3}, {1, 3}}mit Kosten von14. Der Appro-

ximationsfaktor vonGREEDY-ASK-SELECT für dieses Beispiel ist also
15

14
≈ 1, 07.

Analog zum Greedy-Verfahren fürSETCOVER hat auchGREEDY-ASK-SELECT eine Approximations-

garantieHarmon(ymax), wobeiymax := max{|Sν | | Sν ∈ F} und wiederHarmon(n) =
∑n

k=1

1

k
ist.14) Siehe

dazu Lemma 3.5.1 und die vorhergehendenÜberlegungen auf Seite 147.

Zeitkomplexit ät vonGREEDY-ASK-SELECT

In jeder Iteration der do-while-Schleife verringert sich die Zahl |A| noch nicht abgedeckter Anrufe. Sein deren
Anzahl zu Beginn einer Iteration.M Maximum-Independent-Sets für Intervall-Graphen mit≤ N Knoten werden
berechnet. Man weiß, daß ein MIS für einen Intervall-Graphvonk Knoten inO(k) Schritten bestimmbar ist (eine
aufsteigende Sortierung der Endpunkte der Intervalle vorausgesetzt, sonstO(k log(k)); das ist der Grund für den
ersten Schritt vonGREEDY-ASK-SELECT, der die ZeitO(N log(N)) braucht), siehe z. B. [15]. Darum kostet
eine IterationO(MN). Dann ist die Gesamt-Schrittzahl vonGREEDY-ASK-SELECT O(N log(N)) plus die
Summe der Schritte aller Iterationen, letztere hängt nat¨urlich sehr stark davon ab, wieviele Anrufe in jeder Itera-
tion zusätzlich abgedeckt werden. Seiξ die Zahl der Iterationen undkl die Zahl zusätzlich abgedeckter Anrufe
in Iterationl, l = 1, . . . , ξ. Dann gilt

1 ≤ k1, . . . , kξ ≤ N,
∑ξ

l=1 kl = N, 1 ≤ ξ ≤ N, ξ = |H | =∑(j,r)∈H µH(j, r),

also istξ auch die Anzahl der für die LösungH ausgewähltenASKs (in jeder Iteration kommt eineASK hinzu).

14)F ist wie auf Seite 134 definiert.ymax ist übrigens die Kardinalität des größtenYjr im ersten Durchlauf der do-while-Schleife von
GREEDY-ASK-SELECT.
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Die Anzahl der ausgeführten Schritte ist

O(N log(N)) +
∑ξ

l=0 O(M(N −∑l−1
p=1 kp)) = O(N log(N) +M

∑ξ
l=0(N −∑l−1

p=1 kp));

und es gilt

N log(N) +M
∑ξ

l=1(N −∑l−1
p=1 kp) = N log(N) +M(Nξ −∑ξ

l=1

∑l−1
p=1 kp)

= N log(N) +MNξ −M
∑ξ−1

l=1 (ξ − l)kl

k1,...,kξ≥1−→ ≤ N(log(N) +Mξ)−M
∑ξ−1

l=1 (ξ − l)

= N(log(N) +Mξ)−Mξ
ξ − 1

2
ξ≤N−→ = O(N(log(N) +Mξ)).

Im schlimmsten Fall istξ = N undk1 = · · · = kξ = 1 (jedeASK bedient nur einen Anruf, die Zahl noch nicht
abgedeckter Anrufe sinkt pro Iteration um1), was bis zuO(N(log(N) +MN)) = O(MN2) Schritte bedeutet.

GREEDY-ASK-SELECT ist damit ein Polynomial-Zeit-Algorithmus. Nimmt man stattdessenk1, . . . , kξ ≥ N

β
für ein gewissesβ ∈ N an (z. B.β = 50: jedeASK übernimmt2% der Anrufe oder mehr), bekommt manξ ≤ β
und nicht mehr alsO(N(log(N) +Mβ)) bzw.O(N max{log(N),Mβ}) Schritte. Generell gilt wegen der Ab-
hängigkeit vonξ, je weniger Agenten/ASKs benötigt werden, desto kleiner ist die (asymptotische) Laufzeit;
beispielsweise

• für ξ ≈
√
N : O(NM

√
N);

• für ξ ≤ log2(N): O(NM log(N)).

3.4.2 Modifikationen vonGREEDY-ASK-SELECT

Bei gründlicher Analyse vonGREEDY-ASK-SELECT stellt sich heraus, daß die Berechnung vonYjr für al-
le j ∈ J , r ∈ Rj in jeder Iteration der do-while-Schleife unnötig ist. Falls nämlichYjr ∩ Yj′r′ = ∅, ändert sich
das MIS zuASKjr nicht, d. h. in der nächsten Iteration wirdYjr wieder als dieselbe Menge berechnet. Angenom-
men, dem wäre nicht so. Dann müßte in den Schritten zwischen der Auswahl vonYj′r′ und der Neu-Berechnung
vonYjr eine Veränderung im Intervall-GraphGjr stattgefunden haben, durch die (das letzte)Yjr nicht länger ein
MIS ist. Die einzig mögliche Veränderung ist aber eine Verringerung der Knoten/Anrufe inGjr – vgl. die dritt-
letzte Zeile vonGREEDY-ASK-SELECT, die Zahl der noch verbleibenden Anrufe reduziert sich. Nunbedeutet
Yjr ∩ Yj′r′ = ∅ aber, daß die Anrufe inYjr davon nicht betroffen sind, somit|Yjr | unverändert ist. Die MIS-Ei-
genschaft vonYjr heißt,|Yjr | ist maximal unter den Kardinalitäten aller Independent Sets vonGjr (vor dessen
Änderung). Kann durch die Verringerung der Knoten inGjr ein größeres Independent Set entstanden sein? Nein,
denn zwischen den verbleibenden Knoten inGjr bestehen dieselben Kanten wie vor, war{ai1 , . . . , ail} vor der
Änderung kein Independent Set, so ist es das auch danach nicht. Damit bleibt|Yjr | obere Schranke für die Größe
von Independent Sets undYjr ein MIS.

Es besteht also kein Bedarf einer Neu-Berechnung allerYjr ’s in jeder Iteration. Diese muß lediglich im Fall
Yjr ∩ Yj′r′ 6= ∅ erfolgen.15) GREEDY-ASK-SELECT kann deshalb um die Berechnung einiger MIS verkürzt
werden, jedoch nur um den Preis zusätzlicher Tests

”
Yjr ∩ Yj′r′ 6= ∅?“. Außerdem müssen dieYjr der letzten Ite-

ration gespeichert werden, um sie weiterverwenden zu können. Konkret siehtGREEDY-ASK-SELECT inklu-
sive der genannten Modifikationen so aus:

15)Yjr ∩ Yj′r′ 6= ∅ ist notwendige, nicht hinreichende, Bedingung dafür, daßYjr im veränderten GraphGjr kein MIS mehr ist. U. U. ist
also auch beiYjr ∩ Yj′r′ 6= ∅ die Neu-Berechnung vonYjr vermeidbar. Dies ist allerdings nur aufwändig feststellbar, weshalb die notwen-
dige Bedingung zum Kriterium erhoben wird.
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GREEDY-ASK-SELECT2 (modifizierter AlgorithmusGREEDY-ASK-SELECT)

sortiere die Endpunkte der Intervallea1, . . . , aN aufsteigend
for j ∈ J do

for all r ∈ Rj do
Yjr := ∅

endfor
endfor
A := {a1, . . . , aN}
H := ∅
do

for j ∈ J do
for all r ∈ Rj do

if Yjr = ∅ then
erstelleVjr := {ai ∈ A | vi ∈ Qj, ai ⊆ [sr, fr]}
berechneYjr := Maximum-Independent-Set im Intervall-Graph zuVjr

endif
endfor

endfor
wähle(j′, r′), so daß

cj′r′

|Yj′r′ |
= min{ cjr

|Yjr |
| j ∈ J, r ∈ Rj}

H := H ∪ {(j′, r′)}
speichereYj′r′
A := A \ Yj′r′
for j ∈ J do

for all r ∈ Rj do
if (j, r) 6= (j′, r′) and Yjr ∩ Yj′r′ 6= ∅ then
Yjr := ∅

endif
endfor

endfor
Yj′r′ := ∅

while A 6= ∅
return H .

Die berechneten LösungenH sind die gleichen wie beiGREEDY-ASK-SELECT.
GREEDY-ASK-SELECT2 macht, verglichen mitGREEDY-ASK-SELECT, O(M) zusätzliche Schritte

(für die Initialisierung derYjr zu Beginn) plusO((M − 1)|A|) zusätzliche Schritte16) in jeder Iteration der do-
while-Schleife (für die Tests

”
Yjr ∩ Yj′r′ 6= ∅?“). Andererseits spart man die Neu-Berechnung derjenigenYjr mit

Yjr ∩ Yj′r′ = ∅ ein. Deren Zahl hängt sehr von der konkreten Instanz ab und kann nicht allgemein abgeschätzt
werden,17) damit ist keine generelle Aussage möglich, um wieviele Schritte sich die Zeitkomplexität ändert. Be-
zeichneNl die Summe der Anzahl von Knoten in den Intervall-Graphen derjenigenASKs, für welche dieYjr in
Iterationl nicht neu berechnet werden nmüssen,l = 2, . . . , ξ (natürlichN1 = 0, in der ersten Iteration sind al-
le Yjr zu berechnen). Dann spart manO(Nl) Schritte in Iterationl, insgesamtO(

∑ξ
l=2Nl) Schritte.

Die Aufstellung einer Bilanz ergibt fürGREEDY-ASK-SELECT2

• +O(M) Schritte zu Beginn,

• +O((M − 1)|A|) = O((M − 1)(N −∑l
p=1 kp)) Schritte in Iterationl, l = 1, . . . , ξ − 1, um zu testen,

obYjr ∩ Yj′r′ 6= ∅ (Notationen und Gedanken von Seite 139 werden hier benutzt),

• −O(Nl) Schritte durch Nicht-Neu-Berechnung vonYjr ’s in Iterationl, l = 2, . . . , ξ.

16) Für TeilmengenT1, T2 einerN -elementigen MengeX kann inO(N) Schritten entschieden werden, ob sie disjunkt sind, vorausgesetzt,
die charakteristischen FunktionenχT1

, χT2
sind bekannt: Setzea := 0. Solangea = 0, setzea := χT1

(x) · χT2
(x), wobeix die MengeX

durchläuft.T1, T2 sind disjunkt genau dann, wenn am Endea = 0 ist.
17) Beispiele mit(∀(j, r) 6= (j′, r′))(Yjr ∩ Yj′r′ 6= ∅) als auch solche mit(∀(j, r) 6= (j′, r′))(Yjr ∩ Yj′r′ = ∅) sind denkbar.
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GREEDY-ASK-SELECT2 braucht dann (asymptotisch) weniger Zeit alsGREEDY-ASK-SELECT, falls

∑ξ
l=2Nl > M + (M − 1)

∑ξ−1
l=1 (N −∑l

p=1 kp)

=M + (M − 1)((ξ − 1)N −∑ξ−1
l=1 (ξ − l)kl).

Im schlimmsten Fall (ξ = N , k1 = · · · = kξ = 1, und keine einzige Berechnung einesYjr kann eingespart wer-
den) ist die Schrittzahl beiGREEDY-ASK-SELECT2 gegenüberGREEDY-ASK-SELECT umO(MN2) hö-
her;GREEDY-ASK-SELECT2 ist damit ebenfalls ein Polynomial-Zeit-Algorithmus.

In der Praxis warGREEDY-ASK-SELECT2 schneller alsGREEDY-ASK-SELECT, vgl. Abschnitt 3.6.
Im Mittel dauerteGREEDY-ASK-SELECTmehr als1, 5-mal so lang wieGREEDY-ASK-SELECT2; genau-
er lag der Quotient der mittleren Laufzeiten zwischen1, 5 and1, 9, meistens zwischen1, 6 and1, 8. Daneben zeig-
ten die Tests, daßGREEDY-ASK-SELECTs mittlere Laufzeit mit der Zahl derASKs monoton ansteigt, was bei
GREEDY-ASK-SELECT2 nicht gilt, wo die Schichtlängen einen senkenden Effekt zu haben scheinen.

GREEDY-ASK-SELECT2 wurde zum Standard-Algorithmus für alles Weitere.

Relaxierung der Anforderung anGREEDY-ASK-SELECT

NachdemGREEDY-ASK-SELECT undGREEDY-ASK-SELECT2 in C++ implementiert waren, zeigte sich
bei Anwendung der Programme, daß die zum Ende hin gewähltenASKs (bzw. deren Independent Sets) nur noch
wenige zusätzliche Anrufe abdeckten. Mehr noch, oft enthielten die Lösungen mehrereASKs, denen nur ein ein-
ziger Anruf zugewiesen war. Ohne diese lagen die Anzahl derASKs und die Kosten signifikant niedriger, den-
noch konnten90% der Anrufe oder mehr bedient werden. Dadurch kam die Idee auf, die Algorithmen so umzu-
ändern, daß sie stoppen, sobald ein vorgegebener Anteil aller Anrufe, der durch einπ ∈ [0, 1] bestimmt wird, ab-
gedeckt ist. Es war problemlos, die Verfahren in diese Richtung hin zu modifizieren, die Abbruchbedingung der
do-while-Schleife mußte einfach vonA = ∅ zu |A| ≤ (1− π)N geändert werden. Die entsprechende Zeile

while A 6= ∅

lautet jetzt

while |A| > (1− π)N.

Natürlich sind Lösungen zuπ < 1 strenggenommen nicht zulässig fürCBS, werden doch nicht alle Anrufe
von diesen bedient. Möglicherweise sind aber in der Praxisdie Anforderungen auch nicht immer so starr, es könn-
te genügen, z. B.85% der Anrufe abzudecken. Dies entspräche dem relaxierten ProblemCBSrel(π), das von den
Algorithmen mit der Abbruchbedingung|A| ≤ (1− π)N gelöst wird und dessen Definition lautet:

Definition 3.4.2 Gegeben seiπ ∈ [0, 1]. Das ProblemCBSrel(π), welches hervorgeht ausCBS gemäß Defi-
nition 3.3.1, besteht darin, ein Multi-SetH ⊆ {(j, r) | j ∈ J, r ∈ Rj} zu finden, so daß mindestens(100π)% der
Anrufea1, . . . , aN mit denASKs (ASKjr)(j,r)∈H bedient werden können,

(3.8) (∃W ⊆ {1, . . . , N})
(
(∃f :W −→ Ĥ)

((∀i ∈ W )(f(i) =H (j, r) ⇒ (vi ∈ Qj ∧ ai ⊆ [sr, fr]))
∧ (∀i, k ∈W )(f(i) = f(k) ⇒ (i = k ∨ ai ∩ ak = ∅))
∧ f−1(Ĥ) =W )

∧ |W | ≥ π ·N
)
,

und die Kostenc(H) :=
∑

(j,r)∈H µ(j, r) · cjr minimal sind.

(3.4) aus Definition 3.3.1 wird also durch (3.8) ersetzt. Weil (3.3) aus Definition 3.3.1 auch hier vorausgesetzt
ist – implizit, indem von einemCBS ausgegangen wird – gibt es auch fürCBSrel(π) immer zulässige Lösungen.

Mit π = 1 bzw.1 ≥ π >
N − 1

N
wird CBSrel(π) wieder zuCBS.
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3.4.3 Ein Primal-Dual-Algorithmus

Es wurde festgestellt (Lemma 3.3.6), daßCBS eine Variante vonSETCOVER bildet. Weil es fürSETCOVER
neben dem Greedy-Ansatz auch eine Primal-Dual-Approximation gibt, siehe z. B. [34, Algorithm 15.2, S. 127],
war die Idee naheliegend, eine solche auch fürCBS zu entwickeln, unter Nutzung der bekannten Relation zwi-
schen primalem und dualem LOP, d. h. (3.5) und (3.6).

Prinzip des hier entworfenen Primal-Dual-Algorithmus istdas folgende: für (3.5) und (3.6) werden gleichzei-
tig zulässige Lösungen konstruiert. Dazu wird mit einem dual zulässigenu = (u1, . . . , uN) ∈ (R≥0)

N gestartet
und dieses immer weiter verändert; konkret werden die Werte derui iterativ erhöht, jedoch so, daßu immer dual
zulässig bleibt, d. h. die Ungleichungen in der zweiten Zeile von (3.6) erfüllt bleiben. Dieseq Ungleichungen kor-
respondieren zu den Variablenxν von (3.5) (es gibt eine Bijektion zwischen denxν und den Nebenbedingungen∑

i:ai∈Sν ui ≤ cν). Wird im Verlaufe des Verfahrens eine davon mit Gleichheiterfüllt,
∑

i:ai∈Sν ui = cν , so setzt
man

”
ihr“ xν gleich1, d. h. man wählt diejenigeASK, die zum Independent SetSν gehört,18) für die LösungH

vonCBS aus. Dieui mit ai ∈ Sν werden dann
”
eingefroren“, ihre Werte nicht mehr erhöht.19) Sobald alleui ein-

gefroren sind, bricht der Algorithmus ab. Es gilt dann

• u ist zulässige Lösung von (3.6),

• dasx ∈ {0, 1}q mit xν = 1 ⇔∑
i:ai∈Sν ui = cν ist zulässige Lösung für (3.5),

• die ausgewähltenASKs bilden eine zulässige Lösung vonCBS.

Die Schwierigkeit beim̈Ubertragen der Primal-Dual-Strategie vonSETCOVER aufCBS liegt darin, daß die
TeilmengenSν und ihre Elemente nicht direkt bekannt sind, sondern, anders als beiSETCOVER, erst berechnet
werden müssen. Darum muß der Wertη > 0, um den die dualen Variablenui erhöht werden sollen, ohne dabei
eine der Nebenbedingungen von (3.6) zu verletzen, ebenfalls erst gefunden werden. Konkret ist das folgende Vor-
gehen gefordert:

1. Erhöhe dieui umη, ui := ui + η.

2. Setzteui als Gewicht von Intervallai. Berechne die MWISBjr zu denASKs (vgl. Lemma 3.3.8 und die
Überlegungen davor).

3. Prüfe für jedes der berechneten Independent Sets, ob die zugehörige Nebenbedingung in (3.6) verletzt ist.

4. Tritt eine verletzte Nebenbedingung auf, zieheη von denui wieder ab und verkleinere es.
Änderungen in den Gewichtenui der Anrufe wirken sich auf die MWIS aus. Beachte, daß nicht alle dualen Varia-
blen den gleichen Wert haben (somit nicht alle Anrufe das gleiche Gewicht): nach einigen Schritten des Algorith-
mus werden einige der Anrufeai abgedeckt sein und ihre dualen Variablenui eingefroren, diese werden also nicht
mehr erhöht. Es treten aber mitunter abgedckte und nicht abgedeckte Anrufe im selben MWIS auf.Ändern sich
dann die dualen Variablen, ändern sich die Gewichte einiger Anrufe, während andere konstant bleiben. Dadurch
mag das zu einerASK einst berechnete Independent Set nicht länger das maximalgewichtige sein (z. B. wenn ein
abgedeckter Anrufa mit Gewichtg durch zwei noch nicht abgedeckte Anrufe mit Gewichtenh+ η ersetzt wer-
den kann – wobei2h < g und2(h+ η) > g – die zusammen mehr alsa wiegen nach Erhöhung der dualen Vari-
ablen, aber weniger davor). Aus diesem Grund kann derjenigeWert vonη, der zu keiner Verletzung einer Neben-
bedingung führt, i. A. nicht im Voraus bestimmt werden.20)

Die Justierung vonη spielt also eine wichtige Rolle im Primal-Dual-Algorithmus zuCBS, sie wird als binäre
Suche in einem Intervall implementiert. Seiηlow ein Wert, mit dem definitiv keine Nebenbedingung verletzt wird,
undηhigh einer, mit dem das garantiert passiert, dann liegt das

”
richtige“ η in ]ηlow, ηhigh[ und wird so bestimmt:

a) η :=
ηlow + ηhigh

2
;

b) istη zu groß,ηhigh := η, ist η zu klein,ηlow := η;

c) wiederhole, bis ein geeignetesη gefunden ist.
Für den Algorithmus wirdηlow = 0 benutzt.

18) Vgl. die Herleitung von (3.5), (3.6).
19) Beachte:ui ist eingefroren genau dann, wennai abgedeckt, d. h. einerASK ausH zugeordnet ist.
20) Ein zu kleinesη bedeutet eine hohe Laufzeit, denn 1. – 3. müssen sehr oft wiederholt werden (in jeder Iteration werden die Werte der

dualen Variablen nur marginal erhöht). Daher ist es keine gute Idee, denη-Wert so klein zu wählen, daß garantiert keine Nebenbedingung
verletzt wird.
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Um auszudrücken, daß die Nebenbedingung eines Independent Set mit Gleichheit erfüllt wird, ist folgender
englischer Begriff gebräuchlich, der im Weiteren auch hier verwendet weden soll.

Notation 3.4.3 Eine MengeSν wird tight genannt, falls die zu ihr gehörende Ungleichung
∑

i:ai∈Sν ui ≤ cν
in (3.6) mit Gleichheit erfüllt ist, d. h.

∑
i:ai∈Sν ui = cν .

Das nachstehende Verfahren verwendet implizit das Separationsorakel (3.7), Lemma 3.3.8 garantiert, daß ver-
letzte Nebenbedingungen als solche identifiziert werden.

Primal-Dual-AlgorithmusPDA

sortiere die Endpunkte der Intervallea1, . . . , aN aufsteigend
A := {a1, . . . , aN}
Z := ∅ (Menge der bisher abgedeckten Anrufe)
H := ∅
u := (0, . . . , 0) (Nullvektor ausN Komponenten)
w := u
ηhigh := max{Kosten derASKs}
η := ηhigh
do

for i ∈ {ι | aι /∈ Z} do
ui := ui + η
Gewicht vonai := ui

endfor
K := ∅ (Menge von Kandidaten)
for j ∈ J do

for all r ∈ Rj do
erstelleVjr := {ai ∈ A | vi ∈ Qj , ai ⊆ [sr, fr]}
berechneBjr := maximalgewichtiges Independent Set im Intervall-Graph zuVjr

(das kann getan werden, ohne den Intervall-Graph aufzustellen)
if Bjr ⊆ Z then

erstelleV jr := {ai ∈ A \ Z | vi ∈ Qj, ai ⊆ [sr, fr]}
berechneBjr := maximalgewichtiges Independent Set im Intervall-Graph zuV jr

endif
if Nebenbedingung zuBjr in (3.6) ist verletztthen

goto♠
endif
if Bjr ist tight then
K := K ∪ {(Bjr, (j, r))} (füge dieASK und ihr Independent Set der Kandidaten-Liste hinzu)

endif
endfor

endfor
♠ if eine verletzte Nebenbedingung wurde entdecktthen

u := w
ηhigh := η

η :=
η

2
else
w := u
if K = ∅ then
η :=

η + ηhigh
2

if ηhigh = η then
ηhigh := 2 · ηhigh

endif
endif
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while max{|S ∩ (A \ Z)| | S ist ein inK gespeichertes Independent Set} > 0
bestimmeSmax ausK mit

|Smax ∩ (A \ Z)| = max{|S ∩ (A \ Z)| | S ist ein inK gespeichertes Independent Set}
bestimme dieASKjr zuSmax

H := H ∪ {(j, r)}
speichereSmax bzw.Smax ∩ (A \ Z)
Z := Z ∪ Smax

endwhile
endif

while Z 6= A
return H .

u ist der Vektor der dualen Variablenu1, . . . , uN ,w ist ein Hilfsvektor zu dem Zweck,u im Falle einer verletzten
Nebenbedingung auf die letzten dual zulässigen Werte zur¨uckzusetzen.21) w bleibt immer dual zulässig,u ist es
zu Beginn/Ende jeder Iteration. In der do-while-Schleife werden als Erstes die (nicht eingefrorenen) dualen Vari-
ablenui erhöht, anschließend die MWISBjr zu denASKs berechnet. Um zu verhindern, daß ein solches Inde-
pendent Set nur abgedeckte Anrufe enthält, wurden die Zeilen

if Bjr ⊆ Z then
erstelleV jr := {ai ∈ A \ Z | vi ∈ Qj, ai ⊆ [sr, fr]}
berechneBjr := maximalgewichtiges Independent Set im Intervall-Graph zuV jr

endif

eingebaut: liegen inBjr (berechnet als MWIS im Intervall-Graph zuVjr) nur abgedeckte Anrufe, wird es zurück-
gewiesen und neu berechnet als MWIS von ausschließlich nicht abgedeckten Anrufen. Die Zeile

goto♠

bricht die do-while-Schleife ab, sobald eine verletzte Nebenbedingung gefunden ist (in dem Fall machen weitere

Iterationen keinen Sinn) und löst ein Herabsetzen vonη aus,η :=
η

2
. Abgesehen von dieser Situation wirdη dann

und nur dann modifiziert – d. h. erhöht – wenn weder eine verletzte Nebenbedingung noch eine tight-Menge auf-
trat. Tight-Mengen liefern zunächst nur Kandidaten, welche für die Aufnahme in die LösungH in Frage kommen.
H um jedeASK zu erweitern, deren MWISBjr tight wird, würde viel

”
Überschuß“ verursachen mit dem einzi-

gen Effekt einer Aufblähung vonH und Steigerung seiner Kosten, denn nicht abgedeckte Anrufeliegen in der Re-
gel in mehr als einer tight-Menge: Werden in einer IterationmehrereBjr tight, sagen wirB1, . . . , Bx, so bringen
manche davon keinen echten Zugewinn in Form von noch nicht abgedeckten Anrufen, weilBt ⊆ ⋃o 6=tB

o für ei-
niget ∈ {1, . . . , x}. Darum ist eine Hinzunahme vonBt’s ASK zuH überflüssig. Solche unerwünschten Erwei-
terungen vonH werden abgefangen durch den Teil

while max{|S ∩ (A \ Z)| | S ist ein inK gespeichertes Independent Set} > 0
bestimmeSmax ausK mit

|Smax ∩ (A \ Z)| = max{|S ∩ (A \ Z)| | S ist ein inK gespeichertes Independent Set}
bestimme dieASKjr zuSmax

H := H ∪ {(j, r)}
speichereSmax bzw.Smax ∩ (A \ Z)
Z := Z ∪ Smax

endwhile.

DieASK mit den meisten nicht abgedeckten Anrufen in ihrem MWIS wirdals erste inH aufgenommen (die von
ihr neu abgedeckten Anrufe werden als abgedeckt markiert),und solch eineASK wird nach jeder Erweiterung
vonH neu bestimmt, bis es keinen Kandidaten mehr gibt, der weitere Anrufe abdeckt.

21) Alternativ ließe sich das Zurücksetzen erreichen durch Befehleui := ui − η für alle zu nicht abgedeckten Anrufen gehörendenui. Doch
diese Variante ist ungünstig, denn sie kann zu numerischenProblemen führen (Auslöschung), besonders beiui-Werten nahe0. Generell ist
es vom numerischen Standpunkt aus ratsam, Additionen/Subtraktionen so weit als möglich zu vermeiden, siehe [9, S. 18ff.].
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PDAs (asymptotische) Laufzeit kann kaum abgeschätzt werden,denn es ist unklar,

• wie oft η zu ändern ist, bevor es einen Wert erreicht, der zu keiner verletzten Nebenbedingung führt;

• wie oft η dann zu denui’s addiert werden muß, bevor ein MWIS tight wird (inzwischenmagη sich wieder
geändert haben);

• wieviele nicht abgedeckte Anrufe ein tight-gewordenes Independent Set umfaßt;

• wieviele Independent Sets auf einen Schlag tight werden.

Seiψ eine obere Schranke für die Zahl der Iterationen der do-while-Schleife, die zwischen zwei aufeinanderfol-
genden Ereignissen

”
ein Independent Set wird tight“ stattfinden. Im schlimmstenFall deckt jedes Independent Set

nur einen zusätzlichen Anruf ab, dann sindN Versuche, das nächste Independent Set tight zu machen, vonnöten,
um alle Anrufe abzudecken. Jeder Versuch braucht bis zuO(ψMN) Schritte (ψ malM MWIS für bis zuN In-
tervalle22) werden berechnet). InsgesamtN ·O(ψMN) = O(ψN2M) plusO(N log(N)) (für das Sortieren am
Anfang) Schritte sind nötig, d. h.O(ψN2M) Schritte, mit unbekanntemψ, wie oben dargelegt wurde. Verglichen
mit GREEDY-ASK-SELECT, der höchstensO(N2M) Schritte braucht, istPDA der schlechtere Algorithmus
im Hinblick auf die (asymptotische) Laufzeit im schlimmsten Fall, und zwar wegenψ ≥ 1 (wahrscheinlich sogar
ψ ≫ 1). Wie langePDA,GREEDY-ASK-SELECT undGREEDY-ASK-SELECT2 tatsächlich dauern, kann
nur anhand von praktischen Tests beurteilt werden.

Ein Vorteil vonPDA sollte erwähnt werden: er stellt nicht nur eine LösungH bereit, sondern darüber hinaus
und ohne weitere Rechenarbeit einen Approximationsfaktorκ, wohingegen dieser bei den Greedy-Methoden se-
parat bestimmt werden muß. WeilPDA den dualen Variablen Werte zuweist und am Ende eine zulässige Lösung
für (3.6) produziert hat, istκ direkt im Anschluß an das Verfahren berechenbar als

κ :=

∑
(j,r)∈H cjr
∑N

i=1 ui

(vgl. (3.9) im nächsten Abschnitt). Der Nenner ist eine untere Schranke für das Kostenminimum zulässiger Lösun-
gen vonCBS – vgl. (3.5), (3.6) und den begleitenden Text – weshalbκ obere Schranke für das Verhältnis der Ko-
sten der LösungH zu denen einer optimalen Lösung bildet;H kostet höchstensκ-mal soviel wie das Optimum.

Und schließlich kann auchPDA dahingehend modifiziert werden, daß esCBSrel(π) (siehe Seite 142) statt
CBS löst. Dazu ist nichts weiter erforderlich als die Ersetzung der vorletzten Zeile

while Z 6= A

durch

while |Z| < π|A|.

3.5 Evaluation

Nachdem nun Algorithmen zur Berechnung zulässiger – i. A. nicht optimaler – Lösungen zuCBS vorhanden sind,
soll es hier darum gehen, deren Ergebnisse zu bewerten.

3.5.1 Dual Fitting

Für eineCBS-Instanzcbs und deren LösungH gemäßGREEDY-ASK-SELECT,GREEDY-ASK-SELECT2
oderPDA wird der Approximationsfaktorκ gesucht, also der Faktor, um den sichH ’s Kosten von denen einer
optimalen Lösung maximal23) unterscheiden; siehe auch Definition 3.2.10. Dazu dient dasduale LOP (3.6), siehe
Seite 135. Wie schon angesprochen ist der Zielfunktionswert jedes für (3.6) zulässigenu untere Schranke für das
Kostenminimum voncbs.

22) Beachte, daß hier, anders als beiGREEDY-ASK-SELECT, GREEDY-ASK-SELECT2, die Zahl der Anrufe/Intervalle, aus denen
die Independent Sets zu bilden sind, nicht sinkt: Das MWIS einerASK kann sehr wohl auch abgedeckte Anrufe enthalten.

23) Die minimalen Kosten sind dabei i. A. unbekannt, denn ihre Bestimmung käme einer exakten Lösung vonCBS gleich. Somit kannκ
nicht als exakter Faktor zwischen Minimum und erreichtem Zielfunktionswert berechnet, sondern nur als obere Schrankedafür angegeben
werden.
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Ziel ist es, ein möglichst gutes̄u ∈ (R≥0)
N zu finden und daraus dannκ als

(3.9) κ :=

∑
(j,r)∈H cjr
∑N

i=1 ūi

zu berechnen. Wegen
∑N

i=1 ūi ≤ cbsmin für das Kostenminimumcbsmin von cbs ist κ ≥
∑

(j,r)∈H cjr

cbsmin
, damit

kann folgende Garantie ausgesprochen werden:

Die Kosten der gefundenen LösungH betragen nicht mehr als(κ · 100)% der minimalen Kosten.

ū ist umso besser, je höher
∑N

i=1 ūi, denn umso kleiner wirdκ und desto besser die Garantie. Am besten wäre es,
(3.6) komplett zu lösen und damit ein optimalesū sowie ein minimalesκ zu generieren. Das ist aber zu aufwändig,
aufgrund der hohen Anzahlq von Nebenbedingungen.24) Darum sind Strategien gefragt, dieūi mit Werten zu be-
legen, welche mit vertretbarem Aufwand zu möglichst großem

∑N
i=1 ūi führen.

Verteilung der Werte auf die ūi

Die erste der betrachteten Strategien geht zurück auf die analoge Problemstellung beiSETCOVER. Sie kann al-
lerdings nur im Zusammenhang mitGREEDY-ASK-SELECT/GREEDY-ASK-SELECT2 angewandt wer-
den, nicht fürPDA, denn sie ist auf das Auswahlkriterium der Greedy-Methode abgestimmt.

SeiYj′r′ ein MIS von Anrufen, das zu einer inGREEDY-ASK-SELECT (Zeile 11) ausgewähltenASKjr

gehört. Es wird̄ui :=
cj′r′

|Yj′r′ |
gesetzt für allēui mit ai ∈ Yj′r′ , die Kosten vonYj′r′ (bzw.ASKjr) werden auf die

darin liegenden Anrufeai (bzw. deren duale Variablen̄ui) gleichmäßig verteilt. Dann gilt

∑
i:ai∈Sν ūi ≤ Harmon(|Sν |)cν

für alleSν ∈ F , wobeiHarmon(n) =
∑n

k=1

1

k
. ū ist dann also nicht unbedingt dual zulässig, um das zu errei-

chen, genügt es,̄u durchHarmon(ymax) zu teilen, fürymax = max{|Sν| | Sν ∈ F}. Mit dieser Strategie ist es
möglich, für den Approximationsfaktorκ ≤ Harmon(ymax) zu garantieren. Die Herleitung und weitere Details
können, fürSETCOVER, in [20, S. 613 – 617] nachgelesen werden, dortige Ergebnisse wurden in dieCBS-Si-
tuation übersetzt.

Die Werte können den̄ui innerhalb vonGREEDY-ASK-SELECT bzw.GREEDY-ASK-SELECT2 zuge-

wiesen werden, diëAnderung von̄u zu
ū

Harmon(ymax)
erfolgt danach. Der Rechenaufwand (Zeitkomplexität) ist

gering und wird von demjenigen fürGREEDY-ASK-SELECT dominiert:N Wertzuweisungen, dann evtl. Test
auf duale Zulässigkeit (was eigentlich nicht Teil der hierbesprochenen Aufgabe ist), die Bestimmung vonymax

kann in der ersten Iteration vonGREEDY-ASK-SELECT erfolgen, ansonsten kostet sieO(MN), bleiben noch
die Berechnung vonHarmon(ymax) und Division dadurch – machtO(N) (oderO(MN)) Schritte.

Wegenκ ≤ Harmon(ymax), ln(N) ≤ Harmon(N) ≤ 1 + ln(N) undymax ≤ N hat man

Lemma 3.5.1 Für GREEDY-ASK-SELECT undGREEDY-ASK-SELECT2 ist γ = ln(N) + 1 Appro-
ximationsgarantie.25)

Eine weitere obere Schranke fürκ ist fmax = max{|{ν | Sν ∈ F , Sν ∋ ai}| | i = 1, . . . , N}, das Maximum
der Häufigkeiten der Anrufe in allen Independet Sets, vgl. Seite 129. Die entsprechende Approximationsgarantie
γ = fmax wird aber i. A. schlechter sein alsln(N) + 1, dennfmax = Ω(2N ) ist möglich. Beispiel 3.3.7 auf Sei-
te 135 bietet einen solchen Fall: jeder Anruf ist in4 · 2N−1 = 2N+1 Independent Sets enthalten.

24) Anders als beim bloßen̈Uberprüfen eines gegebenenu auf Zulässigkeit, was per Separationsorakel in polynomieller Zeit getan werden
kann, sind bei der Suche nach einem optimalenu, z. B. mittels Simplex-Methode, alle Nebenbedingungen zu beachten, nicht nur eine verhält-
nismäßig kleine Auswahl davon.

25) Es gibt Beispiele, siehe [34, Example 2.5, S.17], die zeigen, daß eine bessere Approximationsgarantie alsHarmon(N) ≈ ln(N) + 1
für den Greedy-Algorithmus zuSETCOVER nicht erreichbar ist. Dies überträgt sich auf die hiesigen Greedy-Verfahren fürCBS.
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Nachstehend werden einige Varianten zur Generierung vonū beschrieben, welche darauf beruhen, daß die Ne-
benbedingungen von (3.6) auf Independent Sets eines Intervall-Graphen basieren. Alle Strategien verlangen zu-
sätzlichen Rechenaufwand, es müssen für jedesai die (maximale) Nachbarschaft

Nb(i) := {ak | k 6= i, ak ∩ ai 6= ∅}
und das Minimumεi := min{cjr | ai ∈ Vjr} bestimmt werden (dieNb(i) benötigenO(N log(N)) Schritte,
dieεi kostenO(MN)). Sobald diese bekannt sind, wird nach einer der folgenden Strategien verfahren.

• Suchei′ ∈ {1, . . . , N} mit εi′ = max{εi | 1 ≤ i ≤ N}, setzeūk := εk für alle k mit ak ∈ Nb(i′) ∪ {i′}
(AufwandO(N)).

• Suchei′ ∈ {1, . . . , N} mit εi′ +
∑

k:ak∈Nb(i′) = maxi(εi +
∑

k:ak∈Nb(i)) und setzēuk := εk für alle k

mit ak ∈ Nb(i′) ∪ {i′} (AufwandO(
∑N

i=1 |Nb(i)|) = O(N2)).

• Suchei′ ∈ {1, . . . , N} mit |Nb(i′)| = maxi |Nb(i)| und setzēuk := εk für allek mit ak ∈ Nb(i′) ∪ {i′}
(AufwandO(N)).

• Setzēui :=
εi

N − |Nb(i)| für i = 1, . . . , N .

Es ist klar, daß̄ui ≤ εi für alle i gelten muß, damit duale Zulässigkeit gegeben ist. Die letzte der angegebenen
Strategien stellt sicher, daß̄u dual zulässig ist: istai Element des Independent SetSν , muß|Sν | ≤ N − |Nb(i)|
sein, somit

∑
i:ai∈Sν ūi =

∑
i:ai∈Sν

εi
N − |Nb(i)| ≤

∑
i:ai∈Sν

εi
|Sν | ≤ cν . Die anderen Varianten gewährleisten

dies nicht, denn es kannak, al ∈ Nb(i′) geben mitak ∩ al = ∅, somit beide evtl. im selben Independent SetSν

mit cν = εk = εl < εl + εk = ūk + ūl. Dafür sind höhere Werte der̄ui und für
∑N

i=1 ūi zu erwarten. Alle Me-
thoden außer der letzten arbeiten nach dem Greedy-Prinzip.

Neben dem Vorgehen nach einer Strategie für die Werte derūi ist es natürlich auch möglich, diese zufällig zu
setzen. Zu jedemi ∈ {1, . . . , N} werde dazu per Zufallsgenerator eine Zahlūi ∈ [0, εi] erzeugt. Die duale Zu-
lässigkeit ist dabei nicht gesichert.

Tying – Verbesserung eines̄u

Nachdem̄u festgelegt wurde (gemäß irgendeinem Vorgehen), kann mittels (3.7) seine duale Zulässigkeit getestet
werden. Dazu sind erst dieBjr zu berechnen, mit den̄ui als Gewichten derai. Wenn das geschehen ist, erreicht
man durch einen einfachen Trick, daß

a) ū dual zulässig ist/wird und

b) der Zielfunktionswert
∑N

i=1 ūi so weit verbessert wird, wie es (3.7) erlaubt.
Definiere dazu

α := minBjr
{ cjr∑

i:ai∈Bjr
ūi

|∑i:ai∈Bjr
ūi 6= 0}.

Anschließend multiplizierēu mit α, d. h.ū := α · ū. Dann gilt:
1. DieBjr bleiben maximalgewichtige Independent Sets auch bzgl. derneuen Gewichtēui, denn alle Gewich-

te von Intervallen bzw. Independent Sets ändern sich nur umein und denselben Faktorα > 0, was bedeutet, ihre
Rangfolge bzgl.≤ bleibt erhalten. Ist ein Independent Set also vor der Multiplikation maximalgewichtig, so auch
danach.

2. Wegen 1. gilt weiterhin

ū dual zulässig ⇔ für alleBjr ist (3.7) erfüllt.

3. ū genügt (3.7) für alleBjr gemäß Festlegung vonα; es ist also dual zulässig. Das sieht man so ein: entweder∑
i:ai∈Bjr

ūi = 0 =
∑

i:ai∈Bjr
α · ūi ≤ cjr oder

∑
i:ai∈Bjr

α · ūi = α ·∑i:ai∈Bjr
ūi ≤

cjr∑
i:ai∈Bjr

ūi
·∑i:ai∈Bjr

ūi = cjr .

Für mindestens einBjr wird dabei (3.7) mit Gleichheit erfüllt.
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4. Warū vor der Multiplikation mitα nicht dual zulässig, so folgtα < 1, und die Multiplikation mitα hat die
duale Zulässigkeit erst hergestellt. Anderenfallsα ≥ 1, und der Zielfunktionswert

∑N
i=1 ūi wurde durch die Mul-

tiplikation mitα soweit vergrößert,wie dies durch eine Skalarmultiplikation überhaupt möglich war. In jedem Fall
gilt für das

”
neue“ū: (1 + δ)ū ist für beliebigesδ > 0 nicht dual zulässig,(1 + δ)ū erfüllt nicht (3.7).

5. α zu bestimmen erfordert einen Aufwand vonO(MN); es ist ja eine Anwendung des Separationsorakels.
Durch die Multiplikation mitα kann ein nach einer beliebigen Strategie erzeugtesu ∈ (R≤0)

N in den Zuläs-
sigkeitsbereich von (3.6) verschoben werden bzw. soweit verbessert, bis es gerade noch dual zulässig ist. Eine
solche Multiplikation, diēu auf den Rand des Zulässigkeitsbereichs von (3.6) verlegt,wird Tyinggenannt.26)

Die soeben vorgestellte Methode des Tying ist noch recht simpel, es wird der gesamte Vektorūmit dem Mini-
mumαmultipliziert. Dadurch bekommen diēui und

∑N
i=1 ūi vielleicht unnötig kleine Werte. Man stelle sich vor,

(3.7) wäre für alle MWIS bis auf einB′
jr erfüllt, dieses enthält

N

10
Anrufe, undα wird als

1

2
berechnet. Der Ziel-

funktionswert wird dann halbiert, obwohl es genügt hätte, den Faktor
1

2
auf ein Zehntel der Elemente anzuwen-

den, was einen Zielfunktionswert
1

2

∑
i:ai∈B′

jr
ūi +

∑
i:ai /∈B′

jr
ūi >

1

2

∑N
i=1 ūi ergibt. Es ist also sinnvoll, für je-

desBjr einen eigenen Faktor anzuwenden. Dies wird umgesetzt in derMethode desadaptiven Tyings:
i. SetzeO := {(j, r) | j ∈ J, r ∈ Rj}.

ii. Setzeūi als Gewicht vonai, i = 1, . . . , N .

iii. Berechne dieBjr für alleASKjr mit (j, r) ∈ O. Zu jedem dieserBjr mit
∑

i:ai∈Bjr
ūi 6= 0 bestimme

αjr :=
cjr∑

i:ai∈Bjr
ūi
.

Falls
∑

i:ai∈Bjr
ūi = 0, setzeαjr := ∞.

iv. Bestimmeα := min{αjr}.

v. Istα > 1, setzēu := α · ū.

vi. Istα < 1, sucheB′
jr mit αjr = α. Setzēui := α · ūi für alle imit ai ∈ B′

jr . SetzeO := {(j, r) | αjr < 1}
und gehe zu ii.
Von i. bis v. entspricht dies dem einfachen Tying, entsprechend gelten alle weiter oben gemachten Aussagen auch
hier, falls nach dem ersten Durchgangα ≥ 1. Beiα < 1 wird einB′

jr bestimmt, für dasαjr minimal ist, und eine
Anpassung der Gewichte/dualen Variablenūi mit dem Faktorα vorgenommen. Dies stellt sicher, daßB′

jr (3.7)
genügt. Allerdings macht diëAnderung nur eines Teils der Gewichte es notwendig, die MWISBjr neu zu berech-
nen, anders als im Fall des einfachen Tyings. Die(j, r) mit αjr ≥ 1 können unberücksichtigt bleiben, für diese
wird (3.7) weiterhin erfüllt sein, auch mit u. U. anderem MWIS.27) Darum die Nutzung der MengeO, die angibt,
für welcheASKjr das jeweilige MWIS zu berechnen ist.Omag über mehrere Iterationen hinweg gleich viele Ele-
mente haben, seine Kardinalität wird aber nie ansteigen, denn ein(j, r), das ausO herausfällt, wird nicht wieder
hinzugefügt. In jeder Iteration sinkt die Zahl der Independent Sets, deren Nebenbedingung in (3.6) verletzt ist,
um mindestens1, das Verfahren endet demnach irgendwann mit dual zulässigemū.O(|O| ·N) Schritte kostet ei-
ne Iteration dabei. Allerdings ist nicht abschätzbar, wieviele Iterationen insgesamt zu erwarten sind, denn für je-
deASKjr können mehrere Independent Sets existieren, deren Gewicht die zulässige Schranke übersteigt. Wird
eins davon in v. tight gemacht, muß das nicht bedeuten, daß die anderen dann ebenfalls (3.7) erfüllen. Es kann nö-
tig sein, alle Independent Sets zu einerASKjr, die paarweise nicht ineinander enthalten sind, in vi. zu behandeln.
Deren Anzahl ist möglicherweise exponentiell inN ,28) weswegen die Laufzeit nicht polynomiell beschränkt ist.

Am Ende des adaptiven Tying istα ≥ 1; α > 1 nur dann, wenn dies bereits nach dem ersten Durchlauf der
Fall ist.

26)
”
Tying“ deshalb, weil mindestens einBjr dadurch tight wird.

27) Eine Nebenbedingung
∑

i ūi ≤ cjr, die eingehalten wird, bleibt dies auch, wenn evtl. einige der ūi kleinere Werte erhalten.
28) Sei beispielsweiseN = 2k, k gerade, und alle Teilmengen der Größek Independent Sets. Diese sind dann paarweise nicht ineinander

enthalten, ihre Anzahl ist

(2k
k

)
=

2k(2k − 1)(2k − 2) · · · (k + 1)

k(k − 1)(k − 2) · · · 2 =
2

k
2

(
k
2

)
!
(2k − 1)(2k − 3)(2k − 5) · · · (k + 1) ≥ 2

k
2 · 2k−3 = Ω(2

3
4
N ).
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Zusammenfassung Dual Fitting

Ziel ist es, zu einer LösungH einerCBS-Instanzcbs einen Approximationsfaktorκ gemäß (3.9) zu bestimmen,
der eine Aussage über die Güte vonH erlaubt. BeiGREEDY-ASK-SELECT undGREEDY-ASK-SELECT2
kann ohne Weiteresκ ≤ ln(N) + 1 versprochen werden, jedoch sind kleinere Werte gewünscht. Umκmöglichst
genau schätzen zu können, werden dual zulässigeū mit großem

∑N
i=1 ūi gesucht. Das Schema zur Bestimmung

vonκ lautet:

A. LöseCBS.

B. Verteile Werte auf diēui, i = 1, . . . , N (evtl. bereits in A. integriert).

C. Führe das Tying, einfach oder adaptiv, vonū aus.

D. Berechneκ gemäß (3.9) und gib es aus.

Der AlgorithmusPDA ist ebenfalls ein Verfahren des Dual Fitting, er liefert sowohl eine Lösung zur vorgege-
benenCBS-Instanz als auch ein dual zulässigesū, für welches bereits einige Independent Sets tight sind (Tying ist
deshalb nicht mehr nötig). Diesesū kann für den Approximationsfaktorκ verwendet werden, aber auch jede an-
dere zulässige Lösung von (3.6). Abgesehen vom Aufwand spricht also nichts dagegen, das obige Verfahren auch
für PDA von A. bis D. durchzuziehen, z. B. um ein besseresκ zu erreichen.

Im Allgemeinen ist keine Aussage darüber möglich, welcheStrategie das (nach Tying) besteū liefert. Des-
wegen ist es sinnvoll, mehrere Strategien parallel auszuprobieren, um erst am Ende die verschiedenenū zu ver-
gleichen und dasjenige auszwählen, welches den niedrigsten Wertκ (siehe (3.9)) hergibt.

3.5.2 Problemgeneratoren

Nachteil des Dual Fitting ist, daßκ i. A. nur als obere Schranke für den Quotienten

Kosten der berechneten Lösung
Kosten einer optimalen Lösung

angegeben werden kann, da der Nenner nicht genau bekannt ist. Deshalb wurden Problemgeneratoren entwickelt,
welcheCBS-Instanzen mit bekannter optimaler Lösung bereitstellensollen, welche dann durch die Algorithmen
zu lösen sind. Dies erlaubt dann exakte Approximationsfaktoren, denn mit Kenntnis der optimalen Lösung geht
natürlich auch das Wissen um deren genaue Kosten einher.

Die Erzeugung der Instanzen ist so gedacht: Es sei ein Multi-SetHg von (Indizes von)ASKs – die bekannte
optimale Lösung – vorgegeben, dazu ist ein Anrufstrom zu konstruieren, der von den inHg angegebenenASKs
optimal bedient wird gemäß den Konditionen von Definition 3.3.1. Diese Idee wurde auf zwei Arten verwirklicht:

• mittels exklusiver VDNs,

• per
”
Linien-Ansatz“.

Aufbau eines geeigneten Anrufstroms mit exklusiven VDNs

Sei eine MengeX vonASKs gegeben sowieHg mit {ASKjr | (j, r) ∈ Hg} ⊆ X (Hg evtl. ein Multi-Set); mög-
licherweise auch nurX , aus dem manHg dann per Zufall oder sonstwie zusammenstellt.29) Weise jedem Element
(j, r, k) in Ĥg eine exklusive neue, noch nicht vergebene, VDNvjrk zu, so daß die Abbildung(j, r, k) 7−→ vjrk
injektiv und total ist. Kreiere dann zu jedem(j, r, k) ∈ Ĥg ein Independent Set von Anrufen, in dem minde-
stens ein Anruf die VDNvjrk hat; die anderen VDNs sind beliebig, müssen aber zur Qualifikation derASKjr

gehören. Anschließend vereinige die erstellten Independent Sets, was den Anrufstrom ergibt. Die so erzeugte
CBS-Instanz aus dem Anrufstrom und derASK-MengeX hatHg als einzige optimale Lösung: jedeASKjr mit
(j, r) ∈ Hg mußµHg (j, r)-mal ausgewählt werden (erzwungen durch die exklusiven VDNs), mehr/andereASKs
sind nicht nötig. Einzige Voraussetzung dafür ist, daß alleASK-Kosten positiv sind, was in Definition 3.3.1 aber
bereits allgemein festgelegt wurde.

29) Die EingabenX,Hg sind auch Ausgangspunkt für den Linien-Ansatz.
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Aufbau eines geeigneten Anrufstroms entlang”Linien“

Der Linien-Ansatz, der auf Professor Stefan Funke zurückgeht, hat seinen Namen wegen der Idee, alle Anrufe auf
gewissen

”
Linien“ anzuordnen. Das Grundprinzip ist im folgenden Bildillustriert; die den verschiedenenASKs

(verschiedenen Elementen von̂H) zugeordneten Anrufe sind als Intervalle gezeichnet; gleiche Farben bedeuten
Zuordnung zur selbenASK (dem selben Element von̂H).

0 Tt1 t2 t3 t4 t5 t6 t7 t8 t9

a1 a2 a3 a4 a5 a6

a7 a8 a9 a10 a11 a12 a13

a14 a15 a16 a17 a18

a19 a20 a21 a22 a23 a24 a25

a26 a27 a28 a29

a30 a31 a32 a33 a34

Im Zeit-Intervall [0, T ] werden Punkte0 < t1 < t2 < · · · < th < T verteilt (dies sind die vertikalen Linien
im Bild) und die Anrufe so generiert, daß jeder von ihnen, interpretiert als Intervall, genau einen der Punkteti
enthält. Da zweiti einschließende Intervalle nicht disjunkt sind, kann in keinem Independent Set mehr als ein An-
ruf pro Linie vorkommen. Zu jedem(j, r, k) ∈ Ĥ wird ein geeignetes Independent Set von Anrufen erzeugt, wo-
rin für jeden Punktti, der in die Schicht vonASKjr fällt, genau einti enthaltender Anruf liegt. Der Anrufstrom
ist dann wieder die Vereinigung all der Independent Sets.

Der Linien-Ansatz hat den Vorteil, daß mehr als eine optimale Lösung möglich ist. Z. B. mag es der Fall sein,
daß anstelle derASKjr mit (j, r) ∈ Hg, welche die Anrufea7, . . . , a13 bedient (siehe obiges Bild), zweiASKs
gewählt werden, die zusammen genauso viel kosten wieASKjr und sich deren Anrufe

”
teilen“, eine übernimmt

a7, . . . , a10, die anderea11, a12, a13. Oder aber dieASKs zua1, . . . , a6 unda7, . . . , a13 werden ersetzt durch ei-
neASK für a1, a2, a7, . . . , a13 und eine füra3, . . . , a6. Das funktioniert ohne einen Effekt auf den Preis der Lö-
sung, falls dieASK-Kosten homogene Funktionen der Schichtlängen sind, d. h.eineASK mit einer Schicht der
Längeλ kostetd · λ, wobeid > 0 (und dieser Faktor ist für alleASKs der gleiche). Damit ist auch schon der we-
sentliche Nachteil des Linien-Ansatzes angesprochen: diebekannte, vorbestimmte Lösung ist nur dann garantiert
optimal, wenn die Kosten derASK alsd · λ, wie beschrieben, definiert sind. Anderenfalls30) kann es passieren,
daß zu einem gemäß Linien-Ansatz konstruierten Anrufstrom eine LösungH 6= Hg existiert, die weniger kostet
alsHg. Es können nämlich die folgenden Szenarien eintreten:

• EineASK aus{ASKjr | (j, r) ∈ Hg} mit einer großen Schichtlängeλ, der die Anrufe{ak} zugewiesen
sind, wird gegen zwei

”
kürzere“ASKs mit Schichtlängenλ1, λ2 < λ,λ1 + λ2 ≥ λ, ausgetauscht, die{ak}

unter diesen aufgeteilt. Die Summe der Kosten der
”
kurzen“ASKs ist dabei kleiner als der Preis der

”
lan-

gen“ ASK.

• Umgekehrt könnten die summierten Kosten mehrerer kurzer,aufeinanderfolgender, sich nicht überschnei-
denderASKs aus{ASKjr | (j, r) ∈ Hg} durch eine einzige langeASK

”
unterboten“ werden.

• Das zu einerASK aus{ASKjr | (j, r) ∈ Hg} gebastelte Independent Set kann abgedeckt werden von ei-
nerASK ausX \ {ASKjr | (j, r) ∈ Hg} mit der gleichen Schicht(länge), weil nur ein Teil der VDNsaus
der Qualifikation der erstenASK in den Anrufen vorkommt und die zweiteASK eine andere,

”
billigere“,

dennoch ausreichende Qualifikation besitzt.

30) Z. B. in der Situation, wo die Qualifikation eines Agenten – welche und wieviele VDNs er/sie bedienen kann – sich ebenfallsin den Ko-
sten seinerASKs widerspiegelt, was zuASKs mit gleicher Schichtlänge und unterschiedlichen Kostenführt.



152

Darum ist der Linien-Ansatz nur auf solcheASKs anwendbar, deren Kosten durch eine Funktionc(λ) = d · λ,
d > 0, der Schichtlängeλ festgelegt sind. Andererseits bietet er

”
flexiblere“ Instanzen, denn sie können mehr als

eine optimale Lösung besitzen. Daneben scheint eine nichteindeutige optimale Lösung auch realistischer zu sein.

Pseudo-Codes für die Problemgeneratoren

Es folgen recht einfach gehaltene Skizzen denkbarer Implementationen der beschriebenen Problemgeneratoren.
Viele Details wurden bewußt offen gelassen, und selbstverständlich sind komplexere Versionen möglich.

Exklusive-VDNs-Ansatz

Eingabe: MengeX von verfügbarenASKs, Multi-SetHg mit Hg ⊆ {(j, r) | ASKjr ∈ X} (evtl.Hg = ∅)
if Hg = ∅ then (in dem Fall ist neben dem Anrufstrom auch die LösungHg zu erstellen)

wähle irgendwie∅ 6= Hg ⊆ {(j, r) | ASKjr ∈ X}
(z. B. per Zufall, vielleicht nach gewissen Vorgaben wie|Ĥg| = k für eink)

endif
for i = 1, . . . , |Ĥg| do

kreiere die exklusive neue VDNvi, so daß

(∀ASKjr ∈ X)(vi /∈ Qj) und (∀1 ≤ l < i)(vi 6= vl)

fügevi der QualifikationQ derASK, die zumi-ten Element von̂Hg gehört, hinzu
generiere irgendwie ein Independent SetSi 6= ∅ von Anrufen, die alle VDNs ausQi haben,

mindestens/genau einer davon mit VDNvi, und alle fallen komplett in die Schicht derASK,
die zumi-ten Element von̂Hg gehört

endfor
erstelle den AnrufstromCstr :=

⋃|Ĥg|
i=1 Si

sortiereCstr aufsteigend nach den Endpunkten der Anrufe
return (X,Hg,Cstr).

Linien-Ansatz

Eingabe: MengeX von verfügbarenASKs, Multi-SetHg mit Hg ⊆ {(j, r) | ASKjr ∈ X} (evtl.Hg = ∅)
if Hg = ∅ then (in dem Fall ist neben dem Anrufstrom auch die LösungHg zu erstellen)

wähle irgendwie∅ 6= Hg ⊆ {(j, r) | ASKjr ∈ X}
(z. B. per Zufall, vielleicht nach gewissen Vorgaben wie|Ĥg| = k für eink)

endif
setzeζ := min{Schichtanfänge derASKs inHg}
setzeα := max{Schichtenden derASKs inHg}
wähle ein geeignetesδ ∈ ]0, α− ζ[ (siehe nachfolgende Bemerkungen)
setzeL := ∅ (L = Menge der Linien)
setzei := 1
while ζ + i · δ < α

setzeL := L ∪ {ζ + i · δ} (generiere eine Linie beiζ + i · δ)
i := i+ 1
endwhile
for i = 1, . . . , |Ĥg| do

generiere irgendwie ein Independent SetSi 6= ∅ von Anrufen entlang der Linien,
die in der Schicht derASK = (Q, [s, f ]) liegen, die zumi-ten Element von̂Hg gehört, so daß jeder
Anruf genau eine Linie enthält und keinen anderen Anruf berührt, jede Linie in der Schicht[s, f ] in
genau einem Anruf enthalten ist, und alle Anrufe VDNs ausQ haben

endfor
erstelle den AnrufstromCstr :=

⋃|Ĥg|
i=1 Si

sortiereCstr aufsteigend nach den Endpunkten der Anrufe
return (X,Hg,Cstr).
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Für die Wahl vonδ ist zu berücksichtigen, daß die Linien weder die Schichtanfänge/-enden der inHg angegebe-
nenASKs berühren noch ihnen oder sich gegenseitig zu nahe kommen,denn schließlich soll zwischen zwei Li-
nien noch genug Platz sein für das Ende eines Anrufs und den Anfang eines anderen, so daß diese sich nicht be-
rühren.Ähnliches gilt auch für den Beginn einer Schicht und die erste Linie rechts davon sowie das Ende einer
Schicht und die letzte Linie links davon.

3.5.3 Exakte L̈osung des dualen LOP(3.6)mittels Gurobi und Separationsorakel

Hier geht es noch einmal um das Dual Fitting im Zusammenhang mit dem LOP (3.6). Obwohl dies i. A. zu um-
fangreich ist, um es in einer akzeptablen Zeit exakt zu lösen, mag das für kleinere Instanzen machbar sein. Insbe-
sondere das entwickelte Separationsorakel, siehe (3.7) und Lemma 3.3.8, erlaubt es, (3.6) zu behandeln, ohne al-
le q = Ω(2N ) Nebenbedingungen aufzulisten. Man kann nämlich iterativso vorgehen: Ein LOP mit der Zielfunk-
tion von (3.6), der Vorzeichenrestriktion(∀i = 1, . . . , N)(ui ≥ 0) und anfangs nur einer bzw. wenigen trivialen
Nebenbedingung(en) wird eingegeben und optimal gelöst; Ergebnis seīu, das wahrscheinlich noch nicht dual zu-
lässig ist. Dann benutzt man das Separationsorakel, um ein/mehrere/alleBjr (siehe dazu die Herleitung von (3.7)
auf Seite 136) zu bestimmen, welcheū’s duale Unzulässigkeit bezeugen. Die dazugehörigen verletzten Nebenbe-
dingungen von (3.6) werden dem LOP hinzugefügt, dieses dann erneut optimal gelöst, das so erhalteneū wieder
mittels Separationsorakel auf duale Zulässigkeit getestet; entdeckt man erneut verletzte Nebenbedingungen, ge-
hen diese zusätzlich ins LOP ein usw.

Weil jede einmal als verletzt gemeldete Nebenbedingung in das LOP aufgenommen wird (früher oder später)
schwillt dieses immer weiter an, die berechnetenū werden aber immer mehr der Nebenbedingungen von (3.6) er-
füllen, weshalb das Verfahren nach maximalq (vermutlich deutlich weniger) Iterationen abbricht. Dannist (3.6)
optimal gelöst, und entsprechend kann ein genauerer31) Approximationsfaktorκ bestimmt werden.

Neben dem Separationsorakel bedarf es einer Software zur Behandlung von Modellen der Linearen Optimie-
rung, ein sogenannter LP-Solver. Als solcher wurde der Gurobi Optimizer 4.0.1 benutzt, siehe [48].

Die Prozedur zur optimalen Lösung von (3.6) für eine gegebeneCBS-Instanz ist die folgende:

Schema zur Lösung von (3.6)

erstelle ein LOP mit Zielfunktion und Variablenu1, . . . , uN ≥ 0 von (3.6), aber ohne Nebenbedingungen
for j ∈ J do

for all r ∈ Rj do
berechne ein Maximum-Independent-SetSjr ∈ Γjr

füge die Ungleichung
∑

i:ai∈Sjr
ui ≤ cjr als Nebenbedingung zum LOP hinzu

endfor
endfor
do
̺ := 0 (̺ dient als Flag,̺ = 1 zeigt an: das Separationsorakel traf auf verletzte Nebenbedingungen)
löse das LOP mit Gurobi Optimizer
for i = 1, . . . , N do

Gewicht vonai := ui
endfor
for j ∈ J do

for all r ∈ Rj do
berechne ein maximalgewichtiges Independent SetBjr ∈ Γjr

if
∑

i:ai∈Bjr
ui > cjr then

füge die Ungleichung
∑

i:ai∈Bjr
ui ≤ cjr dem LOP als Nebenbedingung hinzu

̺ := 1
endif

endfor
endfor

while ̺ = 1.

31) Nur genauer statt genau, weil zu bedenken ist, daß der maximale Zielfunktionswert von (3.6) zwar gleich dem minimalen von (3.5) ist,
letzteres LOP aber eine relaxierte Variante darstellt. Darin fehlt die Forderung nach Ganzzahligkeit derxν , somit ist dortiges Minimum nur
untere Schranke für dasjenige vonCBS. Auch die exakte Lösung von (3.6) liefert darum i. A. nicht das wirkliche Kostenminimum vonCBS.
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3.6 Tests und Ergebnisse

Verschiedene Arten von Tests wurden durchgeführt. Zunächst fanden Anrufströme eines realen Call Centers aus
Deutschland – zur Verfügung gestellt von DIPRO – Verwendung. Anhand der darauf basierendenCBS-Instanzen
fand ein Vergleich der drei AlgorithmenGREEDY-ASK-SELECT, GREEDY-ASK-SELECT2, PDA statt,
aus demGREEDY-ASK-SELECT2 als Sieger undPDA als abgeschlagener Verlierer hervorging. Die Instanzen
wurden außerdem als solche vonCBSrel(π) aufgefaßt und für verschiedeneπ ∈ [0, 1] von den Verfahren gelöst.
Die Ergebnisse sind in Unterabschnitt 3.6.1 zusammengefaßt.

Zweitens kamen die Problemgeneratoren aus dem Teil 3.5.2 zum Einsatz. Die von ihnen bereitgestellten Bei-
spiele wurden nur noch mitGREEDY-ASK-SELECT2 bearbeitet, eine Konsequenz aus den Erkenntnissen der
ersten Tests. Unterabschnitt 3.6.2 enthält die Einzelheiten.

Als letztes wurde das Schema aus Teil 3.5.3 für einige der Instanzen, die auf den realen Anrufströme basieren,
angewandt, um optimale Lösungen der zugehörigen dualen LOPs (3.6) zu bestimmen. Mehr dazu findet sich in
Unterabschnitt 3.6.3.

Hintergrund und Einstellungen

Die Tests wurden mit Anrufströmen für je einen Tag, aus demechten Call Center stammend oder mittels Problem-
generatoren selbst erstellt, durchgeführt. DieASKs basieren ebenfalls auf den Daten des Call Centers, wo125
verschiedene Agenten-Typen auftreten; es wurde von6-, 7- oder8-Stunden-Schichten ohne Pausen ausgegangen,
die jede volle oder halbe Stunde starten. Das ergabASK-Mengen mit2.250 bis 13.500 Elementen. Als Kosten
derASKs dienten die jeweiligen Schichtlängen.32) Die Algorithmen hatten Lösungen zu finden, die einen gewis-
sen Prozentsatz aller Anrufe bedienen, in den Tests wurden100%, 95% und90% verlangt. Für die von den Pro-
blemgeneratoren erzeugten Instanzen dienten einige der oben beschriebenenASK-Mengen als Eingabe, aus wel-
chen die optimale Lösung, d. h. eine Auswahl vonASKs, per Zufall erstellt und anschließend der geeignete An-
rufstrom dazu aufgebaut wurde (vgl. Unterabschnitt 3.5.2).

Einige technische Aspekte: Die Tests liefen auf einem Laptop, Modell Lenovo ThinkPad T400, mit

• 2, 9 GB RAM,

• 2 Prozessoren Intel Core2 Duo CPU P8600 (2, 4 GHz),

• Betriebssystem Ubuntu 9.10 (karmic), Kernel Linux 2.6.31-22-generic.

Das C++-Programm für die Tests wurde unter Nutzung von QtCreator geschrieben, kompiliert, verlinkt, erstellt
und von der Konsole (Shell) aus gestartet. Mit Ausnahme der Konsole lief kein anderes Programm während eines
Tests. Die Laufzeiten wurden mit den Methoden und Datentypen der C-Bibliothek ctime gemessen, also innerhalb
des Programms selbst. Während der Tests fiel auf, daß die Zeitmessungen eine Genauigkeit von etwa1 Sekunde
haben, verschiedene Testläufe auf derselben Instanz zeigten Laufzeiten mit Unterschieden von1 Sekunde. Um al-
so sagen zu können, ein Algorithmus/eine Instanz ist langsamer als ein(e) andere(r), muß seine/ihre Laufzeit min-
destens2 Sekunden mehr umfassen (oder man blickt auf den Durchschnitt).

3.6.1 Tests mit Daten eines echten Call Centers

Die folgenden Tabellen zeigen die Ergebnisse der Testläufe mit 2.250, 2.375, 2.500, 4.625, 4.750, 4.875, 7.125,
8.750, 9.000 und9.250 ASKs. In all Instanzen, die komplett gelöst wurden (100% der Anrufe sind zu bedienen),
konnte man sehen, daßGREEDY-ASK-SELECT undGREEDY-ASK-SELECT2 genau das gleiche Resultat
produzieren (was aufgrund ihrer Konstruktion auch klar ist, siehe Unterabschnitte 3.3 und 3.4), wobei allerdings
GREEDY-ASK-SELECT signifikant langsamer ist. Deshalb wurde es für Prozentsätze unter100% nicht mehr
getestet. Man erkennt, daßPDA viel schlechter abschneidet – bei allen getesteten Instanzen – sowohl hinsichtlich
Laufzeit als auch Kosten bzw. Approximationsfaktor.

Die Approximationsfaktoren wurden durch Dual Fitting gewonnen, sie sind nicht exakt. Genutzt wurden die
Standard-Strategie zur Verteilung der Werte auf dieūi und anschließend adaptives Tying. Der (höchste) dadurch
erhaltene Wert

∑N
i=1 ūi steht jeweils in der letzten Spalte.

32) Diese Art der Kosten-Festsetzung fußt auf der Idee, daß Agenten einen Stundenlohn bekommen, und zwar alle denselben. EineASK ko-
stet also ihre Schichtlänge mal einen gewissen (positiven) Faktor, der aus Gründen der Proportionalität unbeachtet bleiben kann.
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#ASKs:2.250, Kosten proASK (= Schichtlängen):8, verlangter Prozentsatz bedienter Anrufe:100%
GAS-/GAS2-Lösung PDA-Lösung Laufzeit (Sekunden) b. u. S.

# Anrufe # ASKs K. κ #ASKs K. κ GAS2 GAS PDA
362 15 120 1, 83 46 368 5, 6 0 1 10 65, 8148
404 13 104 1, 82 45 360 6, 28 0 1 11 57, 3454
451 17 136 1, 73 60 480 6, 1 0 0 12 78, 7318
528 21 168 1, 97 81 648 7, 6 0 1 14 85, 3014
617 25 200 2, 01 98 784 7, 87 1 1 20 99, 6974
624 21 168 2 102 816 9, 71 1 1 20 84, 0748
629 22 176 1, 94 112 896 9, 84 0 1 26 91, 1104
682 23 184 1, 97 97 776 8, 3 0 1 22 93, 5901
1.136 31 248 1, 99 192 1.536 12, 29 1 2 55 125, 051
1.464 36 288 1, 93 278 2.224 14, 88 3 3 100 149, 525
1.799 43 344 2, 04 309 2.472 14, 6 3 5 120 169, 369
1.845 43 344 1, 89 369 2.952 16, 19 3 5 138 182, 442
2.268 62 496 1, 71 419 3.352 11, 54 7 9 194 290, 515
2.641 61 488 2, 14 653 5.224 22, 9 5 9 269 228, 187
2.968 62 496 2, 11 735 5.880 24, 96 7 10 343 235, 63
3.082 58 464 2, 01 575 4.600 19, 84 7 11 310 231, 932
3.426 74 592 2, 25 951 7.608 28, 86 9 13 442 263, 706
3.822 66 528 2, 08 913 7.304 28, 77 10 14 492 253, 936
3.977 80 640 2, 22 935 7.480 25, 85 11 17 561 289, 447
4.036 95 760 2, 01 1.118 8.944 23, 6 13 21 574 379, 14
4.093 82 656 2, 07 859 6.872 21, 64 11 18 569 317, 617
4.127 78 624 2, 14 1.179 9.432 32, 29 12 17 673 292, 182
4.214 78 624 2, 11 1.126 9.008 30, 44 13 19 610 296, 005
4.233 69 552 2, 03 864 6.912 25, 38 12 17 544 272, 422
4.293 97 776 2, 02 1.186 9.488 24, 63 14 23 701 385, 299
4.361 75 600 2, 03 1.049 8.392 28, 31 12 19 611 296, 5
4.449 68 544 1, 91 1.209 9.672 33, 84 12 18 683 285, 842
4.623 83 664 2, 09 1.223 9.784 30, 7 15 21 754 318, 779
4.637 79 632 2, 05 1.130 9.040 29, 27 14 21 730 308, 939
4.677 113 904 1, 99 1.350 10.800 23, 72 17 28 825 455, 37
4.938 90 720 2, 09 1.259 10.072 29, 16 16 25 821 345, 492
5.099 92 736 2, 06 1.208 9.664 27, 02 18 26 849 357, 668
Mw. - - 2, 03 - - 20, 06 7, 72 11, 81 378, 22 -

GAS = GREEDY-ASK-SELECT, GAS2 = GREEDY-ASK-SELECT2, #= Anzahl, K.= Kosten,
b. u. S. = beste untere Schranke, Mw.= Mittelwert

Tabelle 3.1: Resultate der Tests mit2.250 ASKs und Anforderung, alle Anrufe zu bedienen; Approximationsfak-
torenκ sind auf zwei Nachkommastellen aufgerundet.
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#ASKs:2.375, Kosten proASK (= Schichtlängen):7, verlangter Prozentsatz bedienter Anrufe:100%
GAS-/GAS2-Lösung PDA-Lösung Laufzeit (Sekunden) b. u. S.

# Anrufe #ASKs K. κ #ASKs K. κ GAS2 GAS PDA
362 18 126 1, 91 47 329 4, 98 0 1 9 66, 1405
404 15 105 1, 74 50 350 5, 79 0 1 10 60, 5094
451 18 126 1, 76 65 455 6, 33 0 0 12 71, 9675
528 21 147 1, 91 96 672 8, 7 1 1 15 77, 2622
617 27 189 2, 02 104 728 7, 75 1 1 20 94, 0142
624 23 161 1, 91 104 728 8, 62 1 1 18 84, 5306
629 23 161 1, 89 108 756 8, 88 1 1 22 85, 224
682 24 168 1, 89 102 714 8 1 1 22 89, 3583
1.136 31 217 1, 83 194 1.358 11, 44 2 2 50 118, 75
1.464 41 287 1, 94 347 2.429 16, 42 2 4 97 148, 008
1.799 46 322 2, 04 339 2.373 14, 99 3 4 116 158, 385
1.845 44 308 1, 86 359 2.513 15, 15 3 5 123 165, 908
2.268 63 441 1, 7 489 3.423 13, 13 7 8 184 260, 885
2.641 65 455 2, 07 646 4.522 20, 56 5 9 238 219, 943
2.968 66 462 2, 02 772 5.404 23, 62 7 11 323 228, 873
3.082 67 469 2, 07 715 5.005 22, 09 7 12 318 226, 657
3.426 83 581 2, 21 999 6.993 26, 54 9 15 411 263, 522
3.822 74 518 2, 05 1.031 7.217 28, 48 9 16 507 253, 466
3.977 85 595 2, 11 1.055 7.385 26, 17 11 18 533 282, 289
4.036 106 742 1, 89 1.114 7.798 19, 86 14 23 524 392, 764
4.093 89 623 1, 98 998 6.986 22, 16 11 20 570 315, 374
4.127 85 595 2, 06 1.208 8.456 29, 16 12 19 601 290, 04
4.214 84 588 2, 14 1.354 9.478 34, 35 12 20 636 275, 928
4.233 78 546 2 1.269 8.883 32, 53 12 19 602 273, 148
4.293 102 714 1, 88 1.096 7.672 20, 13 14 24 606 381, 282
4.361 82 574 1, 93 1.122 7.854 26, 33 12 20 549 298, 351
4.449 80 560 1, 88 1.318 9.226 30, 92 12 20 638 298, 436
4.623 92 644 2, 05 1.254 8.778 27, 89 14 24 709 314, 845
4.637 90 630 2, 05 1.083 7.581 24, 63 14 23 639 307, 89
4.677 121 847 1, 93 1.487 10.409 23, 69 16 29 776 439, 473
4.938 105 735 2, 09 1.576 11.032 31, 31 16 27 857 352, 381
5.099 99 693 1, 92 1.423 9.961 27, 57 17 28 862 361, 418
Mw. - - 1, 96 - - 19, 63 7, 69 12, 72 362, 41 -

GAS = GREEDY-ASK-SELECT, GAS2 = GREEDY-ASK-SELECT2, #= Anzahl, K.= Kosten,
b. u. S. = beste untere Schranke, Mw.= Mittelwert

Tabelle 3.2: Resultate der Tests mit2.375 ASKs und Anforderung, alle Anrufe zu bedienen; Approximationsfak-
torenκ sind auf zwei Nachkommastellen aufgerundet.
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#ASKs:2.500, Kosten proASK (= Schichtlängen):6, verlangter Prozentsatz bedienter Anrufe:100%
GAS-/GAS2-Lösung PDA-Lösung Laufzeit (Sekunden) b. u. S.

# Anrufe # ASKs K. κ #ASKs K. κ GAS2 GAS PDA
362 19 114 1, 74 46 276 4, 2 0 0 7 65, 8309
404 18 108 1, 73 56 336 5, 36 0 1 10 62, 7258
451 20 120 1, 61 62 372 4, 98 0 1 10 74, 7237
528 22 132 1, 81 92 552 7, 54 1 1 13 73, 2975
617 27 162 1, 75 118 708 7, 65 1 1 21 92, 6266
624 25 150 1, 85 112 672 8, 27 1 1 16 81, 329
629 27 162 1, 94 116 696 8, 3 1 1 20 83, 9058
682 27 162 1, 83 118 708 7, 96 1 1 21 89, 0018
1.136 37 222 1, 92 208 1.248 10, 78 1 3 46 115, 861
1.464 46 276 1, 89 367 2.202 15, 07 2 4 88 146, 145
1.799 50 300 1, 87 402 2.412 14, 98 3 5 116 161, 021
1.845 49 294 1, 83 364 2.184 13, 56 3 5 110 161, 145
2.268 64 384 1, 62 641 3.846 16, 21 6 8 164 237, 382
2.641 71 426 2, 07 644 3.864 18, 77 5 10 216 205, 97
2.968 71 426 1, 79 827 4.962 20, 82 7 12 291 238, 347
3.082 71 426 2, 01 746 4.476 21, 06 6 12 287 212, 575
3.426 87 522 2, 1 887 5.322 21, 38 8 16 363 248, 975
3.822 78 468 1, 92 1.074 6.444 26, 4 9 17 466 244, 155
3.977 97 582 2, 08 1.189 7.134 25, 5 10 19 526 279, 845
4.036 120 720 1, 89 1.000 6.000 15, 73 13 24 442 381, 609
4.093 95 570 1, 84 1.079 6.474 20, 88 11 22 513 310, 179
4.127 91 546 1, 88 1.299 7.794 26, 77 11 21 566 291, 177
4.214 93 558 2, 07 1.410 8.460 31, 27 11 21 607 270, 549
4.233 87 522 1, 99 1.160 6.960 26, 46 11 20 531 263, 072
4.293 116 696 1, 83 1.393 8.358 21, 86 13 26 636 382, 368
4.361 90 540 1, 92 1.224 7.344 26, 04 12 22 545 282, 115
4.449 88 528 1, 83 1.285 7.710 26, 59 11 22 578 290, 066
4.623 96 576 1, 89 1.145 6.870 22, 53 14 25 568 304, 928
4.637 97 582 1, 98 1.257 7.542 25, 65 14 25 596 294, 052
4.677 124 744 1, 75 1.497 8.982 21, 07 16 30 740 426, 378
4.938 109 654 1, 95 1.446 8.676 25, 83 15 29 748 335, 965
5.099 103 618 1, 83 1.087 6.522 19, 28 15 30 640 338, 389
Mw. - - 1, 87 - - 17, 77 7, 25 13, 59 328, 16 -

GAS = GREEDY-ASK-SELECT, GAS2 = GREEDY-ASK-SELECT2, #= Anzahl, K.= Kosten,
b. u. S. = beste untere Schranke, Mw.= Mittelwert

Tabelle 3.3: Resultate der Tests mit2.500 ASKs und Anforderung, alle Anrufe zu bedienen; Approximationsfak-
torenκ sind auf zwei Nachkommastellen aufgerundet.
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#ASKs:4.625, Kosten proASK (= Schichtlängen):7 oder8, verlangter Prozentsatz bedienter Anrufe:100%
GAS-/GAS2-Lösung PDA-Lösung Laufzeit (Sekunden) b. u. S.

# Anrufe #ASKs K. κ #ASKs K. κ GAS2 GAS PDA
362 17 121 1, 84 49 362 5, 5 1 1 17 65, 8693
404 15 106 1, 78 49 355 5, 96 1 1 25 59, 658
451 16 114 1, 58 55 414 5, 71 1 1 23 72, 5614
528 20 145 1, 86 90 661 8, 47 1 2 31 78, 0681
617 25 177 1, 91 105 753 8, 12 2 2 44 92, 8442
624 22 158 2, 01 100 749 9, 5 1 2 37 78, 848
629 23 165 1, 92 112 820 9, 53 1 2 48 86, 1045
682 23 163 1, 84 107 781 8, 79 2 2 44 88, 8708
1.136 31 222 1, 9 181 1.288 10, 99 3 4 110 117, 254
1.464 38 276 1, 95 280 2.005 14, 16 5 7 183 141, 688
1.799 44 313 1, 95 405 2.868 17, 83 6 10 266 160, 919
1.845 43 308 1, 87 372 2.670 16, 15 7 10 261 165, 4
2.268 63 441 1, 81 479 3.353 13, 73 13 17 378 244, 238
2.641 61 444 2, 07 635 4.828 22, 43 11 18 510 215, 272
2.968 63 452 2 788 5.894 26 13 22 676 226, 749
3.082 58 420 1, 92 667 4.973 22, 65 13 21 637 219, 593
3.426 75 547 2, 23 798 5.809 23, 62 18 28 779 246, 001
3.822 65 474 1, 95 988 7.358 30, 22 19 30 1.036 243, 536
3.977 81 582 2, 15 923 6.607 24, 39 22 35 1.062 270, 999
4.036 96 709 1, 93 1.045 7.740 21, 03 26 42 1.059 368, 075
4.093 83 601 2, 04 1.123 8.022 27, 22 22 39 1.252 294, 805
4.127 79 583 2, 1 1.011 7.309 26, 31 24 36 1.140 277, 827
4.214 79 567 2, 12 1.119 8.433 31, 41 24 39 1.187 268, 51
4.233 68 503 1, 89 1.014 7.495 28, 06 23 35 1.144 267, 116
4.293 96 699 1, 94 1.322 9.502 26, 37 27 46 1.462 360, 334
4.361 76 556 1, 97 1.043 8.138 28, 74 24 39 1.174 283, 194
4.449 70 514 1, 86 1.195 8.891 32, 08 23 38 1.265 277, 205
4.623 84 607 2, 02 1.176 8.828 29, 33 28 45 1.392 301, 055
4.637 79 575 1, 96 1.042 7.625 25, 93 27 44 1.383 294, 137
4.677 112 810 1, 98 1.433 10.051 24, 54 33 56 1.781 409, 625
4.938 91 663 2, 08 1.315 9.812 30, 76 31 50 1.571 319, 02
5.099 92 673 2, 01 1.270 9.444 28, 17 34 54 1.732 335, 307
Mw. - - 1, 95 - - 20, 11 15, 19 24, 31 740, 91 -

GAS = GREEDY-ASK-SELECT, GAS2 = GREEDY-ASK-SELECT2, #= Anzahl, K.= Kosten,
b. u. S. = beste untere Schranke, Mw.= Mittelwert

Tabelle 3.4: Resultate der Tests mit4.625 ASKs und Anforderung, alle Anrufe zu bedienen; Approximationsfak-
torenκ sind auf zwei Nachkommastellen aufgerundet.
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#ASKs:4.750, Kosten proASK (= Schichtlängen):6 oder8, verlangter Prozentsatz bedienter Anrufe:100%
GAS-/GAS2-Lösung PDA-Lösung Laufzeit (Sekunden) b. u. S.

# Anrufe # ASKs K. κ #ASKs K. κ GAS2 GAS PDA
362 18 110 1, 69 53 342 5, 26 1 1 20 65, 0985
404 16 102 1, 73 55 358 6, 06 0 1 26 59, 1626
451 19 122 1, 69 63 424 5, 87 1 1 21 72, 2774
528 21 136 1, 87 90 586 8, 03 1 2 31 73, 0563
617 26 158 1, 76 110 728 8, 08 1 2 45 90, 1648
624 22 142 1, 83 108 774 9, 95 2 2 32 77, 8231
629 25 158 1, 85 114 784 9, 15 1 2 45 85, 7524
682 25 154 1, 77 120 828 9, 51 1 2 47 87, 0956
1.136 34 218 1, 92 238 1.478 12, 97 3 4 114 113, 976
1.464 38 256 1, 87 390 2.482 18, 11 4 7 203 137, 074
1.799 47 294 1, 87 383 2.452 15, 57 6 11 249 157, 504
1.845 44 282 1, 8 403 2.536 16, 17 6 10 268 156, 907
2.268 63 380 1, 74 555 3.332 15, 25 12 16 386 218, 526
2.641 65 416 2, 07 689 4.496 22, 3 11 19 488 201, 652
2.968 67 424 1, 95 789 5.502 25, 24 13 23 632 218, 061
3.082 61 388 1, 87 767 5.226 25, 08 13 22 648 208, 375
3.426 77 496 2, 09 932 6.168 25, 95 17 29 812 237, 72
3.822 67 444 1, 89 1.033 7.066 30 19 32 1.046 235, 596
3.977 84 540 2, 02 1.172 7.484 27, 96 22 37 1.185 267, 708
4.036 107 688 1, 93 978 6.146 17, 2 27 46 981 357, 473
4.093 86 560 1, 97 1.137 7.318 25, 63 22 40 1.211 285, 542
4.127 77 504 1, 86 1.145 8.198 30, 18 23 37 1.226 271, 726
4.214 84 530 1, 99 1.201 8.132 30, 46 24 41 1.155 267, 011
4.233 73 488 1, 9 1.062 7.502 29, 14 23 38 1.110 257, 474
4.293 103 660 1, 88 1.195 8.202 23, 33 27 50 1.330 351, 682
4.361 81 522 1, 91 1.304 9.512 34, 73 24 42 1.292 273, 952
4.449 77 504 1, 86 1.390 9.214 33, 9 24 41 1.374 271, 852
4.623 84 554 1, 9 1.072 7.438 25, 43 27 46 1.251 292, 559
4.637 83 540 1, 86 1.125 7.734 26, 54 28 47 1.293 291, 514
4.677 117 734 1, 88 1.332 8.092 20, 63 35 58 1.531 392, 329
4.938 94 602 1, 99 1.210 8.288 27, 39 30 53 1.460 302, 66
5.099 92 604 1, 84 1.221 8.136 24, 67 33 56 1.492 329, 887
Mw. - - 1, 87 - - 20, 17 15, 03 25, 56 718, 88 -

GAS = GREEDY-ASK-SELECT, GAS2 = GREEDY-ASK-SELECT2, #= Anzahl, K.= Kosten,
b. u. S. = beste untere Schranke, Mw.= Mittelwert

Tabelle 3.5: Resultate der Tests mit4.750 ASKs und Anforderung, alle Anrufe zu bedienen; Approximationsfak-
torenκ sind auf zwei Nachkommastellen aufgerundet.



160

#ASKs:4.875, Kosten proASK (= Schichtlängen):6 oder7, verlangter Prozentsatz bedienter Anrufe:100%
GAS-/GAS2-Lösung PDA-Lösung Laufzeit (Sekunden) b. u. S.

# Anrufe #ASKs K. κ #ASKs K. κ GAS2 GAS PDA
362 18 110 1, 68 44 287 4, 38 0 1 15 65, 6338
404 17 104 1, 74 52 330 5, 51 1 2 19 59, 9689
451 19 117 1, 62 69 443 6, 13 1 1 23 72, 3592
528 22 135 1, 9 95 579 8, 15 1 1 26 71, 1142
617 27 164 1, 82 106 696 7, 72 2 2 46 90, 2318
624 23 142 1, 82 115 747 9, 53 1 2 36 78, 3938
629 24 150 1, 82 117 775 9, 39 1 2 45 82, 574
682 24 149 1, 75 117 754 8, 84 1 3 49 85, 3104
1.136 35 217 1, 91 211 1.296 11, 41 3 5 104 113, 672
1.464 43 269 1, 91 416 2.588 18, 34 5 8 195 141, 129
1.799 47 293 1, 9 371 2.271 14, 67 5 10 231 154, 885
1.845 46 287 1, 81 392 2.459 15, 47 6 11 241 159, 014
2.268 64 384 1, 78 568 3.409 15, 79 13 16 351 216, 016
2.641 69 427 2, 09 657 4.132 20, 19 11 21 471 204, 693
2.968 69 432 1, 97 757 5.041 22, 9 13 23 580 220, 22
3.082 68 419 1, 99 779 4.923 23, 3 14 24 639 211, 29
3.426 84 522 2, 17 966 6.111 25, 32 18 31 817 241, 412
3.822 73 456 1, 91 945 6.009 25, 11 19 32 934 239, 354
3.977 86 537 2, 01 1.113 6.914 25, 86 21 38 1.121 267, 381
4.036 109 680 1, 89 1.095 6.737 18, 7 26 47 948 360, 437
4.093 89 557 1, 92 1.117 6.853 23, 58 22 41 1.106 290, 648
4.127 83 524 1, 91 1.267 7.961 28, 91 23 40 1.213 275, 448
4.214 86 532 2 1.401 8.847 33, 21 23 41 1.282 266, 473
4.233 78 496 1, 93 1.080 7.109 27, 53 23 39 1.070 258, 238
4.293 104 650 1, 84 1.304 8.229 23, 19 27 50 1.306 354, 98
4.361 85 533 1, 94 1.219 8.051 29, 28 23 43 1.146 274, 971
4.449 82 519 1, 85 1.295 7.996 28, 47 23 43 1.225 280, 87
4.623 91 569 1, 92 1.385 8.649 29, 15 27 48 1.401 296, 752
4.637 92 577 2 1.137 6.963 24, 02 27 48 1.239 289, 925
4.677 120 745 1, 89 1.350 8.180 20, 75 33 60 1.446 394, 319
4.938 107 660 2, 01 1.629 9.993 31, 76 32 57 1.603 314, 651
5.099 99 620 1, 88 1.463 9.193 27, 87 32 58 1.650 329, 877
Mw. - - 1, 89 - - 19, 51 14, 91 26, 5 705, 56 -

GAS = GREEDY-ASK-SELECT, GAS2 = GREEDY-ASK-SELECT2, #= Anzahl, K.= Kosten,
b. u. S. = beste untere Schranke, Mw.= Mittelwert

Tabelle 3.6: Resultate der Tests mit4.875 ASKs und Anforderung, alle Anrufe zu bedienen; Approximationsfak-
torenκ sind auf zwei Nachkommastellen aufgerundet.
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#ASKs:7.125, Kosten proASK (= Schichtlängen):6, 7 oder8,
verlangter Prozentsatz bedienter Anrufe:100%

GAS-/GAS2-Lösung PDA-Lösung Laufzeit (Sekunden) b. u. S.
# Anrufe # ASKs K. κ #ASKs K. κ GAS2 GAS PDA

362 17 105 1, 67 49 330 5, 23 1 1 22 63, 1023
404 16 99 1, 69 53 350 5, 96 1 2 36 58, 7908
451 19 120 1, 69 59 405 5, 7 1 2 31 71, 0704
528 21 134 1, 84 92 598 8, 2 1 2 43 72, 9939
617 26 160 1, 8 104 707 7, 93 2 4 63 89, 184
624 22 140 1, 84 107 749 9, 8 2 3 53 76, 4374
629 24 154 1, 87 123 870 10, 53 2 3 67 82, 6895
682 24 151 1, 78 115 795 9, 34 2 3 68 85, 1472
1.136 34 214 1, 9 234 1.454 12, 85 5 8 169 113, 153
1.464 38 254 1, 84 390 2.476 17, 93 7 10 303 138, 101
1.799 47 296 1, 91 392 2.477 15, 94 9 15 382 155, 41
1.845 45 285 1, 83 357 2.227 14, 28 9 16 378 155, 995
2.268 63 380 1, 78 555 3.331 15, 53 19 25 579 214, 529
2.641 66 416 2, 04 689 4.541 22, 19 16 30 746 204, 726
2.968 67 423 1, 94 742 5.338 24, 45 21 35 910 218, 352
3.082 61 387 1, 88 870 5.758 27, 89 20 34 1.020 206, 486
3.426 78 504 2, 12 873 5.947 24, 98 27 44 1.165 238, 156
3.822 68 445 1, 9 1.068 7.308 31, 05 28 47 1.610 235, 424
3.977 85 538 2, 05 1.247 7.930 30, 13 33 57 1.865 263, 235
4.036 106 689 1, 99 986 6.178 17, 79 39 68 1.571 347, 307
4.093 85 549 1, 93 1.113 7.165 25, 15 34 61 1.810 284, 976
4.127 80 525 1, 96 1.246 8.475 31, 59 35 58 1.927 268, 298
4.214 81 517 1, 96 1.205 8.166 30, 83 35 60 1.785 264, 895
4.233 74 493 1, 95 1.112 7.742 30, 6 34 56 1.704 253, 061
4.293 100 645 1, 84 1.123 7.365 20, 94 41 73 1.952 351, 741
4.361 81 526 1, 95 1.238 8.886 32, 84 36 62 1.879 270, 662
4.449 74 493 1, 82 1.368 9.093 33, 46 36 61 2.039 271, 776
4.623 84 552 1, 88 1.090 7.651 26, 04 41 70 1.935 293, 83
4.637 82 531 1, 84 1.125 7.768 26, 85 41 69 1.953 289, 336
4.677 115 736 1, 93 1.405 8.541 22, 35 50 87 2.969 382, 314
4.938 93 601 1, 98 1.293 8.743 28, 69 46 80 2.236 304, 798
5.099 93 610 1, 88 1.245 8.271 25, 5 49 84 2.274 324, 473
Mw. - - 1, 88 - - 20, 39 22, 59 38, 44 1.110, 75 -

GAS = GREEDY-ASK-SELECT, GAS2 = GREEDY-ASK-SELECT2, #= Anzahl, K.= Kosten,
b. u. S. = beste untere Schranke, Mw.= Mittelwert

Tabelle 3.7: Resultate der Tests mit7.125 ASKs und Anforderung, alle Anrufe zu bedienen; Approximationsfak-
torenκ sind auf zwei Nachkommastellen aufgerundet.
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#ASKs:8.750, Kosten proASK (= Schichtlängen):7 oder8, verlangter Prozentsatz bedienter Anrufe:100%
GAS-/GAS2-Lösung PDA-Lösung Laufzeit (Sekunden) b. u. S.

# Anrufe #ASKs K. κ #ASKs K. κ GAS2 GAS PDA
362 17 121 1, 89 47 345 5, 37 2 1 30 64, 3616
404 15 106 1, 78 48 353 5, 91 2 2 47 59, 7774
451 16 115 1, 62 60 441 6, 18 1 2 45 71, 4261
528 21 152 1, 97 104 773 10 2 3 60 77, 3048
617 26 183 2, 02 108 774 8, 51 3 4 81 90, 9844
624 18 131 1, 81 103 762 10, 52 2 3 69 72, 4541
629 22 156 1, 89 120 873 10, 53 2 3 96 82, 94
682 22 155 1, 82 107 788 9, 23 2 4 88 85, 4533
1.136 32 228 2, 03 201 1.429 12, 68 6 8 224 112, 777
1.464 38 276 1, 99 292 2.106 15, 16 9 14 407 138, 93
1.799 44 315 2, 01 396 2.832 18, 01 12 19 530 156, 846
1.845 43 311 1, 91 396 2.829 17, 3 12 19 575 163, 546
2.268 62 434 1, 82 479 3.353 14 25 33 893 239, 647
2.641 57 413 2 664 4.999 24, 18 22 34 1.004 206, 766
2.968 58 422 1, 95 740 5.526 25, 43 26 40 1.309 217, 376
3.082 57 414 1, 91 713 5.291 24, 35 26 40 1.369 217, 358
3.426 69 506 2, 18 842 6.213 26, 69 35 53 1.605 232, 85
3.822 65 474 2, 02 898 6.646 28, 27 38 57 1.971 235, 153
3.977 74 536 2, 07 1.042 7.606 29, 3 42 65 2.256 259, 635
4.036 96 709 1, 99 1.096 8.168 22, 85 51 82 2.241 357, 49
4.093 81 591 2, 1 1.170 8.305 29, 41 44 73 2.418 282, 444
4.127 77 571 2, 11 986 7.162 26, 39 46 70 2.263 271, 439
4.214 72 525 1, 99 1.321 9.888 37, 46 46 71 2.592 263, 997
4.233 74 543 2, 14 1.105 8.543 33, 59 45 68 2.376 254, 397
4.293 92 674 1, 94 1.315 9.568 27, 54 53 87 2.828 347, 48
4.361 75 550 1, 98 1.196 9.291 33, 37 47 75 2.570 278, 502
4.449 69 508 1, 88 1.223 9.134 33, 71 47 73 2.565 271, 022
4.623 82 600 2, 03 1.233 9.409 31, 78 54 85 2.789 296, 073
4.637 79 578 1, 99 1.175 8.631 29, 67 54 84 2.808 290, 949
4.677 109 792 2 1.607 11.289 28, 42 64 105 3.567 397, 29
4.938 87 641 2, 07 1.315 9.894 31, 94 61 94 3.266 309, 855
5.099 88 645 1, 98 1.345 10.048 30, 78 64 102 3.506 326, 481
Mw. - - 1, 96 - - 21, 83 29, 53 46, 03 1.514 -

GAS = GREEDY-ASK-SELECT, GAS2 = GREEDY-ASK-SELECT2, #= Anzahl, K.= Kosten,
b. u. S. = beste untere Schranke, Mw.= Mittelwert

Tabelle 3.8: Resultate der Tests mit8.750 ASKs und Anforderung, alle Anrufe zu bedienen; Approximationsfak-
torenκ sind auf zwei Nachkommastellen aufgerundet.



163

#ASKs:9.000, Kosten proASK (= Schichtlängen):6 oder8, verlangter Prozentsatz bedienter Anrufe:100%
GAS-/GAS2-Lösung PDA-Lösung Laufzeit (Sekunden) b. u. S.

# Anrufe # ASKs K. κ #ASKs K. κ GAS2 GAS PDA
362 17 106 1, 69 55 360 5, 74 1 1 38 62, 7793
404 17 104 1, 75 55 360 6, 05 1 2 51 59, 5644
451 20 124 1, 73 58 390 5, 43 2 2 41 71, 9134
528 21 130 1, 88 100 686 9, 88 2 4 67 69, 4731
617 27 164 1, 87 113 740 8, 41 3 4 89 88, 0688
624 20 132 1, 88 106 736 10, 46 3 3 62 70, 3885
629 23 146 1, 78 128 900 10, 95 3 3 101 82, 2077
682 24 152 1, 84 125 836 10, 1 3 4 95 82, 7913
1.136 33 208 1, 89 242 1.488 13, 48 6 9 229 110, 442
1.464 39 256 1, 94 413 2.636 19, 9 9 14 433 132, 488
1.799 45 284 1, 88 379 2.412 15, 91 12 20 489 151, 657
1.845 44 286 1, 87 392 2.454 15, 98 12 20 552 153, 628
2.268 66 396 1, 88 540 3.240 15, 33 25 33 787 211, 364
2.641 60 384 1, 99 624 4.110 21, 23 22 37 953 193, 614
2.968 64 408 1, 94 831 5.938 28, 13 26 44 1.306 211, 133
3.082 59 382 1, 88 849 5.786 28, 45 26 43 1.370 203, 388
3.426 70 464 2, 03 959 6.562 28, 7 35 55 1.682 228, 661
3.822 68 444 1, 92 925 6.400 27, 66 38 60 1.856 231, 459
3.977 80 508 1, 99 1.258 8.068 31, 54 43 70 2.471 255, 855
4.036 104 674 1, 94 1.036 7.144 20, 53 52 88 2.060 348, 138
4.093 83 540 1, 95 1.141 7.328 26, 42 45 77 2.373 277, 372
4.127 78 502 1, 94 1.237 9.108 35, 05 46 75 2.506 259, 863
4.214 77 490 1, 92 1.262 8.556 33, 45 47 77 2.438 255, 791
4.233 75 496 2 1.083 7.868 31, 67 44 72 2.142 248, 483
4.293 100 634 1, 85 1.376 9.138 26, 62 54 96 2.766 343, 403
4.361 79 512 1, 89 1.166 8.274 30, 49 46 80 2.363 271, 405
4.449 74 488 1, 81 1.306 8.936 33, 11 47 78 2.398 269, 939
4.623 83 544 1, 9 1.189 8.216 28, 63 55 89 2.641 287, 037
4.637 81 520 1, 83 1.162 7.236 25, 36 55 90 2.591 285, 341
4.677 117 736 1, 98 1.543 9.282 24, 95 65 113 3.550 372, 167
4.938 92 594 2, 03 1.330 9.280 31, 6 60 101 3.056 293, 687
5.099 90 590 1, 91 1.423 9.456 30, 53 63 106 3.380 309, 751
Mw. - - 1, 89 - - 21, 61 29, 72 49, 06 1.466, 75 -

GAS = GREEDY-ASK-SELECT, GAS2 = GREEDY-ASK-SELECT2, #= Anzahl, K.= Kosten,
b. u. S. = beste untere Schranke, Mw.= Mittelwert

Tabelle 3.9: Resultate der Tests mit9.000 ASKs und Anforderung, alle Anrufe zu bedienen; Approximationsfak-
torenκ sind auf zwei Nachkommastellen aufgerundet.
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#ASKs:9.250, Kosten proASK (= Schichtlängen):6 oder7, verlangter Prozentsatz bedienter Anrufe:100%
GAS-/GAS2-Lösung PDA-Lösung Laufzeit (Sekunden) b. u. S.

# Anrufe #ASKs K. κ #ASKs K. κ GAS2 GAS PDA
362 17 104 1, 67 50 314 5, 05 2 2 31 62, 2874
404 18 110 1, 79 58 367 5, 97 2 2 42 61, 4751
451 20 123 1, 73 69 446 6, 27 2 3 42 71, 2371
528 21 130 1, 86 82 516 7, 35 2 3 53 70, 2597
617 27 165 1, 87 110 705 7, 98 3 4 84 88, 44
624 21 132 1, 78 129 848 11, 43 3 3 70 74, 199
629 24 149 1, 91 120 789 10, 08 3 4 91 78, 3237
682 23 145 1, 74 131 861 10, 34 3 4 97 83, 3481
1.136 34 211 1, 94 225 1.381 12, 67 6 9 204 108, 999
1.464 40 250 1, 83 392 2.413 17, 64 9 14 385 136, 851
1.799 46 286 1, 92 377 2.368 15, 89 12 19 475 149, 078
1.845 46 289 1, 85 374 2.346 14, 99 12 19 481 156, 601
2.268 64 386 1, 82 564 3.385 15, 94 24 31 727 212, 488
2.641 64 399 1, 98 715 4.485 22, 21 22 38 956 201, 962
2.968 68 424 1, 98 789 5.271 24, 52 26 44 1.242 214, 998
3.082 69 426 2, 04 762 4.873 23, 26 27 45 1.294 209, 562
3.426 79 492 2, 1 1.039 6.647 28, 25 35 57 1.719 235, 332
3.822 73 459 1, 97 888 5.775 24, 67 37 63 1.808 234, 151
3.977 84 522 2, 03 1.211 7.702 29, 91 42 71 2.211 257, 578
4.036 109 682 1, 99 1.107 6.838 19, 87 51 90 1.921 344, 158
4.093 92 576 2, 05 1.235 7.560 26, 82 44 80 2.373 281, 896
4.127 83 524 1, 97 1.322 8.426 31, 54 45 76 2.461 267, 225
4.214 80 494 1, 92 1.395 8.810 34, 23 46 77 2.508 257, 414
4.233 81 508 2, 04 1.257 8.338 33, 43 45 76 2.264 249, 443
4.293 102 637 1, 85 1.384 8.979 26, 04 52 95 2.436 344, 831
4.361 83 523 1, 9 1.332 8.910 32, 37 46 82 2.470 275, 278
4.449 81 507 1, 86 1.429 8.953 32, 68 46 81 2.592 273, 982
4.623 90 563 1, 93 1.492 9.311 31, 81 54 93 2.866 292, 764
4.637 91 568 1, 99 1.150 7.053 24, 63 54 91 2.506 286, 359
4.677 118 735 1, 96 1.604 10.005 26, 58 62 112 3.307 376, 521
4.938 104 643 2, 1 1.519 9.788 31, 87 61 107 3.040 307, 152
5.099 98 613 1, 92 1.454 9.115 28, 52 63 112 3.313 319, 639
Mw. - - 1, 91 - - 21, 08 29, 41 50, 22 1.439, 66 -

GAS = GREEDY-ASK-SELECT, GAS2 = GREEDY-ASK-SELECT2, #= Anzahl, K.= Kosten,
b. u. S. = beste untere Schranke, Mw.= Mittelwert

Tabelle 3.10: Resultate der Tests mit9.250 ASKs und Anforderung, alle Anrufe zu bedienen; Approximations-
faktorenκ sind auf zwei Nachkommastellen aufgerundet.
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Weil GREEDY-ASK-SELECT2 sich als der leistungsstärkste der drei Kandidaten herausstellt, wird er von
nun an als Standard-Algorithmus betrachtet. Ein Blick auf die entsprechenden Spalten verrät, daß sein Approxi-
mationsfaktor sich um2 bewegt, am häufigsten in[1, 8; 2, 1], mit Ausreißern> 2, 2 sowie< 1, 6. Im Mittel ist er
fast überall kleiner als2.

Was passiert, wenn die Anforderung, alle Anrufe zu bedienen, fallengelassen wird, kann in den nächsten Ta-
bellen gesehen werden. Sie zeigen, wieGREEDY-ASK-SELECT2 in Situationen abschneidet, wo eine Abdek-
kung von90% oder95% der Anrufe ausreicht, verglichen mit dem Fall einer Forderung von100%. Nur für die in-
teressantesten – d. h. größten – Instanzen (mindestens4.000 Anrufe) werden die Ergebnisse aufgelistet. Die Zah-
len sind bemerkenswert: Akzeptiert man95% statt100% bedienter Anrufe, sinken die Kosten um etwa40%, eine
Reduktion der Anforderung auf90% halbiert sie beinahe (sie landen bei einem Niveau von45% bis55% des Prei-
ses für die Abdeckung aller Anrufe). Zusammen mit der Feststellung, daßGREEDY-ASK-SELECT2s Appro-
ximationsfaktor oft bei (und sogar unter)2 liegt, kann man folgern, daß90%iger Service zum Preis einer optima-
len100%-Lösung erreichbar ist. Die Laufzeit nimmt ebenfalls ab,aber nur ungefähr so sehr wie die Bedien-Rate.

Tabelle 3.13 beinhaltet diePDA-Ergebnisse für die7.125ASKs und≥ 4.000Anrufe umfassenden Instanzen,
für die Anforderung,90% oder95% davon zu bedienen. Selbst für solch reduzierte Bedien-Raten istPDAs Lei-
stung immer noch sehr schwach, obwohl die Laufzeit stärkerabnimmt als beiGREEDY-ASK-SELECT2.



166

#ASKs:7.125, Kosten proASK (= Schichtlängen):6, 7 or 8
# Anrufe verlangt # ASKs Kosten Lz. # Anrufe % Anrufe relative relative

% bedient bedient Kosten*, % Laufzeit*, %
4.036 100 106 689 39 4.036 100 100 100

95 61 403 36 3.846 95, 29 58, 49 92, 31
90 48 322 33 3.644 90, 29 46, 73 84, 62

4.093 100 85 549 34 4.093 100 100 100
95 52 336 32 3.890 95, 04 61, 2 94, 12
90 43 280 29 3.705 90, 52 51 85, 29

4.127 100 80 525 35 4.127 100 100 100
95 48 323 32 3.937 95, 4 61, 52 91, 43
90 40 265 31 3.736 90, 53 50, 48 88, 57

4.214 100 81 517 35 4.214 100 100 100
95 49 317 34 4.006 95, 06 61, 32 97, 14
90 40 258 31 3.794 90, 03 49, 9 88, 57

4.233 100 74 493 34 4.233 100 100 100
95 46 304 32 4.024 95, 06 61, 66 94, 12
90 38 255 31 3.830 90, 48 51, 72 91, 18

4.293 100 100 645 41 4.293 100 100 100
95 64 415 39 4.092 95, 32 64, 34 95, 12
90 51 335 35 3.881 90, 4 51, 94 85, 37

4.361 100 81 526 36 4.361 100 100 100
95 51 334 34 4.160 95, 39 63, 5 94, 44
90 42 275 31 3.937 90, 28 52, 28 86, 11

4.449 100 74 493 36 4.449 100 100 100
95 48 319 34 4.238 95, 26 64, 71 94, 44
90 40 266 32 4.020 90, 36 53, 96 88, 89

4.623 100 84 552 41 4.623 100 100 100
95 52 346 39 4.409 95, 37 62, 68 95, 12
90 43 287 37 4.189 90, 61 51, 99 90, 24

4.637 100 82 531 41 4.637 100 100 100
95 52 340 39 4.410 95, 1 64, 03 95, 12
90 43 284 37 4.196 90, 49 53, 48 90, 24

4.677 100 115 736 50 4.677 100 100 100
95 67 435 46 4.447 95, 08 59, 1 92
90 54 352 43 4.223 90, 29 47, 83 86

4.938 100 93 601 46 4.938 100 100 100
95 55 358 43 4.693 95, 04 59, 57 93, 48
90 46 299 40 4.463 90, 38 49, 75 86, 96

5.099 100 93 610 49 5.099 100 100 100
95 58 384 46 4.853 95, 18 62, 95 93, 88
90 47 312 42 4.592 90, 06 51, 15 85, 71

# = Anzahl, Lz.= Laufzeit in Sekunden
* verglichen mit Kosten bzw. Laufzeit für die100%-Lösung

Tabelle 3.11:GREEDY-ASK-SELECT2-Ergebnisse bei Relaxierung der Vorgabe, alle Anrufe zu bedienen,
auf Bedienung von95% oder90%.
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#ASKs:13.500, Kosten proASK (= Schichtlängen):6, 7 or 8
# Anrufe verlangt #ASKs Kosten Lz. # Anrufe % Anrufe relative relative

% bedient bedient Kosten*, % Laufzeit*, %
4.036 100 104 673 79 4.036 100 100 100

95 60 394 70 3.836 95, 04 58, 54 88, 61
90 48 316 64 3.633 90, 01 46, 95 81, 01

4.093 100 83 540 68 4.093 100 100 100
95 52 339 62 3.906 95, 43 62, 78 91, 18
90 42 277 59 3.699 90, 37 51, 3 86, 76

4.127 100 78 509 69 4.127 100 100 100
95 48 317 66 3.933 95, 3 62, 28 95, 65
90 40 263 61 3.730 90, 38 51, 67 88, 41

4.214 100 75 480 70 4.214 100 100 100
95 48 310 66 4.005 95, 04 64, 58 94, 29
90 40 259 63 3.810 90, 41 53, 96 90

4.233 100 75 489 67 4.233 100 100 100
95 46 303 65 4.034 95, 3 61, 96 97, 01
90 38 252 61 3.826 90, 39 51, 53 91, 04

4.293 100 98 632 80 4.293 100 100 100
95 63 405 77 4.089 95, 25 64, 08 96, 25
90 51 328 70 3.878 90, 33 51, 9 87, 5

4.361 100 77 506 69 4.361 100 100 100
95 50 326 66 4.147 95, 09 64, 43 95, 65
90 42 275 63 3.945 90, 46 54, 35 91, 3

4.449 100 75 492 70 4.449 100 100 100
95 48 315 68 4.232 95, 12 64, 02 97, 14
90 41 267 64 4.035 90, 69 54, 27 91, 43

4.623 100 84 544 82 4.623 100 100 100
95 53 342 79 4.399 95, 15 62, 87 96, 34
90 44 286 73 4.191 90, 66 52, 57 89, 02

4.637 100 80 521 81 4.637 100 100 100
95 53 342 79 4.418 95, 28 65, 64 97, 53
90 43 282 73 4.197 90, 51 54, 13 90, 12

4.677 100 113 725 96 4.677 100 100 100
95 67 432 88 4.454 95, 23 59, 59 91, 67
90 53 343 82 4.219 90, 21 47, 31 85, 42

4.938 100 92 594 92 4.938 100 100 100
95 55 360 85 4.705 95, 28 60, 61 92, 39
90 45 297 79 4.457 90, 26 50 85, 87

5.099 100 90 593 95 5.099 100 100 100
95 57 376 90 4.847 95, 06 63, 41 94, 74
90 48 316 84 4.624 90, 68 53, 29 88, 42

# = Anzahl, Lz.= Laufzeit in Sekunden
* verglichen mit Kosten bzw. Laufzeit für die100%-Lösung

Tabelle 3.12:GREEDY-ASK-SELECT2-Ergebnisse bei Relaxierung der Vorgabe, alle Anrufe zu bedienen,
auf Bedienung von95% oder90%.
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#ASKs:7.125, Kosten proASK (= Schichtlängen):6, 7 or 8
# Anrufe verlangt # ASKs Kosten Lz. # Anrufe % Anrufe relative relative

% bedient bedient Kosten*, % Laufzeit*, %
4.036 100 986 6.178 1.571 4.036 100 100 100

95 852 5.363 1.280 3.836 95, 04 86, 81 81, 48
90 734 4.636 1.057 3.635 90, 06 75, 04 67, 28

4.093 100 1.113 7.165 1.810 4.093 100 100 100
95 990 6.376 1.457 3.896 95, 19 88, 99 80, 5
90 887 5.718 1.222 3.686 90, 06 79, 8 67, 51

4.127 100 1.246 8.475 1.927 4.127 100 100 100
95 1.086 7.392 1.503 3.924 95, 08 87, 22 78
90 972 6.631 1.301 3.715 90, 02 78, 24 67, 51

4.214 100 1.205 8.166 1.785 4.214 100 100 100
95 1.070 7.275 1.357 4.007 95, 09 89, 09 76, 02
90 953 6.496 1.163 3.795 90, 06 79, 55 65, 15

4.233 100 1.112 7.742 1.704 4.233 100 100 100
95 968 6.769 1.339 4.022 95, 02 87, 43 78, 58
90 881 6.171 1.201 3.814 90, 1 79, 71 70, 48

4.293 100 1.123 7.365 1.952 4.293 100 100 100
95 983 6.418 1.586 4.079 95, 02 87, 14 81, 25
90 863 5.610 1.338 3.864 90, 01 76, 17 68, 55

4.361 100 1.238 8.886 1.879 4.361 100 100 100
95 1.106 7.973 1.532 4.143 95 89, 73 81, 53
90 980 7.102 1.313 3.926 90, 03 79, 92 69, 88

4.449 100 1.368 9.093 2.039 4.449 100 100 100
95 1.211 8.021 1.652 4.229 95, 06 88, 21 81, 02
90 1.069 7.054 1.405 4.005 90, 02 77, 58 68, 91

4.623 100 1.090 7.651 1.935 4.623 100 100 100
95 929 6.600 1.438 4.392 95 86, 26 74, 32
90 808 5.758 1.220 4.161 90, 01 75, 26 63, 05

4.637 100 1.125 7.768 1.953 4.637 100 100 100
95 992 6.896 1.516 4.406 95, 02 88, 77 77, 62
90 884 6.161 1.298 4.174 90, 02 79, 31 66, 46

4.677 100 1.405 8.541 2.969 4.677 100 100 100
95 1.239 7.510 2.332 4.444 95, 02 87, 93 78, 54
90 1.103 6.675 1.980 4.210 90, 01 78, 15 66, 69

4.938 100 1.293 8.743 2.236 4.938 100 100 100
95 1.123 7.612 1.695 4.692 95, 02 87, 06 75, 81
90 991 6.747 1.458 4.446 90, 04 77, 17 65, 21

5.099 100 1.245 8.271 2.274 5.099 100 100 100
95 1.097 7.261 1.789 4.845 95, 02 87, 79 78, 67
90 974 6.462 1.509 4.590 90, 02 78, 13 66, 36

# = Anzahl, Lz.= Laufzeit in Sekunden
* verglichen mit Kosten bzw. Laufzeit für die100%-Lösung

Tabelle 3.13:PDA-Ergebnisse bei Relaxierung der Vorgabe, alle Anrufe zu bedienen, auf Bedienung von95%
oder90%.
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3.6.2 Tests auf selbst-generierten Anrufstr̈omen mit bekannter optimaler Lösung

Tabelle 3.14 unten faßtGREEDY-ASK-SELECT2s Resultate für Instanzen zusammen, die von den Problemge-
neratoren aus Teil 3.5.2 konstruiert wurden. Die Approximationsfaktoren in diesen Beispielen sind exakt, sie ge-
ben das genaue Verhältnis zwischen den Kosten der berechneten Lösung und denen der (bekannten) optimalen
Lösung wieder.

Die Prozedur war folgendermaßen: Eine der im letzten Unterabschnitt benutztenASK-Mengen – siehe Sei-
te 154 für eine Erläuterung – dient als Basis der zu erstellenden Instanz, ihre Größe steht in der ersten Spalte von
Tabelle 3.14. Eine zufällige Auswahl mehrerer Elemente dieser Menge bildet dann die optimale Lösung, zu wel-
cher der gewünschte Anrufstrom anschließend erzeugt wurde. Instanzen mit ca.500, 1.000, 3.000, 5.000, 10.000
und15.000 Anrufen sollten getestet werden.33) Für jedes Tripel aus Basis-ASK-Menge, Anrufstrom-Größe und
Problemgenerator wurde das Schema

Bilden einer optimalen Lösung - Erzeugung eines passendenAnrufstroms - Lösen der
so gewonnenen Instanz

10-mal wiederholt. In der Tabelle sind zu jedem Tripel die mittlere Anzahl der Anrufe in den zehn Experimenten,
kleinster, größter und gemittelter Approximationsfaktor sowie die mittlere Laufzeit festgehalten. Vier verschiede-
neASK-Mengen nahmen an dem Verfahren teil, darunter die kleinsteund die größte (2.250 bzw. 13.500 Ele-
mente).

33) Die Zahlen in Tabelle 3.14, Spalten 2 und 7, weichen leicht von ihren
”
Zielen“ 500 bis15.000 ab, da es sehr schwierig war, die Parameter

so zu setzen, daß die unter Zufallseinfluß erzeugten Anrufströme die erwünschten Umfänge bekamen; dies konnte nur n¨aherungsweise erreicht
werden.
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Anrufstrom aus Exklusive-VDNs-Ansatz Anrufstrom aus Linien-Ansatz
#ASKs ≈ # Anrufe κmin κmax κmean m. Lz. ≈ # Anrufe κmin κmax κmean m. Lz.

(Mittelwert) (Mittelwert)
2.250 497 1 2 1, 67 0, 1 568 1, 34 2 1, 45 0, 4
2.250 1.000 1, 67 2, 2 1, 88 0, 7 908 1, 4 1, 8 1, 62 0, 5
2.250 2.995 1, 9 2, 2 2, 01 2, 8 3.206 1, 25 1, 5 1, 37 6, 8
2.250 4.986 1, 73 2, 15 1, 91 6, 7 5.861 1, 22 1, 37 1, 31 18, 6
2.250 9.966 1, 64 1, 93 1, 8 21, 1 11.469 1, 19 1, 28 1, 23 72, 8
2.250 14.953 1, 6 1, 8 1, 71 51, 2 16.744 1, 17 1, 24 1, 2 155, 2
4.750 499 1 2 1, 58 0, 2 480 1 1, 75 1, 5 0, 3
4.750 1.001 1 2, 2 1, 65 0, 8 960 1 1, 75 1, 47 0, 9
4.750 2.998 1, 85 2, 2 1, 99 4, 2 2.970 1, 38 1, 9 1, 59 5, 5
4.750 4.984 1, 84 2, 14 1, 97 9, 6 4.926 1, 36 1, 69 1, 49 12, 9
4.750 9.964 1, 69 2 1, 82 40, 5 9.945 1, 26 1, 44 1, 32 49, 9
4.750 14.928 1, 63 1, 88 1, 79 74, 3 14.929 1, 21 1, 35 1, 28 113, 2
7.125 501 1, 58 2, 31 2, 01 1 497 1, 25 1, 8 1, 48 1
7.125 1.001 1, 58 2, 5 2, 09 1, 6 1.003 1, 44 1, 81 1, 63 1, 7
7.125 2.993 1, 87 2, 28 2, 1 8, 3 2.989 1, 42 1, 86 1, 59 10, 3
7.125 4.981 1, 74 2, 16 1, 99 17, 7 5.053 1, 3 1, 58 1, 45 24, 4
7.125 9.977 1, 62 2, 06 1, 84 68, 3 9.953 1, 25 1, 39 1, 31 91, 9
7.125 14.968 1, 56 1, 89 1, 77 142, 4 15.057 1, 22 1, 36 1, 28 219, 1
13.500 496 1, 59 2, 2 1, 99 1, 7 498 1, 38 1, 8 1, 57 1, 9
13.500 992 1, 9 2, 74 2, 18 3, 1 1.009 1, 39 1, 85 1, 65 2, 8
13.500 2.986 1, 82 2, 24 2, 03 16, 9 2.984 1, 39 1, 75 1, 56 19, 7
13.500 4.965 1, 87 2, 13 1, 98 37, 8 4.996 1, 35 1, 71 1, 51 44, 1
13.500 9.956 1, 74 1, 93 1, 82 145, 2 10.066 1, 21 1, 45 1, 32 195, 5
13.500 14.966 1, 65 1, 89 1, 79 273, 9 15.016 1, 18 1, 36 1, 27 429, 7
# = Anzahl, m. Lz.= mittlere Laufzeit in Sekunden

Tabelle 3.14:GREEDY-ASK-SELECT2-Ergebnisse auf generierten Instanzen mit bekanntem Optimum –
minimaler Approximationsfaktorκmin, maximaler Approximationsfaktorκmax, mittlerer Approximations-
faktorκmean, mittlere Laufzeit. Dieκ-Werte sind auf zwei Nachkommastellen aufgerundet.
Anzahl generierter Instanzen/Testläufe für jede Halb-Zeile:10.
Die optimalen Lösungen wurden zufällig erstellt.

Die minimalen, maximalen und gemittelten Approximationsfaktoren bestätigen den Eindruck, daß Lösungen
ausGREEDY-ASK-SELECT2 oftmals nicht mehr als das Doppelte des Minimums kosten. Die schlechtesten
κ-Werte2, 74 und2, 5 können als Ausreißer angesehen werden. Interessanterweise sind die Approximationsfak-
toren zu den mit dem Linien-Ansatz entworfenen Instanzen (siehe rechter Teil der Tabelle) besser als in den Fäl-
len, wo mit exklusiven VDNs gearbeitet wurde. Das mag der Tatsache geschuldet sein, daß in letzteren Instanzen
mancheASKs zwingend zur Lösung dazugehören – vielleicht wähltGREEDY-ASK-SELECT2 diese zuletzt,
nachdem die Mehrheit der Anrufe bereits von anderenASKs abgedeckt wurde – wohingegen die Instanzen mit
Anrufen entlang Linien nicht so streng ausfallen. Andererseits sind die Laufzeiten deutlich niedriger, wo exklusi-
ve VDNs verwendet wurden, vor allem für Anrufströme mit≈ 3.000 und mehr Elementen.34)

Es sollte noch erwähnt werden, daß die Kosten der hier auftretendenASKs derart sind, daß in den mittels Li-
nien-Ansatz erzeugten Instanzen die vorgegebene Lösung eine optimale ist (vgl. die Diskussion im Teil 3.5.2).

34) Obwohl hier nicht aufgeführt, wurdePDA ebenfalls auf generierten Instanzen getestet. Dort war dieRelation der Laufzeiten andersher-
um, Instanzen mit exklusiven VDNs wurden viel langsamer gelöst. Auch die Approximationsfaktoren waren beim Linien-Ansatz besser.
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3.6.3 Genauere Approximationsfaktoren durch exakte L̈osungen der dualen LOPs

Für einige der Instanzen aus Teil 3.6.1 wurden optimaleū der jeweiligen dualen LOPs (3.6) berechnet. Das Vorge-
hen dazu war das in Unterabschnitt 3.5.3 beschriebene. Konkret wurde ein Programm – wieder in C++ und mittels
QtCreator – geschrieben, welches die Lösung des jeweiligen Beispiels durchGREEDY-ASK-SELECT2 be-
stimmt, anschließend das in Unterabschnitt 3.5.3 vorgestellte Schema ausführt und so mit Hilfe des Separations-
orakel und Gurobis LP-Solver (3.6) exakt löst. Dabei wurdedas C++-Interface des Gurobi Optimizer verwendet.
Die technischen Details (Rechner, Laufzeitbestimmung, Programmaufruf) sind dabei wie auf Seite 154 bespro-
chen.

Es stellte sich heraus, daß nicht alle Instanzen aus Unterabschnitt 3.6.1 handhabbar waren; manche davon ver-
ursachten eine extrem hohe Laufzeit und, was noch gravierender ist, führten zu einer̈Uberschreitung des vorhan-
denen Speicherplatzes (die LOPs wurden immer umfangreicher aufgrund der vielen Nebenbedingungen). Es ist
daher entschieden worden, nur mit kleineren Beispielen zu arbeiten, d. h. solchen mit den geringsten Anzahlen
vonASKs bzw. nicht zu vielen Anrufen. Die nächsten Tabellen zeigen, welche Instanzen untersucht wurden und
was für sie herauskam.
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#ASKs:2.250, Kosten proASK (= Schichtlängen):8
Kosten der Minimum von (3.6) Laufzeit (Sekunden) # Aufrufe des

# Anrufe GAS2-Lösung (mit Gurobi bestimmt) κ für Lösen von (3.6) Separationsorakels
362 120 120 1 20 54
404 104 104 1 9 20
451 136 128 1, 07 8 14
528 168 144 1, 17 67 62
617 200 192 1, 05 14 13
624 168 144 1, 17 75 33
629 176 152 1, 16 33 18
682 184 160 1, 15 66 52
1.136 248 248 1 64 31
1.464 288 264 1, 1 310 47
1.799 344 312 1, 11 666 163
1.845 344 328 1, 05 780 107
2.268 496 472 1, 06 883 140
2.641 488 432 1, 13 1.767 49
2.968 496 440 1, 13 1.149 80
3.082 464 424 1, 1 1.125 84
3.426 592 560 1, 06 779 56
3.822 528 472 1, 12 2.924 73
3.977 640 584 1, 1 2.756 63
4.036 760 680 1, 12 3.316 72
4.093 656 608 1, 08 2.330 113
4.127 624 528 1, 19 10.180 170
4.214 624 536 1, 17 4.149 94
4.233 552 512 1, 08 2.873 102
4.293 776 704 1, 11 8.138 125
4.361 600 536 1, 12 5.230 50
4.449 544 496 1, 1 10.357 68
4.623 664 600 1, 11 6.273 95
4.637 632 560 1, 13 69.896 196
4.677 904 832 1, 09 2.753 140
4.938 720 632 1, 14 4.356 85
5.099 736 664 1, 11 8.917 93

Mittelwert - - 1, 1 - -
# = Anzahl,GAS2 = GREEDY-ASK-SELECT2

Tabelle 3.15: Vergleich der Kosten vonGREEDY-ASK-SELECT2-Lösungen und deren unteren Schranken,
die durch das Lösen entsprechender dualer LOPs erhalten wurden, für Instanzen mit2.250 ASKs; Approxi-
mationsfaktorenκ sind auf zwei Nachkommastellen aufgerundet.
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#ASKs:4.625, Kosten proASK (= Schichtlängen):7 oder8
Kosten der Minimum von (3.6) Laufzeit (Sekunden) # Aufrufe des

# Anrufe GAS2-Lösung (mit Gurobi bestimmt) κ für Lösen von (3.6) Separationsorakels
362 121 106 1, 15 31 25
404 106 92 1, 16 18 17
451 114 113 1, 01 42 21
528 145 126 1, 16 201 60
617 177 168 1, 06 149 29
624 158 129 1, 23 252 36
629 165 133 1, 25 176 27
682 163 142 1, 15 553 79
1.136 222 217 1, 03 225 102
1.464 276 238 1, 16 614 33
1.799 313 275 1, 14 1.797 232
1.845 308 288 1, 07 3.898 64
2.268 441 413 1, 07 1.457 153
2.641 444 381 1, 17 5.921 82
2.968 452 387 1, 17 37.652 144
3.082 420 380 1, 11 4.262 63
3.426 547 497 1, 11 3.618 497

Mittelwert - - 1, 12 - -
# = Anzahl,GAS2 = GREEDY-ASK-SELECT2

Tabelle 3.16: Vergleich der Kosten vonGREEDY-ASK-SELECT2-Lösungen und deren unteren Schranken,
die durch das Lösen entsprechender dualer LOPs erhalten wurden, für Instanzen mit4.625 ASKs; Approxi-
mationsfaktorenκ sind auf zwei Nachkommastellen aufgerundet.

#ASKs:13.500, Kosten proASK (= Schichtlängen):6, 7 oder8
Kosten der Minimum von (3.6) Laufzeit (Sekunden) # Aufrufe des

# Anrufe GAS2-Lösung (mit Gurobi bestimmt) κ für Lösen von (3.6) Separationsorakels
362 102 94 1, 09 94 18
404 106 86 1, 24 102 20
451 123 101 1, 22 381 26
528 130 109 1, 2 696 38
617 165 143 1, 16 1.018 30
624 124 109 1, 14 872 31
629 146 120 1, 22 980 26
682 142 128 1, 11 2.903 300
1.136 204 191 1, 07 1.251 158
1.464 244 215 1, 14 5.625 32
1.799 289 240 1, 21 40.096 212
1.845 285 257 1, 11 36.026 54
2.268 386 355 1, 09 9.752 155

Mittelwert - - 1, 15 - -
# = Anzahl,GAS2 = GREEDY-ASK-SELECT2

Tabelle 3.17: Vergleich der Kosten vonGREEDY-ASK-SELECT2-Lösungen und deren unteren Schranken,
die durch das Lösen entsprechender dualer LOPs erhalten wurden, für Instanzen mit13.500 ASKs; Approxi-
mationsfaktorenκ sind auf zwei Nachkommastellen aufgerundet.
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Wichtigstes Resultat ist, daß die Approximationsfaktorenκ – die jetzt das Verhältnis zwischen den Kosten der
approximativen Lösung und dem Minimum von (3.5) angeben – alle in [1, 1.25] liegen, was viel besser ist als zu-
vor. Es bedeutet, daß für die untersuchten Instanzen die L¨osungen des hier entwickelten Algorithmus nicht unge-
fähr doppelt so teuer, sondern wirklich nahe dem echten Minimum sind. Mittlereκ-Werte von1, 1, 1, 12 und1, 15
besagen, daß die Erwartung gerechtfertigt ist, durchGREEDY-ASK-SELECT2 Kosten in Höhe von etwa115%
des Minimums zu erreichen.

Die je letzte Spalte der drei Tabellen nennt die Zahl der Separations-Schritte, d. h. wie oft das Separationsora-
kel für das entsprechende Beispiel aufgerufen werden mußte. Jedem solchen Aufruf, mit Ausnahme des letzten,
folgte eine Optimierung durch den Gurobi Optimizer mit mehrNebenbedingungen im LOP als zuvor. Die Lauf-
zeiten zeigen: Das Lösen des (dualen) LOP, umCBS optimal zu lösen, ist keine praktikable Alternative. Selbst für
kleinere Instanzen (< 3.000 Anrufe, oder nur2.250 ASKs zur Auswahl) dauerte die Berechnung> 37.000 Se-
kunden (mehr als10 Stunden),> 40.000 Sekunden (mehr als11 Stunden) oder beinahe70.000 Sekunden (mehr
als19 Stunden).

3.7 Zusammenfassung, Diskussion, Ausblick

Das praktische Problem der Schichtplanung eines Call Centers wurde in diesem Kapitel modelliert, was zum Op-
timierungsproblem der anrufstrombasierten Schichtplanung,CBS, führte. Es wurde gezeigt, daßCBS NP-voll-
ständig ist, denn es giltSETCOVER ≤p CBS. Umgekehrt istCBS auch als Variante vonSETCOVER inter-
pretierbar.

CBS ist inapproximierbar, es wurde jedoch ein Polynomial-Zeit-AlgorithmusGREEDY-ASK-SELECT –
bzw.GREEDY-ASK-SELECT2 – angegeben, der zumindest in den durchgeführten Tests gut abgeschnitten hat,
mit Approximationsfaktoren zwischen1 und3, meistens< 2. Zu den weiteren Ergebnissen zählen primales/dua-
les LOP zur Modellierung vonCBS, ein Separationsorakel, Strategien für das Dual Fitting (Verteilung der Werte
auf die dualen Variablen, Tying), ein Primal-Dual-Algorithmus mit allerdings schwachen Leistungen, sowie Pro-
blemgeneratoren.

Noch offene bzw. interessante Fragen

Es wurde bereits angesprochen, daßCBS auf der Annahme eines schon bekannten Anrufstroms basiert.Um tat-
sächlich Schichtplanung für die Zukunft betreiben zu können, ist es daher notwendig, einen Anrufstrom gewisser-
maßen vorherzusagen. Dies kann z. B. so geschehen, daß eine Prognose der erwarteten Anrufzahlen gemacht und
aus diesen Anrufe nach einem gewissen Schema erzeugt werden, mit all den fürGREEDY-ASK-SELECT2 be-
nötigten Daten. So entsteht ein Anrufstrom, der näherungsweise dem entspricht, was später dann stattfinden wird.
Generiert man die Anrufe stochastisch, d. h. mit Zufalls-Einfluß, ist es sinnvoll, mehrere Anrufströme so zu erstel-
len undGREEDY-ASK-SELECT2 darauf anzuwenden; das geht dann in Richtung Simulation. Alternativ kann
ein

”
alter“ Anrufstrom – einer aus der Vergangenheit – die Grundlage bilden. Auch eine Kombination mehrerer

solcher bekannter Anrufströme ist denkbar.
Neben dem Anrufstrom sind ebenfalls dieASKs in der Praxis nicht so einfach zu handhaben, wie es hier vor-

ausgesetzt wurde. Natürlich gibt es in keinem Call Center unbegrenzt viele Agenten von jedem Typ, was bei einer
Anpassung vonGREEDY-ASK-SELECT2 zu berücksichtigen ist. Nicht nur die maximale Anzahl, auch wei-
tere Restriktionen können eine Rolle spielen. Manche Agenten dürfen/wollen vielleicht keine Nachtschicht über-
nehmen oder haben andere einschränkende Bedingungen fürihren Einsatz. Vor allem gilt es zu bedenken, daß je-
mand, der beispielsweise eine Schicht von 8:00 Uhr bis 15:30Uhr übernimmt, nicht zuvor bereits bis 6:00 Uhr ge-
arbeitet haben darf, auch nicht wieder um 17:00 Uhr mit dem n¨achsten Einsatz beginnen kann. Darum ist es not-
wendig, bei Auswahl einerASK im Algorithmus sicherzustellen, daß für diese tatsächlich ein Agent verfügbar ist.
Und schließlich ist mit komplexeren Schichten zu rechnen, als sie hier zum Tragen kamen. Insbesondere gibt es in
der Realität Pausen, so daß eine Schicht nicht nur durch Anfang und Ende gekennzeichnet ist.

Die genannten Punkte lassen sich in den AlgorithmusGREEDY-ASK-SELECT2 einbauen. Allerdings kann
nicht mehr garantiert werden, daß er eine zulässige Lösung findet. Auch die Bestimmung von Approximationsfak-
toren ist dann nur noch eingeschränkt möglich.
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Aus Sicht der Mathematik sind folgende, in dieser Arbeit nicht adressierte Aspekte interessant:

1. Bisher wurde in den Greedy-Verfahren immer ein MIS von Anrufen bestimmt. Es ist genausogut möglich,
stattdessen jeweils ein MWIS zu berechnen, vorausgesetzt,die Anrufe sind mit Gewichten versehen. Dadurch ist
u. a. eine Priorisierung von Anrufen möglich. Das Verhalten der Algorithmen, die Eigenschaften der von ihnen ge-
lieferten Lösungen unter Einfluß von Anruf-Gewichten kannein lohnender Ansatzpunkt für weitere Untersuchun-
gen sein.

2. Die Algorithmen lassen noch Spielraum für Verfeinerungen; so sind zusätzliche Kriterien für die Auswahl
einerASK denkbar. Haben mehrereASKs ein minimales Kosten-MIS-Größe-Verhältnis, welche von ihnen soll
dann genommen werden? Die mit kleineren Kosten oder größerem M(W)IS?

3. Die
”
Stabilität“ vonGREEDY-ASK-SELECT bzw.GREEDY-ASK-SELECT2, d. h. ihre Reaktion auf

leicht variierte Eingabe-Daten, ist sicher ein spannendesThema. Was passiert, wenn die Anrufe (minimal) modifi-
ziert werden, durch einzelne Verschiebungen o. ä.? Wie stark ändern sich dadurch Lösung, Laufzeit, Approxima-
tionsfaktor? Welche Auswirkungen hat eine

”
Verlängerung“ der Anrufe um einen Faktor1 + ε, ε > 0? Wel-

cher Effekt tritt bei einer
”
Verkürzung“ ein? Das Wegfallen einiger (wichtiger)ASKs macht sich wie bemerkbar?

4. Generell sind Aufschlüsse über die Abhängigkeit der Algorithmen von den Eigenschaften des Anrufstroms
und derASK-Menge wünschenswert. Welche Rolle spielt z. B. die Lage der Anrufe (relativ zueinander)? Ein Ver-
gleich der Ergebnisse für sehr gleichmäßig bzw. sehr ungleichmäßig verteilte Anrufe zeigt was? Welche Bedeu-
tung haben die Schichtlängen derASKs?

5. Auch wennGREEDY-ASK-SELECT2 in allen betrachteten Fällen zum Teil erheblich schneller war als
GREEDY-ASK-SELECT, ist dies nicht immer zu erwarten. Unter welchen Bedingungen ist die Laufzeit wel-
ches Algorithmus die kürzere?

Diesen und anderen Fragen konnte hier nicht mehr nachgegangenwerden; sie bilden Anknüpfungspunkte für wei-
tergehende Beschäftigung mit dem ProblemCBS sowie den dazu entwickelten Algorithmen.
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Anhang A

Statistik der Anrufdaten

A.1 Einleitung

Die von DIPRO gelieferten Daten bestanden aus je einem Datensatz pro Anruf. Die einzelnen Komponenten der
Datensätze sind die folgenden:1)

Komponente Erläuterung
acwtime Nachbearbeitungszeit (in Sekunden); Zeit, die der Agent nach Anrufende noch

beschäftigt (also noch nicht wieder für den nächsten Anruf bereit) war
row date Datum des Anrufs
row time Uhrzeit des Anrufs (Stunde und Minute)
disptime Wartezeit des Anrufs (in Sekunden); Zeit vom Eintreffen beider Telefonanlage bis zur

Annahme durch einen Agenten bzw. zum Abbruch
firstvdn VDN des Anrufs
duration Dauer des Anrufs; Zeit, die der Anruf mit der Telefonanlage verbunden war; es gilt

duration= disptime+ talktime
segstart Zeitstempel im Format UNIX-Timestamp, der das Eintreffen des Anrufs in der Tele-

fonanlage sekundengenau markiert
segstop wie segstart, jedoch für den Zeitpunkt, an dem sowohl der Anruf als auch die Nach-

bearbeitungszeit beendet ist
talktime Gesprächsdauer (in Sekunden); Zeit, die der Anrufer mit dem Agenten verbunden war
acd Nummer, die angibt, an welche ACD-Anlage der Anruf ging (einCall Center kann

mehrere ACD-Anlagen an verschiedenen Standorten haben)
anslogin eine Art Flag, das angibt, ob der Anruf einem Agenten zugeordnet wurde oder nicht
disposition Nummer, die den (End-)Status des Anrufs – z. B. angenommen, Abbruch durch An-

rufer, Abbruch durch ACD – beschreibt

UNIX-Timestamp

Der UNIX-Timestamp nennt die seit dem 01. 01. 1970, 00:00:00Greenwich Mean Time (GMT oder auch UTC),
verstrichenen Sekunden [54]. Es handelt sich um eine ganzzahlige Angabe, die für aktuelle Zeiten Werte zwischen
109 und2 · 109 annimmt, also zehnstellige Zahlen.

1) Die Beschreibungen basieren auf den Informationen der Mitarbeiter von Dipro, teils aus (undokumentierten) Gesprächen, teils aus von
ihnen bereitgestellten Quellen wie der Datei

”
ElementeDokumentenkopf.doc“.
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A.2 Anrufzahlen

A.2.1 Tageszahlen
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Abbildung A.1: Boxplot der Anrufzahlen der einzelnen Wochentage (ohne Feiertage).
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Call numbers on Mondays (holidays and days with unclear data replaced by interpolated values)
Call numbers on Mondays trend line (based on time series with interpolated values)
Call numbers on Mondays (holidays and days with unclear data left out)

Abbildung A.2: Zeitreihe der Montags-Anrufzahlen, mit interpolierten fehlenden Werten (rot), und zugehörende
Trendgerade.
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Call numbers on Wednesdays (holidays and days with unclear data replaced by interpolated values)
Call numbers on Wednesdays trend line (based on time series with interpolated values)
Call numbers on Wednesdays (holidays and days with unclear data left out)

Abbildung A.3: Zeitreihe der Mittwochs-Anrufzahlen, mit interpolierten fehlenden Werten (rot), und zugehören-
de Trendgerade.
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Call numbers on Thursdays trend line (based on time series with interpolated values)
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Abbildung A.4: Zeitreihe der Donnerstags-Anrufzahlen, mit interpolierten fehlenden Werten (rot), und zugehö-
rende Trendgerade.
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Call numbers on Fridays trend line (based on time series with interpolated values)
Call numbers on Fridays (holidays and days with unclear data left out)

Abbildung A.5: Zeitreihe der Freitags-Anrufzahlen, mit interpolierten fehlenden Werten (rot), und zugehörende
Trendgerade.
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Call numbers on Saturdays (holidays and days with unclear data replaced by interpolated values)
Call numbers on Saturdays trend line (based on time series with interpolated values)
Call numbers on Saturdays (holidays and days with unclear data left out)

Abbildung A.6: Zeitreihe der Sonnabend-Anrufzahlen, mit interpolierten fehlenden Werten (rot), und zugehören-
de Trendgerade.
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Abbildung A.7: Zeitreihe der Sonntags-Anrufzahlen und zugehörende Trendgerade.
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A.2.2 Tageskurven
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Abbildung A.8: Boxplot der stundenweisen Anteile an der Tageszahl, Montag.
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Abbildung A.9: Boxplot der stundenweisen Anteile an der Tageszahl, Dienstag.
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Abbildung A.10: Boxplot der stundenweisen Anteile an der Tageszahl, Donnerstag.
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Abbildung A.11: Boxplot der stundenweisen Anteile an der Tageszahl, Freitag.
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Abbildung A.12: Boxplot der stundenweisen Anteile an der Tageszahl, Sonntag.
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A.2.3 Prognose
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Abbildung A.13: Histogramm der QuotientenQO
i für die Montags-Anrufzahlen.
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Abbildung A.14: Histogramm der QuotientenQO
i für die Dienstags-Anrufzahlen.
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Abbildung A.15: Histogramm der QuotientenQO
i für die Mittwochs-Anrufzahlen.
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Abbildung A.16: Histogramm der QuotientenQO
i für die Donnerstags-Anrufzahlen.
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Abbildung A.17: Histogramm der QuotientenQO
i für die Freitags-Anrufzahlen.
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Abbildung A.18: Histogramm der QuotientenQO
i für die Sonnabends-Anrufzahlen.
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Abbildung A.19: Histogramm der QuotientenQO
i für die Sonntags-Anrufzahlen.
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A.3 Struktur eines Anrufs

A.3.1 Gespr̈achsdauer

talktime und die Gamma-Verteilung
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Abbildung A.20: (Q-Q-Plot) Verlauf der Quantile derttshift10-Werte (blau) im Vergleich zu der bei einer
Gamma-Verteilung zu erwartenden Linie (rot), Bereich bis550.

Abschätzung: Faktor zwischen einer Gamma-Verteilung mit0 < a < 1

und ihrer Grenz-Exponentialverteilung

In Ergänzung zu den Ausführungen auf Seite 64f. und die dortigen Notationen nutzend werden hier Schranken

für den Faktorϑ zwischenfp(p+ u) und deren Grenzfunktion
e−

u
b

b
hergeleitet. Die zugrundeliegende Gamma-

Verteilung habe die Parameterb > 0 unda ∈ ]0, 1[.
Zunächst eine kurze Wiederholung der wichtigsten Notationen:

1. a, b (siehe oben) – Parameter der Gamma-Verteilung;

2. p > 0 hinreichend groß – der Punkt, ab demfp(p+ u) (siehe unten) mit einer Exponentialverteilung mit
Parameterb−1 verglichen werden soll;

3. fp(p+ u) =
(p+ u)a−1e−

p+u
b

∫∞

p ta−1e−
t
bdt

=
(p+ u)a−1e−

p
b b∫∞

p ta−1e−
t
b dt

· e
−u

b

b
für u ≥ 0;

4. α :=
u

p
;

5. ϑ :=
fp(p+ u)

e−
u
b

b

=
(p+ u)a−1e−

p
b b∫∞

p
ta−1e−

t
bdt

=
pa−1(1 + α)a−1e−

p
b b∫∞

p
ta−1e−

t
b dt

.
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ta−1 ist monoton fallend int, somit

∫∞

p ta−1e−
t
bdt ≤

∫∞

p pa−1e−
t
bdt = bpa−1e−

p
b

(vgl. auch Seite 64). Dann gilt

ϑ ≥ b(p+ u)a−1e−
p
b

bpa−1e−
p
b

=
bpa−1(1 + α)a−1e−

p
b

bpa−1e−
p
b

= (1 + α)a−1.

Nun wird eine untere Schranke von
∫∞

p ta−1e−
t
bdt benötigt. Weilp hinreichend groß sein soll, kann man von

p > e ausgehen. Setze

c := ln(p)
1− a

p
+

1

b
> 0.

Für t ≥ p > e folgt dann:2)

c ≥ ln(t)
1− a

t
+

1

b
⇔ −ct ≤ ln(t)(a− 1)− t

b
⇔ e−ct ≤ ta−1e−

t
b .

Damit gilt

∫∞

p ta−1e−
t
bdt ≥

∫∞

p e−ctdt =

[
−1

c
e−ct

]∞

p

=
1

c
e−cp =

1

c
e−

p
b pa−1 =

pbe−
p
b pa−1

b ln(p)(1 − a) + p
.

Das bedeutet

ϑ ≤ b ln(p)(1− a) + p

p

(p+ u)a−1

pa−1
=
b ln(p)(1 − a) + p

p
(1 + α)a−1.

ϑ ist also wie folgt beschränkt:

(1 + α)a−1 ≤ ϑ ≤ b ln(p)(1 − a) + p

p
(1 + α)a−1.

Geht man – wie auf Seite 65 – davon aus, daßu < p und deshalb0 ≤ α < 1, so befindet sichϑ im Intervall

]2a−1, 1 + b
1− a

p
ln(p)]. |b−1e−

u
b − fp(p+ u)| liegt dann in[b

1− a

p
ln(p),

1− 2a−1

b
e−

p
b [.

Das Analogon zu Lemma 2.3.2 im Falla ∈ [0, 1[ lautet:

Lemma A.3.1 Seib > 0, 0 < a < 1 undp > e. Der Faktorϑ zwischenfp(p+ u) und deren Grenzfunktion
b−1e−

u
b kann dann abgeschätzt werden als

(1 + α)a−1 ≤ ϑ ≤ b ln(p)(1 − a) + p

p
(1 + α)a−1,

wobeiα =
u

p
. Die (absolute) Differenz|1− ϑ|b−1e−

αp
b vonfp(p+ u) zu ihrer Grenzfunktion liegt innerhalb der

Schranken

b
1− a

p
ln(p) ≤ |1− ϑ|b−1e−

αp
b ≤ 1− (1 + α)a−1

b
e−

αp
b .

2) ln(t)

t
ist monoton fallend fürt > e.
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talktime bei einzelnen VDNs

0 5 10 15 20 25 30
0

50

100

150

200

250

300

Abbildung A.21: VDN1, Histogramm der talktime-Werte von1 bis30 Sekunden (absolute Häufigkeiten).
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Abbildung A.22: VDN2, Histogramm der talktime-Werte von1 bis30 Sekunden (absolute Häufigkeiten).
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Abbildung A.23: VDN3, Histogramm der talktime-Werte von1 bis30 Sekunden (absolute Häufigkeiten).
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Abbildung A.24: VDN4, Histogramm der talktime-Werte von1 bis30 Sekunden (absolute Häufigkeiten).
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Abbildung A.25: VDN5, Histogramm der talktime-Werte von1 bis30 Sekunden (absolute Häufigkeiten).
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Abbildung A.26: VDN6, Histogramm der talktime-Werte von1 bis30 Sekunden (absolute Häufigkeiten).
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Abbildung A.27: Schiefen der Verteilungen von talktime> 0 für die VDNs, welche je mindestens100 Fälle mit
talktime> 0 aufweisen; aufsteigend sortiert.
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Abbildung A.28: Relative Häufigkeiten von talktime= 0 für die VDNs mit500 oder mehr Anrufen; aufsteigend
sortiert.
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A.3.2 Wartezeit

disptime bei einzelnen VDNs
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Abbildung A.29: VDN3, Histogramm der nach
”
talktime> 0“ gefilterten disptime-Werte von1 bis150Sekunden

(absolute Häufigkeiten).
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Abbildung A.30: VDN5, Histogramm der nach
”
talktime> 0“ gefilterten disptime-Werte von1 bis150Sekunden

(absolute Häufigkeiten).
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Abbildung A.31: VDN2, Histogramm der nach
”
talktime= 0“ gefilterten disptime-Werte von1 bis300Sekunden

(absolute Häufigkeiten, Klassenbreite5).
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Abbildung A.32: VDN3, Histogramm der nach
”
talktime= 0“ gefilterten disptime-Werte von1 bis300Sekunden

(absolute Häufigkeiten, Klassenbreite5).
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Abbildung A.33: VDN4, Histogramm der nach
”
talktime= 0“ gefilterten disptime-Werte von1 bis400Sekunden

(absolute Häufigkeiten, Klassenbreite5).
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Abbildung A.34: VDN5, Histogramm der nach
”
talktime= 0“ gefilterten disptime-Werte von1 bis250Sekunden

(absolute Häufigkeiten, Klassenbreite5).
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A.3.3 Nachbearbeitungszeit

acwtime bei talktime+ acwtime > 0
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Abbildung A.35: Histogramm der nach
”
talktime+ acwtime> 0“ gefilterten acwtime-Werte von0 bis 100 Se-

kunden (absolute Häufigkeiten).
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acwtime bei einzelnen VDNs
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Abbildung A.36: VDN2, Histogramm der nach
”
talktime+ acwtime> 0“ gefilterten acwtime-Werte von0 bis50

Sekunden (absolute Häufigkeiten).
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Abbildung A.37: VDN4, Histogramm der nach
”
talktime+ acwtime> 0“ gefilterten acwtime-Werte von0 bis50

Sekunden (absolute Häufigkeiten).
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Abbildung A.38: VDN6, Histogramm der nach
”
talktime+ acwtime> 0“ gefilterten acwtime-Werte von0 bis50

Sekunden (absolute Häufigkeiten).
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Abbildung A.39: VDN2, Histogramm der nach
”
talktime+ acwtime> 0“ gefilterten acwtime-Werte von12 bis

250 Sekunden (absolute Häufigkeiten).
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Abbildung A.40: VDN3, Histogramm der nach
”
talktime+ acwtime> 0“ gefilterten acwtime-Werte von12 bis

250 Sekunden (absolute Häufigkeiten).
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Abbildung A.41: VDN4, Histogramm der nach
”
talktime+ acwtime> 0“ gefilterten acwtime-Werte von12 bis

250 Sekunden (absolute Häufigkeiten).
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Abbildung A.42: VDN5, Histogramm der nach
”
talktime+ acwtime> 0“ gefilterten acwtime-Werte von12 bis

250 Sekunden (absolute Häufigkeiten).
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Abbildung A.43: VDN6, Histogramm der nach
”
talktime+ acwtime> 0“ gefilterten acwtime-Werte von12 bis

250 Sekunden (absolute Häufigkeiten).
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busy bei einzelnen VDNs
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Abbildung A.44: VDN1, Histogramm derbusy-Werte von1 bis30 Sekunden (absolute Häufigkeiten).
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Abbildung A.45: VDN2, Histogramm derbusy-Werte von1 bis30 Sekunden (absolute Häufigkeiten).
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Abbildung A.46: VDN3, Histogramm derbusy-Werte von1 bis30 Sekunden (absolute Häufigkeiten).
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Abbildung A.47: VDN4, Histogramm derbusy-Werte von1 bis30 Sekunden (absolute Häufigkeiten).
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Abbildung A.48: VDN5, Histogramm derbusy-Werte von1 bis30 Sekunden (absolute Häufigkeiten).
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Abbildung A.49: VDN6, Histogramm derbusy-Werte von1 bis30 Sekunden (absolute Häufigkeiten).
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Anhang B

Zur Kooperation mit DIPRO

Neben den im Hauptteil der Arbeit festgehaltenen wissenschaftlichen Beiträgen sind im Rahmen des Projektes
auch andere Ergebnisse erzielt worden. Konkret handelt es sich dabei um einige mittels C++ erstellte Programme
(
”
Tools“), angefertigt zur Verwendung durch die DIPRO GmbH. Je ein Tool zu den Aufgaben Prognose der An-

rufzahlen bzw. Schichtplanung wurde der DIPRO GmbH zur Verfügung gestellt; dazu ein Programm mit dem
Zweck, die Eingabedaten für das Prognose-Tool zu analysieren, mögliche Fehler zu beseitigen und Tage mit

”
ano-

malen“ Anrufzahlen zu erkennen.
Das Schichtplanungs-Tool basiert auf den Resultaten des Kapitels 3, insbesondere kommt darin der Algorith-

musGREEDY-ASK-SELECT2 zur Anwendung. Die zugehörige Dokumentation wird hier beigefügt.

Dokumentation zum Programm GREEDYASK SCHICHTPLNG

Diese Dokumentation beschreibt das C++-Projekt GREEDYASK SCHICHTPLNG (erstellt mit Hilfe von QtCrea-
tor).

B.1 Module

Das Projekt/Programm GREEDYASK SCHICHTPLNG besteht aus den folgenden Dateien/Modulen:

• allthegeneralstuff.h, allthegeneralstuff.cpp: Basis-Modul, enthält u. a. globale (d. h. für alle anderen Teile
relevante) Variablen sowie einige selbstdefinierte Datentypen;

• getInput.h, getInput.cpp: Modul zum Einlesen und Speichern der Eingaben aus Dateien;

• DIPRO.h, DIPRO.cpp: Modul mit Methoden, in die einzelne Teile des Algorithmus ausgelagert wurden,
so daß DIPRO diese überarbeiten kann, ohne dafür direkt imAlgorithmus (Modul algorithmicpart, Funk-
tion GREEDY ASK SELECT2 mod) Änderungen vornehmen zu müssen;

• algorithmicpart.h, algorithmicpart.cpp: Modul mit den
”
algorithmischen Sachen“, enthält u. a. den Algo-

rithmusGREEDY-ASK-SELECT2;

• problemgenerator.h, problemgenerator.cpp: Modul zur Erzeugung von Beispiel-Anrufströmen nach gewis-
sem Muster (nicht verwendet);

• output.h, output.cpp: Modul zur Erstellung einer Ausgabe-Datei;

• main.cpp: Haupt-Programm, das Eingabe, Verarbeitung, Ausgabe koordiniert.

Dabei sind die meisten Module in eine Header- und eine Quellcode-Datei aufgeteilt, erstere (z. B. getInput.h)
beinhaltet die Deklarationen der Methoden und ggf. Variablen, letztere (z. B. getInput.cpp) deren Definitionen,
den eigentlichen Programm-Code. Die Header-Dateien werden in ihren cpp-Gegenstücken eingebunden sowie in
weiteren Modulen, welche auf deren Elemente zurückgreifen.
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B.1.1 Aufruf von und Eingaben für GREEDYASK SCHICHTPLNG

GREEDYASK SCHICHTPLNGkann auf zwei Arten aufgerufen werden, mit bzw. ohne Eingabe-Dateien. Der Auf-
ruf erfolgt aus der Kommandozeile so (unter Unix):

i. ohne Eingabe-Dateien

./GreedyASKSchichtplng

ii. mit Eingabe-Dateien

./GreedyASKSchichtplngDateiC DateiASK

Bei den zwei Eingabe-Dateien handelt es sich um die folgenden:

1. DateiC – eine Datei mit dem Anrufstrom, d. h. den Daten der einzelnen Anrufe, zeilenweise angegeben –
in jeder Zeile stehen die Daten (Ankunftszeitpunkt als Unix-Timestamp, Endzeitpunkt als Unix-Timestamp,
VDN, Gewicht) eines Anrufs, getrennt durch Leerzeichen oder Tabs, die 1. Zeile enthält dabeiÜberschriften.
Beispiel:

(1. Zeile) segstart segstop firstvdn weight
(2. Zeile) 130000001 130000045 1234 1
(3. Zeile) 130000010 130000113 1432 1
(4. Zeile) 130000257 130000411 1234 1
...

2. DateiASK – eine Datei mit den Agent-Schicht-Kombinationen (ASKs), zeilenweise angegeben – in jeder
Zeile stehen die

”
Kosten“, Schichtbeginn als Unix-Timestamp, Schichtende als Unix-Timestamp, und die VDNs,

welche der jeweilige Agententyp bedienen kann. Getrennt werden die einzelnen Daten, auch die VDNs unterein-
ander, durch Leerzeichen oder Tabs. Beispiel:

8 130000000 130028800 1234 1342 2134 4321 . . .
8 130000000 130028800 1342 2413 3142
6 130021600 130028800 1234 1342 2134 4321 . . .
3 130000900 130027900 1234 2134 2314 4321 . . .
...

B.1.2 Programmablauf

Abhängig davon, ob der Aufruf mit oder ohne Dateien erfolgte (siehe letzter Abschnitt, i. bzw. ii.), arbeitet
GREEDYASK SCHICHTPLNG auf zwei Arten.

Aufruf ohne Dateien

1. Name der Anrufstrom-Datei (DateiC) wird vom Nutzer erfragt, Eingabe durch Nutzer;

2. Name derASK-Datei (DateiASK) wird vom Nutzer erfragt, Eingabe durch Nutzer;

3. Einlesen der Eingabe-Daten aus den angegebenen Dateien (wenn nicht möglich: Fehlermeldung und Pro-
grammabbruch) – Modul getInput;

4. wieviel Prozent der Anrufe bedient werden sollen, wird vom Nutzer erfragt, Eingabe durch Nutzer (min-
destens50%, maximal100%);

5. Ausführen desGREEDY-ASK-SELECT2-Algorithmus – Module algorithmicpart und DIPRO;

6. Ausgabe: wievieleASKs gewählt, Kosten (Bildschirm), Einzelheiten zu denASKs (Datei, Modul ouput);
Programmende.
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Aufruf mit Dateien

1. Der Nutzer wird gefragt, ob die angegebenen Dateien DateiC, DateiASK als Eingabe-Dateien genutzt wer-
den sollen

- nein (beliebiges Zeichen außer
”
y“): Ablauf wie bei Aufruf ohne Dateien (siehe oben)

- ja (
”
y“ oder

”
Y“): weiter mit 2.

2. Einlesen der Eingabe-Daten aus den angegebenen Dateien (wenn nicht möglich: Fehlermeldung und Pro-
grammabbruch) – Modul getInput;

3. wieviel Prozent der Anrufe bedient werden sollen, wird vom Nutzer erfragt, Eingabe durch Nutzer (min-
destens50%, maximal100%);

4. Ausführen desGREEDY-ASK-SELECT2-Algorithmus – Module algorithmicpart und DIPRO;

5. Ausgabe: wievieleASKs gewählt, Kosten (Bildschirm), Einzelheiten zu denASKs (Datei, Modul output);
Programmende.

B.1.3 Funktion GREEDY ASK SELECT 2 modund Modul DIPRO

Das Programm ist so geschrieben, daß der AlgorithmusGREEDY-ASK-SELECT2 durch die FunktionGREE-
DY ASK SELECT2 modaus dem Modul algorithmicpart umgesetzt ist; diese wird im Hauptprogramm aufge-
rufen. Da es für die Weiterentwicklung des Programms notwendig sein kann, gewisse Teile des Algorithmus –
wie Abbruchkriterium,Auswahl vonASKs usw. – zu ändern, wurden diese in einem Extra-Modul namensDIPRO
zusammengefaßt. D. h. dort befinden sich einige Methoden, auf welche der Algorithmus in Gestalt der Funktion
GREEDY ASK SELECT 2 mod zurückgreift und die im Modul DIPRO bearbeitet werden können. Aus Sicht
von GREEDY ASK SELECT2 mod ist es nicht von Belang, was diese Methoden konkret tun. Wichtig ist nur,
daß sie das

”
erwartete Verhalten“ zeigen. Das soll am Beispiel der Funktion isASK availableerläutert werden.

isASK availablewird aufgerufen, um zu prüfen, ob für eine bestimmteASK noch ein Agent zur Verfügung
steht. Es wird erwartet, daß sie einenint-Wert zurückgibt, und zwar

• 0, falls nein – kein Agent (mehr) verfügbar;

• ID 6= 0, falls ja – die ID eines geeigneten Agenten, falls ein solcher noch zu haben ist.

Wie isASK availableden Rückgabe-Wert bestimmt, interessiertGREEDY ASK SELECT2 mod nicht. Dort
wird die gerade betrachteteASK weiter untersucht, falls der Rückgabe-Wert6= 0 ist, sonst zur nächsten über-
gegangen. Momentan liefertisASK availableeinfach nur den Wert1 zurück.

Die Elemente im Modul DIPRO

Die genannten Methoden sind in einer ersten, nicht endgültigen, Version implementiert. Für die Implementierung
der letztendlich zu verwendenden Varianten ist DIPRO zust¨andig.

• int isASK available()

bzw.

• int isASK available(const ASK &concernedASK,const GASsolution &sofar)

a) Erwartetes Verhalten: Liefert0, falls kein Agent für dieASK concernedASK zur Verfügung steht,
ansonsten die ID (6= 0) eines solchen. Vgl. auch obige Ausführungen.

b) Momentane Implementierung: Nur eine Anweisung,return 1, d. h. liefert immer1.

• bool solution is sufficient(unsigned short howmanycalls,long double p,unsigned short
howmanyserved)

a) Erwartetes Verhalten: Liefert1, falls der bisher berechnete Schichtplan den Kriterien genügt, sonst0.
Abbruchkriterium für den Algorithmus; bei1 wird keine weitereASK zum Schichtplan hinzugefügt.

b) Momentane Implementierung: Liefert1, falls p· howmanycalls≤ howmanyserved, sonst0.
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• bool couldASKserveCall(const ASK &candidate,const call &girl)

a) Erwartetes Verhalten: Liefert1, falls die fraglicheASK (hier: candidate) den Anruf (hier: girl) bedie-
nen könnte, und0 sonst.

b) Momentane Implementierung: Liefert1, falls der Anrufbeginn nicht kleiner ist als der Schichtbe-
ginn derASK (girl.on≥ candidate.start), das Anrufende nicht größer ist als das Schichtende derASK
(girl.off ≤ candidate.end), die VDN des Anrufs in der VDN-Liste derASK vorkommt und der Anruf noch
nicht

”
abgedeckt“, d. h. noch keinerASK zugeordnet, ist.

• bool chooseASK(const unsigned short &size of independentset, const ASK &candidate,
const long double &cocore)

a) Erwartetes Verhalten: Liefert1, falls die fraglicheASK (hier: candidate) in den Schichtplan aufge-
nommen werden könnte, und0 sonst. Entscheidungskriterium für den Algorithmus; bei1 ist die gerade
betrachteteASK

”
besser“ als alle zuvor angesehenen im aktuellen Schleifen-Durchlauf.

b) Momentane Implementierung: Liefert1, falls sizeof independentset> 0 und

candidate.cost
size of independentset

< cocore,

sonst0.

• short changesif ASK is chosen(const unsigned short &size of independentset,const ASK
&candidate,long double &cocore)

Hilfs-Methode, nimmt notwendigëAnderungen vor in dem Fall, daß eineASK in die engere Auswahl
kommt. Rückgabe-Wert0, falls keine Probleme auftraten, sonst< 0. Momentane Implementierung: Setzt
cocore auf

candidate.cost
size of independentset

und gibt0 zurück, falls sizeof independentset> 0; ansonsten wird−1 zurückgegeben.

• long double progressin percent(unsigned short howmanycalls,long double p,unsigned
short howmanyserved)

a) Erwartetes Verhalten: Gibt eine Prozentzahl0 ≤ x ≤ 100 zurück, die anzeigt, zu wieviel % der Al-
gorithmus schon fertig ist.

b) Momentane Implementierung: Berechnet den Rückgabe-Wert als100 · howmanyserved
p · howmanycalls

. Falls das

größer ist als100, wird 100 zurückgegeben.

Siehe auch die Kommentare in DIPRO.h.
Die wichtigsten Funktionen sindisASK availableund die dreibools solution is sufficient, chooseASK,

couldASKserveCall; die anderen erfüllen im Vergleich dazu eher zweitrangigeAufgaben. Folgende Tabelle gibt
noch einmal wieder, wie die Rückgaben interpretiert werden bzw. was sie auslösen.
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Funktion Rückgabe Interpretation Ergebnis
isASK available 0 kein Agent fürASK verfügbar betrachteASK nicht weiter,

gehe zur nächstenASK
6= 0 Agent fürASK verfügbar prüfeASK weiter daraufhin,

ob sie in Schichtplan soll
solution is sufficient 0 bisher erstellter Schichtplan

noch nicht ausreichend
füge weitereASKs hinzu

1 bisher erstellter Schichtplan
ausreichend

beende Algorithmus

couldASKserveCall 0 ASK kann Anruf nicht bedienen gehe zum nächsten Anruf

1 ASK könnte Anruf bedienen füge Anruf der Liste für
dieASK hinzu

chooseASK 0 ASK nicht
”
besser“ als andere gehe zur nächstenASK

1 ASK
”
besser“ als andere betrachteASK als Kandidat für

Schichtplan (solange, bis noch
bessere gefunden)

Bei der Implementierung anderer/zusätzlicher Versionendurch DIPRO kann z. B. miẗUberladung von Funk-
tionen gearbeitet werden. Natürlich ist sicherzustellen, daß inGREEDY ASK SELECT2 mod jeweils die rich-
tige Version aufgerufen wird.

Grob-Ablauf von GREEDY ASK SELECT2 mod

1. Prüfen der Eingabe-Parameter,um gewisse Sonderfälle(z. B.: mehr als100% der Anrufe sollen bedient wer-
den, Anrufe und deren Endpunkte passen nicht zusammen) abzufangen. Ggf. wird Warnung ausgegeben und ein
leerer Schichtplan zurückgegeben.

2. Zählen der Anrufe, die schon als abgedeckt markiert sind(Variable out).

3. Solange weitere Anrufe abgedeckt werden konnten und der Schichtplan noch nicht ausreicht (Funktionso-
lution is sufficientliefert 0): Sammeln – für jedeASK mit isASK available6= 0 – aller Anrufe, welche dieASK
bedienen könnte (mittels FunktioncouldASKserveCall), daraus Berechnung eines maximalen Independent Set1)

und Prüfen, ob dieASK damit
”
besser“ ist als alle anderen (mittels FunktionchooseASK). Falls ja, wähle die

ASK aus und rufe Methodechangesif ASK is chosenauf.
Die ASK, welche als

”
beste“ bestimmt wurde, wird in den Schichtplan eingefügt.Dabei wird die ID, welche

isASK availableangegeben hat, ebenfalls gespeichert.
Am Ende derwhile-Schleife Berechnen des Fortschritts mittels Funktionprogressin percent; u. U. Ausga-

be dieser Prozentzahl.

4. Falls Funktionsolution is sufficient1 liefert oder keine weitere Anrufe abgedeckt werden konnten, Been-
den des Verfahrens und Rückgabe des berechneten Schichtplan. Evtl. Ausgabe einer Warnung.

Dabei wird eineASK A als
”
besser“ alsASK B eingestuft, wenn

”
Kosten“ vonA

Anzahl Anrufe im max. Independent Set zuA
< ”

Kosten“ vonB
Anzahl Anrufe im max. Independent Set zuB

.

B.2 Struktur der Ein- und Ausgabe-Dateien

Als Eingabe-Dateien werden Textfiles erwartet, in denen dieverschiedenen Daten durch Leerzeichen oder Tabs
getrennt sind; Kommata o. ä. werden nicht als Trennzeichenanerkannt. Die Ausgabe-Datei wird nach demselben
Prinzip erstellt.

Eingabe-Dateien

Siehe auch Abschnitt B.1.1.
1) Möglichst große Menge von Anrufen, die sich nicht überschneiden; also möglichst viele Anrufe, die von derASK tatsächlich alle bedient

werden können.
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1. DateiC
1. Zeile:Überschriften. Prinzipiell ist es egal, was da steht, denn die erste Zeile wird ignoriert.2)

i. Zeile,i ≥ 2:

Unix-Timestamp Unix-Timestamp VDN des Anrufs Anrufgewicht
(Anrufbeginn) (Anrufende) (Zahl) (Zahl> 0)

getrennt durch Leerzeichen oder Tabs.
Beispiel:

(1. Zeile) segstart segstop firstvdn weight
(2. Zeile) 130000001 130000045 1234 1
(3. Zeile) 130000010 130000113 1432 1
(4. Zeile) 130000257 130000411 1234 1
...

2. DateiASK
Je Zeile eineASK in der Form

”
Kosten“ Unix-Timestamp Unix-Timestamp VDN1 VDN2 VDN3. . .
(Zahl> 0) (Schichtbeginn) (Schichtende)

getrennt durch Leerzeichen oder Tab. VDN1, VDN2, VDN3, . . . sind die VDNs, für welche der betreffende
Agententyp qualifiziert ist (seine VDN-Gruppe).

Beispiel:

8 130000000 130028800 1234 1342 2134 4321 . . .
8 130000000 130028800 1342 2413 3142
6 130021600 130028800 1234 1342 2134 4321 . . .
3 130000900 130027900 1234 2134 2314 4321 . . .
...

Die
”
Kosten“ gehören zurASK an sich, die beiden nächsten Angaben machen die Schicht aus, die aufgelisteten

VDNs den Agententyp.

Ausgabe-Datei

GREEDYASK SCHICHTPLNG produziert ein Textfile mit folgendem Inhalt: in der ersten Zeile stehen die Spal-
tenüberschriften

ASK no. ID cost shiftstart shiftend VDNs

getrennt durch Tabs. Ab der zweiten Zeile folgen dann dieASK-Daten:

Nr. der Agenten-ID
”
Kosten“ Schichtbeginn als Schichtende als{erste drei VDNs (Anzahl der VDNs

ASK Unix-Timestamp Unix-Timestamp des Agententyp} des Agententyp)

getrennt durch Tabs. Beispiel:3)

(1. Zeile) ASK no. ID cost shiftstart shiftend VDNs
(2. Zeile) 3375 13 8 1300000000 1300028800 {1234, 1342, 2314, . . .} (200 VDNs)
(3. Zeile) 4503 29 7 1300002700 1300029700 {1234, 1342, 2314, . . .} (200 VDNs)
(4. Zeile) 999 7 8 1300010800 1300034200 {4213, 4312, 1243, . . .} (30 VDNs)
(5. Zeile) 3375 83 8 1300000000 1300028800 {1234, 1342, 2314, . . .} (200 VDNs)
...

Momentaner Name dieser Ausgabe-Datei: chosenASKsfile.txt.
2) Es ist auch möglich, den Quellcode so zu ändern, daß dieÜberschriften wegfallen, d. h. die relevanten Eingabe-Daten in der 1. Zeile be-

ginnen.
3) Bei maximal3 VDNs in der VDN-Gruppe des Agententyps entfallen die

”
. . .“.
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B.3 Anmerkungen

1. Als Schicht wird immer der gesamte Zeitraum von Beginn bisEnde aufgefaßt. Pausen sind dabei nicht vor-
gesehen. Will man solche einbauen, müssen mehrere Teile des Programms geändert werden, vor allem die Funk-
tion couldASKserveCallin DIPRO.cpp.

2. DieASKs in DateiASK müssen zum Anrufstrom in DateiC passen, d. h. den gesamten Zeitraum abdecken,
über den die Anrufe in DateiC gehen. Beginnen die Anrufe z. B. an einem Tag um (kurz nach) 0 Uhr und enden
die letzten erst nach 0 Uhr des Folgetages, müssen auch dieASKs über die Tagesgrenze hinausgehen.

Die erste (
”
frühest beginnende“)ASK darf nicht nach dem ersten Anruf anfangen, die letzte (

”
spätest enden-

de“) nicht vor dem letzen Anruf aufhören.
Selbstverständlich gilt: Entspricht DateiC dem Anrufstrom an Tag X, müssen dieASKs in DateiASK auch zu

Tag X gehören.

3. Bei sämtlichen Eingaben sind natürlich unsinnige Werte zu vermeiden. Vor allem muß der Anrufbeginn, als
Zahl betrachtet, immer kleiner sein als das Anrufende; analog für Schichtbeginne/-enden.

4. Es ist denkbar, als Gewichte der Anrufe Gleitkommazahlenzu verwenden (vgl. DateiC). Diese müssen> 0
sein. Zu beachten ist dabei, was die jeweilige Umgebung als Dezimalzeichen auffaßt, Punkt. oder Komma, . Die-
ses Zeichen muß dann für die Angaben in der Eingabe-Datei verwendet werden, sonst werden die Zahlen u. U.
falsch eingelesen.

Analog für die
”
Kosten“ derASKs (vgl. DateiASK).


