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M0 ▼❛ss❡ ❡✐♥❡s ▼♦♥♦♠❡rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻

p(M)dM ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t ❞✐❡ ♠♦❧❡❦✉❧❛r❡ ▼❛ss❡ ③✇✐s❝❤❡♥ M ✉♥❞ M + dM ③✉ ✜♥❞❡♥✻

Mw ▼❛ss❡♥♠✐tt❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻

P❉■ P♦❧②❞✐s♣❡rs✐täts✐♥❞❡① ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼

U ❯♥❡✐♥❤❡✐t❧✐❝❤❦❡✐t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳✼

Mp ▼❛①✐♠✉♠ ❞❡r ❍ä✉✜❣❦❡✐ts✈❡rt❡✐❧✉♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼

Lc ❑♦♥t✉r❧ä♥❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽

L ❡♥❞✲t♦✲❡♥❞ ❑❡tt❡♥❛❜st❛♥❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽

〈L2〉 ♠✐tt❧❡r❡s ❡♥❞✲t♦✲❡♥❞ ❑❡tt❡♥❛❜st❛♥❞sq✉❛❞r❛t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵

θk ❱❛❧❡♥③✇✐♥❦❡❧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳✽

φi ❑♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✇✐♥❦❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽

Rg ●②r❛t✐♦♥sr❛❞✐✉s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵

ri ❆❜st❛♥❞ ❡✐♥❡s ❑❡tt❡♥❣❧✐❡❞❡s ③✉♠ ▼❛ss❡♥s❝❤✇❡r♣✉♥❦t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵

l ❇✐♥❞✉♥❣s❧ä♥❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶

Ls s❝❤❡✐♥❜❛r❡ ❇✐♥❞✉♥❣s❧ä♥❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶

θ ❦♦♥st❛♥t❡r ❱❛❧❡♥③✇✐♥❦❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵

φc ❦♦♥st❛♥t❡r ❑♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✇✐♥❦❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶

■■■



C∞ ❝❤❛r❛❦t❡r✐st✐s❝❤❡s ❱❡r❤ä❧t♥✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶

Lk ❑✉❤♥❧ä♥❣❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳✶✷

Nk ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❑✉❤♥s❡❣♠❡♥t❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷

Lp P❡rs✐st❡♥③❧ä♥❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶

AKF (s̃) ❆✉t♦❦♦rr❡❧❛t✐♦♥s❢✉♥❦t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷

s ❊♥t❢❡r♥✉♥❣ ❡♥t❧❛♥❣ ❡✐♥❡r ❑❡tt❡ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❊♥❞❡ ❛✉s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳✶✷

s̃ ❲❡❣✐♥❦r❡♠❡♥t ❡♥t❧❛♥❣ ❡✐♥❡r ❑❡tt❡ ✈♦♥ s ❛✉s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷

lB ❇❥❡r✉♠❧ä♥❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹

ψ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡s P♦t❡♥t✐❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺

ψ0 ❖❜❡r✢ä❝❤❡♥♣♦t❡♥t✐❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳✶✺

ρel ❧♦❦❛❧❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ▲❛❞✉♥❣s❞✐❝❤t❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺

σA ❖❜❡r✢ä❝❤❡♥❧❛❞✉♥❣s❞✐❝❤t❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺

ci,∞ ❧♦❦❛❧❡ ■♦♥❡♥❞✐❝❤t❡ ✐♠ ❜✉❧❦ ▼❡❞✐✉♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺

ze ■♦♥❡♥❧❛❞✉♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺

kB ❇♦❧t③♠❛♥♥❦♦♥st❛♥t❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺

T ❚❡♠♣❡r❛t✉r✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳✶✺

ǫ0 ❞✐❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❑♦♥st❛♥t❡ ✐♠ ❱❛❦✉✉♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺

ǫ ❞✐❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❑♦♥st❛♥t❡ ❞❡s ▼❡❞✐✉♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺

ci ❧♦❦❛❧❡ ■♦♥❡♥❞✐❝❤t❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺

c+ ❑♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥ ❞❡r ♣♦s✐t✐✈ ❣❡❧❛❞❡♥❡♥ ■♦♥❡♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻

c− ❑♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥ ❞❡r ♥❡❣❛t✐✈ ❣❡❧❛❞❡♥❡♥ ■♦♥❡♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻

I ■♦♥❡♥stär❦❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻

χs ❙♦r♣t✐♦♥s♣❛r❛♠❡t❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼

Lp,0 P❡rs✐st❡♥③❧ä♥❣❡ ♥❡✉tr❛❧❡r P♦❧②♠❡r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼

χ ❋❧♦r②✲❍✉❣❣✐♥s✲P❛r❛♠❡t❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼

Lp,e ❡❧❡❦tr♦st❛t✐s❝❤❡r ❇❡✐tr❛❣ ❞❡r P❡rs✐st❡♥③❧ä♥❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼

G ●■❇❇❙✲❊♥❡r❣✐❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽

H ❊♥t❤❛❧♣✐❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽

S ❊♥tr♦♣✐❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽

p ❉r✉❝❦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽

µi ❝❤❡♠✐s❝❤❡s P♦t❡♥t✐❛❧ ❞❡r ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡ i ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽

xi ❙t♦✛♠❡♥❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽

Φ ▼♦❧❡♥❜r✉❝❤✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳✶✾

µl ❝❤❡♠✐s❝❤❡ P♦t❡♥t✐❛❧ ❞❡r ✢üss✐❣❡♥ P❤❛s❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵

■❱



µg ❝❤❡♠✐s❝❤❡ P♦t❡♥t✐❛❧ ❞❡r ❣❛s❢ör♠✐❣❡♥ P❤❛s❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳✷✵

µ0 ❝❤❡♠✐s❝❤❡s P♦t❡♥t✐❛❧ ❡✐♥❡s ✐❞❡❛❧❡♥ ●❛s❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾

p0 ❙t❛♥❞❛r❞❞r✉❝❦✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳✶✾

µ∗i ❝❤❡♠✐s❝❤❡ P♦t❡♥t✐❛❧ ❢ür ❘❡✐♥st♦✛❡ ❞❡r ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡ i ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾

µ∗ ❝❤❡♠✐s❝❤❡s P♦t❡♥t✐❛❧ ❡✐♥❡s ❘❡✐♥st♦✛❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵

K ❍❡♥r②❦♦♥st❛♥t❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶

f❍ ❍❡♥r②s❝❤❡r ❆❦t✐✈✐täts❦♦❡✣③✐❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷

P❊■ P♦❧②❡t❤②❧❡♥✐♠✐♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸

θi ❊✐♥❢❛❧❧s✇✐♥❦❡❧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳✷✼

θf ❆✉str✐tts✇✐♥❦❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼

~k✐ ❡✐♥❢❛❧❧❡♥❞❡r ❙tr❛❤❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼

~k❢ r❡✢❡❦t✐❡rt❡r ❙tr❛❤❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼

~Q③ ❲❡❧❧❡♥✈❡❦t♦rtr❛♥s❢❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼

♥ ❇r❡❝❤♥✉♥❣s✐♥❞❡① ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽

ρe ❊❧❡❦tr♦♥❡♥❞✐❝❤t❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳✷✽

❙▲❉ ❙tr❡✉❧ä♥❣❡♥❞✐❝❤t❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳✷✽

re ❚❤♦♠s♦♥r❛❞✐✉s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽

λ ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼

δ ❉✐s♣❡rs✐♦♥s❦♦❡✣③✐❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽

β ❆❜s♦r♣t✐♦♥s❦♦❡✣③✐❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽

µ ❧✐♥❡❛r❡r ▼❛ss❡♥❛❜s♦r♣t✐♦♥s❦♦❡✣③✐❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽

θ′ ❲✐♥❦❡❧ ③✇✐s❝❤❡♥ ❖❜❡r✢ä❝❤❡ ✉♥❞ ❣❡❜r♦❝❤❡♥❡♠ ❙tr❛❤❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽

θc ❦r✐t✐s❝❤❡r ❲✐♥❦❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾

k ❲❡❧❧❡♥③❛❤❧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳✷✾

r ❘❡✢❡①✐♦♥s❦♦❡✣③✐❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾

RF ❋r❡s♥❡❧✲❘❡✢❡❦t✐✈✐tät ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵

m❡ ▼❛ss❡ ❡✐♥❡s ❊❧❡❦tr♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵

Q❝ ❦r✐t✐s❝❤❡r ❲❡❧❧❡♥✈❡❦t♦rtr❛♥s❢❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵

dσ
dΩ ❙tr❡✉q✉❡rs❝❤♥✐tt ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶

V (~r) ❙tr❡✉♣♦t❡♥t✐❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶

c ▲✐❝❤t❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶

ǫr P❡r♠✐tt✐✈✐tät ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶

ρ❛✈(z) ❧❛t❡r❛❧❡r ▼✐tt❡❧✇❡rt ❞❡r ❊❧❡❦tr♦♥❡♥❞✐❝❤t❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶

dΩ ❘❛✉♠✇✐♥❦❡❧❡❧❡♠❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✷

❱



Φ(z, z0, σ
2) ●❛✉ÿ✲▲❛♣❧❛❝❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸

σ ❘❛✉✐❣❦❡✐t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸

d ❙❝❤✐❝❤t❞✐❝❦❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹

▲▼❙ ▲❡❛st ▼❡❛♥ ❙q✉❛r❡ ▼❡t❤♦❞❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✺

❙❚❉j ❙t❛♥❞❛r❞❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✺

∆✱Ψ ❡❧❧✐♣s♦♠❡tr✐s❝❤❡ ❲✐♥❦❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼

rp ❦♦♠♣❧❡①❡r ❘❡✢❡①✐♦♥s❦♦❡✣③✐❡♥t ♣❛r❛❧❧❡❧ ③✉r ❊✐♥❢❛❧❧s❡❜❡♥❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽

rs ❦♦♠♣❧❡①❡r ❘❡✢❡①✐♦♥s❦♦❡✣③✐❡♥t s❡♥❦r❡❝❤t ③✉r ❊✐♥❢❛❧❧s❡❜❡♥❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳✸✽

ρ ❡❧❧✐♣s♦♠❡tr✐s❝❤❡ ❱❡r❤ä❧t♥✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽

P P♦❧❛r✐s❛t♦r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵

A ❆♥❛❧②s❛t♦r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵

C ❑♦♠♣❡♥s❛t♦r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵

Ψ❡①♣
i ✉♥❞ ∆❡①♣

i ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧ ❜❡st✐♠♠t❡ ❡❧❧✐♣s♦♠❡tr✐s❝❤❡ ❲✐♥❦❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵

α✐♥❝ ❊✐♥❢❛❧❧s✇✐♥❦❡❧ ✐♠ ❋❛❧❧ ❞❡r ◆✉❧❧✲❡❧❧✐♣s♦♠❡tr✐❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳✹✵

N❧✐♥ ❆♥③❛❤❧ ❛♥ ❙❝❤✐❝❤t♣❛❛r❡♥ ❜❡✐ ❞❡r ❞❡r ❧✐♥❡❛r❡ ❲❛❝❤st✉♠s❜❡r❡✐❝❤ ❜❡❣✐♥♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸

∆d ❙❝❤✐❝❤t❞✐❝❦❡♥③✉✇❛❝❤s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸

N ❆♥③❛❤❧ ❛♥ P❉❆❉▼❆✴P❙❙ ❙❝❤✐❝❤t♣❛❛r❡♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸

∆d❧✐♥ ❦♦♥st❛♥t❡r ❙❝❤✐❝❤t❞✐❝❦❡♥③✉✇❛❝❤s ✐♠ ❧✐♥❡❛r❡♥ ❲❛❝❤st✉♠s❜❡r❡✐❝❤ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳✹✹

N❡①♣ ❆♥③❛❤❧ ❛♥ ❙❝❤✐❝❤t♣❛❛r❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞❡♥ Ü❜❡r❣❛♥❣ ✈♦♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠ ③✉

♣❛r❛❜♦❧✐s❝❤❡♠ ❲❛❝❤st✉♠ ❦❡♥♥③❡✐❝❤♥❡♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸

d❡①♣ ❙❝❤✐❝❤t❞✐❝❦❡ Ü❜❡r❣❛♥❣ ✈♦♠ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠ ③✉ ♣❛r❛❜♦❧✐s❝❤❡♠ ❲❛❝❤st✉♠ ✳ ✳ ✳ ✹✹

σ❧✉❢t ❋✐❧♠✲▲✉❢t ❘❛✉✐❣❦❡✐t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸

σ✐♥t ✐♥t❡r♥❡ ❘❛✉✐❣❦❡✐t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾

αP❙❙❞✱ ✜❧♠ ❆♥t❡✐❧ ❞❡r ❞❡✉t❡r✐❡rt❡♥ ▼♦♥♦♠❡r❡ ✐♠ P❊▼ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾

m(P❙❙❞)✜❧♠ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r P❙❙❞ ▼♦♥♦♠❡r❡ ✐♠ ❋✐❧♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾

m(P❙❙)✜❧♠ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r P❙❙ ▼♦♥♦♠❡r❡ ✐♠ ❋✐❧♠✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳✻✾

❙▲❉♣r♦t ❙tr❡✉❧ä♥❣❡♥❞✐❝❤t❡ ❡✐♥❡r ♣r♦t♦♥✐❡rt❡♥ ❇♦① ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾

❙▲❉❞❡✉t ❙tr❡✉❧ä♥❣❡♥❞✐❝❤t❡ ❡✐♥❡r ❞❡✉t❡r✐❡rt❡♥ ❇♦①✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳✻✾

❱■



❑❛♣✐t❡❧ ✶

❊✐♥❧❡✐t✉♥❣

❆❧s P♦❧②❡❧❡❦tr♦❧②t❡ ✭P❊s✮ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ P♦❧②♠❡r❡✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t ❜❡s✐t③❡♥ ✐♥

✇ässr✐❣❡♥ ▲ös✉♥❣❡♥ ③✉ ❞✐ss♦③✐❡r❡♥✳ ❉❛s ❉❡♣♦♥✐❡r❡♥ ✈♦♥ P❊s ❛❧s ▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t❡♥ ❛✉❢ ❋❡st✲

❦ör♣❡rs✉❜str❛t❡♥ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ▲❛②❡r✲❜②✲▲❛②❡r Pr✐♥③✐♣ ✐st s❡✐t ❧❛♥❣❡♠ ❜❡❦❛♥♥t✳ ❉✐❡ ❯♠s❡t✲

③✉♥❣ ③✉r ❇❡s❝❤✐❝❤t✉♥❣ ✈♦♥ ❖❜❡r✢ä❝❤❡♥ ✇✉r❞❡ ❞❛s ❡rst❡ ▼❛❧ ✈♦♥ ●✳ ❉❡❝❤❡r ✉♥❞ ❏✳❉✳ ❍♦♥❣

❡r❢♦❧❣r❡✐❝❤ ❛♥❣❡✇❛♥❞t ❬❉❡❝❤❡r ✉♥❞ ❍♦♥❣✱ ✶✾✾✶❪✳ ❉❡r ❆✉❢❜❛✉ ✉♥❞ ❞✐❡ ❍❡rst❡❧❧✉♥❣ s♦❧❝❤❡r

▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t❡♥ ❜❛s✐❡r❡♥ ❞❛r❛✉❢✱ ❛❜✇❡❝❤s❡❧♥❞ ❡♥t❣❡❣❡♥❣❡s❡t③t ❣❡❧❛❞❡♥❡ P❊s ❛✉s ✇ässr✐❣❡♥

▲ös✉♥❣❡♥ ❛✉❢ ❡✐♥❡♠ ❙✉❜str❛t ③✉ ❛❞s♦r❜✐❡r❡♥✳ ❲ä❤r❡♥❞ ❞❡r ❧❡t③t❡♥ ✷✻ ❏❛❤r❡ ✇✉r❞❡ ✐♥✲

t❡♥s✐✈ ❛♥ ❞❡♥ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣❡♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ❆❞s♦r❜❛t ✉♥❞ ❙✉❜str❛t ❣❡❢♦rs❝❤t ✉♥❞ ❛✉❝❤ ❞✐❡

❆♥✇❡♥❞❜❛r❦❡✐t s♦❧❝❤❡r P♦❧②❡❧❡❦tr♦❧②t♠✉❧t✐s❝❤✐❝❤t❡♥ ✭P❊▼s✮ ❞✐s❦✉t✐❡rt✳

■♠ ●❡❣❡♥s❛t③ ③✉ ♥❡✉tr❛❧❡♥ P♦❧②♠❡r❡♥ s♣✐❡❧t ♥❡❜❡♥ ❞❡r ❊♥tr♦♣✐❡ ✈❡rstär❦t ❞✐❡ ❊❧❡❦tr♦st❛✲

t✐❦ ❜❡✐ ❞❡r ❆❞s♦r♣t✐♦♥ ❡✐♥❡ ❡♥ts❝❤❡✐❞❡♥❞❡ ❘♦❧❧❡✳ ❉✐❡s❡ ❜❡✐❞❡♥ ❦♦♥❦✉rr✐❡r❡♥❞❡♥ ❲❡❝❤s❡❧✲

✇✐r❦✉♥❣❡♥ s♦❧❧❡♥ ✐♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ❤✐♥s✐❝❤t❧✐❝❤ ❞❡r ❆❞s♦r♣t✐♦♥ ✈♦♥ P♦❧②❡❧❡❦tr♦❧②t❡♥ ❣❡♥❛✉❡r

✉♥t❡rs✉❝❤t ✇❡r❞❡♥✳

❉❛s ❆✉❢❜r✐♥❣❡♥ s♦❧❝❤❡r ▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t❡♥ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ▲❛②❡r✲❜②✲▲❛②❡r Pr✐♥③✐♣ ✐st ❞✉r❝❤ ✉♥t❡r✲

s❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ❆❞s♦r♣t✐♦♥st❡❝❤♥✐❦❡♥ ♠ö❣❧✐❝❤✳ ❉✐❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ●❛s♣❤❛s❡♥❛❜s❝❤❡✐❞✉♥❣ s❡t③t

❡✐♥ ❱❛❦✉✉♠ ✈♦r❛✉s✱ ❜❡♥öt✐❣t r❡❧❛t✐✈ t❡✉r❡s ❊q✉✐♣♠❡♥t ✉♥❞ ❤❛t s♣❡③✐❡❧❧❡ ❆♥❢♦r❞❡r✉♥❣❡♥

❛♥ ❞❛s ❙✉❜str❛t ❬▼❛tt♦①✱ ✷✵✵✸❪✳ ❊✐♥❡ ❛♥❞❡r❡ ▼❡t❤♦❞❡ ✐st ❞✐❡ ❘♦t❛t✐♦♥s❜❡s❝❤✐❝❤t✉♥❣ ✭❡♥❣❧✳

s♣✐♥ ❝♦❛t✐♥❣✮ ✇❡❧❝❤❡ ❜❡✐ ❞❡r ❇❡❧❛❝❦✉♥❣ ✈♦♥ ❲❛❢❡r♥ ✐♥ ❞❡r ▼✐❦r♦❡❧❡❦tr♦♥✐❦ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣

✜♥❞❡t✳ ❉❛❜❡✐ ✇✐r❞ ❞✐❡ ③✉ ❛❞s♦r❜✐❡r❡♥❞❡ ❙✉❜st❛♥③ ✐♥ ▲ös✉♥❣ ❛✉❢ ❞❛s ❙✉❜str❛t ❛✉❢❣❡❜r❛❝❤t

✉♥❞ ♠✐tt❡❧s ❡✐♥❡r ❘♦t❛t✐♦♥s❜❡✇❡❣✉♥❣ ❛✉❢ ❞❡♠ ❙✉❜str❛t ✈❡rt❡✐❧t✳ ▼✐t ❞✐❡s❡r ▼❡t❤♦❞❡ ✐st

③✇❛r ❡✐♥ r❡❧❛t✐✈ s❝❤♥❡❧❧❡ ❇❡s❝❤✐❝❤t✉♥❣ ♠ö❣❧✐❝❤✱ ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ✐st s✐❡ r❡❝❤t ❦♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥s❛♥✲

❢ä❧❧✐❣ ✉♥❞ ❋✐❧♠❞✐❝❦❡♥ ✐♥ ❞❡r ●röÿ❡♥♦r❞♥✉♥❣ ❡✐♥③❡❧♥❡r ▼♦❧❡❦ü❧❧❛❣❡♥ ❦ö♥♥❡♥ ♥✐❝❤t ❣❡♥❡r✐❡rt

✇❡r❞❡♥ ❬❙❝❤✉❜❡rt ✉♥❞ ❉✉♥❦❡❧✱ ✷✵✵✸❪✳ ❊✐♥ ✇❡✐t❡r❡r ❆♥s❛t③ ✇✐r❞ ❜❡✐ ❞❡r ▲❛♥❣♠✉✐r✲❇❧♦❞❣❡tt

▼❡t❤♦❞❡ ✈❡r❢♦❧❣t✱ ❜❡✐ ❞❡r ❡✐♥③❡❧♥❡ ❙❝❤✐❝❤t❡♥ ❛✉❢ ❡✐♥❡r ❲❛ss❡r♦❜❡r✢ä❝❤❡ ❣❡❜✐❧❞❡t ✉♥❞ ❛♥✲

s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ❛✉❢ ❡✐♥ ❙✉❜str❛t ü❜❡rtr❛❣❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ✇❛s ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ♥✉r ❢ür ❣❡✇✐ss❡ ▼♦❧❡❦ü❧✲

s♣❡③✐❡s ❢✉♥❦t✐♦♥✐❡rt ❬❘❛❥❝❛✱ ✶✾✾✷❪✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈ ❜❡st❡❤t ❞✐❡ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t ❞✐❡ ▲❛②❡r✲❜②✲▲❛②❡r

Prä♣❛r❛t✐♦♥ ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡r ❉✐♣♣✐♥❣ ▼❡t❤♦❞❡ ❞✉r❝❤③✉❢ü❤r❡♥✳ ❉✐❡s❡ ❆rt ❞❡r ❇❡s❝❤✐❝❤t✉♥❣

❦❛♥♥ ❛✉❢ ❜❡❧✐❡❜✐❣ ❣❡❢♦r♠t❡ ❋❧ä❝❤❡♥ ✐♠ ❝♠2 ❇❡r❡✐❝❤ ♠✐t ❙❝❤✐❝❤t❞✐❝❦❡♥ ✐♠ ♥♠✲µ♠ ❇❡r❡✐❝❤

❡r❢♦❧❣❡♥✳ ■♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✉ ❞❡♥ ❜❡r❡✐ts ❣❡♥❛♥♥t❡♥ ❇❡s❝❤✐❝❤t✉♥❣s♠❡t❤♦❞❡♥ ❜r✐♥❣t ❞✐❡ ❉✐♣✲

♣✐♥❣ ▼❡t❤♦❞❡ ✈✐❡❧❡ ❱♦rt❡✐❧❡✳ ❙✐❡ ✐st ✈♦♥ ❞❡r ❆rt ✉♥❞ ❞❡r ●röÿ❡ ❞❡s ❙✉❜str❛t❡s ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣✱

❜❡♥öt✐❣t ✇❡♥✐❣ ❊q✉✐♣♠❡♥t ✉♥❞ s♦r❣t ✐♠ ●❡❣❡♥s❛t③ ③✉r ❘♦t❛t✐♦♥s❜❡s❝❤✐❝❤t✉♥❣ ③✉❞❡♠ ❢ür

✶
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❡✐♥❡ ❣❧❡✐❝❤♠äÿ✐❣❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❛✉❢ ❞❡r ❖❜❡r✢ä❝❤❡✳ ❆✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ✈✐❡❧✈❡rs♣r❡❝❤❡♥❞❡♥ ❱♦rt❡✐❧❡

✐♥ ❞❡r ❆♥✇❡♥❞❜❛r❦❡✐t ✇✐r❞ ❞✐❡ ❉✐♣♣✐♥❣ ▼❡t❤♦❞❡ ❤✐❡r ✐♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ✈❡r✇❡♥❞❡t ✉♥❞ ✐♠

❋♦❧❣❡♥❞❡♥ ❡r❧ä✉t❡rt✳

❇❡✐ ❞❡r ❉✐♣♣✐♥❣ ▼❡t❤♦❞❡ ✇✐r❞ ③✉ ❇❡❣✐♥♥ ❞❡s ❇❡s❝❤✐❝❤t✉♥❣s♣r♦③❡ss❡s ❡✐♥ ✐♥ ▲ös✉♥❣ ❣❡❧❛❞❡✲

♥❡s ❙✉❜str❛t ✐♥ ❡✐♥❡ ▲ös✉♥❣ ♠✐t ❡♥t❣❡❣❡♥❣❡s❡t③t ❣❡❧❛❞❡♥❡♥ P♦❧②✐♦♥❡♥ ❣❡t❛✉❝❤t✱ ✇♦❜❡✐ ❡✐♥❡

❞❡✜♥✐❡rt❡ ▼❡♥❣❡ ❛♥ P❊s ❛✉❢ ❞❡r ❖❜❡r✢ä❝❤❡ ❡❧❡❦tr♦st❛t✐s❝❤ ❛❞s♦r❜✐❡rt✱ ✇❛s ③✉ ❡✐♥❡r ❯♠❧❛✲

❞✉♥❣ ❞❡r ❖❜❡r✢ä❝❤❡ ❢ü❤rt✳ ■♠ ❆♥s❝❤❧✉ss ✇❡r❞❡♥ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❙♣ü❧✈♦r❣❛♥❣ ❛✉❢ ❞❡r ❖❜❡r✢ä❝❤❡

❧♦s❡ ❣❡❜✉♥❞❡♥❡ P❊s ❛✉❢ ❞❡r ❖❜❡r✢ä❝❤❡ ❡♥t❢❡r♥t✳ ❇❡✐♠ ♥ä❝❤st❡♥ ❙❝❤r✐tt ✇✐r❞ ❞✐❡ ✉♠❣❡❧❛✲

❞❡♥❡ ❖❜❡r✢ä❝❤❡ ❡✐♥❡r ✇❡✐t❡r❡♥ ❆❞s♦r♣t✐♦♥s❧ös✉♥❣ ♠✐t ✇✐❡❞❡r✉♠ ❡♥t❣❡❣❡♥s❡t③t ❣❡❧❛❞❡♥❡♥

P♦❧②✐♦♥❡♥ ✐♥ ❑♦♥t❛❦t ❣❡❜r❛❝❤t ✉♥❞ ❞✐❡ ✐♥ ▲ös✉♥❣ ❣❡❧❛❞❡♥❡♥ P♦❧②❡❧❡❦tr♦❧②t❡ ❛❞s♦r❜✐❡r❡♥

❛♥ ❞✐❡ ❖❜❡r❢ä❝❤❡ ✉♥❞ ❧❛❞❡♥ ❞✐❡s❡ ❡r♥❡✉t ✉♠✳ ❋ü❤rt ♠❛♥ ♥❛❝❤ ❡✐♥❡♠ ❡r♥❡✉t❡♥ ❙♣ü❧✈♦r✲

❣❛♥❣ ❞✐❡s❡ ❆rt ❞❡r ❆❞s♦r♣t✐♦♥ ❢♦rt✱ s♦ ❡♥tst❡❤t ❡✐♥ st❛r❦❡r ❞✉r❝❤ ❡❧❡❦tr♦st❛t✐s❝❤❡ ❑rä❢✲

t❡ st❛❜✐❧✐s✐❡rt❡r ❙❝❤✐❝❤t❦♦♠♣❧❡①✱ ✇❡❧❝❤❡r ❛❧s s❡❧❜st✲❛ss❡♠❜❧✐❡rt❡ P♦❧②❡❧❡❦tr♦❧②t♠✉❧t✐s❝❤✐❝❤t

❜❡③❡✐❝❤♥❡t ✇✐r❞ ❬❙❝❤ö♥❤♦✛✱ ✷✵✵✸❪✳ ❉❡s✇❡✐t❡r❡♥ ✐st ❡s ♠ö❣❧✐❝❤✱ P❊▼s ❛✉❝❤ ❛✉❢ ♠✐❦r♦✲ ✉♥❞

♥❛♥♦♠❡t❡r❣r♦ÿ❡♥ ❑❛♣s❡❧♥ ③✉ ❛❞s♦r❜✐❡r❡♥ ❬❩❤❛♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✺✱ P❛r❛❦❤♦♥s❦✐② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✹❪✳

❊s ❜❡st❡❤t ③✉❞❡♠ ❞✐❡ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t s♦❧❝❤❡ ▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t❡♥ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❣❡③✐❡❧t❡♥ ❊✐♥❜❛✉ ✈♦♥

♦r❣❛♥✐s❝❤❡♥ ✉♥❞ ❛♥♦r❣❛♥✐s❝❤❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧✐❡♥ ③✉ ❢✉♥❦t✐♦♥❛❧✐s✐❡r❡♥✳ ■♥ ❞❡r ❱❡r❣❛♥❣❡♥❤❡✐t ✇✉r✲

❞❡♥ ❜❡r❡✐ts Pr♦t❡✐♥❡ ❬●✉② ▲❛❞❛♠ ✉♥❞ ❱♦❡❣❡❧✱ ✷✵✵✶✱ ▲✈♦✈ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✺✱ ❏❡ss❡❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❪✱

●♦❧❞♥❛♥♦♣❛rt✐❦❡❧ ❬❙❝❤♠✐tt ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✼❪✱ ❋❛r❜st♦✛❡ ❬◆✐❝♦❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❪ ♦❞❡r ❑♦❧❧♦✐❞❡

❬❇♦❣❞❛♥♦✈✐❝ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪ ✐♥ ❙❝❤✐❝❤t❡♥ ❡r❢♦❧❣r❡✐❝❤ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐❡rt✳ ❊✐♥❡ s♦❧❝❤❡ ❋✉♥❦t✐♦♥❛❧✐✲

s✐❡r✉♥❣ ❦❛♥♥ ③✉r ❱❡r❜❡ss❡r✉♥❣ ❞❡r ❇✐♦❦♦♠♣❛t✐❜✐❧✐tät ❜❡✐ ■♠♣❧❛♥t❡♥ ❢ü❤r❡♥✳

P♦❧②❡❧❡❦tr♦❧②t♠✉❧t✐s❝❤✐❝❤t❡♥ ✜♥❞❡♥ ③❛❤❧r❡✐❝❤❡ t❡❝❤♥✐s❝❤❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣s♠ö❣❧✐❝❤❦❡✐t❡♥✳ ❑♦♥✲

❦r❡t ✐st ❤✐❡r ③✉♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❞❡r ▼❡❞✐❦❛♠❡♥t❡♥tr❛♥s♣♦rt ✐♥ ❞r✉❣✲❝❛rr✐❡r ❙②st❡♠❡♥ ③✉ ❡r✲

✇ä❤♥❡♥✱ ✇♦ ❦♦❧❧♦✐❞❛❧❡ P❛rt✐❦❡❧ ♠✐t P❊▼s ❜❡s❝❤✐❝❤t❡t✱ ❞✐❡ P❛rt✐❦❡❧ ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ❡♥t❢❡r♥t

✇❡r❞❡♥✱ s♦❞❛ss ❡✐♥❡ ❛✉s ▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t❡♥ ❜❡st❡❤❡♥❞❡ ❍♦❤❧❦✉❣❡❧ ③✉rü❝❦❜❧❡✐❜t✱ ✉♠ ❡✐♥❡ ❣❡③✐❡❧✲

t❡ ❲✐r❦st♦✛❢r❡✐s❡t③✉♥❣ ③✉ ❡rr❡✐❝❤❡♥✳ ❙✐❡❤❡ ❞❛③✉ ❬❉♦♥❛t❤ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✽✱ ❈❛r✉s♦ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✽✱

❩❤❛♦ ✉♥❞ ▲✐✉✱ ✷✵✶✹✱ ❇❤❛❧❡r❛♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✹❪✳ ❆✉ÿ❡r❞❡♠ ❦ö♥♥❡♥ ▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t❡♥ ❛✉❢ ❙✉❜str❛✲

t❡ ❛✉❢❣❡❜r❛❝❤t ✇❡r❞❡♥✱ ❞❡r❡♥ ❋✉♥❦t✐♦♥❛❧✐tät ✈♦♥ ❞❡r ❯♠❣❡❜✉♥❣ ✭♣❍✲❲❡rt✱ ❙❛❧③❦♦♥③❡♥tr❛✲

t✐♦♥✱ ▲✉❢t❢❡✉❝❤t✐❣❦❡✐t✱ ▲✐❝❤ts✱ ✉s✇✳✮ ❛❜❤ä♥❣✐❣ ✐st ✭st✐♠✉❧✐✲s❡♥s✐t✐✈✐t②✮ ❬❙❛✐❦❡❛✇ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✻✱

❲♦♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹✱ ❩❡r❜❛❧❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✺✱ ❯❧❛s❡✈✐❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✻❪✳ ❊✐♥ ✇❡✐t❡r❡s ♠ö❣❧✐❝❤❡s t❡❝❤✲

♥✐s❝❤❡s ❊✐♥s❛t③❣❡❜✐❡t ✐st ❞✐❡ ❱❡rr✐♥❣❡r✉♥❣ ✈♦♥ ❑♦rr♦s✐♦♥ ❜❡✐ ❊❞❡❧st❛❤❧ ❞✉r❝❤ ❞❛s ❇❡s❝❤✐❝❤✲

t❡♥ ✈♦♥ P♦❧②❡❧❡❦tr♦❧②t♠✉❧t✐s❝❤✐❝❤t❡♥ ❬❙❝❤❧❡♥♦✛ ✉♥❞ ❋❛r❤❛t✱ ✷✵✶✻❪✱ s♦✇✐❡ ❞❛s ❆✉❢tr❛❣❡♥ ✈♦♥

❇❡s❝❤✐❝❤t✉♥❣❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ✐♥ ❞❡r ▲❛❣❡ s✐♥❞✱ s✐❝❤ s❡❧❜st ③✉ ❤❡✐❧❡♥ ❬❲❛♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❪✳ ❉❛s ❆✉❢✲

tr❛❣❡♥ ✈♦♥ P❊▼s ❛✉❢ ❖❜❡r✢ä❝❤❡♥ ♠✐t ❞❡♠ ❩✐❡❧ ❞❡r ❘❡❞✉③✐❡r✉♥❣ ✈♦♥ ❱❡rs❝❤♠✉t③✉♥❣❡♥

❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❛❧s ❛♥t✐❢♦✉❧✐♥❣✲❇❡s❝❤✐❝❤t✉♥❣ ❢ür ❙❝❤✐✛srü♠♣❢❡ ✐st ❡❜❡♥❢❛❧❧s ●❡❣❡♥st❛♥❞ ❞❡r

❋♦rs❝❤✉♥❣ ❬❩❤✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❪✳

❯♠ s♦❧❝❤❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣❡♥ ③✉ ❡♥t✇✐❝❦❡❧♥✱ ✐st ❤ä✉✜❣ ❡✐♥❡ ❡♠♣✐r✐s❝❤❡ ❖♣t✐♠✐❡r✉♥❣ ❞❡r ▼✉❧✲

t✐s❝❤✐❝❤t❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣❡♥ ✇✐❝❤t✐❣✳ ❉❛♠✐t ♠❛♥ ❥❡❞♦❝❤ ❞✐❡ ❣r✉♥❞❧❡❣❡♥❞❡♥

♠♦❧❡❦✉❧❛r❡♥ ▼❡❝❤❛♥✐s♠❡♥ ✈❡rst❡❤t✱ ✐st ❡s ♥♦t✇❡♥❞✐❣ ❞❡♥ ❊✐♥✢✉ss ❞❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥ Prä♣❛r❛t✐✲

♦♥s♣❛r❛♠❡t❡r ✭❙❛❧③❦♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥✱ ♣❍✲❲❡rt✱ P♦❧②♠❡r✐s❛t✐♦♥s❣r❛❞✱ ▲❛❞✉♥❣s❞✐❝❤t❡✱ ❚❡♠♣❡✲

r❛t✉r✮ ❛✉❢ ❞❛s ❙❝❤✐❝❤t✇❛❝❤st✉♠ ✉♥❞ ❛✉❢ ❞✐❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❞❡s P❊▼s ③✉ ❛♥❛❧②s✐❡r❡♥✳

❊✐♥ ✇❡s❡♥t❧✐❝❤❡r P❛r❛♠❡t❡r ❞❡r ✇❡✐t❡st❣❡❤❡♥❞ ❣✉t ✈❡rst❛♥❞❡♥ ✐st✱ ✐st ❞✐❡ ❇❡❞❡✉t✉♥❣ ❞❡r

✷



❡❧❡❦tr♦st❛t✐s❝❤❡♥ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❣❡❧öst❡♥ P♦❧②❡❧❡❦tr♦❧②t❡♥ ✉♥❞ ❞❡s ❙✉❜✲

st❛ts✱ s♦✇✐❡ ❞✐❡ ❙❛❧③❛rt ❬❙❛❧♦♠ä❦✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪ ✉♥❞ ❑♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥ ✐♥ ❞❡r ❆❞s♦r♣t✐♦♥s❧ö✲

s✉♥❣ ❬▲♦✇❛❝❦ ✉♥❞ ❍❡❧♠✱ ✶✾✾✽✱ ●❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✻✱ ❚❛♥❣ ✉♥❞ ❇❡ss❡❧✐♥❣✱ ✷✵✶✻❪✳ ▼✐t ③✉♥❡❤♠❡♥✲

❞❡♠ ❙❛❧③❣❡❤❛❧t✱ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ P♦❧②❡❧❡❦tr♦❧②t❡ ♠✐t ❡✐♥❡r ✐♠♠❡r ❦❧❡✐♥❡r ✇❡r❞❡♥❞❡♥ ❉❡❜②❡❧ä♥✲

❣❡ ✭λD✮ ❛❜❣❡s❝❤✐r♠t ✉♥❞ ❞✐❡ P♦❧②❡❧❡❦tr♦②❧t❡ ❜✐♥❞❡♥ ✐♥ ❡✐♥❡r ❣❡❦♥ä✉❧t❡♥ ❑♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥

❖❜❡r✢ä❝❤❡✱ ✇❛s ❧❡t③t❡♥ ❊♥❞❡s ③✉ ❤ö❤❡r❡♥ ❙❝❤✐❝❤t❞✐❝❦❡♥ ❢ü❤rt ❬❙t❡✐t③ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❪ ✉♥❞ ❡✐♥❡

❤♦❤❡ ❘❛✉✐❣❦❡✐t ③✉r ❋♦❧❣❡ ❤❛t ❬❑❧✐t③✐♥❣✱ ✷✵✵✻❪✳ ■st ❞✐❡ ❙❛❧③❦♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥ ❤♦❝❤✱ s♦ ✈❡r❤❛❧✲

t❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ P❊▼s ③✉♥❡❤♠❡♥❞ ✇✐❡ ♥❡✉tr❛❧❡ P♦❧②♠❡r❡✳ ■♥ ❞✐❡s❡♠ ❋❛❧❧ s♣✐❡❧❡♥ s❡❦✉♥❞är❡

❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣❡♥✱ ✇✐❡ ▲ös✉♥❣s♠✐tt❡❧q✉❛❧✐tät ✉♥❞ ❤②❞r♦♣❤♦❜❡ ❑rä❢t❡ ❡✐♥❡ ❣röÿ❡r❡ ❘♦❧❧❡✳

❉✐❡s❡ s❡❦✉♥❞är❡♥ ❑rä❢t❡ ❤ä♥❣❡♥ ✇❡✐t❡r❤✐♥ ✈♦♥ ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❞❡r ❆❞s♦r♣t✐♦♥s❧ös✉♥❣ ❛❜

❬❚❛♥❢♦r❞✱ ✶✾✽✵❪✳

❉✐❡ ❛✉❢tr❡t❡♥❞❡♥ ❡♥tr♦♣✐s❝❤❡♥ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣❡♥ ❬◆❡t③ ✉♥❞ ❏♦❛♥♥②✱ ✶✾✾✾❪✱ s♦✇✐❡ ❞✐❡ ❉✐❢✲

❢✉s✐♦♥s❡✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❞❡r P♦❧②❡❧❡❦tr♦❧②t❡ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❋✐❧♠ ✇❡r❞❡♥ ❤❛✉♣tsä❝❤❧✐❝❤ ❞✉r❝❤ ❞❡♥

P♦❧②♠❡r✐s❛t✐♦♥s❣r❛❞ ✉♥❞ ❞❛♠✐t ✈♦♠ ▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤t ❞❡r ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥ P♦❧②❡❧❡❦tr♦❧②✲

t❡ ❜❡st✐♠♠t✳ ❉❡r ❊✐♥✢✉ss ❞❡r ❡♥tr♦♣✐s❝❤❡♥ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❞❡r P♦❧②♠❡r❧ä♥✲

❣❡ s♦❧❧ ✐♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ✉♥t❡rs✉❝❤t ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡s❡ st❡❤t ✐♥ ❑♦♥❦✉rr❡♥③ ③✉ ❞❡r ❡❧❡❦tr♦✲

st❛t✐s❝❤❡♥ ❈♦✉❧♦♠❜✇❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ❜❡✐ ❞❡r ❆❞s♦r♣t✐♦♥ ❞❡r P❊s ❛♥ ❞❡r ❖❜❡r✢ä❝❤❡✳ ❇❡✐

❞❡♠ ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥ P♦❧②❦❛t✐♦♥✴P♦❧②❛♥✐♦♥✲P❛❛r P♦❧②❞✐❛❧❧②❧❞✐♠❡t❤②❧❛♠♠♦♥✐✉♠ ✭P❉❆❉▼❆✮

✉♥❞ P♦❧②st②r♦❧s✉❧❢♦♥❛t ✭P❙❙✮ ❤❛♥❞❡❧t ❡s s✐❝❤ ✉♠ st❛r❦❡ P♦❧②❡❧❡❦tr♦❧②t❡✱ ❞❡r❡♥ ❉✐ss♦③✐❛✲

t✐♦♥s❣r❛❞ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♠ ♣❍✲❲❡rt ❞❡r ✉♠❣❡❜❡♥❞❡♥ ▲ös✉♥❣ ✐st✳ ❇❡✐❞❡ P❊s ③❡✐❝❤♥❡♥

s✐❝❤ ❞✉r❝❤ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ▼♦♥♦♠❡r❧ä♥❣❡♥ ❛✉s✳ ❉✐❡ ▼♦♥♦♠❡r❧ä♥❣❡ ✈♦♥ P❉❆❉▼❆ ❜❡✲

trä❣t ✵✱✺✹ ♥♠✱ ✇♦♠✐t ❞❛s P❉❆❉▼❆✲▼♦♥♦♠❡r ❞♦♣♣❡❧t s♦ ❧❛♥❣ ✇✐❡ ❞❛s ✈♦♥ P❙❙ ✭✵✱✷✺

♥♠✮ ✐st✳ ❉❛ ❜❡✐❞❡ P❊s ♥❛❤❡③✉ ③✉ ✶✵✵✪ ❞✐ss♦③✐✐❡r❜❛r s✐♥❞✱ ✐st ❞❛♠✐t ❞✐❡ ▲✐♥✐❡♥❧❛❞✉♥❣s✲

❞✐❝❤t❡ ✈♦♥ P❙❙ ❞♦♣♣❡❧t s♦ ❤♦❝❤ ✇✐❡ ❞✐❡ ✈♦♥ P❉❆❉▼❆✳ ❆✉❢❣r✉♥❞ ❞✐❡s❡r ❆s②♠♠❡tr✐❡

❦♦♠♠t ❡s ❜❡✐ ❞❡r ❆❞s♦r♣t✐♦♥ ❞❡r P❊s ③✉ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ❲❛❝❤st✉♠sr❡❣✐♠❡s ❞❡r ▼✉❧✲

t✐s❝❤✐❝❤t✱ ✇❡❧❝❤❡ s✐❝❤ ✐♥ ❡✐♥❡♥ ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡♥ ✉♥❞ ❡✐♥❡♥ ❧✐♥❡❛r❡♥ ❲❛❝❤st✉♠sr❡❣✐♠❡ ✉♥t❡r✲

t❡✐❧❡♥ ❬❇✐❡❦❡r ✉♥❞ ❙❝❤ö♥❤♦✛✱ ✷✵✶✵✱ ●❤♦st✐♥❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❪✳ ❉✐❡ ❜✐s❤❡r✐❣❡♥ ▼♦❞❡❧❧❡ ❞❡r P♦✲

❧②❡❧❡❦tr♦❧②t❛❞s♦r♣t✐♦♥ ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧ ✇❛❝❤s❡♥❞❡♥ ❙②st❡♠❡♥✱ ❜❡✐ ❞❡✲

♥❡♥ ❞✐❡ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❆❞s♦r♣t✐♦♥ss❝❤r✐tt ❛❞s♦r❜✐❡rt❡♥ P❊s ♠✐t ❞❡♠ ❣❡s❛♠t❡♥ ❱♦❧✉♠❡♥ ❞❡r

▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t ✇❡❝❤s❡❧✇✐r❦❡♥✱ ✉♥❞ ❧✐♥❡❛r ✇❛❝❤s❡♥❞❡♥ ❙②st❡♠❡♥✱ ❜❡✐ ❞❡♥❡♥ ❞✐❡ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r✲

❦✉♥❣ ❧❡❞✐❣❧✐❝❤ ❛♥ ❞❡r ❖❜❡r✢ä❝❤❡ ❞❡r ▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t st❛tt✜♥❞❡t ❬❉✉❜❛s ✉♥❞ ❙❝❤❧❡♥♦✛✱ ✷✵✵✶✱

P✐❝❛rt ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪✳

❆❧❧❡ P❊▼s ✇❡r❞❡♥ ❜❡✐ ❘❛✉♠t❡♠♣❡r❛t✉r ✭❝❛✳ ✷✵◦❈✮ ✉♥❞ ❜❡✐ ❡✐♥❡r P♦❧②❡❧❡❦tr♦❧②t♠♦♥♦♠❡r✲

❦♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥ ✈♦♥ ✶ ♠♠♦❧✴▲ ❤❡r❣❡st❡❧❧t✳ ❉✐❡ ❙❛❧③❦♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥ ✐♥ ❞❡r ❆❞s♦r♣t✐♦♥s❧ös✉♥❣

❜❡trä❣t c◆❛❈❧ = 100 ♠♠♦❧✴▲✳ ❉❛❞✉r❝❤ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ st❛r❦❡♥ ❡❧❡❦tr♦st❛t✐s❝❤❡♥ ❑rä❢t❡ ❛❜❣❡✲

s❝❤✇ä❝❤t ✉♥❞ ❡♥tr♦♣✐s❝❤❡ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣❡♥ ❜❡❡✐♥✢✉ss❡♥ ③✉sät③❧✐❝❤ ❞✐❡ ❆❞s♦r♣t✐♦♥ ❛♥ ❞❡r

❖❜❡r✢ä❝❤❡✳ ❆✉s ❞✐❡s❡♠ ●r✉♥❞ st❡❧❧t s✐❝❤ ❞✐❡ ❋r❛❣❡✱ ✐♥ ✇✐❡ ✇❡✐t ❞❡r P♦❧②♠❡r✐s❛t✐♦♥s❣r❛❞

✉♥❞ ❞❛♠✐t ❞✐❡ ❑❡tt❡♥❧ä♥❣❡ ❞❡r P❊s✱ ❊✐♥✢✉ss ❛✉❢ ❞❛s ❆❞s♦r♣t✐♦♥s✈❡r❤❛❧t❡♥ ✉♥❞ ❞❛s ❙❝❤✐❝❤t✲

✇❛❝❤st✉♠ ❤❛t✳ ❇❡st✐♠♠❡♥ ❞✐❡ ❡❧❡❦tr♦st❛t✐s❝❤❡♥ ❑rä❢t❡ ♦❞❡r ❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ❞✐❡ ❆❞s♦r♣t✐♦♥

❛♥ ❞❡r ❖❜❡r✢ä❝❤❡ ✉♥❞ ❞❡♥ ❙❝❤✐❝❤t❛✉❢❜❛✉❄ ❲❡❧❝❤❡♥ ❊✐♥✢✉ss ❤❛t ❞✐❡s ❛✉❢ ❞❡♥ ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡♥

❲❛❝❤st✉♠s❜❡r❡✐❝❤❄ ❩✉❞❡♠ s♦❧❧ ❞❡r ♠♦❧❡❦✉❧❛r❡ ❆❞s♦r♣t✐♦♥s♣r♦③❡ss ❣❡♥❛✉❡r ✉♥t❡rs✉❝❤t ✉♥❞

✈❡rst❛♥❞❡♥ ✇❡r❞❡♥✳

✸
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❉✐❡ ❇❡s♦♥❞❡r❤❡✐t ❞❡s ✐♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥ P♦❧②❡❧❡❦tr♦❧②t♣❛❛r❡s ✭P❉❆❉▼❆ ✉♥❞

P❙❙✮ ✐st ❞✐❡ ❛s②♠♠❡tr✐s❝❤❡ ▲❛❞✉♥❣s❞✐❝❤t❡ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ P♦❧②❡❧❡❦tr♦❧②t❡ ✉♥❞ ❞❡r❡♥ ❊✐♥✢✉ss

❛✉❢ ❞✐❡ ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡♥ ❲❛❝❤st✉♠sr❡❣✐♠❡s✳ ❉✐❡ ❤✐❡r ❣❡③❡✐❣t❡♥ ❡❧❧✐♣s♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ ▼❡ss✉♥❣❡♥

③❡✐❣❡♥✱ ❞❛ss ❞❛s ❛❧s ❣❡❧❡❣❡♥t❧✐❝❤ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥❡ ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡ ❲❛❝❤st✉♠sr❡❣✐♠❡

♣❛r❛❜♦❧✐s❝❤❡♥ ❈❤❛r❛❦t❡r ❤❛t ✉♥❞ ❞✐❡ ▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t❡♥ ♥✉r ✉♥t❡r ❜❡st✐♠♠t❡♥ ❱♦r❛✉ss❡t✲

③✉♥❣❡♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧ ✇❛❝❤s❡♥✳ ❇❡✜♥❞❡♥ s✐❝❤ ❜❡✐❞❡ ▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤t❡ ✈♦♥ P❉❆❉▼❆ ✉♥❞

P❙❙ ♦❜❡r❤❛❧❜ ❡✐♥❡s ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ❙❝❤✇❡❧❧✇❡rt❡s✱ s♦ ✐st ❞❛s ❙❝❤✐❝❤t✇❛❝❤st✉♠ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♠

P❉❆❉▼❆✲ ✉♥❞ P❙❙✲▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤t❡s✳ ❇❡✐♠ ❯♥t❡rs❝❤r❡✐t❡♥ ❞❡r ❙❝❤✇❡❧❧✇❡rt❡ ③❡✐❣t s✐❝❤

✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡s ❙❝❤✐❝❤t✇❛❝❤st✉♠✳ ❯♥t❡r❤❛❧❜ ❞❡s P❉❆❉▼❆✲❙❝❤✇❡❧❧✇❡rt❡s ③❡✐❣t s✐❝❤ ❡✐♥

s❝❤✇ä❝❤❡r❡s ❲❛❝❤st✉♠ ❞❡r ▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t✳ ●❡rät ❞❛s P❙❙✲▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤t ✉♥t❡r❤❛❧❜ s❡✐✲

♥❡s ❙❝❤✇❡❧❧✇❡rt❡s✱ s♦ tr✐tt ♥❡❜❡♥ ❞❡♠ ♣❛r❛❜♦❧✐s❝❤❡♠ ③✉sät③❧✐❝❤ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡s ❲❛❝❤ts✉♠

❛✉❢✳ ▼✐t ❘ö♥t❣❡♥r❡✢❡①✐♦♥s♠❡ss✉♥❣❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❙❝❤✐❝❤t❞✐❝❦❡♥ ✉♥❞ ❖❜❡r✢ä❝❤❡♥r❛✉✐❣❦❡✐t❡♥

❛♥ ▲✉❢t ❜❡st✐♠♠t ✉♠ ❆✉ss❛❣❡♥ ü❜❡r ❞❛s ❙❝❤✐❝❤t✇❛❝❤st✉♠ ✐♠ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♥ ❲❛❝❤st✉♠s✲

r❡❣✐♠❡ ♠❛❝❤❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✳ ❉✐❡ ▼❡t❤♦❞❡ ❞❡r ◆❡✉tr♦♥❡♥r❡✢❡①✐♦♥ ❡r❧❛✉❜t ❞✉r❝❤ ❣❡③✐❡❧t❡

❉❡✉t❡r✐❡r✉♥❣ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡r ▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t ❆✉ss❛❣❡♥ ü❜❡r ❞✐❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r P♦❧②❡❧❡❦tr♦❧②t❡

✐♠ ■♥♥❡r❡♥ ❞❡r ❙❝❤✐❝❤t✱ s♦✇✐❡ ü❜❡r ❞❡r❡♥ ❩✉s❛♠♠❡♥s❡t③✉♥❣ ✉♥❞ s♦❧❧ ❤✐❡r ❑❧❛r❤❡✐t ü❜❡r

❞✐❡ ❆❞s♦r♣t✐♦♥ ❞❡r P❊s ❛♥ ❞❡r ❖❜❡r✢ä❝❤❡ ❧✐❡❢❡r♥✳

◆❛❝❤❞❡♠ ❞❡r ❊✐♥✢✉ss ❞❡s P♦❧②♠❡r✐s❛t✐♦♥s❣r❛❞❡s ❛✉❢ ❞❛s ❙❝❤✐❝❤t✇❛❝❤st✉♠ ✉♥t❡rs✉❝❤t ✇✐r❞✱

s♦❧❧ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ♥ä❝❤st❡♥ ❙❝❤r✐tt ❞✐❡ ♠♦❧❛r❡ ▼❛ss❡♥✈❡rt❡✐❧✉♥❣ ✐♥ ❞❡r ❆❞s♦r♣t✐♦♥s❧ös✉♥❣ ✈❛r✐✐❡rt

✇❡r❞❡♥✳ ❉❛③✉ ✇✐r❞ ③✉♥ä❝❤st ❞❛s P❙❙ ▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤t ♦❜❡r❤❛❧❜ ❞❡s P❙❙✲❙❝❤✇❡❧❧✇❡rt❡s

❦♦♥st❛♥t ❣❡❤❛❧t❡♥✳ ❉✐❡ ❩✉s❛♠♠❡♥s❡t③✉♥❣ ❞❡r P❉❆❉▼❆ ❆❞s♦r♣t✐♦♥s❧ös✉♥❣ ❤✐♥❣❡❣❡♥ ❡♥t✲

❤ä❧t ❡✐♥❡ ❜✐♥är❡ ▼✐s❝❤✉♥❣ ✇❡❧❝❤❡ s✐❝❤ ❛✉s ❡✐♥❡♠ ▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤t ✉♥t❡r❤❛❧❜ ✉♥❞ ♦❜❡r❤❛❧❜

❞❡s ❙❝❤✇❡❧❧✇❡rt❡s ③✉s❛♠♠❡♥s❡t③t✳

❇❡✐ ❡✐♥❡r ❜✐♥är❡♥ P❉❆❉▼❆ ▼✐s❝❤✉♥❣ ✐♥ ❞❡r ❆❞s♦r♣t✐♦♥s❧ös✉♥❣ ③❡✐❣t s✐❝❤✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❱❡r✲

t❡✐❧✉♥❣ ✐♥ ▲ös✉♥❣✱ ❞❡r❥❡♥✐❣❡♥ ✐♠ P❊▼ ❡♥ts♣r✐❝❤t✳ ▼✐t ❍✐❧❢❡ ❞✐❡s❡r ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣ ✇✐r❞ ❡✐♥❡

❋♦r♠❡❧ ③✉r ❱♦r❤❡rs❛❣❡ ❞❡s ❙❝❤✐❝❤t✇❛❝❤st✉♠s ❡♥t✇✐❝❦❡❧t✳ ❇❡✐ ❡✐♥❡r ❜✐♥är❡♥ P❙❙ ❆❞s♦r♣✲

t✐♦♥s❧ös✉♥❣ ❤✐♥❣❡❣❡♥ ③❡✐❣t s✐❝❤ ❡✐♥ ❣ä♥③❧✐❝❤ ❛♥❞❡r❡s ❱❡r❤❛❧t❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ P❊s ♠✐t ❡✐♥❡♠

▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤t ♦❜❡r❤❛❧❜ ❞❡s ❙❝❤✇❡❧❧✇❡rt❡s ❛❞s♦r❜✐❡r❡♥ ❜❡✈♦r③✉❣t ❛♥ ❞❡r ❖❜❡r✢ä❝❤❡✳

❩✉r ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r ❩✉s❛♠♠❡♥s❡t③✉♥❣ ❞❡s P❊▼s ✇❡r❞❡♥ ◆❡✉tr♦♥❡♥r❡✢❡①✐♦♥s♠❡ss✉♥✲

❣❡♥ ♠✐tt❡❧s ❞❡✉t❡r✐❡rt❡♠ P♦❧②st②r♦❧s✉❧❢♦♥❛t ✭P❙❙❞✮ ✉♥❞ ♣r♦t♦♥✐❡rt❡♠ P❙❙ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt✳

❯♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ❆❞s♦r♣t✐♦♥s③❡✐t❡♥ ❜❡stät✐❣❡♥ ③✉❞❡♠ ❞✐❡ ❆♥♥❛❤♠❡ ❞❡r ■◆ ✉♥❞ ❖❯❚ ❉✐❢✲

❢✉s✐♦♥ ✈♦♥ ❧❡✐❝❤t❡♥ ♣r♦t♦♥✐❡rt❡♥ P❙❙ ▼♦❧❡❦ü❧❡♥ ✐♠ P❊▼✳

✹



❑❛♣✐t❡❧ ✷

❚❤❡♦r✐❡

■♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❢ür ❞✐❡s❡ ❆r❜❡✐t ♥♦t✇❡♥❞✐❣❡♥ t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡♥ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥

✈♦r❣❡st❡❧❧t ✉♥❞ ❡r❧ä✉t❡rt✳ ❉❛❜❡✐ ✇❡r❞❡♥ ③✉♥ä❝❤st ❞✐❡ P♦❧②❡❧❡❦tr♦❧②t❡ ✉♥❞ ❞✐❡ ❣r✉♥❞❧❡❣❡♥✲

❞❡♥ ▼❡❝❤❛♥✐s♠❡♥ ❞❡r P♦❧②❡❧❡❦tr♦❧②t❛❞s♦r♣t✐♦♥ ✉♥❞ ✲❦♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡✐♥❣❡❢ü❤rt✳ ❩✉sät③❧✐❝❤

✇✐r❞ ❞✐❡ ❍❡rst❡❧❧✉♥❣ ✈♦♥ P♦❧②❡❧❡❦tr♦❧②t♠✉❧t✐s❝❤✐❝❤t❡♥✱ s♦✇✐❡ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ Prä♣❛r❛t✐✲

♦♥s♣❛r❛♠❡t❡r ✉♥❞ ❞❡r❡♥ ❊✐♥✢✉ss ❛✉❢ ❞❛s ❙❝❤✐❝❤t✇❛❝❤st✉♠ ✉♥t❡rs✉❝❤t✳ ❉❡s✇❡✐t❡r❡♥ ✇✐r❞

❛✉❢ ❞✐❡ ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❦ ✈♦♥ ✐❞❡❛❧❡♥ ✉♥❞ r❡❛❧❡♥ ▼✐s❝❤✉♥❣❡♥ ✐♠ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❡✐♥❣❡❣❛♥❣❡♥✳

✷✳✶ P♦❧②❡❧❡❦tr♦❧②t❡

❆❧s P♦❧②❡❧❡❦tr♦❧②t ✭P❊✮ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❡✐♥ P♦❧②♠❡r ♠✐t ✐♦♥✐s❝❤❡♥ ♦❞❡r ✐♦♥✐s✐❡r❜❛r❡♥ ●r✉♣✲

♣❡♥ ✐♥ ❞❡r ❍❛✉♣t❦❡tt❡ ✭❡♥❣❧✳ ❜❛❝❦❜♦♥❡✮ ♦❞❡r ❛♥ ❞❡♥ ❙❡✐t❡♥❦❡tt❡♥✳ ❊s ❜❡st❡❤t✱ ✇✐❡ ♥❡✉tr❛❧❡

P♦❧②♠❡r❡ ❛✉❝❤✱ ❛✉s ❛♥❡✐♥❛♥❞❡r ❣❡r❡✐❤t❡♥ ✐♠♠❡r ✇✐❡❞❡r❦❡❤r❡♥❞❡♥ ❇❛✉st❡✐♥❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ♠❛♥

❛❧s ▼♦♥♦♠❡r❡ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❆✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r✱ ♥❡❜❡♥ ❞❡r ❦♦✈❛❧❡♥t❡♥ ❇✐♥❞✉♥❣❡♥ ❞❡r ▼♦♥♦♠❡r❡✱

❜❡✐ P❊s ❛✉❢tr❡t❡♥❞❡♥ ❡❧❡❦tr♦st❛t✐s❝❤❡♥ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣✱ ❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤ ▼❛❦r♦♠♦❧❡❦ü❧❡✱ ✇❡❧✲

❝❤❡ s✐❝❤ ✐♥ ✐❤r❡♥ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ st❛r❦ ✈♦♥ ❞❡♥❡♥ ❞❡r ♥❡✉tr❛❧❡♥ P♦❧②♠❡r❡ ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡♥✳ ❊✐♥

❇❡✐s♣✐❡❧ ❞❛❢ür ✇är❡ ❞✐❡ ❲❛ss❡r❧ös❧✐❝❤❦❡✐t✳ ■♠ ●❡❣❡♥s❛t③ ③✉ ✉♥❣❡❧❛❞❡♥❡♥ P♦❧②♠❡r❡♥✱ ❞❡r❡♥

❜❛❝❦❜♦♥❡s ♠❡✐st ❛✉s ❈❍2✲❑❡tt❡♥ ❜❡st❡❤❡♥✱ ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ P❊s ❛✉❢❣r✉♥❞ ✐❤r❡r ✐♦♥✐s❝❤❡♥ ●r✉♣✲

♣❡♥ r❡❧❛t✐✈ ❧❡✐❝❤t ✐♥ ❲❛ss❡r ❧ös❡♥✳ ❇❡✈♦r ❦♦♥❦r❡t ❛✉❢ ❞✐❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❞❡r P♦❧②❡❧❡❦tr♦❧②t❡

❡✐♥❣❡❣❛♥❣❡♥ ✇✐r❞✱ s♦❧❧ ③✉♥ä❝❤st ❡t✇❛s ü❜❡r ❞✐❡ ❈❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡r✉♥❣ ✉♥❞ ❞✐❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥

♥❡✉tr❛❧❡r P♦❧②♠❡r❡ ❡r③ä❤❧t ✇❡r❞❡♥✳

✷✳✶✳✶ ❈❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡r✉♥❣ ✈♦♥ P♦❧②♠❡r❡♥

❩✉r ❈❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡r✉♥❣ ✈♦♥ P♦❧②♠❡r❡♥ ✉♥❞ P♦❧②❡❧❡❦tr♦❧②t❡ ❣✐❜t ❡s ❡✐♥✐❣❡ ●röÿ❡♥ ❞✐❡ ❤✐❡r

✈♦r❣❡st❡❧❧t ✇❡r❞❡♥ s♦❧❧❡♥✳ ❉❡r P♦❧②♠❡r✐s❛t✐♦♥s❣r❛❞ ✭❳✮ ❡✐♥❡s P♦❧②♠❡rs ❣✐❜t ❛♥ ❛✉s ✇✐❡

✈✐❡❧❡♥ ▼♦♥♦♠❡r❡♥ ❡✐♥ P♦❧②♠❡r ❜❡st❡❤t ✉♥❞ ✇✐r❞ ❧❡t③t❡♥ ❊♥❞❡s ❞✉r❝❤ ❞❡♥ Pr♦③❡ss ❞❡r P♦✲

❧②♠❡r✐s❛t✐♦♥ ❜❡st✐♠♠t✱ ❞❡r P♦❧②♠❡r❤❡rst❡❧❧✉♥❣✳ ●❡♥❡r❡❧❧ ❦ö♥♥❡♥ ❞✉r❝❤ ❣❡✇✐ss❡ ❊✛❡❦t❡✱ ❞✐❡

❜❡✐ ❞❡r P♦❧②♠❡r✐s❛t✐♦♥ ❛✉❢tr❡t❡♥✱ ♥✉r ♣♦❧②❞✐s♣❡rs❡ ❑❡tt❡♥ s②♥t❤❡t✐s✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛❞✉r❝❤

❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❜❡✐ ❞❡r ❍❡rst❡❧❧✉♥❣ ✈♦♥ P♦❧②♠❡r❡♥ ❡✐♥❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡s P♦❧②♠❡r✐s❛t✐♦♥s❣r❛❞❡s✱

✇❡❧❝❤❡ ❧❡❞✐❣❧✐❝❤ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❆✉❢r❡✐♥✐❣✉♥❣ ③✉ ❡✐♥❡r ❱❡rr✐♥❣❡r✉♥❣ ❞❡r P♦❧②❞✐s♣❡rs✐tät ❢ü❤r❡♥

❦❛♥♥✳ ◗✉❛♥t✐✜③✐❡rt ✇❡r❞❡♥ s♦❧❝❤❡ ▼♦❧♠❛ss❡♥✈❡rt❡✐❧✉♥❣❡♥ ❞✉r❝❤ ❝❤r♦♠❛t♦❣r❛♣❤✐s❝❤❡ ❱❡r✲
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❢❛❤r❡♥✱ ✇✐❡ ③✉♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❞❡♠ ●❡❧✲P❡r♠❡❛t✐♦♥s✲❈❤r♦♠❛t♦❣r❛♣❤✐❡ ♦❞❡r ❛♥❤❛♥❞ ✈♦♥ ❙tr❡✉❡①✲

♣❡r✐♠❡♥t❡♥✳ ❉✐❡ ❞❛r❛✉s ❡r❤❛❧t❡♥❡♥ ▼❛ss❡♥✈❡rt❡✐❧✉♥❣❡♥ ❦ö♥♥❡♥ st❛r❦ ✈♦♥ ❞❡♥ ✐❞❡❛❧✐s✐❡rt❡♥

♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣❡♥ ❛❜✇❡✐❝❤❡♥ ✭✇✐❡ ③✉♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❞❡r ●❛✉ss✲✱ ▲♦❣✲◆♦r♠❛❧✲ ♦❞❡r

❞❡r P♦✐ss♦♥✈❡rt❡✐❧✉♥❣✮✳ ❩✉r ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❡✐♥❡r s♦❧❝❤❡♥ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ✇❡r❞❡♥ ③✉♥ä❝❤st ❡✐♥✐❣❡

▼✐tt❡❧✇❡rt❡ ❞❡✜♥✐❡rt✳

P♦❧②♠❡r✐s❛t✐♦♥s❣r❛❞

❉✐❡❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t ❞✐❡ ♠♦❧❡❦✉❧❛r❡ ▼❛ss❡ ③✇✐s❝❤❡♥M ✉♥❞M+dM ③✉ ✜♥❞❡♥ ✭p(M)dM✮

❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❛✉s ❞❡r ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ▼♦♥♦♠❡r❡✱ ❛✉s ❞❡♥❡♥ ❡✐♥ P♦❧②♠❡r ③✉s❛♠♠❡♥❣❡s❡t③t ✐st✳

❇❡st❡❤t ❡✐♥ P♦❧②♠❡r ♥✉r ❛✉s ❡✐♥❡r ❆rt ✈♦♥ ▼♦♥♦♠❡r❡♥ ✭❍♦♠♦♣♦❧②♠❡r✮✱ s♦ ✐st ❞❡r P♦❧②✲

♠❡r✐s❛t✐♦♥s❣r❛❞ ✭❳✮ ❣❡❣❡❜❡♥ ❞✉r❝❤

X =
M

M0
✭✷✳✶✮

♠✐t ❞❡r ▼♦❧♠❛ss❡ ✭M✮ ✉♥❞ ❞❡r ▼❛ss❡ ❡✐♥❡s ▼♦♥♦♠❡rs ✭M0✮ ✉♥❞ ❣✐❜t ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❛♥

▼♦♥♦♠❡r❡ ❞❡s P♦❧②♠❡rs ❛♥✳

❩❛❤❧❡♥♠✐tt❡❧

❉❛s ❩❛❤❧❡♥♠✐tt❡❧ ✭Mn✮ ✭❡♥❣❧✳ ♥✉♠❜❡r ❛✈❡r❛❣❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ✇❡✐❣❤t✮ ✐st ✐❞❡♥t✐s❝❤ ♠✐t ❞❡♠

▼✐tt❡❧✇❡rt ❞❡r ❍ä✉✜❣❦❡✐ts✈❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ✈♦r❦♦♠♠❡♥❡♥ ▼♦❧♠❛ss❡♥✳ ■♥ ❞❡r ❘❡❣❡❧ s❡t③t

s✐❝❤ ❡✐♥❡ s♦❧❝❤❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ♣r♦❞✉❦t✐♦♥s❜❡❞✐♥❣t ❛✉s P♦❧②♠❡r❡♥ ♠✐t ♠❡❤r❡r❡♥ ▼♦❧♠❛ss❡♥

M1,M2,M3, ...,Mk ③✉s❛♠♠❡♥✳ M1 ❜✐s Mk s❡✐❡♥ ❞❡r ●röÿ❡ ♥❛❝❤ s♦rt✐❡rt✳ ❉❡♠♥❛❝❤ ✐st Mn

❢♦❧❣❡♥❞❡r♠❛ÿ❡♥ ❞❡✜♥✐❡rt✿

Mn =

∑k
i=1XiMi
∑k

i=1Xi

✭✷✳✷✮

Xi ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❋❛❧❧ ❞❡♥ P♦❧②♠❡r✐s❛t✐♦♥s❣r❛❞ ❞❡s P♦②❧♠❡rs ♠✐t ❞❡r ▼♦❧♠❛ss❡ Mi✳

Mk ✐st ❞✐❡ ❣röÿt❡ ✐♥ ❞❡r ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ✈♦r❦♦♠♠❡♥❞❡ ▼♦❧♠❛ss❡✳

▼❛ss❡♥♠✐tt❡❧

❊✐♥❡ ❛♥❞❡r❡ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t ❞✐❡ P♦❧②♠❡r✈❡rt❡✐❧✉♥❣ ③✉ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥ ✐st ❞❛s ▼❛ss❡♥♠✐tt❡❧ ✭Mw✮

③✉ ❜❡st✐♠♠❡♥✳ ❉✐❡ ❙✉♠♠❡
∑
mi ❞❡r ●❡s❛♠t♠❛ss❡ ❞❡s P♦❧②♠❡rs ♠✐t ❞❡r ▼♦❧♠❛ss❡Mi ✭mi✮

✐st ❣❧❡✐❝❤❜❡❞❡✉t❡♥❞ ♠✐t ❞❡r ●❡s❛♠t♠❛ss❡ ❞❡r Pr♦❜❡✳ ❉❛s ❱❡r❤ä❧t♥✐s wi = mi/
∑
mi ❣✐❜t

❞❡♥ ▼❛ss❡♥❛♥t❡✐❧ ❜③✇✳ ❞❡♥ ▼❛ss❡♥❜r✉❝❤ ❞❡r P♦❧②♠❡r❡ ♠✐t ❞❡r ▼♦❧♠❛ss❡ Mi ✐♥ ❞❡r Pr♦❜❡

❛♥✳ ❉❛r❛✉s ❢♦❧❣t ❞✐❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✈♦♥ Mw✿

Mw =

∑k
i=1miMi
∑k

i=1mi

=

k∑

i=1

wiMi ♠✐t
k∑

i=1

wi =
k∑

i=1

mi/

k∑

i=1

mi = 1.

k∑

i=1

wi ✭✷✳✸✮

❊①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧ ❦❛♥♥ ♠❛♥ Mw ③✳❇✳ ♠✐t ❞❡r ▼❡t❤♦❞❡ ❞❡r st❛t✐s❝❤❡♥ ▲✐❝❤tstr❡✉✉♥❣ ❜❡st✐♠✲

♠❡♥✳ ◆✉r ❢ür ❞❡♥ ❋❛❧❧ ❞❛s ❛❧❧❡ ▼♦❧❡❦ü❧❡ ❡①❛❦t ❞✐❡s❡❧❜❡ ▲ä♥❣❡ ❤❛❜❡♥✱ ♥❡❤♠❡♥Mn ✉♥❞Mw

❞❡♥s❡❧❜❡♥ ❲❡rt ❛♥✳

✻



✷✳✶✳ P❖▲❨❊▲❊❑❚❘❖▲❨❚❊

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✶✿ s❝❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ▼❛ss❡♥✈❡rt❡✐❧✉♥❣ ♠✐t Mn✱ Mp s♦✇✐❡ Mw✳

P♦❧②❞✐s♣❡rs✐täts✐♥❞❡①

❩✉r ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡r ▼❛ss❡♥✈❡rt❡✐❧✉♥❣ r❡✐❝❤t ♠❡✐st ❞❡r P♦❧②❞✐s♣❡rs✐täts✐♥❞❡① ✭P❉■✮ ❛✉s✳

❉✐❡s❡r ❜❡♥öt✐❣t ❧❡❞✐❣❧✐❝❤ ❞❛s ▼❛ss❡♥♠✐tt❡❧ Mw ✉♥❞ ❞❛s ❛r✐t❤♠❡t✐s❝❤❡ ▼✐tt❡❧ Mn ❡✐♥❡r

❱❡rt❡✐❧✉♥❣✳

P❉■ =
Mw

Mn

≥ 1 ✭✷✳✹✮

❉❛ ❞❛s ▼❛ss❡♥♠✐tt❡❧ Mw ✐♠♠❡r ❣röÿ❡r Mn ✐st✱ ❢♦❧❣t ❞❛s ❞❡r P❉■ ≥ 1 s❡✐♥ ♠✉ss✳ ◆✉r ❢ür

❞❡♥ ❋❛❧❧ ❞❛s ❛❧❧❡ ▼♦❧❡❦ü❧❡ ❡①❛❦t ❞✐❡s❡❧❜❡ ▲ä♥❣❡ ❤❛❜❡♥✱ ♥❡❤♠❡♥ ❞❛s ❛r✐t❤♠❡t✐s❝❤❡Mn ✉♥❞

❞❛s ▼❛ss❡♥♠✐tt❡❧ Mw ❞❡♥s❡❧❜❡♥ ✉♥❞ ❞❡r P❉■ ❞❡♥ ❲❡rt ✶ ❛♥✳ ❊✐♥❡ s♦❧❝❤❡ ✐♥ ❇❡③✉❣ ❛✉❢ ❞✐❡

▼♦❧♠❛ss❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡ Pr♦❜❡ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❛❧s ♠♦♥♦❞✐s♣❡rs✳ ■♥ ❞❡r Pr❛①✐s ✐st ❞❛s ♥✉r ✐♥

❆✉s♥❛❤♠❡❢ä❧❧❡♥ ✭❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❞❡r ❉◆❆✮ ❣❡❣❡❜❡♥✳ ❉❡♠♥❛❝❤ ✐st ❞❡r P❉■ ❡✐♥ ▼❛ÿ ❢ür ❞✐❡

❇r❡✐t❡ ❡✐♥❡r ▼♦❧♠❛ss❡✈❡rt❡✐❧✉♥❣✳ ❉❡s✇❡✐t❡r❡♥ ❦❛♥♥ ❞✐❡ ▼♦❧♠❛ss❡♥✈❡rt❡✐❧✉♥❣ ❛✉❝❤ ❞✉r❝❤

❞✐❡ ❊✐♥❢ü❤r✉♥❣ ❞❡r ♠♦❧❡❦✉❧❛r❡♥ ❯♥❡✐♥❤❡✐t❧✐❝❤❦❡✐t ✭U✮ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✳

U = P❉■− 1 =
Mw

Mn

− 1 ✭✷✳✺✮

▼❛①✐♠✉♠ ❞❡r ❍ä✉✜❣❦❡✐ts✈❡rt❡✐❧✉♥❣

❉✐❡ ❛♠ ❤ä✉✜❣st❡♥ ❛✉❢tr❡t❡♥❞❡ ▼❛ss❡ ✐♥ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs❡♥ ▼✐s❝❤✉♥❣❡♥ ✇✐r❞ ❛❧s ▼❛①✐♠✉♠ ❞❡r

❍ä✉✜❣❦❡✐ts✈❡rt❡✐❧✉♥❣ ✭Mp✮ ✭❡♥❣❧✳ ♣❡❛❦✮ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳

✷✳✶✳✷ ❑♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥

❋r❡✐ ❜❡✇❡❣❧✐❝❤❡ ❑❡tt❡

❉✐❡ ❑♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡✐♥❡s ▼♦❧❡❦ü❧s ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ✐♠ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❞✐❡ rä✉♠❧✐❝❤❡ ❆♥♦r❞♥✉♥❣ ❡✐✲

♥❡s ❙♦❧❝❤❡♥✳ ❉❛s ❡✐♥❢❛❝❤st❡ ▼♦❞❡❧❧ ③✉r ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❡✐♥❡s P♦❧②♠❡rs ✐st ❞❛s ▼♦❞❡❧❧ ❞❡r ❢r❡✐

❜❡✇❡❣❧✐❝❤❡♥ ❑❡tt❡ ✭❡♥❣❧✳ ❢r❡❡❧② ❥♦✐♥❡❞ ❝❤❛✐♥✮✳ ❇❡✜♥❞❡♥ s✐❝❤ ▼❛❦r♦♠♦❧❡❦ü❧❡ ✐♥ ▲ös✉♥❣✱ s♦

s✐♥❞ ❞✐❡s❡ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❢❡st❡♥ ❇✐♥❞✉♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ▼♦♥♦♠❡r❡♥ ✐♥ ✐❤r❡r ❑♦♥✲

❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡✐♥❣❡s❝❤rä♥❦t✳ ❇❡s♦♥❞❡rs ❞❡✉t❧✐❝❤ ✇✐r❞ ❞✐❡s✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ s✐❝❤ ❞❛s ▼❛❦r♦♠♦❧❡❦ü❧

❛❧s ❡✐♥❡ ❆rt P❡r❧❡♥❦❡tt❡ ✈♦rst❡❧❧t✱ ❞❡r❡♥ N+1 P❡r❧❡♥ ❛❧❧❡ ❡✐♥❡♥ ❦♦♥st❛♥t❡♥ ❆❜st❛♥❞ l ❤❛❜❡♥

✼



❑❆P■❚❊▲ ✷✳ ❚❍❊❖❘■❊

s♦❧❧❡♥✳ ❉❡♥ ♠❛①✐♠❛❧❡♥ ❆❜st❛♥❞✱ ❞❛s ▼♦❧❡❦ü❧ ❧✐❡❣t ❞❛♥♥ ✐♥ ❣❡str❡❝❦t❡r ❋♦r♠ ✈♦r✱ ③✇✐s❝❤❡♥

❞❡r ❡rst❡♥ ✉♥❞ ❞❡r ❧❡t③t❡♥ P❡r❧❡♥❦❡tt❡ s❡✐ ❞❛♥♥ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❑♦♥t✉r❧ä♥❣❡ ✭Lc✮ ❣❡❣❡❜❡♥✳

Lc = N · l ✭✷✳✻✮

❉✐❡ ❚❡✐❧stü❝❦❡ ❞❡r ▲ä♥❣❡ l s✐♥❞ ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ▼♦❞❡❧❧ ❢r❡✐ ❜❡✇❡❣❧✐❝❤ ✐♥ ❆♥❛❧♦❣✐❡ ③✉ ❡✐♥❡♠

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✷✿ ❩✉❢❛❧❧s❦❡tt❡ ♠✐t äq✉✐❞✐st❛♥t❡♥ ❆❜stä♥❞❡♥ l ❞❡r ▼♦♥♦♠❡r❡ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r✱ ✇❡❧✲
❝❤❡ ❥❡✇❡✐❧s ❡✐♥❡♥ ❆❜st❛♥❞ ri ③✉♠ ▼❛ss❡♥s❝❤✇❡r♣✉♥❦t ❤❛❜❡♥✳ L ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ❤✐❡r❜❡✐ ❞❡♥
❡♥❞✲t♦✲❡♥❞ ❑❡tt❡♥❛❜st❛♥❞✳ ❉✐❡ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❇✐♥❞✉♥❣s❧ä♥❣❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❱❛❧❡♥③✇✐♥❦❡❧
✭θk✮ ✉♥❞ ❞❡♠ ❑♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✇✐♥❦❡❧ ✭φi✮ ❛✉❢❣❡s♣❛♥♥t ❬❙♦❧t✇❡❞❡❧✱ ✷✵✶✵❪✳

❙❝❤❛r♥✐❡r ✭❤✐❡r ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ❛✉❝❤ ✐♥ ❞r❡✐ ❉✐♠❡♥s✐♦♥❡♥✮✳ ❆❧❧❡ ♠ö❣❧✐❝❤❡♥ ❑♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥❡♥ ✇❡r✲

❞❡♥ ♥✉♥ ❞✉r❝❤ ❡✐♥ ■rr✢✉❣♠♦❞❡❧❧ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✱ ❛✉s❣❡❤❡♥❞ ✈♦♠ ❡rst❡♥ ❜✐s ③✉♠ ❧❡t③t❡♥ ●❧✐❡❞

❞❡r ❑❡tt❡ ✭✐♥ ✸ ❉✐♠❡♥s✐♦♥❡♥✮✳ ❯♠ ❞✐❡ ❑♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s ▼♦❧❡❦ü❧s ❛♥❤❛♥❞ ❞✐❡s❡s ▼♦❞❡❧❧s ③✉

❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥ ❜❡❞✐❡♥t ♠❛♥ s✐❝❤ st❛t✐st✐s❝❤❡r ▼❡t❤♦❞❡♥✳ ❊✐♥❡ ✇❡✐t❡r❡ ●röÿ❡✱ ❞❡r ❡♥❞✲t♦✲❡♥❞

❑❡tt❡♥❛❜st❛♥❞ ✭L✮✱ ❧ässt s✐❝❤ ❤✐❡r ❛❜❡r ❜❡r❡✐ts ❡✐♥❢ü❤r❡♥✳ ❉✐❡s❡ ▲ä♥❣❡ ❣✐❜t ❞❡♥ ❆❜st❛♥❞

❞❡s ❡rst❡♥ ✉♥❞ ❧❡t③❡♥ ❑❡tt❡♥stü❝❦❡s ❛♥ ✭s✐❡❤❡ ❆❜❜✳ ✷✳✷✮ ✉♥❞ ❧ässt s✐❝❤ ü❜❡r ❞✐❡ ▲ä♥❣❡♥ ❞❡r

❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❑❡tt❡♥❣❧✐❡❞❡r ❜❡r❡❝❤♥❡♥✱ ❬❙❡❜❛st✐❛♥ ❑♦❧t③❡♥❜✉r❣✱ ✷✵✶✹❪ ♠✐t✱

L =

N∑

i=1

li, ✭✷✳✼✮

♠✐t ❞❡♠ ❱❛❧❡♥③✇✐♥❦❡❧ ✭θk✮ ✉♥❞ ❞❡♠ ❑♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✇✐♥❦❡❧ ✭φi✮✳ ❉✉r❝❤ ❞✐❡ ❋❡st❧❡❣✉♥❣✱ ❞❛ss

❡✐♥ ❑❡tt❡♥❡♥❞❡ ✐♥ ❞❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥✉rs♣r✉♥❣ ❡✐♥❡s ❡✐♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠s

❣❡s❡t③t ✇✐r❞✱ ❧ässt s✐❝❤ ❞✐❡ ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t P (N, x)✱ ❞❛s ❛♥❞❡r❡ ❑❡tt❡♥❡♥❞❡ ❜❡✐ ❡✐♥❡r

❑❡tt❡ ❜❡st❡❤❡♥❞ ❛✉s N ❑❡tt❡♥❣❧✐❡❞❡r♥ ❞❡r ▲ä♥❣❡ l ✐♥ ❡✐♥❡r ❊♥t❢❡r♥✉♥❣ x ✐♠ ■♥t❡r✈❛❧❧ dx

③✉ ✜♥❞❡♥✱ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ●❛✉ÿ✲❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥✱ ✇♦❜❡✐ ❛❧❧❡ ❘✐❝❤t✉♥❣❡♥ st❛t✐st✐s❝❤ ❣❧❡✐❝❤

✇❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤ s✐♥❞✳ ❉❛♠✐t ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❢♦❧❣❡♥❞❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❬❙❡❜❛st✐❛♥ ❑♦❧t③❡♥❜✉r❣✱ ✷✵✶✹❪✿

P (x,N) =
(π

2
Nl2

)− 1
2
exp

(

− x2

2Nl2

)

dx ✭✷✳✽✮

✽
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■♠ ❉r❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞❡♠❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❢♦❧❣❡♥❞❡r ❆✉s❞r✉❝❦✿

P (x, y, z,N) =

(
2π

3
Nl2

)− 3
2

exp

(

−3

2

x2 + y2 + z2

Nl2

)

dx · dy · dz ✭✷✳✾✮

❉✐❡s❡r ❆✉s❞r✉❝❦ ❡♥ts♣r✐❝❤t ❞❡r ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t ❞❛s ③✇❡✐t❡ ❑❡tt❡♥❡♥❞❡ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❱♦❧✉✲

♠❡♥❡❧❡♠❡t dx · dy · dz ③✉ ✜♥❞❡♥✳ ❊✐♥❡ ❇❡tr❛❝❤t✉♥❣ ✐♥ ❑✉❣❡❧❦♦♦r❞✐♥❛t❡♥✱ ❞❛s ❑❡tt❡♥❡♥❞❡

✐♥ ❡✐♥❡r ❑✉❣❡❧s❝❤❛❧❡ ❞❡r ❉✐❝❦❡ dr ✐♠ ❆❜st❛♥❞ r ③✉ ✜♥❞❡♥✱ ❡r❣✐❜t ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❆✉s❞r✉❝❦✱

❬❙❡❜❛st✐❛♥ ❑♦❧t③❡♥❜✉r❣✱ ✷✵✶✹❪✿

P (r,N) =

(
2π

3
Nl2

)− 3
2

exp

(

−3

2

r2

Nl2

)

4πr2dr. ✭✷✳✶✵✮

❯♠✱ ä❤♥❧✐❝❤ ❞❡r ❋❡❤❧❡rr❡❝❤✉♥❣✱ st❛t✐st✐s❝❤ s✐❣♥✐✜❦❛♥t❡ ❆✉ss❛❣❡♥ tr❡✛❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✱ ✇✐r❞

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✸✿ ❑✉❣❡❧s❝❤❛❧❡♥♠♦❞❡❧❧ ✉♠ ❡✐♥❡ ●❛✉ÿ✲❑❡tt❡ ❬❙❡❜❛st✐❛♥ ❑♦❧t③❡♥❜✉r❣✱ ✷✵✶✹❪

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✹✿ ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t P (r)dr ❢ür l = 0, 25 ♥♠✳ ✭❣❡str✐❝❤❡❧t N = 100✱ ❞✉r❝❤✲
❣❡③♦❣❡♥ N = 1000✮ ❬❙❡❜❛st✐❛♥ ❑♦❧t③❡♥❜✉r❣✱ ✷✵✶✹❪✳

✾
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♠✐t ❞❡♠ q✉❛❞r❛t✐s❝❤❡♥ ❲❡rt ❣❡r❡❝❤♥❡t✳ ❩✉r ❱❡r❛♥s❝❤❛✉❧✐❝❤✉♥❣ ❞✐❡♥t ❆❜❜✳ ✷✳✹✱ ✇♦ ❡✐♥❡

❞✐r❡❦t❡ ▼✐tt❡❧✇❡rt❜✐❧❞✉♥❣ ♥✉❧❧ ❡r❣❡❜❡♥ ✇ür❞❡✱ ✇❛s ♥❛tür❧✐❝❤ ♥✐❝❤t ❞❡r ❘❡❛❧✐tät ❡♥ts♣r✐❝❤t✳

▲ässt ♠❛♥ ♥✉♥ ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❑❡tt❡♥❣❧✐❡❞❡rN ❣❡❣❡♥ ✉♥❡♥❞❧✐❝❤ ❣❡❤❡♥✱ s♦ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞❛r❛✉s

❢ür ❞❛s ♠✐tt❧❡r❡ ❡♥❞✲t♦✲❡♥❞ ❑❡tt❡♥❛❜st❛♥❞sq✉❛❞r❛t ✭〈L2〉✮✿

〈L2〉 =
∞∫

0

P (r,N)r2dr. ✭✷✳✶✶✮

❉✉r❝❤ ❧ös❡♥ ❞✐❡s❡s ■♥t❡❣r❛❧s ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❢ür 〈L2〉 ❞❡♥ ❆✉s❞r✉❝❦✿

〈L2〉 = Nl2 ✭✷✳✶✷✮

❉❡r ❡♥❞✲t♦✲❡♥❞ ❑❡tt❡♥❛❜st❛♥❞ ✭L✮ ❡✐♥❡r P♦❧②♠❡r❦❡tt❡ ✐st ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧ s❝❤✇❡r

③✉❣ä♥❣❧✐❝❤✳ ❊✐♥❡ ♠❡ss❜❛r❡ ●röÿ❡ ❤✐♥❣❡❣❡♥ ✐st ❞❡r s♦ ❣❡♥❛♥♥t❡ ●②r❛t✐♦♥sr❛❞✐✉s ✭Rg✮✱ ✇❡❧✲

❝❤❡r ✭❛♥❛❧♦❣ ③✉♠ ❚rä❣❤❡✐ts♠♦♠❡♥t✮ ❛❧s ❞❡r ♠✐tt❧❡r❡ q✉❛❞r❛t✐s❝❤❡ ❆❜st❛♥❞ ❞❡r ▼♦♥♦♠❡r❡

③✉♠ ❙❝❤✇❡r♣✉♥❦t ❞❡r P♦❧②♠❡r❦❡tt❡ ❞❡✜♥✐❡rt ✐st

R2
g =

1

2(N + 1)

N+1∑

i=1

r2i , ✭✷✳✶✸✮

♠✐t ❞❡♠ ❆❜st❛♥❞ ❡✐♥❡s ❑❡tt❡♥❣❧✐❡❞❡s ③✉♠ ▼❛ss❡♥s❝❤✇❡r♣✉♥❦t ✭ri✮ ❞❡s P♦❧②♠❡rs✱ s✐❡❤❡

❛✉❝❤ ❆❜❜✳ ✷✳✷✳ ❋❧♦r② ❣❡❧❛♥❣ ❡s ✶✾✺✸ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ▼✐tt❡❧✉♥❣ ü❜❡r ❛❧❧❡ ❊❧❡♠❡♥t❡ s♦✇✐❡ ü❜❡r ❛❧❧❡

❑♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥❡♥ ✐♥ ❬❋❧♦r②✱ ✶✾✺✸❪ ❡✐♥❡♥ ✇✐❝❤t✐❣❡♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥

L ✉♥❞ Rg ③✉ ✜♥❞❡♥✱ s✐❡❤❡ ❛✉❝❤ ❬▲❡❝❤♥❡r ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✸❪✿

〈
R2
g

〉
=

1

6

〈
L2
〉

✭✷✳✶✹✮

❘♦t❛t✐♦♥❛❧✲■s♦♠❡r✐❝✲❙t❛t❡✲▼♦❞❡❧❧ ✭❘■❙✮

❩✉ ❡✐♥❡r r❡❛❧✐st✐s❝❤❡r❡♥ ❇❡tr❛❝❤t✉♥❣s✇❡✐s❡ ❣❡❧❛♥❣t ♠❛♥✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ♥✐❝❤t sä♠t❧✐❝❤❡ ❲✐♥❦❡❧

③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❇✐♥❞✉♥❣s❧ä♥❣❡♥ ③✉❧ässt✱ s♦♥❞❡r♥ ❜❡✐♠ q✉❛❞r❛t✐s❝❤❡♥ ❑❡tt❡♥❛❜✲

st❛♥❞ ③✉♥ä❝❤st ❡✐♥❡♥ ❦♦♥st❛♥t❡♥ ❱❛❧❡♥③✇✐♥❦❡❧ ✭θ✮ ❡✐♥❢ü❤rt✳ ◆❛❝❤ ❞❡♠ s♦❣❡♥❛♥♥t❡♥ ❱❛❧❡♥✲

③✇✐♥❦❡❧♠♦❞❡❧❧ ✭❱❲▼✮ ❢ü❤rt ❞❛s ③✉ ❢♦❧❣❡♥❞❡♠ ❆✉s❞r✉❝❦✿

〈L2〉❱❲▼ = Nl2
1− cos θ

1 + cos θ
✭✷✳✶✺✮

❋ür ❡✐♥❡ ❑♦❤❧❡♥st♦✛❦❡tt❡ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❜❡✐ ❡✐♥❡♠ ❇✐♥❞✉♥❣s✇✐♥❦❡❧ ✈♦♥ ✶✵✾✱✹✼➦ ❞❡♠♥❛❝❤✿

〈L2〉❱❲▼ = 2Nl2 ✭✷✳✶✻✮

❇❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t ♠❛♥ ❡✐♥❡♥ ❢❡st❡♥ ❇✐♥❞✉♥❣s✇✐♥❦❡❧ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❇✐♥❞✉♥❣s❧ä♥❣❡♥

❢ü❤rt ❞❛s ③✉ ❡✐♥❡r ❱❡r❞♦♣♣❧✉♥❣ ❞❡s ♠✐tt❧❡r❡♥ q✉❛❞r❛t✐s❝❤❡♥ ❑❡tt❡♥❛❜st❛♥❞❡s✱ s✐❡❤❡ ❞❛③✉

❬❙❡❜❛st✐❛♥ ❑♦❧t③❡♥❜✉r❣✱ ✷✵✶✹❪✳

❊✐♥ ✇❡✐t❡r❡r ❆s♣❡❦t✱ ✇❡❧❝❤❡r ❡❜❡♥❢❛❧❧s ♥♦❝❤ ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t ✇❡r❞❡♥ s♦❧❧t❡✱ ✐st ❞✐❡ ❡✐♥❣❡✲

s❝❤rä♥❦t❡ ❘♦t❛t✐♦♥ ♠✐t ♥✐❝❤t ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡♥ P♦t❡♥t✐❛❧❡♥✱ ❞✐❡ ❇❡✈♦r③✉❣✉♥❣ ✈♦♥ tr❛♥s✲ ✉♥❞

✶✵
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❣❛✉❝❤❡✲ ❩✉stä♥❞❡♥✳ ❉❛③✉ ✇✐r❞ ❡✐♥ ❦♦♥st❛♥t❡r ❑♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✇✐♥❦❡❧ ✭φc✮ ❡✐♥❣❡❢ü❤rt✳ ❉✐❡s

❢ü❤rt ③✉♠ ❘♦t❛t✐♦♥❛❧✲■s♦♠❡r✐❝✲❙t❛t❡✲▼♦❞❡❧❧ ✭❘■❙✮✱ ❬❋❧♦r②✱ ✶✾✺✸✱ P❛✐♥t❡r ✉♥❞ ❈♦❧❡♠❛♥✱ ✷✵✵✽❪

✉♥❞ 〈L2〉❱❲▼ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ③✉✿

〈L2〉❱❲▼ = Nl2
1− cos θ

1 + cos θ
· 1− 〈cosφc〉
1 + 〈cosφc〉

= Nl2C∞ ✭✷✳✶✼✮

Ü❜❧✐❝❤❡r✇❡✐s❡ ✇❡r❞❡♥ ❜❡✐❞❡ ❑♦rr❡❦t✉r❡♥ ❞✉r❝❤ ❱❛❧❡♥③✲ ✉♥❞ ❑♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✇✐♥❦❡❧ ✐♥ ❡✐♥❡r

❑♦♥st❛♥t❡♥✱ ❞❡♠ ❝❤❛r❛❦t❡r✐st✐s❝❤❡♥ ❱❡r❤ä❧t♥✐s ✭C∞✮✱ ③✉s❛♠♠❡♥❣❡❢❛sst✳ ❚②♣✐s❝❤❡ ❲❡rt❡

❢ür ❞✐❡s❡♥ ❑♦rr❡❦t✉r❢❛❦t♦r ❧✐❡❣❡♥ ✐♠ ❇❡r❡✐❝❤ ✈♦♥ ✺✲✷✵✳ ❙t❡❧❧t ♠❛♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✷✳✶✼ ♥❛❝❤ C∞

✉♠✱

C∞ =
〈L2〉❱❲▼
Nl2

✭✷✳✶✽✮

s♦ ✇✐r❞ ❞❡✉t❧✐❝❤✿ ❥❡ ❣röÿ❡r ❞❛s ❝❤❛r❛❦t❡r✐st✐s❝❤❡ ❱❡r❤ä❧t♥✐s ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❞❡r ♠✐tt❧❡r❡ q✉❛❞r❛✲

t✐s❝❤❡ ❑❡tt❡♥❛❜st❛♥❞ ✐st✱ ❞❡st♦ st❡✐❢❡r ✐st ❞❛s P♦❧②♠❡r ❬❙❡❜❛st✐❛♥ ❑♦❧t③❡♥❜✉r❣✱ ✷✵✶✹❪✳

❉❡t❛✐❧❧✐❡rt❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ❆✉s❢ü❤r✉♥❣❡♥ s✐♥❞ ✐♥ ❬❋❧♦r②✱ ✶✾✺✸❪ ③✉ ✜♥❞❡♥✳ ❲❡✐t❡r❢ü❤r❡♥❞

❦❛♥♥ ♠❛♥ ③✉sät③❧✐❝❤ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✷✳✶✼ ✈❡r❡✐♥❢❛❝❤❡♥ ✉♥❞ ❡✐♥❡ s❝❤❡✐♥❜❛r❡ ❇✐♥❞✉♥❣s❧ä♥❣❡ ✭Ls✮

❡✐♥❢ü❤r❡♥ ♠✐t

〈L2〉❱❲▼ = N · L2
s ♠✐t L2

s = l2C∞ ❜③✇✳ L2
s =

〈L2〉❱❲▼
N

✭✷✳✶✾✮

Ls ✐st ❞❛♠✐t ❣röÿ❡r ❛❧s ❞✐❡ ❇✐♥❞✉♥❣s❧ä♥❣❡ ✭l✮ ✉♥❞ ❧✐❡❣t ✐♥ ❞❡r ●röÿ❡♥♦r❞♥✉♥❣ ✈♦♥ Ls =

1, 5...3l✳ ❆✉s ▲✐❝❤tstr❡✉✉♥❣s♠❡ss✉♥❣❡♥ ✉♥t❡r ❦♦♥st❛♥t❡♥ ❱❛❧❡♥③✇✐♥❦❡❧ ❇❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❦❛♥♥

❞❛s C∞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧ ❜❡st✐♠♠t ✉♥❞ r❡❛❧❡ P♦❧②♠❡r❡ ❛♥♥ä❤❡r♥❞ ❣✉t ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✱

s✐❡❤❡ ❬▲❡❝❤♥❡r ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✸❪✳ ❇✐s❤❡r ❧ässt s✐❝❤ ❡✐♥❡ ✐❤r❡r ❑♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡✐♥❣❡s❝❤rä♥❦t❡ P♦❧②✲

♠❡r❦❡tt❡ ❛❧s ❡✐♥❡ ❢r❡✐❡ ❩✉❢❛❧❧s❦❡tt❡ ♠✐t ❡✐♥❡r s❝❤❡✐♥❜❛r❡♥ ❇✐♥❞✉♥❣s❧ä♥❣❡ Ls ③✉s❛♠♠❡♥❢❛s✲

s❡♥✳

❊✐♥❡ ✇❡✐t❡r❡ ✇✐❝❤t✐❣❡ ●röÿ❡ ✐♥ ❞❡r ❑♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥sst❛t✐st✐❦ ✐st ❞✐❡ P❡rs✐st❡♥③❧ä♥❣❡ ✭Lp✮✱

✇❡❧❝❤❡ ✐♠ ●r✉♥❞❡ ❆✉ss❛❣❡♥ ü❜❡r ❞✐❡ ❑❡tt❡♥st❡✐✜❣❦❡✐t ❡✐♥❡s P♦❧②♠❡rs ♠❛❝❤t✳ ❉❛❜❡✐ ✇✐r❞

❡✐♥ ❜❡❧✐❡❜✐❣❡r ❇✐♥❞✉♥❣s✈❡❦t♦r li ✐♥ ❡✐♥❡r ✉♥❡♥❞❧✐❝❤ ❧❛♥❣❡♥ P♦❧②♠❡r❦❡tt❡ r❛✉s ❣❡❣r✐✛❡♥✳ Lp
✐st ❞❡✜♥✐❡rt ❛❧s ❞✐❡ ❙✉♠♠❡ ❞❡r Pr♦❥❡❦t✐♦♥❡♥ ✈♦♥ ❛❧❧❡♥ ❇✐♥❞✉♥❣s✈❡❦t♦r❡♥ lj ♠✐t j > i ❛✉❢

❞✐❡ ❘✐❝❤t✉♥❣ ✈♦♥ li ✉♥❞ ❡s ❣✐❧t✿

Lp = l

∞∑

j=i+1

〈cos θi,j〉 , ✭✷✳✷✵✮

♠✐t θi,j ❛❧s ❞❡r ❲✐♥❦❡❧ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❇✐♥❞✉♥❣s✈❡❦t♦r❡♥✳ ❉✐❡ ❡rst❡♥ ❙✉♠♠❛♥❞❡♥ ✐♥

❞✐❡s❡♠ ❆✉s❞r✉❝❦ ❧✐❡❢❡r♥ ❡✐♥❡♥ ❡♥❞❧✐❝❤❡♥ ❇❡✐tr❛❣ ③✉r P❡rs✐st❡♥③❧ä♥❣❡✳ ❆❜ ❡✐♥❡r ❜❡st✐♠♠✲

t❡♥ ❊♥t❢❡r♥✉♥❣ ❞❡r ❇✐♥❞✉♥❣s✈❡❦t♦r❡♥ li ✉♥❞ lj s✐♥❞ ❞✐❡s❡ ✈♦♥❡✐♥❛♥❞❡r ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ✐♠

❘❛✉♠ ♦r✐❡♥t✐❡rt✳ ❙♦♠✐t ❦♦♥✈❡r❣✐❡rt 〈cos θi,j〉 ❢ür ❞✐❡s❡ ❇✐♥❞✉♥❣s✈❡❦t♦r❡♥ ❣❡❣❡♥ ♥✉❧❧✱ s♦✲

❞❛ss ❞✐❡ P❡rs✐st❡♥③❧ä♥❣❡ ❡✐♥❡♥ ❡♥❞❧✐❝❤❡♥ ❇❡tr❛❣ ❡✐♥♥✐♠♠t✱ ❞❡r ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❡rst❡♥ ❛✉❢ li
❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❙❡❣♠❡♥t❡ ❜❡st✐♠♠t ✇✐r❞✳ ❇❡✐ ❡✐♥❡♠ st❡✐❢❡♥ P♦❧②♠❡r ♥✐♠♠t Lp ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r

st❛r❦❡♥ ❊✐♥s❝❤rä♥❦✉♥❣ ❞❡r ❘♦t❛t✐♦♥ ❡✐♥❡♥ ❣r♦ÿ❡♥ ❲❡rt ❛♥✳ ❋ür ❡✐♥ st❛t✐st✐s❝❤❡s ❑♥ä✉✲

❡❧ ✐st Lp ❦❧❡✐♥✳ ❉✐❡ P❡rs✐st❡♥③❧ä♥❣❡ ✐st ❞❛❤❡r ❡✐♥ ▼❛ÿ ❢ür ❞✐❡ ❙t❡✐✜❣❦❡✐t ❞❡s ❑♥ä✉❡❧s✱

❬❙❡❜❛st✐❛♥ ❑♦❧t③❡♥❜✉r❣✱ ✷✵✶✹❪✳

✶✶
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❑✉❤♥ ❦♦♥♥t❡ ✶✾✸✻ ❞✐❡ ●ü❧t✐❣❦❡✐t ✈♦♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✷✳✶✾ ❜❡✇❡✐s❡♥✱ ✐♥❞❡♠ ❡r✱ st❛tt ❞❡r ▲ä♥❣❡

l✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ ▲ä♥❣❡ ❡✐♥❡s ▼♦♥♦♠❡rs ❡♥ts♣r✐❝❤t✱ ❞✐❡ ❑✉❤♥❧ä♥❣❡ ✭Lk✮ ✈❡r✇❡♥❞❡t❡✳ ❉❛❜❡✐

❜❡st❡❤t ❡✐♥ P♦❧②♠❡r ❛✉s ❡✐♥❡r ❜❡st✐♠♠t❡♥ ❆♥③❛❤❧ ❛♥ ❑✉❤♥s❡❣♠❡♥t❡♥ ✭Nk✮ ❞❡r ▲ä♥❣❡ Lk✳

❉❛❜❡✐ ❣✐❧t✱ ❞❛ss Lk ✐♥ ❞❡r ❘❡❣❡❧ ❣röÿ❡r ❛❧s ❞✐❡ ❲✐❡❞❡r❤♦❧✉♥❣s❡✐♥❤❡✐t s❡✐♥ s♦❧❧✳ ❉❛♠✐t ❡r❣✐❜t

s✐❝❤ ❢ür Lc ❢♦❧❣❡♥❞❡r ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣✿

Lc = Nk · Lk = N · l ✭✷✳✷✶✮

Ü❜❡r ❞✐❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣ L2
k = NkL

2
s ✐st ❞✐❡ ❑✉❤♥❧ä♥❣❡ ♠✐t ❞❡r s❝❤❡✐♥❜❛r❡♥ ❇✐♥❞✉♥❣s❧ä♥❣❡ Ls

✈❡r❦♥ü♣❢t✱ s✐❡❤❡ ❞❛③✉ ❬▲❡❝❤♥❡r ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✸❪✳

❲♦r♠❧✐❦❡✲❈❤❛✐♥ ▼♦❞❡❧❧

❇❡✐ ❞❡r ♦❜❡♥ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt❡♥ ❇❡tr❛❝❤t✉♥❣ ❣❡❤t ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ❞✐❡ ❲✐♥❦❡❧❦♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠

❑✉❤♥s❡❣♠❡t ③✉♠ ◆ä❝❤st❡♥ ✈❡r❧♦r❡♥✳ ❯♠ ❞✐❡s❡♠ ❘❡❝❤♥✉♥❣ ③✉ tr❛❣❡♥ ❤❛❜❡♥ ❑r❛t❦② ✉♥❞

P♦r♦❞ ❡✐♥ r❡❛❧✐st✐s❝❤❡r❡s ▼♦❞❡❧❧ ❡♥t✇✐❝❦❡❧t ❬❑r❛t❦② ✉♥❞ P♦r♦❞✱ ✶✾✹✾❪✳ ❇❡✐ ❞❡r ✇✉r♠❛rt✐✲

❣❡♥ ❑❡tt❡ ✭❲♦r♠❧✐❦❡✲❈❤❛✐♥ ♠♦❞❡❧✮ ✇✐r❞ ❞✐❡ P♦❧②♠❡r❦❡tt❡ ❛❧s ❦♦♥t✐♥✉✐❡r❧✐❝❤ ❣❡❦rü♠♠t❡r

❋❛❞❡♥✱ ä❤♥❧✐❝❤ ❞❡r ❋♦r♠ ❡✐♥❡s ❲✉r♠❡s✱ ❛♥❣❡s❡❤❡♥ ✭s✐❡❤❡ ❆❜❜✳ ✷✳✺✮✳ ❊s ✇✐r❞ s❝❤♥❡❧❧ ❦❧❛r✱

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✺✿ ❙❝❤❡♠❛t✐s❝❤ ❞❛r❣❡st❡❧❧t❡ ✇✉r♠❛rt✐❣❡ ❑❡tt❡ ♠✐t ❚❛♥❣❡♥t✐❛❧✈❡❦t♦r ✭~t✮ ❛♠
❖rt s✱ ✇♦❜❡✐ s̃ ❞✐❡ ❊♥t❢❡r♥✉♥❣ ❡♥t❧❛♥❣ ❡✐♥❡r ❑❡tt❡ ✈♦♥ s ❛✉s ❛♥❣✐❜t✳

❞❛ss ❞✐❡ ❱❛❧❡♥③✇✐♥❦❡❧ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❡✐♥❡r s♦❧❝❤❡♥ ❑❡tt❡♥ ♥✐❝❤t ❥❡❞❡♥ ❜❡❧✐❡❜✐❣❡♥ ❲❡rt ❛♥♥❡❤♠❡♥

❦ö♥♥❡♥✳ ❯♠ ❞✐❡s❡s ▼♦❞❡❧❧ st❛t✐st✐s❝❤ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✱ ♥✉t③t ♠❛♥ ❞✐❡ ❤ä✉✜❣ ✈❡r✇❡♥✲

❞❡t❡ ❆✉t♦❦♦rr❡❧❛t✐♦♥s❢✉♥❦t✐♦♥ ✭AKF (s̃)✮ ❞❡r ❚❛♥❣❡♥t✐❛❧✈❡❦t♦r❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ♠❛♥ ❞✐r❡❦t ❛✉s

❞❡r ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❡r❤ä❧t✳ ❲❡♥❞❡t ♠❛♥ ❞✐❡ ❆✉t♦❦♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐♠ ❦♦♥❦r❡t❡♥ ❋❛❧❧ ❞❡r ✇✉r♠❛rt✐❣❡♥

❑❡tt❡ ❛♥✱ s♦ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❢♦❧❣❡♥❞❡r ❆✉s❞r✉❝❦✿

AKF (s̃) =

∫ L

0

~t(s) · ~t(s+ s̃)ds ≡ exp

(

− s̃

Lp

)

, ✭✷✳✷✷✮

♠✐t ❞❡r ❊♥t❢❡r♥✉♥❣ ❡♥t❧❛♥❣ ❡✐♥❡r ❑❡tt❡ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❊♥❞❡ ❛✉s ✭s✮ ✉♥❞ ❞❡♠ ❲❡❣✐♥❦r❡♠❡♥t

❡♥t❧❛♥❣ ❡✐♥❡r ❑❡tt❡ ✈♦♥ s ❛✉s ✭s̃✮✳ ❉❛❜❡✐ ❢ä❧❧t✱ ✇✐❡ ❜❡✐ st❛t✐st✐s❝❤❡♥ Pr♦③❡ss❡♥ ü❜❧✐❝❤ ❞✐❡

❆✉t♦❦♦rr❡❧❛t✐♦♥s❢✉♥❦t✐♦♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧ ❢ür ❡✐♥❡ ✇✉r♠❛rt✐❣❡ ❑❡tt❡ ❛❜ ❬▲✳❉✳ ▲❛♥❞❛✉✱ ✶✾✼✵❪✱

❬❉♦✐ ✉♥❞ ❊❞✇❛r❞s✱ ✶✾✽✽❪✳ ❉❛s ❜❡❞❡✉t❡t✱ ❥❡ st❡✐❢❡r ❛❧s♦ ❡✐♥❡ ❑❡tt❡ ✐st✱ ❞❡st♦ ❧❛♥❣s❛♠❡r ❢ä❧❧t

❞✐❡s❡ ❑♦rr❡❧❛t✐♦♥s❢✉♥❦t✐♦♥✱ ❜③✇✳ ❥❡ s❡❧❜stä❤♥❧✐❝❤❡r s✐♥❞ ❞✐❡ ❜❡♥❛❝❤❜❛rt❡♥ ❚❛♥❣❡♥t✐❛❧✈❡❦t♦✲

✶✷



✷✳✶✳ P❖▲❨❊▲❊❑❚❘❖▲❨❚❊

r❡♥✳ ❆♥❛❧♦❣ ③✉ ●❧✳ ✷✳✷✵ ❦❛♥♥ ❛✉❝❤ ❤✐❡r ❞✐❡ P❡rs✐st❡♥③❧ä♥❣❡ ✭Lp✮ ❡✐♥❣❡❢ü❤rt ✇❡r❞❡♥✳ Lp ✐st

✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❋❛❧❧ ❞✐❡❥❡♥✐❣❡ ▲ä♥❣❡ ❜❡✐ ❞❡r AKF (s̃) ❛✉❢ e−1 ❛❜❣❡❢❛❧❧❡♥ ✐st✳ ❉✐❡s❡ ❙✐t✉❛t✐♦♥ tr✐tt

❡✐♥ ✇❡♥♥ ❞❡r ❲✐♥❦❡❧ ③✇✐s❝❤❡♥ ③✇❡✐ ❊♥❞❡♥ ❡✐♥❡r P❡rs✐st❡♥③❡✐♥❤❡✐t ❣❡r❛❞❡ 68.4◦ ❡♥ts♣r✐❝❤t✳

❆✉❝❤ ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ▼♦❞❡❧❧ ✐st ❞✐❡ P❡rs✐st❡♥③❧ä♥❣❡ ❡✐♥ ▼❛ÿ ❢ür ❞✐❡ ❙t❡✐✜❣❦❡✐t ❡✐♥❡r P♦❧②♠❡r❦❡t✲

t❡✳ ❇❡tr❛❝❤t❡t ♠❛♥ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ●r❡♥③❢ä❧❧❡ Lp → ∞✱ ✐st ❞✐❡ ❙tr❡❝❦❡ s̃ ❛❧s♦ ✉♥❡♥❞❧✐❝❤ ❣r♦ÿ ❜✐s

❞✐❡ ❆✉t♦❦♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❛✉❢ e−1 ❛❜❣❡❢❛❧❧❡♥ ✐st✱ s♦ ❤❛♥❞❡❧t ❡s s✐❝❤ ❜❡✐ ❞❡r ❑♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s P♦✲

❧②♠❡rs ✉♠ ❡✐♥ ❙tä❜❝❤❡♥✱ ✇ä❤r❡♥❞ ❜❡✐ ❞❡♠ ●r❡♥③❢❛❧❧ Lp → l ❡✐♥❡ ❩✉❢❛❧❧s❦❡tt❡ ✭●❛✉ÿ✲❑❡tt❡✮

❡♥tst❡❤t✳ ❋ür ❞❛s ♠✐tt❧❡r❡ ❡♥❞✲t♦✲❡♥❞ ❑❡tt❡♥❛❜st❛♥❞sq✉❛❞r❛t ✭〈L2〉✮ ❣✐❧t ♥❛❝❤ ❑r❛t❦② ❢♦❧✲

❣❡♥❞❡r ❆✉s❞r✉❝❦✿

〈L2〉 = 2L2
p

(
Lc
Lp

− 1 + exp
−Lc
Lp

)

✭✷✳✷✸✮

❇❡r♥♦t ✉♥❞ ❉♦t② ❢❛♥❞❡♥ ✶✾✺✸ ❡✐♥❡♥ ❞✐r❡❦t❡♥ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♠ ●②r❛t✐♦♥sr❛✲

❞✐✉s ✉♥❞ ❞❡r P❡rs✐st❡♥③❧ä♥❣❡ ❬❇❡♥♦✐t ✉♥❞ ❉♦t②✱ ✶✾✺✸❪✱

〈R2
g〉 =

Lp
3L2

c

(

L3
c − 3L2

cLp + 6LcL
2
p − 6L3

p

(

1− exp
−Lc
Lp

))

. ✭✷✳✷✹✮

❉✐s❦✉t✐❡rt ♠❛♥ ♥✉♥ ❞❡♥ ❋❛❧❧ ❡✐♥❡r s❡❤r ✢❡①✐❜❧❡♥ ❑❡tt❡ (Lp ≪ Lc) s♦ ✈❡r❡✐♥❢❛❝❤❡♥ s✐❝❤ ●❧✳

✷✳✷✸ ✉♥❞ ✷✳✷✹ ③✉ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❆✉s❞rü❝❦❡♥✿

〈L2〉 = 2LcLp , 〈R2
g〉 =

1

3
LcLp. ✭✷✳✷✺✮

❇❡✐ ❡✐♥❡r s❡❤r st❡✐❢❡♥ ✭r✐❣✐❞❡♥✮ ❑❡tt❡ (Lp ≫ Lc) ✈❡r❡✐♥❢❛❝❤❡♥ s✐❝❤ ❜❡✐❞❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❤✐♥✲

❣❡❣❡♥ ③✉ ✭s✐❡❤❡ ❛✉❝❤ ❬❙❡❜❛st✐❛♥ ❑♦❧t③❡♥❜✉r❣✱ ✷✵✶✹❪✮✿

〈L2〉 = L2
c , 〈R2

g〉 =
L2
c

12
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❆❧❧❡ ❲❡rt❡ ✈♦♥ 〈L2〉✱ ✇❡❧❝❤❡ s✐❝❤ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞✐❡s❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ●r❡♥③❜❡r❡✐❝❤❡♥ ❜❡✜♥❞❡♥✱ s✐♥❞

❡♥t✇❡❞❡r ♠❡❤r ♦❞❡r ✇❡♥✐❣❡r ✢❡①✐❜❡❧ ♦❞❡r ♠❡❤r ❜③✇✳ ✇❡♥✐❣❡r r✐❣✐❞❡✳ ❉❡r Ü❜❡r❣❛♥❣ ✈♦♥

✢❡①✐❜❡❧ ③✉ r✐❣✐❞❡ ❧✐❡❣t ✈♦r✱ ✇❡♥♥ ❞✐❡ P❡rs✐st❡♥③❧ä♥❣❡ ❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❑♦♥t✉r❧ä♥❣❡ ✐st (Lp = Lc)

❬❇❡❧❧✐s❡♥t✲❋✉♥❡❧ ✉♥❞ ◆❡✐❧s♦♥✱ ✷✵✶✷❪✳ ■♥s❣❡s❛♠t ✐st ❞❛s ▼♦❞❡❧❧ ❞❡r ✇✉r♠❛rt✐❣❡♥ ❑❡tt❡ ✐♥

❞❡r ▲❛❣❡ ❛❧❧❡ ❑♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ❡✐♥❡s P♦❧②♠❡rs ✈♦♥ ❞❡r ❢r❡✐❡♥ ❑❡tt❡ ❜✐s ③✉r r✐❣✐❞❡♥ ❑❡tt❡ ③✉

❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥✳

✷✳✶✳✸ ❊❧❡❦tr♦st❛t✐❦

❲✐❡ ❜❡r❡✐ts ✐♥ ❞❡r ❊✐♥❧❡✐t✉♥❣ ❡r✇ä❤♥t✱ ❞✐ss♦③✐✐❡r❡♥ P❊s ✐♠ ●❡❣❡♥s❛t③ ③✉ ♥❡✉tr❛❧❡♥ P♦❧②♠❡✲

r❡♥ ✐♥ ✇ässr✐❣❡♥ ▲ös✉♥❣❡♥ ③✉ P♦❧②✐♦♥❡♥ ✉♥❞ ●❡❣❡♥✐♦♥❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❡♥t❣❡❣❡♥❣❡s❡t③t ❣❡❧❛❞❡♥

s✐♥❞✳ ❉♦rt ✇♦ s✐❝❤ ▲❛❞✉♥❣❡♥ ❜❡✜♥❞❡♥✱ ❡r③❡✉❣❡♥ ❞✐❡s❡ ❈♦✉❧♦♠❜❦rä❢t❡✱ ✇❡❧❝❤❡ ✈❡r❣❧✐❝❤❡♥ ♠✐t

❞❡♥ ❱❛♥✲❞❡r✲❲❛❛❧s ❑rä❢t❡♥ s❡❤r ✈✐❡❧ stär❦❡r s✐♥❞ ✉♥❞ ❛✉❝❤ ❡✐♥❡ ❤ö❤❡r❡ ❘❡✐❝❤✇❡✐t❡ ❤❛❜❡♥✳

●r✉♥❞sät③❧✐❝❤ ❦ö♥♥❡♥ P❊s ✐♥ s❝❤✇❛❝❤❡ ✉♥❞ st❛r❦❡ P❊s ❡✐♥❣❡t❡✐❧t ✇❡r❞❡♥✳ ■♠ ●❡❣❡♥s❛t③

③✉ s❝❤✇❛❝❤❡♥ P❊s✱ ❞❡r❡♥ ❉✐ss♦③✐❛t✐♦♥s❣r❛❞ ✈♦♠ ♣❍✲❲❡rt ❛❜❤ä♥❣t✱ s✐♥❞ st❛r❦❡ P❊s ü❜❡r

❡✐♥❡♥ ❜r❡✐t❡♥ ♣❍✲❇❡r❡✐❝❤ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣ ❣❡❧❛❞❡♥✳ ❉❡r ❉✐ss♦③✐❛t✐♦♥s❣r❛❞ ✭✉♥❞ ❞❛♠✐t ❞✐❡ ▲❛✲

❞✉♥❣ ❛♥ ❞❡♥ ▼♦♥♦♠❡r❡♥✮ ❜❡❡✐♥✢✉sst ❡♥ts❝❤❡✐❞❡♥❞ ❞✐❡ ❑♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡r P♦❧②❡❧❡❦tr♦❧②t❡

✉♥❞ ❧❡t③t❡♥ ❊♥❞❡s ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❆❞s♦r♣t✐♦♥ ❛♥ ❖❜❡r✢ä❝❤❡♥ ❬❍♦♦❣❡✈❡❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✻❪✳ ❉❛ s✐❝❤

✶✸
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❣❧❡✐❝❤❡ ▲❛❞✉♥❣❡♥ ❛❜st♦ÿ❡♥✱ st♦ÿ❡♥ s✐❝❤ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❣❡❧❛❞❡♥❡♥ ❜❡♥❛❝❤❜❛rt❡♥ ❑❡tt❡♥s❡❣♠❡♥t❡

❛❜ ✉♥❞ s♦r❣❡♥ ❞❛❢ür✱ ❞❛ss ❞❛s P❊ ✐♥ ❣❡str❡❝❦t❡r✱ ✉♥❞ ♥✐❝❤t ✇✐❡ ✐♠ ❋❛❧❧ ✈♦♥ ♥❡✉tr❛❧❡♥ P♦✲

❧②♠❡r❡♥ ✐♥ ❣❡❦♥ä✉❧t❡r✱ ❑♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✈♦r❧✐❡❣❡♥✳ ❉❛s ❆✉❢tr❡t❡♥ ❞❡r ❈♦✉❧♦♠❜❦rä❢t❡ ❞✉r❝❤

❞✐❡ ❉✐ss♦③✐❛t✐♦♥ s♦r❣t✱ ✈❡r❣❧✐❝❤❡♥ ♠✐t ♥❡✉tr❛❧❡♥ P♦❧②♠❡r❡♥ ✐♥ ▲ös✉♥❣✱ ❢ür ✉♥❣❡✇ö❤♥❧✐❝❤❡

❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❞❡s ▲ös✉♥❣s♠✐tt❡❧s✳ ❩✉♠ ❊✐♥❡♥ s♦r❣t ❞✐❡ ❣❡str❡❝❦t❡ ❋♦r♠ ❞❡s P❊s ❞❛❢ür✱

❞❛ss ❞✐❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ❑❡tt❡♥ ✐♠ ▲ös✉♥❣s♠✐tt❡❧ ♠✐t ❦♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥s❛❜❤ä♥❣✐❣❡♥ ●❧❡✐❝❤❣❡✲

✇✐❝❤ts❛❜stä♥❞❡♥ ❡✐♥❤❡r❣❡❤t✳ ❩✉♠ ❆♥❞❡r❡♥ s♦r❣❡♥ ❞✐❡ ♠♦❜✐❧❡♥ ●❡❣❡♥✐♦♥❡♥ ❞❛❢ür✱ ❞❛ss ❞❡r

♦s♠♦t✐s❝❤❡ ❉r✉❝❦✱ ✇❡❧❝❤❡r ✐♠ ❋❛❧❧ ❞❡r ♥❡✉tr❛❧❡♥ P♦❧②♠❡r❡ s❡❤r ❣❡r✐♥❣ ✐st✱ ❛♥st❡✐❣t✳

❑♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ✉♥❞ ❆❜s❝❤✐r♠✉♥❣ ✈♦♥ ▲❛❞✉♥❣❡♥

❩✉♥ä❝❤st ✇ür❞❡ ♠❛♥✱ ❛✉s❣❡❤❡♥❞ ✈♦♥ ❞❡r ❛✉❢tr❡t❡♥❞❡♥ ❉✐ss♦③✐❛t✐♦♥ ❞❡r P❊s✱ ❛♥♥❡❤♠❡♥✱

❞❛ss ❛❧❧❡ ●❡❣❡♥✐♦♥❡♥ ❞✐❡ ▼♦♥♦♠❡r❡ ❞❡s P♦❧②❡❧❡❦tr♦❧②ts ✈❡r❧❛ss❡♥ ✉♥❞ s✐❝❤ ❤♦♠♦❣❡♥ ✐♥ ❞❡r

▲ös✉♥❣ ✈❡rt❡✐❧❡♥✱ ✇❛s ③✉ ❡✐♥❡r ✈♦❧❧stä♥❞✐❣ ❣❡str❡❝❦t❡♥ ❑♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s P❊s ❢ü❤r❡♥ ✇ür❞❡✳

❉❛s ❞❡♠ ♥✐❝❤t s♦ ✐st✱ ❧✐❡❣t ✐♠ ❲❡s❡♥t❧✐❝❤❡♥ ❛♥ ③✇❡✐ ❊✛❡❦t❡♥✱ ❞✐❡ ❤✐❡r ③✉♠ ❚r❛❣❡♥ ❦♦♠♠❡♥✳

✶✳ ▲❛❞✉♥❣s❦♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥

❇❡tr❛❝❤t❡t ♠❛♥ ❞✐❡ ▲❛❞✉♥❣❡♥ ❛♥ ❞❡♥ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ▼♦♥♦♠❡r❡✐♥❤❡✐t❡♥✱ s♦ ✇✐r❦❡♥ ❞♦rt

st❛r❦❡ ❛♥③✐❡❤❡♥❞❡ ❡❧❡❦tr♦st❛t✐s❝❤❡ ❑rä❢t❡✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ ●❡❣❡♥✐♦♥❡♥ ❞❛r❛♥ ❤✐♥❞❡r♥ ✐♥

❞✐❡ ▲ös✉♥❣ ③✉ ❞✐✛✉♥❞✐❡r❡♥✳ ❉❛s ❜❡❞❡✉t❡t ❞❛s ❡✐♥ ❚❡✐❧ ❞❡r ●❡❣❡♥✐♦♥❡♥ ❞❡♠♥❛❝❤ ❛❧s

❑♦♥❞❡♥s❛t ✐♥ ❞❡r ✉♥♠✐tt❡❧❜❛r❡♥ ❯♠❣❡❜✉♥❣ ❞❡s P♦❧②✐♦♥s ❜❧❡✐❜t ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❞✐❡ ❡✛❡❦t✐✲

✈❡ ▲❛❞✉♥❣s❞✐❝❤t❡ ❞❡s P❊s ❡r♥✐❡❞r✐❣t✳ ❉✐❡ ❘❡✐❝❤✇❡✐t❡ ❞❡r ❡❧❡❦tr♦st❛t✐s❝❤❡♥ ❑r❛❢t ❡✐♥❡s

♠♦♥♦✈❛❧❡♥t❡♥ ●❡❣❡♥✐♦♥s ✐st ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❇❥❡r✉♠❧ä♥❣❡ ✭lB✮ ❣❡❣❡❜❡♥✱ ❜❡✐ ❞❡r ❞✐❡ t❤❡r✲

♠✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❡❧❡❦tr♦st❛t✐s❝❤❡♥ ❈♦✉❧♦♠❜✇❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ③✇❡✐

♠♦♥♦✈❛❧❡♥t❡♥ ▲❛❞✉♥❣❡♥ ✐st✳ ■♥♥❡r❤❛❧❜ ❞✐❡s❡s ❆❜st❛♥❞❡s ✐st ❡✐♥❡ ❑♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ♠ö❣✲

❧✐❝❤✳

✷✳ ❆❜s❝❤✐r♠✉♥❣

❉✐❡ ✜①✐❡rt❡♥ ▲❛❞✉♥❣❡♥ ❛✉❢ ❞❡♥ P♦❧②✐♦♥❡♥ ✭❞✐ss♦③✐❡rt❡ P❊s✮ ✇❡r❞❡♥ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ✐♠ ▲ö✲

s✉♥❣s♠✐tt❡❧ ❡♥t❣❡❣❡♥s❡t③t ❣❡❧❛❞❡♥❡♥ ■♦♥❡♥ ✭❙❛❧③✐♦♥❡♥✱ ❞✐ss♦③✐✐❡rt❡ ●❡❣❡♥✐♦♥❡♥✮ ❛❜❣❡✲

s❝❤✐r♠t ✉♥❞ ❜✐❧❞❡♥ ✉♠ ❞✐❡s❡ ❡✐♥❡ ❧❛❞✉♥❣s❦♦♠♣❡♥s✐❡r❡♥❞❡ ❲♦❧❦❡✱ ❛✉ÿ❡r❤❛❧❜ ❞❡r❡r ❞✐❡

❡❧❡❦tr♦st❛t✐s❝❤❡ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ♠✐t ❞❡r ❯♠❣❡❜✉♥❣ ❛✉❢❣❡❤♦❜❡♥ ✇✐r❞✳ ❉✐❡ ❘❡✐❝❤✇❡✐t❡

❞✐❡s❡r ❲♦❧❦❡ ✇✐r❞ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❉❡❜②❡❧ä♥❣❡ ✭λD✮ ❝❤❛r❦t❡r✐s✐❡rt✳

❆❜❜✳ ✷✳✻ ✈❡r❞❡✉t❧✐❝❤t ♥♦❝❤ ❡✐♥♠❛❧ ❞❡♥ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞ ③✇✐s❝❤❡♥ ❦♦♥❞❡♥s✐❡rt❡♥ ●❡❣❡♥✐♦♥❡♥

✭❝♦♥❞❡♥s❡❞ ❝♦✉♥t❡r✐♦♥✮ ✉♥❞ ❢r❡✐❡♥ ●❡❣❡♥✐♦♥❡♥ ✭❢r❡❡ ❝♦✉♥t❡r✐♦♥✮ ❡✐♥❡s P❊s ✐♥ ▲ös✉♥❣✳

❊❧❡❦tr♦st❛t✐s❝❤❡ ❉♦♣♣❡❧s❝❤✐❝❤t

❯♠ ❞✐❡ ❆❞s♦r♣t✐♦♥ ✈♦♥ P♦❧②♠❡r❡♥ ❛♥ ❖❜❡r✢ä❝❤❡♥ ③✉ ✈❡rst❡❤❡♥✱ ❜❡tr❛❝❤t❡♥ ✇✐r ③✉♥ä❝❤st

❞❛s ▼♦❞❡❧❧ ❞❡r ❡❧❡❦tr♦st❛t✐s❝❤❡♥ ❉♦♣♣❡❧s❝❤✐❝❤t✱ ✇❡❧❝❤❡s ▲✉❞✇✐❣ ❍❡❧♠❤♦❧t③ ✶✽✼✾ ❡♥t✇✐✲

❝❦❡❧t❡✳ ❉❛❜❡✐ ❤❛♥❞❡❧t ❡s s✐❝❤ ✉♠ ❡✐♥❡ ❣❡❧❛❞❡♥❡ ❖❜❡r✢ä❝❤❡ ✐♥ ❡✐♥❡r ▲ös✉♥❣✳ ■♥ ❡✐♥❡r ✈❡r✲

❡✐♥❢❛❝❤t❡♥ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❜✐♥❞❡♥ ❞✐❡ ●❡❣❡♥✐♦♥❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ s✐❝❤ ✐♥ ▲ös✉♥❣ ❜❡✜♥❞❡♥ s♦❧❧❡♥✱ ❛♥

❞❡r ❖❜❡r✢ä❝❤❡ ✉♥❞ ♥❡✉tr❛❧✐s✐❡r❡♥ ❞✐❡ ❖❜❡r✢ä❝❤❡♥❧❛❞✉♥❣ ✇✐❡ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❡❜❡♥❡♥ P❧❛tt❡♥❦♦♥✲

❞❡♥s❛t♦r✳ ❙♣ät❡r ✐♥ ❞❡♥ ❏❛❤r❡♥ ✶✾✶✵✲✶✾✶✼ ❡♥t✇✐❝❦❡❧t❡♥ ●♦✉② ✉♥❞ ❈❤❛♣♠❛♥ ❡✐♥ ▼♦❞❡❧❧✱

✶✹



✷✳✶✳ P❖▲❨❊▲❊❑❚❘❖▲❨❚❊

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✻✿ s❝❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❡✐♥❡s P♦❧②❡❧❡❦tr♦❧②ts ✐♥ ▲ös✉♥❣
❬❑♦❡t③ ✉♥❞ ❑♦s♠❛❧❧❛✱ ✷✵✵✼❪✳ ●❡❣❡♥✐♦♥❡♥ ❦♦♥❞❡♥s✐❡r❡♥ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r st❛r❦❡♥ ❡❧❡❦tr♦✲
st❛t✐s❝❤❡♥ ❑rä❢t❡ ❛♠ P♦❧②✐♦♥✳

✇❡❧❝❤❡s ♥✐❝❤t ♥✉r ❞✐❡ ❡❧❡❦tr♦st❛t✐s❝❤❡ ❆♥③✐❡❤✉♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡r ❖❜❡r✢ä❝❤❡♥❧❛❞✉♥❣❡♥ ✉♥❞

❞❡r ●❡❣❡♥✐♦♥❡♥✱ s♦♥❞❡r♥ ❛✉❝❤ ❞✐❡ t❤❡r♠✐s❝❤❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ❞❡r ■♦♥❡♥ ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t❡✳ ❉❛❜❡✐

❜❡✇✐r❦t ❞✐❡ t❤❡r♠✐s❝❤❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ❞❡r ❚❡✐❧❝❤❡♥✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❞✐❡ ●❡❣❡♥✐♦♥❡♥ ✈♦♥ ❞❡r ❣❡❧❛❞❡♥❡♥

❖❜❡r✢ä❝❤❡ ✇❡❣❜❡✇❡❣❡♥ ✉♥❞ ✐♥ ▲ös✉♥❣ ❣❡❤❡♥✳

❆❧s ❡rst❡♥ ❙❝❤r✐tt ❜❡r❡❝❤♥❡♥ ✇✐r ❞❛s ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ P♦t❡♥t✐❛❧ ✭ψ✮ ♥❛❤❡ ❡✐♥❡r ❡❜❡♥❡♥ ❣❡❧❛❞❡♥❡♥

●r❡♥③✢ä❝❤❡✳ Ü❜❧✐❝❤❡r✇❡✐s❡ ❤ä♥❣t ψ ✈♦♠ ❆❜st❛♥❞ s ❡♥t❧❛♥❣ ❞❡r ❖❜❡r✢ä❝❤❡♥♥♦r♠❛❧❡♥ ❛❜✳

❊s ✇✐r❞ ❛♥❣❡♥♦♠♠❡♥✱ ❞❛ss ❡s s✐❝❤ ✉♠ ❡✐♥❡ ♣❧❛♥❛r❡ ❢❡st❡ ❖❜❡r✢ä❝❤❡ ♠✐t ❡✐♥❡r ❤♦♠♦❣❡♥ ✈❡r✲

t❡✐❧t❡♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❖❜❡r✢ä❝❤❡♥❧❛❞✉♥❣s❞✐❝❤t❡ ✭σA✮ ❤❛♥❞❡❧t✱ ✇❡❧❝❤❡ ♠✐t ❡✐♥❡r ❋❧üss✐❣❦❡✐t ✐♥

❑♦♥t❛❦t ❦♦♠♠❡♥ s♦❧❧✳ ❉❛❜❡✐ ❡r③❡✉❣t ❞✐❡ ❖❜❡r✢ä❝❤❡♥❧❛❞✉♥❣ ❡✐♥ ❖❜❡r✢ä❝❤❡♥♣♦t❡♥t✐❛❧ ✭ψ0✮

♠✐t ψ0 = ψ(s = 0)✳

❉✐❡s❡s ❖❜❡r✢ä❝❤❡♥♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇✐r❞ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ♠✐t ❞❡r ❧♦❦❛❧❡♥ ■♦♥❡♥✲

❞✐❝❤t❡ ✭ci✮ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✭❞❡r ❊✐♥❢❛❝❤❤❡✐t ❤❛❧❜❡r s♦❧❧ ❤✐❡r ❡✐♥❡ ■♦♥❡♥s♦rt❡ i ❜❡tr❛❝❤t❡t ✇❡r✲

❞❡♥✮✿

ci(s) = ci,∞ exp

(−zeψ(s)
kBT

)

, ✭✷✳✷✼✮

♠✐t ❞❡r ❧♦❦❛❧❡♥ ■♦♥❡♥❞✐❝❤t❡ ✐♠ ❜✉❧❦ ▼❡❞✐✉♠ ✭ci,∞✮✱ ❞❡r ■♦♥❡♥❧❛❞✉♥❣ ✭ze✮✱ ❞❡r ❇♦❧t③♠❛♥♥✲

❦♦♥st❛♥t❡ ✭kB✮ ✉♥❞ ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r ✭T ✮ ❞❡r ■♦♥❡♥ ✐♥ ▲ös✉♥❣✳ ❉❛s P♦t❡♥t✐❛❧ ψ(s) ❦❛♥♥

❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ●❡s❛♠t❧❛❞✉♥❣✱ ❞❡r ❧♦❦❛❧❡♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ▲❛❞✉♥❣s❞✐❝❤t❡ ✭ρel✮✱ ♠✐t✲

t❡❧s ❞❡r P♦✐ss♦♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❜❡st✐♠♠t ✇❡r❞❡♥

ρel(s) = −ǫǫ0
(
d2ψ

ds2

)

, ✭✷✳✷✽✮

♠✐t ❞❡r ❞✐❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❑♦♥st❛♥t❡ ✐♠ ❱❛❦✉✉♠ ✭ǫ0✮ ✉♥❞ ❞❡r ❞✐❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❑♦♥st❛♥t❡ ❞❡s

▼❡❞✐✉♠s ✭ǫ✮ ✭ǫ0 = 8.8 · 10−12Fm−1✮✳ ❉❛ ●❡❣❡♥✐♦♥❡♥ ❞✐❡ ❖❜❡r✢ä❝❤❡ ♥❡✉tr❛❧✐s✐❡r❡♥✱ ❡r❣✐❜t

✶✺



❑❆P■❚❊▲ ✷✳ ❚❍❊❖❘■❊

s✐❝❤ ❛✉s ❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ✈♦r❛♥❣❡❣❛♥❣❡♥❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❞✐❡ P♦✐ss♦♥✲❇♦❧t③♠❛♥♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣✿

d2ψ

ds2
= −

(
zeci,∞
ǫǫ0

)

e
− zeψ

kBT . ✭✷✳✷✾✮

▼❡✐st❡♥s ❡♥t❤❛❧t❡♥ ✇ässr✐❣❡ ▲ös✉♥❣❡♥ ❙❛❧③✐♦♥❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ ▲❛❞✉♥❣❡♥ ❛❜s❝❤✐r♠❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳

❊s ❡♥tst❡❤t ❡✐♥❡ ❡♥t❣❡❣❡♥❣❡s❡t③t ❣❡❧❛❞❡♥❡♥ ❲♦❧❦❡ ✉♠ ❞✐❡ ❣❡❧❛❞❡♥❡ ❖❜❡r✢ä❝❤❡✳ ❇❡tr❛❝❤t❡t

♠❛♥ ❡✐♥❢❛❝❤ ❣❡❧❛❞❡♥❡ ❙❛❧③❡✱ ✇✐❡ ③✳❇✳ ◆❛❈❧✱ s♦ ❦❛♥♥ s♦✇♦❤❧ ❞✐❡ ❑♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥ ❞❡r ♥❡❣❛t✐✈

❣❡❧❛❞❡♥❡♥ ■♦♥❡♥ ✭c−✮✱ ❛❧s ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❑♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥ ❞❡r ♣♦s✐t✐✈ ❣❡❧❛❞❡♥❡♥ ■♦♥❡♥ ✭c+✮ ✇✐❡

❢♦❧❣t ❣❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✿

ci,± = ci,∞ exp

(−zeψ
kBT

)

. ✭✷✳✸✵✮

ρel ❦❛♥♥ ❞❛♥♥ ❣❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❛❧s ρel(s) = ze(c+ − c−) ✉♥❞ ●❧✳ ✷✳✷✾ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ③✉✿

d2ψ

ds2
= −

(
2zeci,∞
ǫǫ0

)

sinh

(
zeψ

kBT

)

. ✭✷✳✸✶✮

▼✐t ❞❡r ❉❡❜②❡✲❍ü❝❦❡❧ ◆ä❤❡r✉♥❣ sinh
(
zeψ
kBT

)

≈ zeψ
kBT

✉♥t❡r ❞❡r ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣ ❞❛ss ❞❛s

P♦t❡♥t✐❛❧ ψ ✉♥❞ dψ
dx

→ 0 ❣❡❤t✱ ✇❡♥♥ x→ 0 ❣❡❤t ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ♥❛❝❤ ▲ös❡♥ ❞❡r ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐✲

❝❤✉♥❣ ❢♦❧❣❡♥❞❡r ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣✿

ψ(x) = ψ0 · e−κ, ✭✷✳✸✷✮

♠✐t

κ =

√

2ci,∞z2e2

ǫǫ0kBT
. ✭✷✳✸✸✮

❉❛s P♦t❡♥t✐❛❧ ♥✐♠♠t ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧ ♠✐t κ ❛❜✱ ✇❡❧❝❤❡s ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❉❡❜②❡❧ä♥❣❡ λD = κ−1

❣❡❣❡❜❡♥ ✐st✳ ❋ür ❞✐❡ ❉❡❜②❡❧ä♥❣❡ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❢♦❧❣❡♥❞❡r ❆✉s❞r✉❝❦✿

λD = κ−1 =

√

ǫǫ0kBT

2ci,∞z2e2
✭✷✳✸✹✮

❉✐❡ ❡❧❡❦tr♦st❛t✐s❝❤❡ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❖❜❡r✢ä❝❤❡♥❧❛❞✉♥❣ ✉♥❞ ●❡❣❡♥✐♦♥❡♥ ✐st ❛✉❢

✶✴❡ ❛❜❣❡❢❛❧❧❡♥✱ ✇❡♥♥ ❞❡r ❆❜st❛♥❞ ✈♦♥ ❞❡r ❖❜❡r✢ä❝❤❡ ❣röÿ❡r ❛❧s ❞✐❡ ❉❡❜②❡❧ä♥❣❡ ✐st✳ ▼✐t

③✉♥❡❤♠❡♥❞❡♠ ❙❛❧③❣❡❤❛❧t ✇✐r❞ ❞✐❡ ❉❡❜②❡❧ä♥❣❡ ✐♠♠❡r ❦❧❡✐♥❡r✱ ✇❛s ❞✉r❝❤❛✉s ♣❧❛✉s✐❜❡❧ ✐st✱ ❞❛

♠✐t ❊r❤ö❤✉♥❣ ❞❡r ■♦♥❡♥❦♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥ ❞❡r ❆❜s❝❤✐r♠❡✛❡❦t ❞❡r ❖❜❡r✢ä❝❤❡♥❧❛❞✉♥❣ ③✉♥✐♠♠t✳

❱❡r❡✐♥❢❛❝❤t ❧ässt s✐❝❤ ❞✐❡ ❉❡❜②❡❧ä♥❣❡ ✇✐❡ ❢♦❧❣t ❛✉s❞rü❝❦❡♥✿

λD =

√
1

8πz2lBI
, ✭✷✳✸✺✮

♠✐t ■♦♥❡♥stär❦❡ ✭I✮ ✉♥❞ ❞❡r ❇❥❡r✉♠❧ä♥❣❡ ✭lB✮

lB =
e2

4πǫǫ0kBT
. ✭✷✳✸✻✮

✶✻
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❉❛❜❡✐ ❜❡s❝❤r❡✐❜t lB ❞✐❡ ❙tär❦❡ ❞❡r ❡❧❡❦tr♦st❛t✐s❝❤❡♥ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ❛♥ P❊s✱ ❞❛ s✐❝❤ ❞✐❡

❑♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡r P❊✲❑❡tt❡♥ ✈♦♥ ❞❡r ❡❧❡❦tr♦st❛t✐s❝❤❡♥ ❆❜s❝❤✐r♠✉♥❣ ❣❧❡✐❝❤♥❛♠✐❣❡r ▲❛✲

❞✉♥❣❡♥✱ s♦✇✐❡ ✈♦♥ ❞❡r ❣❛✉ÿs❝❤❡♥ ❙t❛t✐st✐❦ ♥❡✉tr❛❧❡r P♦❧②♠❡r❡ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❡✐♥❡s ❣✉t❡♥ ▲ö✲

s✉♥❣s♠✐tt❡❧s ③✉s❛♠♠❡♥s❡t③t✳ ❇❡✐ ❘❛✉♠t❡♠♣❡r❛t✉r ✉♥❞ ❢ür ❲❛ss❡r ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❡✐♥ ❲❡rt

✈♦♥ lB = 0, 7 ♥♠✳

❋❛sst ♠❛♥ sä♠t❧✐❝❤❡ ❑♦♥st❛♥t❡♥ ✐♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✷✳✸✹ ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r ✈♦♥ T = 25◦❈

✉♥❞ ♠♦♥♦✈❛❧❡♥t❡♠ ❙❛❧③ ③✉s❛♠♠❡♥✱ s♦ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❢♦❧❣❡♥❞❡ ❆❜s❝❤ät③✉♥❣ ❢ür λD

λD =
3, 04Å√

I
. ✭✷✳✸✼✮

❇❡✐ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐s❝❤❡♥ ❇❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ✭I = 0, 15 ♠♦❧✴▲✮ ✉♥❞ ♠♦♥♦✈❛❧❡♥t❡♥ ■♦♥❡♥ ✭z = ±1✮

♥✐♠♠t ❞✐❡ ❉❡❜②❡❧ä♥❣❡ ❞❡♥ ❲❡rt λD ≈ 1 ♥♠ ❛♥✳

❱❡r❜✐♥❞❡t ♠❛♥ ♥✉♥ ❞✐❡ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥ ❞❡r ❡❧❡❦tr♦st❛t✐s❝❤❡♥ ❉♦♣♣❡❧s❝❤✐❝❤t ♠✐t ❞❡r ❆❞s♦r♣✲

t✐♦♥ ✈♦♥ P♦❧②❡❧❡❦tr♦❧②t❡♥ ❛♥ ❣❡❧❛❞❡♥❡♥ ❖❜❡r✢ä❝❤❡♥✱ s♦ ✇✐r❞ ❡rs✐❝❤t❧✐❝❤✱ ❞❛ss ❜❡✐ ❞❡r

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❞❡r P❡rs✐st❡♥③❧ä♥❣❡ ③✳❇✳ ③✉sät③❧✐❝❤ ❡✐♥ ❡❧❡❦tr♦st❛t✐s❝❤❡r ❇❡✐tr❛❣ ❤✐♥③✉❦♦♠♠t✳

❆✉s ❞✐❡s❡♠ ●r✉♥❞ ❡♥t✇✐❝❦❡❧t❡♥ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♥❡✐♥❛♥❞❡r ❬❙❦♦❧♥✐❝❦ ✉♥❞ ❋✐①♠❛♥✱ ✶✾✼✼❪ ✉♥❞

❬❖❞✐❥❦✱ ✶✾✼✼❪ ❡✐♥❡♥ ❡❧❡❦tr♦st❛t✐s❝❤❡♥ ❇❡✐tr❛❣ ✭Lp,e✮ ③✉r P❡rs✐st❡♥③❧ä♥❣❡ ♥❡✉tr❛❧❡r P♦❧②♠❡✲

r❡ ✭Lp,0✮✱ ✇❡❧❝❤❡r ✈♦♥ ❞❡r ❆❜s❝❤✐r♠❧ä♥❣❡ ✭κ−1 = λD✮ ✉♥❞ ❞❡r ❇❥❡r✉♠❧ä♥❣❡ ✭lB✮ ❛❜❤ä♥❣t✳

Lp = Lp,0 + Lp,e ✭✷✳✸✽✮

♠✐t

Lp,e =
lB

4Lp2κ2
✭✷✳✸✾✮

✷✳✶✳✹ ❆❞s♦r♣t✐♦♥s♣r♦③❡ss❡

❊✐♥❡ ❣r♦ÿ❡ ❆♥③❛❤❧ ❛♥ P♦❧②♠❡r❡♥ ✉♥❞ P♦❧②❡❧❡❦tr♦❧②t❡ ❤❛❜❡♥ ❡✐♥❡ st❛r❦❡ ❚❡♥❞❡♥③ ❛♥ ●r❡♥③✲

✢ä❝❤❡♥ ③✉ ❛❞s♦r❜✐❡r❡♥✳ ❉❛❜❡✐ ✇✐r❞ ✉♥t❡r ❞❡♠ ❇❡❣r✐✛ ❆❞s♦r♣t✐♦♥ ❞❡r ❆♥st✐❡❣ ❞❡r ❑♦♥③❡♥✲

tr❛t✐♦♥ ❡✐♥❡s ❣❡❧öst❡♥ ❙t♦✛❡s ❛♥ ❡✐♥❡r ●r❡♥③✢ä❝❤❡ ✈❡rst❛♥❞❡♥✳ ▼❛♥ ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡t ❞❛❜❡✐

③✇✐s❝❤❡♥ ❈❤❡♠✐s♦r♣t✐♦♥✱ ✇❡♥♥ ❡s ❜❡✐ ❞❡r ❆❞s♦r♣t✐♦♥ ③✉ ❡✐♥❡r ❆✉s❜✐❧❞✉♥❣ ❡✐♥❡r ❝❤❡♠✐✲

s❝❤❡♥ ❇✐♥❞✉♥❣ ❦♦♠♠t✱ ✉♥❞ ❞❡r P❤②s✐s♦r♣t✐♦♥ ❜❡✐ ❞❡♠ ❞✐❡ ▼♦❧❡❦ü❧❡ ❞✉r❝❤ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡

❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣❡♥ ❛♥ ❞✐❡ ❖❜❡r✢ä❝❤❡ ❜✐♥❞❡♥✳ ❊♥tr♦♣✐❡✈❡r❧✉st❡ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❑♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✲

ä♥❞❡r✉♥❣ ❜❡✐♠ ❆❞s♦r♣t✐♦♥s♣r♦③❡ss s♣✐❡❧❡♥ ♥❡❜❡♥ ❞❡♥ ♥✐❝❤t✲✐♦♥✐s❝❤❡♥✱ ✇✐❡ ③✳❇✳ ❱❛♥ ❞❡r

❲❛❛❧s✲ ♦❞❡r ♣♦❧❛r❡ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣❡♥✱ ❡✐♥❡ ✇✐❝❤t✐❣❡ ❘♦❧❧❡✳ ❆❞s♦r♣t✐♦♥ ✜♥❞❡t ✐♥ ❞❡r ❘❡❣❡❧

❛✉s t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡r ❙✐❝❤t ♥✉r st❛tt✱ ✇❡♥♥ ❞✐❡ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣s❡♥❡r❣✐❡✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✉r❝❤

❞❡♥ ❙♦r♣t✐♦♥s♣❛r❛♠❡t❡r ✭χs✮ ❞❡r P♦❧②♠❡rs❡❣♠❡♥t❡ ♠✐t ❞❡r ❖❜❡r✢ä❝❤❡ ❛♥❣❡❣❡❜❡♥ ✇✐r❞✱ ❣rö✲

ÿ❡r ❛❧s ❞✐❡ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣s❡♥❡r❣✐❡ ♠✐t ❞❡♠ ▲ös✉♥❣s♠✐tt❡❧✱ ✇❡❧❝❤❡ ♠✐t ❞❡♠ ❋❧♦r②✲❍✉❣❣✐♥s✲

P❛r❛♠❡t❡r ✭χ✮ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇✐r❞ ✉♥❞ ❞❡s ❡♥tr♦♣✐s❝❤❡♥ ❇❡✐tr❛❣s ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❑♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥sä♥✲

❞❡r✉♥❣✱ ✐st✳ ❇❡✐ ❞❡r ❆❞s♦r♣t✐♦♥ ✈♦♥ P♦❧②♠❡r❡♥ ❛❞❞✐❡r❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣s❡♥❡r❣✐❡♥

❞❡r P♦❧②♠❡rs❡❣♠❡♥t❡ ❛♥ ❞❡r ❖❜❡r✢ä❝❤❡✱ ✇❛s ③✉ ❡✐♥❡r ❦♦♦♣❡r❛t✐✈❡♥ ✉♥❞ st❛r❦❡♥ ❇✐♥❞✉♥❣

❢ü❤rt✳ ❆❜❜✳ ✷✳✼ ③❡✐❣t ❞✐❡ ❜❡✐ ❞❡r ❆❞s♦r♣t✐♦♥ ❛♥ ❞❡r ❖❜❡r✢ä❝❤❡ ♠ö❣❧✐❝❤❡♥ ❆❞s♦r♣t✐♦♥s❜❡✲

r❡✐❝❤❡✳ ▼❛♥ ✉♥t❡rt❡✐❧t ✐♥ ❇❡r❡✐❝❤❡ ✐♥ ❞❡♥❡♥ ❞✐❡ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥ P♦❧②♠❡rs❡❣♠❡♥t❡ ❦♦♠♣❧❡tt

❛♥ ❞❡r ❖❜❡r✢ä❝❤❡ ❣❡❜✉♥❞❡♥ s✐♥❞ ✭tr❛✐♥s✮✱ ✐♥ ❇❡r❡✐❝❤❡ ✐♥ ❞❡♥❡♥ ❞❛s P♦❧②♠❡r ♠✐t ❣r♦ÿ❡♥

✶✼
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❙❝❤❧❛✉❢❡♥ ❛♥ ❞❛s ❙✉❜str❛t ❣❡❜✉♥❞❡♥ ✐st ✭❧♦♦♣s✮ ✉♥❞ ❞❡♥ ❢r❡✐❡♥ ❑❡tt❡♥❡♥❞❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ✐♥ ❞✐❡

▲ös✉♥❣ ❤✐♥❡✐♥r❛❣❡♥ ✭t❛✐❧s✮✳

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✼✿ ❆❞s♦r♣t✐♦♥ ❡✐♥❡s P♦❧②♠❡rs ❛♥ ❡✐♥❡r ❖❜❡r✢ä❝❤❡✳ ●❡③❡✐❣t ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ♠ö❣✲
❧✐❝❤❡♥ ❑♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥✱ ❞✐❡ ❞❛s P♦❧②♠❡r ❛♥ ❞❡r ●r❡♥③✢ä❝❤❡ ❡✐♥♥❡❤♠❡♥ ❦❛♥♥✳ ❱♦♥ ❧✐♥❦s
♥❛❝❤ r❡❝❤ts✿ tr❛✐♥s✱ ❧♦♦♣s ✉♥❞ t❛✐❧s✳

✷✳✷ ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❦ ✈♦♥ ▼✐s❝❤✉♥❣❡♥

❉❛ s✐❝❤ ❞✐❡s❡ ❆r❜❡✐t ♠✐t P♦❧②❡❧❡❦tr♦❧②t♠✐s❝❤✉♥❣❡♥ ❜❡s❝❤ä❢t✐❣t✱ ✇✐r❞ ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❆❜s❝❤♥✐tt

❣❡♥❛✉❡r ❛✉❢ ❞✐❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥ Pr♦③❡ss❡ ❜❡✐ ▼✐s❝❤✉♥❣❡♥ ❡✐♥❣❡❣❛♥❣❡♥✳ ❩✉♥ä❝❤st ✇❡r✲

❞❡♥ ✐❞❡❛❧❡ ✉♥❞ ✐♠ ❆♥s❝❤❧✉ss ❞❛r❛♥ r❡❛❧❡ ♦❞❡r ❛✉❝❤ ♥✐❝❤t✐❞❡❛❧❡ ▼✐s❝❤✉♥❣❡♥ ✉♥t❡r t❤❡r♠♦✲

❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥ ●❡s✐❝❤ts♣✉♥❦t❡♥ ❞✐s❦✉t✐❡rt✳ ❲♦❜❡✐ ❞❡r ❊✐♥❢❛❝❤❤❡✐t ❤❛❧❜❡r s✐❝❤ ③✉♥ä❝❤st ❛✉❢

▼✐s❝❤✉♥❣❡♥ ♥✐❝❤t ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r r❡❛❣✐❡r❡♥❞❡r ❙t♦✛❡ ❜❡s❝❤rä♥❦t ✇✐r❞✳

✷✳✷✳✶ ■❞❡❛❧❡ ▼✐s❝❤✉♥❣❡♥

❊✐♥❡ ③❡♥tr❛❧❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡ ❩✉st❛♥❞s❣röÿ❡ ❜❡✐♠ ❇❡tr❛❝❤t❡♥ ✈♦♥ ▼✐s❝❤✉♥❣❡♥ ✐st ❞✐❡

●■❇❇❙✲❊♥❡r❣✐❡ ✭G✮✱ ✇❡❧❝❤❡ ❛✉❝❤ ❛❧s ❢r❡✐❡ ❊♥t❤❛❧♣✐❡ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ✇✐r❞✳ G s❡t③t s✐❝❤ ❛✉s ❞❡r

❊♥t❤❛❧♣✐❡ ✭H✮ ✉♥❞ ❞❡r ❊♥tr♦♣✐❡ ✭S✮ ③✉s❛♠♠❡♥

G = H − TS. ✭✷✳✹✵✮

■♥ ♦✛❡♥❡♥ ❙②st❡♠❡♥ ✐st s✐❡ ♥❡❜❡♥ ❞❡♥ ❝❤❛r❛❦t❡r✐st✐s❝❤❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r ✭T ✮

✉♥❞ ❞❡s ❉r✉❝❦❡s ✭p✮ ♥♦❝❤ ✈♦♥ ❞❡♥ ❙t♦✛♠❡♥❣❡♥ ✭xi✮ ❛❧❧❡r ✐♥ ❞❡r ▼✐s❝❤✉♥❣ ✈♦r❦♦♠♠❡♥❞❡♥

❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ i ❛❜❤ä♥❣✐❣✳ ❉❛s t♦t❛❧❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ✈♦♥ G ❧❛✉t❡t✿

dG =

(
∂G

∂T

)

p,xi

dT +

(
∂G

∂p

)

T,xi

dp+
∑

i

(
∂G

∂xi

)

T,p,xj(j 6=i)

dxi ✭✷✳✹✶✮

▲❡t③t❡♥❞❧✐❝❤ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ♥❛❝❤ ❊✐♥s❡t③❡♥ ✈♦♥ ●❧✳ ✷✳✹✵ ✐♥ ●❧✳ ✷✳✹✶ ❞❡r ❆✉s❞r✉❝❦

dG = −SdT + V dp+
∑

i

µidxi ✭✷✳✹✷✮

♠✐t ❞❡♠ ❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ P♦t❡♥t✐❛❧ ❞❡r ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡ i ✭µi✮✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ♠♦❧❛r❡ ●■❇❇❙✲

❊♥❡r❣✐❡ ❞❡r ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡ i ✐st✳ ❉❡♠♥❛❝❤ ✐st ❞❛s ❝❤❡♠✐s❝❤❡ P♦t❡♥t✐❛❧ ❡✐♥❡s ❘❡✐♥st♦✛s ❞✐❡

➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r ●■❇❇❙✲❊♥❡r❣✐❡ ❜❡✐ ➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r ❙t♦✛♠❡♥❣❡✿ µ = dG/dx = G/x = Gm✳

❉❛s ❝❤❡♠✐s❝❤❡ P♦t❡♥t✐❛❧ ❡✐♥❡r ❙✉❜st❛♥③ ✐♥ ❡✐♥❡r ▼✐s❝❤✉♥❣ ❣✐❜t ❛❧s♦ ❞❡ss❡♥ ❇❡✐tr❛❣ ③✉r

✶✽
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●■❇❇❙✲❊♥❡r❣✐❡ ❞❡r ▼✐s❝❤✉♥❣ ❛♥✱ ✇♦❞✉r❝❤ s✐❝❤ ❞✐❡ ●■❇❇❙✲❊♥❡r❣✐❡ ③✉

G =
∑

i

niµi ✭✷✳✹✸✮

❡r❣✐❜t✳ ■♠ ❋❛❧❧❡ ❡✐♥❡r ❜✐♥är❡♥ ▼✐s❝❤✉♥❣ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❧ässt s✐❝❤ ❞❛s t♦t❛❧❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❞❡s

❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ P♦t❡♥t✐❛❧s s❝❤r❡✐❜❡♥ ❛❧s

dµ = µ1dx1 + µ2dx2. ✭✷✳✹✹✮

■♥t❡❣r✐❡rt ♠❛♥ ❞✐❡s❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✉♥❞ ❜✐❧❞❡t ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ❞❛s t♦t❛❧❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧✱ s♦ ❡r❤ä❧t

♠❛♥

µ = µ1x1 + µ2x2 ✭✷✳✹✺✮

dµ = µ1dx1 + x1dµ1 + µ2dx2 + x2dµ2. ✭✷✳✹✻✮

❙❡t③t ♠❛♥ ♥✉♥ ●❧✳ ✷✳✹✹ ✐♥ ●❧✳ ✷✳✹✻ ❡✐♥✱ s♦ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❢ür ❞✐❡ ❜✐♥är❡ ▼✐s❝❤✉♥❣ ❞❡r ❆✉s❞r✉❝❦

0 = dx1dµ1 + dx2dµ2. ✭✷✳✹✼✮

▲❡t③t❡♥❞❧✐❝❤ ❢♦❧❣t ❛✉s ❞✐❡s❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣✱ ♥❛❝❤ ❉✐✈✐s✐♦♥ ❞❡r ❣❡s❛♠t❡♥ ❙t♦✛♠❡♥❣❡ x = x1+x2

❞✐❡ ●■❇❇❙✲❉❯❍❊▼✲▼❆❘●❯▲❊❙✲●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❢ür ❞✐❡ ●■❇❇❙✲❊♥❡r❣✐❡ ❬❈③❡s❧✐❦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪

0 = Φ1

(
∂µ1
∂Φ1

)

T,p

+Φ2

(
∂µ2
∂Φ1

)

T,p

, ✭✷✳✹✽✮

♠✐t ❞❡♠ ▼♦❧❡♥❜r✉❝❤ ✭Φ✮✳ ■st ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❜✐♥är❡♥ ▼✐s❝❤✉♥❣ ❞✐❡ ❑♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥s❛❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t

❞❡s ❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ P♦t❡♥t✐❛❧s ❡✐♥❡r ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❣❡❣❡❜❡♥✱ ❞❛♥♥ ❧ässt s✐❝❤ ❞✐❡ ❞❡r ❛♥❞❡r❡♥

❞✉r❝❤ ❞✐❡ ●❧✳ ✷✳✹✽ ❜❡st✐♠♠❡♥✳ ❉✐❡ ❉r✉❝❦❛❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r ●✐❜❜s❡♥❡r❣✐❡ ❧ässt ❜❡✐ ❦♦♥st❛♥t❡r

❚❡♠♣❡r❛t✉r ❞✉r❝❤ ❞❛s ❱♦❧✉♠❡♥ ❛♥❣❡❜❡♥

dG = V dp ✭✷✳✹✾✮

✉♥❞ ❢ür ❡✐♥ ✐❞❡❛❧❡s ●❛s ❦❛♥♥ ❞❛s ❱♦❧✉♠❡♥ ❞✉r❝❤ xRT/p ❡rs❡t③t ✇❡r❞❡♥✳ ▼✐t dG/x = dµ

❣❡❧❛♥❣t ♠❛♥ ③✉ ❞❡♠ ❆✉s❞r✉❝❦

∫ µ

µ0
dµ = RT

∫ p

p0

dp

p
, ✭✷✳✺✵✮

♠✐t ❞❡♠ ❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ P♦t❡♥t✐❛❧ ❡✐♥❡s ✐❞❡❛❧❡♥ ●❛s❡s ✭µ0✮ ❜❡✐ ❡✐♥❡♠ ❙t❛♥❞❛r❞❞r✉❝❦ ✭p0✮ ✈♦♥

p0 = 1 ❜❛r✳ ➘❤♥❧✐❝❤❡s ❧ässt s✐❝❤ ❛✉❝❤ ❜❡✐ ✢üss✐❣❡♥ ▼✐s❝❤✉♥❣❡♥ s❝❤r❡✐❜❡♥ ✉♥❞ ♥❛❝❤ ❞❡r

■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✉♥❞ ❞❡♠ ❲✐ss❡♥✱ ❞❛ss ❞❡r P❛rt✐❛❧❞r✉❝❦ ♠✐t ❞❡♠ ▼♦❧❡♥❜r✉❝❤ ✈❡r❦♥ü♣❢t ✐st

✭pi = Φlipges✮✱ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞♦rt ❞❡♥ ❆✉s❞r✉❝❦

µi = µ∗i +RT lnΦli. ✭✷✳✺✶✮

♠✐t ❞❡♠ ❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ P♦t❡♥t✐❛❧ ❢ür ❘❡✐♥st♦✛❡ ❞❡r ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡ i ✭µ∗i ✮ ✉♥❞ Φli = xi/x s❡✐ ❞❡r

❙t♦✛♠❡♥❣❡♥ ♦❞❡r ▼♦❧❡♥❜r✉❝❤ ❢ür ✢üss✐❣❡ ▼✐s❝❤✉♥❣❡♥✳ ❉✐❡ s♦❡❜❡♥ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥❡♥ ❑♦rr❡❧❛✲

✶✾



❑❆P■❚❊▲ ✷✳ ❚❍❊❖❘■❊

t✐♦♥❡♥ ❜❡③✐❡❤❡♥ s✐❝❤ ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ♥✉r ❛✉❢ ✐❞❡❛❧❡ ▼✐s❝❤✉♥❣❡♥ ❜③✇✳ ❢ür ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ✐♥ ❤♦❤❡r

❑♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥✳

✷✳✷✳✷ ❘❡❛❧❡ ▼✐s❝❤✉♥❣❡♥

■♠ ❋❛❧❧ r❡❛❧❡r ▼✐s❝❤✉♥❣❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❆❦t✐✈✐tät❡♥ ali ❡✐♥❣❡❢ü❤rt✳ ●❧✳ ✷✳✺✶ ✇✐r❞ ❞❛♥♥ ③✉✿

µi = µ∗i +RT ln ali. ✭✷✳✺✷✮

❉✐❡ ❆❦t✐✈✐tät❡♥ ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ❛✉s ❞❡♥ ▼♦❧❡♥❜rü❝❤❡♥ ✭Φi✮ ✉♥❞ ❞❡♥ ❆❦t✐✈✐täts❦♦❡✣③✐❡♥t❡♥ fi
❜❡r❡❝❤♥❡♥ ✉♥❞ ❧❛✉t❡♥

ai = fiΦi. ✭✷✳✺✸✮

❉❛❜❡✐ ✐st ❛♥③✉♠❡r❦❡♥✱ ❞❛ss ❡✐♥ ❆❦t✐✈✐täts❦♦❡✣③✐❡♥t fi ❦♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥s✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ✐st ✉♥❞

❢ür ❛❧❧❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡♥ ✉♥❞ ❉rü❝❦❡ ❣❡❣❡♥ ✶ str❡❜t✱ ✇❡♥♥ Φi ❣❡❣❡♥ ✶ ❣❡❤t✳ ❯♠ ❞❡♥ ❯♥✲

t❡rs❝❤✐❡❞ ③✇✐s❝❤❡♥ ✐❞❡❛❧❡♥ ✉♥❞ r❡❛❧❡♥ ▼✐s❝❤✉♥❣❡♥ ③✉ ✈❡r❞❡✉t❧✐❝❤❡♥✱ s♦❧❧ ❞❡r ❊✐♥✢✉ss ❞❡s

❉❛♠♣❢❞r✉❝❦❡s ❜❡✐ ▼✐s❝❤✉♥❣❡♥ ❣❡③❡✐❣t ✇❡r❞❡♥✳ ■st ❡✐♥❡ ▲ös✉♥❣ ✐♠ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥

●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t✱ s♦ ❜❡✜♥❞❡t s✐❝❤ ü❜❡r ❥❡❞❡r ✢üss✐❣❡♥ ❛✉❝❤ ❡✐♥❡ ❞❛♠♣✛ör♠✐❣❡ P❤❛s❡✳ ❆✉s

❞❡r ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤ts❜❡❞✐♥❣✉♥❣ ∆Gm = 0 ❢♦❧❣t✱ ❞❛ss ❞❛s ❝❤❡♠✐s❝❤❡ P♦t❡♥t✐❛❧ ❞❡r ✢üss✐❣❡♥

P❤❛s❡ ✭µl✮ ❣❧❡✐❝❤ ❞❡♠ ❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ P♦t❡♥t✐❛❧ ❞❡r ❣❛s❢ör♠✐❣❡♥ P❤❛s❡ ✭µg✮ ✐st✿

µl = µg. ✭✷✳✺✹✮

▲öst ♠❛♥ ❛❧s♦ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ▲ös✉♥❣s♠✐tt❡❧ ✭✶✮ ❡✐♥❡ ❙✉❜st❛♥③ ✭✷✮✱ s♦ ❜❡✜♥❞❡♥ s✐❝❤ ❜❡✐❞❡ ❋❧üss✐❣✲

❦❡✐ts❦♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ✭✶✮ ✉♥❞ ✭✷✮ ♠✐t ❞❡♥ ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ●❛s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ✭✶✮ ✉♥❞ ✭✷✮ ✐♠ ●❧❡✐❝❤✲

❣❡✇✐❝❤t✳

µl1 = µg1 ✭✷✳✺✺✮

µl2 = µg2 ✭✷✳✺✻✮

❯♥t❡r ❞❡r ❱♦r❛✉ss❡t③✉♥❣✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❞✐❡ ●❛s♣❤❛s❡ ✐❞❡❛❧ ✈❡r❤ä❧t✱ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❢ür ❞✐❡ ❝❤❡♠✐✲

s❝❤❡♥ P♦t❡♥t✐❛❧❡ ❞❡s ▲ös✉♥❣s♠✐tt❡❧s ❞❡r ❆✉s❞r✉❝❦ ✭❢ür ❞✐❡ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡ ✭✶✮✮✿

µ∗l1 +RT ln al1 = µ01 +RT ln
p1
p0
, ✭✷✳✺✼✮

♠✐t ❞❡♠ µ0 ❜❡✐ ❡✐♥❡♠ ❙t❛♥❞❛r❞❞r✉❝❦ ✈♦♥ p0 = 1 ❜❛r✳ ●❧✳ ✷✳✺✼ ❜❡✐♥❤❛❧t❡t ③✉sät③❧✐❝❤ ❞❛s

❝❤❡♠✐s❝❤❡s P♦t❡♥t✐❛❧ ❡✐♥❡s ❘❡✐♥st♦✛❡s ✭µ∗✮✳ ❋ür ❡✐♥ r❡✐♥❡s ▲ös✉♥❣s♠✐tt❡❧ ♦❤♥❡ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡

✷ ✭a1 = 1 ✉♥❞ p1 = p∗1✮ ❢♦❧❣t ❞❡♠❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞✿

µ∗l1 = µ01 +RT ln
p∗1
p0
. ✭✷✳✺✽✮

❙✉❜tr❛❤✐❡rt ♠❛♥ ❜❡✐❞❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ♠✐t ❡✐♥❛♥❞❡r✱ s♦ r❡s✉❧t✐❡rt ❞❛r❛✉s ❞✐❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣✿

RT ln al1 = RT ln
p1
p∗1

✭✷✳✺✾✮

✷✵
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❜③✇✳ ❞❡r ❆✉s❞r✉❝❦✿

p1 = al1p
∗
1 = f l1Φ

l
1p

∗
1. ✭✷✳✻✵✮

▼❛♥ s✐❡❤t ❞❛s ❞❡r ❉❛♠♣❢❞r✉❝❦ ❡✐♥❡r ▼✐s❝❤✉♥❣s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ✭❤✐❡r p1✮ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ♠✐t ❞❡r

❆❦t✐✈✐tät ❞✐❡s❡r ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❞❡r ✢üss✐❣❡♥ P❤❛s❡ ✭❤✐❡r al1✮ ❛♥st❡✐❣t✱ ✇♦❜❡✐ ❞❡r Pr♦♣♦rt✐♦✲

♥❛❧✐täts❢❛❦t♦r ❞❡r ❉❛♠♣❢❞r✉❝❦ ✐♠ ❘❡✐♥③✉st❛♥❞ ✭❤✐❡r p∗1✮ ✐st✳ ❇❡tr❛❝❤t❡t ♠❛♥ ❞❡♥ ●r❡♥③❢❛❧❧

Φl1 → 1✱ ✇❡♥♥ ❛❧s♦ ❞❛s ▲ös✉♥❣s♠✐tt❡❧ ✐♠ st❛r❦❡♥ Ü❜❡rs❝❤✉ss ✐st✱ str❡❜t ❞❡r ❆❦t✐✈✐täts❦♦✲

❡✣③✐❡♥t f l1 ❣❡❣❡♥ ✶✱ s♦❞❛ss ❞❡r ❉❛♠♣❢❞r✉❝❦ ❞❡s ▲ös✉♥❣s♠✐tt❡❧s ❞✐r❡❦t ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ③✉♠

▼♦❧❡♥❜r✉❝❤ ❞❡s ▲ös✉♥❣s♠✐tt❡❧s ✐♥ ❞❡r ✢üss✐❣❡♥ P❤❛s❡ ✇✐r❞ ✭p1 = Φl1p
∗
1✮✳ ●✐❧t ❞❛s ❘❛♦✉❧✲

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✽✿ ❉✐❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ③❡✐❣t ❞❡♥ ❉❛♠♣❢❞r✉❝❦ ❡✐♥❡r ❜✐♥är❡♥ ▼✐s❝❤✉♥❣ ❛❧s ❋✉♥❦t✐♦♥
❞❡s ❙t♦✛♠❡♥❣❡♥❜r✉❝❤s Φl1 ❞❡r ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡ ✶ ❡✐♥❡r ✢üss✐❣❡♥ P❤❛s❡✳ ❉✐❡ ❣❡str✐❝❤❡❧t❡♥ ▲✐✲
♥✐❡♥ ③❡✐❣❡♥ ❞✐❡ ❉❛♠♣❢❞rü❝❦❡ ❡✐♥❡r ✐❞❡❛❧❡♥ ▼✐s❝❤✉♥❣✱ ✇ä❤r❡♥❞ ❞✐❡ ❞✉r❝❤❣❡③♦❣❡♥❡♥ ▲✐♥✐❡♥
r❡❛❧❡ ▼✐s❝❤✉♥❣❡♥ ❞❛rst❡❧❧❡♥✳ p∗i s✐♥❞ ❞✐❡ ❉❛♠♣❢❞rü❝❦❡ ❞❡r ❘❡✐♥③✉stä♥❞❡✳ ❯♠ ❡✐♥❡ ♣♦s✐t✐✲
✈❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ❞❡r ❉❛♠♣❢❞rü❝❦❡ ✈♦♥ ❞❡r ■❞❡❛❧✐tät ③✉ ❡rr❡✐❝❤❡♥ ✇✐r❞ ❛♥❣❡♥♦♠♠❡♥✱ ❞❛ss
❞✐❡ ❆❦t✐✈✐täts❦♦❡✣③✐❡♥t❡♥ f li ✉♥❞ f

l
2 ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ✶ ✉♥❞ ✷ ❣röÿ❡r ❛❧s ✶ s✐♥❞✳

Ü❜❡r♥♦♠♠❡♥ ✉♥❞ ❛♥❣❡♣❛sst ❛✉s ❬❈③❡s❧✐❦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪✳

s❝❤❡ ●r❡♥③❣❡s❡t③ ❜❡✐ ❡✐♥❡r ▲ös✉♥❣ ü❜❡r ❞❡♥ ❣❡s❛♠t❡♥ ❑♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥s❜❡r❡✐❝❤✱ s♦ s♣r✐❝❤t

♠❛♥ ✈♦♥ ❡✐♥❡r ✐❞❡❛❧❡♥ ▲ös✉♥❣✳

■♠ ♥ä❝❤st❡♥ ❙❝❤r✐tt ✇✐r❞ ❞✐❡ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡s ❉❛♠♣❢❞r✉❝❦❡s ❡✐♥❡r ❣❡❧öst❡♥ ❙✉❜st❛♥③ ✭❤✐❡r

❞✐❡ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡ ✷✮ ✈♦♥ ❞❡r ❩✉s❛♠♠❡♥s❡t③✉♥❣ ❡✐♥❡r ❜✐♥är❡♥ ▼✐s❝❤✉♥❣ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳ ❲❡♥❞❡t

♠❛♥ ●❧✳ ✷✳✻✵ ❢ür ❞✐❡s❡ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❛♥ ✉♥❞ ❜✐❧❞❡t ❞❡♥ ●r❡♥③✇❡rt ❦❧❡✐♥❡r ❑♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥❡♥

s♦ ❡r❤ä❧t ♠❛♥✿

lim
Φl2→0

p2 = lim
Φl2→0

f l2Φ
l
2p

∗
2 = Φl2K2, ✭✷✳✻✶✮

♠✐t K2 ❛❧s ●r❡♥③✇❡rt ❞❡s Pr♦❞✉❦t❡s f l2p
∗
2✱ ✇♦❜❡✐ ❞✐❡s❡r ❛❧s ❍❡♥r②❦♦♥st❛♥t❡ ✭K✮ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t

✇✐r❞✳ ❊s ✇✐r❞ ❞❡✉t❧✐❝❤✱ ❞❛ss ❢ür s❡❤r ❦❧❡✐♥❡ ❑♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥❡♥ ✭✐❞❡❛❧ ✈❡r❞ü♥♥t❡ ▲ös✉♥❣❡♥✮✱

❞❡r ❉❛♠♣❢❞r✉❝❦ ❞❡r ❣❡❧öst❡♥ ❙✉❜st❛♥③ ✭❤✐❡r p2✮ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ③✉♠ ▼♦❧❡♥❜r✉❝❤ ❞❡r ❣❡❧ös✲

t❡♥ ❙✉❜st❛♥③ ✭❤✐❡r Φl2✮ ✐♥ ❞❡r ✢üss✐❣❡♥ P❤❛s❡ ✐st✳ ❉✐❡s❡r ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ✇✐r❞ ❛✉❝❤ ❛❧s

❍❡♥r②s❝❤❡s ●r❡♥③❣❡s❡t③ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✿

p2 = Φl2K2. ✭✷✳✻✷✮

✷✶
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❋ür ❞❡♥ ❋❛❧❧ ❤ö❤❡r❡r ❑♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥❡♥ ♠✉ss ❞❛s ❍❡♥r②s❝❤❡ ●r❡♥③❣❡s❡t③ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❍❡♥r②✲

s❝❤❡♥ ❆❦t✐✈✐täts❦♦❡✣③✐❡♥t❡♥ ✭f❍✮ ❦♦rr✐❣✐❡rt ✇❡r❞❡♥✱ ✇❛s ③✉r ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥ ❣ü❧t✐❣❡♥

❇❡③✐❡❤✉♥❣ ❢ü❤rt✳

p2 = fH2 Φl2K2. ✭✷✳✻✸✮

▼❛♥ ❞❛r❢ ♥✉♥ ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ♥✐❝❤t ❞❡♥ ❍❡♥r②s❝❤❡♥ ♠✐t ❞❡♠ ❘❛♦✉❧t❝❤❡♥ ❆❦t✐✈✐täts❦♦❡✣③✐❡♥✲

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✾✿ ❉❛♠♣❢❞r✉❝❦ ❡✐♥❡r ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❡✐♥❡r r❡❛❧❡♥ ✢üss✐❣❡♥ ▼✐s❝❤✉♥❣✳ ❉✐❡ ❣❡str✐✲
❝❤❡❧t❡♥ ▲✐♥✐❡♥ ❣❡❜❡♥ ❞❡♥ ❉❛♠♣❢❞r✉❝❦ ✇✐❡❞❡r✱ ✇✐❡ ❡r ✈♦♠ ❍❡♥r②s❝❤❡♥ ❜③✇✳ ❘❛♦✉❧s❝❤❡♥
●r❡♥③❣❡s❡t③ ❡r✇❛rt❡t ✇✐r❞✳ ◆❛❝❤ ❬❈③❡s❧✐❦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪✳

t❡♥ ✈❡r✇❡❝❤s❡❧♥✳ ❲ä❤r❡♥❞ f❍ ❛✉❢ ❞❡♥ ❩✉st❛♥❞ s❡❤r ❦❧❡✐♥❡r ❑♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥❡♥ ♥♦r♠✐❡rt ✐st✱

❣✐❧t ❢ür ❞❡♥ ❘❛♦✉❧ts❝❤❡♥ ❆❦t✐✈✐täts❦♦❡✣③✐❡♥t❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡s❡r ❛✉❢ ❞❡♥ ❩✉st❛♥❞ s❡❤r ❣r♦ÿ❡r

❑♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥❡♥ ♥♦r♠✐❡rt ✐st✿ f li = 1 ❢ür Φli = 1✳ ❆❜❜✳ ✷✳✾ ③❡✐❣t ❞❡♥ r❡❛❧❡♥ ❉❛♠♣❢❞r✉❝❦ ❡✐✲

♥❡r ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❡✐♥❡r ❜✐♥är❡♥ ✢üss✐❣❡♥ ▼✐s❝❤✉♥❣✳ ❋ür ❦❧❡✐♥❡ ❑♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥❡♥ ✇✐r❞ ❞✐❡s❡r

❞✉r❝❤ ❞❛s ❍❡♥r②s❝❤❡ ✉♥❞ ❢ür ❣r♦ÿ❡ ❑♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥❡♥ ❞✉r❝❤ ❞❛s ❘❛♦✉❧s❝❤❡ ●r❡♥③❣❡s❡t③ ❜❡✲

s❝❤r✐❡❜❡♥✳ ■♠ ♠✐tt❧❡r❡♥ ❑♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥s❜❡r❡✐❝❤ s✐♥❞ ❆❦t✐✈✐täts❦♦❡✣③✐❡♥t❡♥ ♥öt✐❣✱ ✉♠ ❞❡♥

r❡❛❧❡♥ ❉❛♠♣❢❞r✉❝❦ ✐♥ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡s ▼♦❧❡♥❜r✉❝❤s ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✳

✷✷



❑❛♣✐t❡❧ ✸

▼❛t❡r✐❛❧✐❡♥ ✉♥❞ ▼❡t❤♦❞❡♥

✸✳✶ ▼❛t❡r✐❛❧✐❡♥

❉✐❡ ❢ür ❞✐❡s❡ ❆r❜❡✐t ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥ s②♥t❤❡t✐s❝❤❡♥ P♦❧②❡❧❡❦tr♦❧②t❡✱ s♦✇✐❡ ❛♥❞❡r❡ ✈❡r✇❡♥❞❡t❡

❈❤❡♠✐❦❛❧✐❡♥ s♦❧❧❡♥ ❤✐❡r ✈♦r❣❡st❡❧❧t ✇❡r❞❡♥✳ ❆❧s P♦❧②❛♥✐♦♥ ❞✐❡♥t P♦❧②st②r♦❧s✉❧❢♦♥❛t ✭P❙❙✮✱

s♦✇✐❡ ❞❡✉t❡r✐❡rt❡s P♦❧②st②r♦❧s✉❧❢♦♥❛t ✭P❙❙❞✮✱ ❞❡r❡♥ ●❡❣❡♥✐♦♥ ◆❛+ ✐st ✭P♦❧②♠❡r ❙t❛♥❞❛r❞

❙❡r✈✐❝❡ ▼❛✐♥③✱ ❉❡✉ts❝❤❧❛♥❞✮✳ ❉✐❡ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥ ❙tr✉❦t✉r❢♦r♠❡❧♥ s✐♥❞ ✐♥ ❆❜❜✳ ✸✳✶ ❞❛r❣❡✲

s❡t❡❧❧t✳ ❉❛s P❙❙❞ ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡t s✐❝❤ ✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✉♠ P❙❙ ❞❛r✐♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❲❛ss❡rst♦✛❛t♦♠❡

❞❡s ▼♦♥♦♠❡rs ❞✉r❝❤ ❉❡✉t❡r✐✉♠❛t♦♠❡ ❡rs❡t③t ✇❡r❞❡♥✳ ❆✉❢ ❞✐❡ ❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥

❤❛t ❞✐❡s ❦❡✐♥❡♥ ❊✐♥✢✉ss✱ ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ❡r❤ö❤t ❞✐❡s ❞❡♥ ❙tr❡✉q✉❡rs❝❤♥✐tt ❜❡✐ ❞❡r ◆❡✉tr♦♥❡♥r❡✲

✢❡①✐♦♥✳ ■♥ ❚❛❜✳ ✸✳✶ s✐♥❞ ❞✐❡ ✇✐❝❤t✐❣st❡♥ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❞❡s P♦❧②❛♥✐♦♥s P❙❙ ✉♥❞ ❞❡s P❙❙❞

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✶✿ ❙tr✉❦t✉r❢♦r♠❡❧♥ ❞❡r ▼♦♥♦♠❡r❡ ❞❡r ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥ P♦❧②❛♥✐♦♥❡♥ ♠✐t ❞❡♥ ❡♥t✲
s♣r❡❝❤❡♥❞❡♥ ●❡❣❡♥✐♦♥❡♥✳ ✭▲✐♥❦s✮ ♣r♦t♦♥✐❡rt❡s P♦❧②st②r♦❧s✉❧❢♦♥❛t ✭P❙❙✮ ✉♥❞ ✭r❡❝❤ts✮ ❞❡✉✲
t❡r✐❡rt❡s P♦❧②st②r♦❧s✉❧❢♦♥❛t ✭P❙❙❞✮ ♠✐t ❞❡r ❆♥③❛❤❧ ❛♥ ▼♦♥♦♠❡r❡♥ ❳✳

❛✉❢❣❡❢ü❤rt✳

❆❧s P♦❧②❦❛t✐♦♥❡♥ ✇❡r❞❡♥ ✐♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ❞❛s P♦❧②❡t❤②❧❡♥✐♠✐♥ ✭P❊■✮ ✉♥❞ ❞❛s P♦❧②❞✐❛❧❧②❧✲

❞✐♠❡t❤②❧❛♠♠♦♥✐✉♠ ✭P❉❆❉▼❆✮ ✈❡r✇❡♥❞❡t✳ ❉✐❡ ❙tr✉❦t✉r❢♦r♠❡❧♥ ❞❡r ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥ P♦❧②✲

❦❛t✐♦♥❡♥ s✐♥❞ ✐♥ ❆❜❜✳ ✸✳✷ ❛❜❣❡❜✐❧❞❡t✳ ❉❛s ✈❡r③✇❡✐❣t❡ P❊■ ✐st ✐♥ ▲ös✉♥❣ ♣♦s✐t✐✈ ❣❡❧❛❞❡♥

✉♥❞ ✇✐r❞ ❛✉ss❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ③✉ ❡✐♥❡r ❡rst❡♥ ❋✉♥❦t✐♦♥❛❧✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡s ❙✉❜str❛t❡s ✈❡r✇❡♥❞❡t✳ ❊s

❜❡s✐t③t ◆❍3 ❆♠✐♥♦❣r✉♣♣❡♥ ✉♥❞ ❡✐♥ ❤❛t ❡✐♥ ▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤t ✈♦♥ Mw(P❊■) = 75 ❦❉❛

✭❙✐❣♠❛✲❆❧❞r✐❝❤✱ ❚❛✉❢❦✐r❝❤❡♥✱ ❉❡✉ts❝❤❧❛♥❞✮✳ ❉✐❡ ✇✐❝❤t✐❣st❡♥ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❞❡s P♦❧②❦❛t✐♦♥s

P❉❆❉▼❆ s✐♥❞ ✐♥ ❚❛❜✳ ✸✳✷ ❣❡③❡✐❣t✳

✷✸
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❚❛❜❡❧❧❡ ✸✳✶✿ ❱❡r✇❡♥❞❡t❡s P♦❧②❛♥✐♦♥ P❙❙ ✉♥❞ ❛✉s❣❡✇ä❤❧t❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥✳ ❉❛s ▼♦♥♦♠❡r✲
❣❡✇✐❝❤t ✈♦♥ P❙❙ ❜❡trä❣t ♠✐t ●❡❣❡♥✐♦♥ ◆❛+ M0 = 206, 2 ❉❛ ✉♥❞ ❞✐❡ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡ ▼♦✲
♥♦♠❡r❧ä♥❣❡ ❜❡trä❣t a = 0, 25 ♥♠✳ ❉✐❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡s ●②r❛t✐♦♥sr❛❞✐✉s❡s ❡r❢♦❧❣t ❣❡♠äÿ
Rg =

3
√
LcLp/3✱ s✐❡❤❡ ●❧✳ ✷✳✷✺ ♠✐t ❞❡r P❡rs✐st❡♥③❧ä♥❣❡ ✈♦♥ P❙❙ ❜③✇✳ P❙❙❞ Lp = 1, 2 ♥♠✳

❉❡r ❉✐✛✉s✐♦♥s❦♦❡✣③✐❡♥t ✐♥ ❲❛ss❡r ❜❡✐ T = 300 ❑ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❛✉s ❞❡r ❊✐♥st❡✐♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣
D = kBT/(6πηRg) ♠✐t η = 1 ♠P❛ s ✭❱✐s❦♦s✐tät ✈♦♥ ❲❛ss❡r✮✳

▼♦❧♠❛ss❡
Mw ❬❦❉❛❪
✭♠✐t ●❡❣❡♥✲
✐♦♥ ◆❛+✮

P♦❧②✲
❞✐s♣❡rs✐tät
P❉■

P♦❧②✲
♠❡r✐s❛t✐♦♥s❣r❛❞
❳

❑♦♥t✉r❧ä♥❣❡
Lc❂❳·❛ ❬♥♠❪

●②r❛t✐♦♥s✲
r❛❞✐✉s Rg
❬♥♠❪

❉✐✛✉s✐♦♥s✲
❦♦❡✣③✐❡♥t D
✐♥
❲❛ss❡r
❬✶✵−11♠2✴s❪

P❙❙

3, 6 < 1, 2 18 4, 4 1, 3 16, 9

6, 5 < 1, 2 32 7, 9 1, 8 12, 2

7, 9 < 1, 2 38 9, 6 2, 0 11, 0

8, 6 < 1, 2 42 10, 4 2, 0 11, 0

10, 6 < 1, 2 51 12, 9 2, 3 9, 5

13, 2 < 1, 2 64 16 2, 5 8, 8

16, 8 < 1, 1 82 20, 4 2, 9 7, 6

33, 8 < 1, 1 164 41, 0 4, 0 5, 5

48, 6 < 1, 2 236 59, 0 4, 9 4, 5

75, 6 < 1, 2 367 91, 8 6, 1 3, 6

130 < 1, 2 630 157, 5 7, 9 2, 8

168 < 1, 1 815 203, 8 9, 0 2, 4

P❙❙❞

3, 6 < 1, 2 17 4, 3 1, 3 16, 9

80, 8 < 1, 2 379 94, 8 6, 2 3, 5

✷✹
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❚❛❜❡❧❧❡ ✸✳✷✿ ❱❡r✇❡♥❞❡t❡s P♦❧②❦❛t✐♦♥ P❉❆❉▼❆ ✉♥❞ ❛✉s❣❡✇ä❤❧t❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥✳ ❉❛s ▼♦✲
♥♦♠❡r❣❡✇✐❝❤t ✈♦♥ P❉❆❉▼❆ ❜❡trä❣t ♠✐t ●❡❣❡♥✐♦♥ ❈❧− M0 = 161, 5 ❉❛ ✉♥❞ ❞✐❡ ❡♥ts♣r❡✲
❝❤❡♥❞❡ ▼♦♥♦♠❡r❧ä♥❣❡ ❜❡trä❣t a = 0, 54 ♥♠✳ ❉✐❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡s ●②r❛t✐♦♥sr❛❞✐✉s❡s ❡r❢♦❧❣t
❣❡♠äÿ Rg = 3

√
LcLp/3✱ s✐❡❤❡ ●❧✳ ✷✳✷✺ ♠✐t ❞❡r P❡rs✐st❡♥③❧ä♥❣❡ ✈♦♥ P❉❆❉▼❆ Lp = 2, 5 ♥♠✳

❉❡r ❉✐✛✉s✐♦♥s❦♦❡✣③✐❡♥t ✐♥ ❲❛ss❡r ❜❡✐ T = 300 ❑ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❛✉s ❞❡r ❊✐♥st❡✐♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣
D = kBT/(6πηRg) ♠✐t η = 1 ♠P❛ s ✭❱✐s❦♦s✐tät ✈♦♥ ❲❛ss❡r✮✳

▼♦❧♠❛ss❡
Mw ❬❦❉❛❪
✭♠✐t ●❡❣❡♥✲
✐♦♥ ❈❧−✮

P♦❧②✲
❞✐s♣❡rs✐tät
P❉■

P♦❧②✲
♠❡r✐s❛t✐♦♥s✲
❣r❛❞ ❳

❑♦♥t✉r❧ä♥❣❡
Lc❂❳·❛ ❬♥♠❪

●②r❛t✐♦♥s✲
r❛❞✐✉s Rg
❬♥♠❪

❉✐✛✉s✐♦♥s✲
❦♦❡✣③✐❡♥t D
✐♥ ❲❛ss❡r
❬✶✵−11♠2✴s❪

P❉❆❉▼❆

23, 6 1, 88 146 59, 9 7, 1 3, 1

34, 8 2, 08 215 88, 2 8, 6 2, 6

44, 8 1, 47 277 113, 6 9, 7 2, 3

72, 1 1, 83 446 182, 9 12, 3 1, 8

159 1, 91 985 403, 9 18, 3 1, 2

210 1, 87 1300 533 21, 1 1, 0

322 2, 19 1994 817, 5 26, 1 0, 8

510 < 2, 2 3158 1294, 8 32, 8 0, 7

✷✺
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❍✐♥s✐❝❤t❧✐❝❤ ❞❡r st❡r✐s❝❤❡♥ P❡rs✐st❡♥③❧ä♥❣❡ Lp✱ s♦✇✐❡ ✐❤r❡r ▲✐♥✐❡♥❧❛❞✉♥❣s❞✐❝❤t❡ ✉♥t❡rs❝❤❡✐✲

❞❡♥ s✐❝❤✱ ❛✉❢❣r✉♥❞ ✐❤r❡r ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ ❙tr✉❦t✉r✱ P❙❙ ✉♥❞ P❉❆❉▼❆ ✈♦♥✲

❡✐♥❛♥❞❡r✳ ❉✐❡ P❡rs✐st❡♥③❧ä♥❣❡ ✭Lp✮ ✈♦♥ P❉❆❉▼❆ ❜❡trä❣t ✷✱✺ ♥♠✱ ✇❛s ✉♥❣❡❢ä❤r ❞❡r ❞♦♣✲

♣❡❧t❡♥ P❡rs✐st❡♥③❧ä♥❣❡ ✈♦♥ P❙❙ ✭Lp = 1, 2 ♥♠✮ ❡♥ts♣r✐❝❤t✳ ❊✐♥ ❇❧✐❝❦ ❛✉❢ ❞✐❡ ▼♦♥♦♠❡r❧ä♥❣❡

✈❡rrät ❛✉ÿ❡r❞❡♠✱ ❞❛ss ❛✉❝❤ ❞✐❡s❡ ❜❡✐ P❉❆❉▼❆ ✭✵✱✺✹ ♥♠✮ ✉♥❣❡❢ä❤r ❞♦♣♣❡❧t s♦ ❧❛♥❣ ✐st✱

✇✐❡ ❞✐❡ ✈♦♥ P❙❙ ✭✵✱✷✺ ♥♠✮✳ ❇❡✐❞❡ P❊ s✐♥❞ ♥❛❤❡③✉ ✶✵✵ ✪ ❞✐ss♦③✐✐❡r❜❛r✱ ✇♦❞✉r❝❤ s✐❝❤ ❢ür

❞❛s P❙❙ ❡✐♥❡ ❤ö❤❡r❡ ▲✐♥✐❡♥❧❛❞✉♥❣s❞✐❝❤t❡ ❡r❣✐❜t✳

❲❡✐t❡r❡ ❈❤❡♠✐❦❛❧✐❡♥ ✉♥❞ ▼❛t❡r✐❛❧✐❡♥ ❞✐❡ ✐♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ✈❡r✇❡♥❞❡t ✇✉r❞❡♥ s✐♥❞ ③✉♠

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✷✿ ❙tr✉❦t✉r❢♦r♠❡❧♥ ❞❡r ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥ P♦❧②❦❛t✐♦♥❡♥ ♠✐t ❞❡♥ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥
●❡❣❡♥✐♦♥❡♥✳ ✭▲✐♥❦s✮ P♦❧②❡t❤②❧❡♥✐♠✐♥ ✭P❊■✮ ✉♥❞ ✭r❡❝❤ts✮ P♦❧②❞✐❛❧❧②❧❞✐♠❡t❤②❧❛♠♠♦♥✐✉♠
✭P❉❆❉▼❆✮✳

❊✐♥❡♥ ♣♦❧✐❡rt❡ ❙✐❧✐③✐✉♠✇❛❢❡r ✭✶✵✵✮ ✭❙✐✮ ✈♦♥ ❞❡r ❋✐r♠❛ ❈❡♠❛t ❙✐❧✐❝♦♥ ❙✳❆✳ ✭❲❛rs❝❤❛✉✱ P♦✲

❧❡♥✮ s♦✇✐❡ ♦①✐❞✐❡rt❡ ❙✐❧✐③✐✉♠✇❛❢❡r ♠✐t ❡✐♥❡r ✹✽✲✺✷ ♥♠ ❞✐❝❦❡♥ ❖①✐❞s❝❤✐❝❤t ✈♦♥ ❞❡r ❋✐r♠❛

❙✐❧✐③✐✉♠❜❡❛r❜❡✐t✉♥❣ ❆♥❞r❡❛ ❍♦❧♠ ●♠❜❍✱ ❚❛♥♥✱ ❉❡✉ts❝❤❧❛♥❞✳ ❋ür ❞✐❡ ❘❈❆✲✶ ❱♦rr❡✐♥✐❣✉♥❣

❞❡r ❙✐❧✐③✐✉♠✇❛❢❡r ✇✉r❞❡ ❆♠♠♦♥✐❛❦❧ös✉♥❣ ✭❱❲❘✲■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧✱ ❍❛♥♥♦✈❡r✱ ❉❡✉ts❝❤❧❛♥❞✮✱

s♦✇✐❡ ✸✺ ✪✐❣❡s ❲❛ss❡rst♦✛♣❡r♦①✐❞ ✭❱❲❘✮ ✉♥❞ ❘❡✐♥st✇❛ss❡r ✇❡❧❝❤❡s ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❘❡✐♥st✇❛s✲

s❡r❛♥❧❛❣❡ ❜❡r❡✐t❣❡st❡❧❧t ✇✉r❞❡ ✭▼❡r❝❦✲▼✐❧❧✐♣♦r❡ ❑●❛❆✱ ❉❛r♠st❛❞t✱ ❉❡✉ts❝❤❧❛♥❞✮✳ ❋ür ❞✐❡

◆❡✉tr♦♥❡♥✲ ❜③✇✳ ❘ö♥t❣❡♥r❡✢❡①✐♦♥s♠❡ss✉♥❣❡♥ ✇✉r❞❡ ③✉sät③❧✐❝❤ P2❖5 ✭▼❡r❝❦✱ ❉❛r♠st❛❞t✱

❉❡✉ts❝❤❧❛♥❞✮ ③✉r ❊✐♥st❡❧❧✉♥❣ ❞❡r ▲✉❢t❢❡✉❝❤t✐❣❦❡✐t ✈❡r✇❡♥❞❡t✳

✸✳✷ ❘ö♥t❣❡♥✲ ✉♥❞ ◆❡✉tr♦♥❡♥r❡✢❡❦t♦♠❡tr✐❡

❉✐❡ ▼❡t❤♦❞❡ ❞❡r ❘ö♥t❣❡♥r❡✢❡①✐♦♥ ③✉r ❘❛✉✐❣❦❡✐t✲ ✉♥❞ ❙❝❤✐❝❤t❞✐❝❦❡♥❜❡st✐♠♠✉♥❣ ❢✉♥❦t✐♦✲

♥✐❡rt ✈♦❧❧❦♦♠♠❡♥ ❛♥❛❧♦❣ ③✉r ◆❡✉tr♦♥❡♥r❡✢❡①✐♦♥✳ ❇❡✐❞❡ ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡♥ s✐❝❤ ❧❡❞✐❣❧✐❝❤ ✐♥ ❞❡r

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✐❤r❡r ❇r❡❝❤✉♥❣s✐♥❞✐③❡s✳ ❲ä❤r❡♥❞ s✐❝❤ ❞✐❡s❡ ❜❡✐ ❞❡r ❘ö♥t❣❡♥r❡✢❡①✐♦♥ ❛✉s ❞❡r

❊❧❡❦tr♦♥❡♥❞✐❝❤t❡ ❞❡r ③✉ ✉♥t❡rs✉❝❤❡♥❞❡♥ Pr♦❜❡ ❡r❣✐❜t✱ ✇✐r❞ ✐♠ ❋❛❧❧❡ ❞❡r ◆❡✉tr♦♥❡♥str❡✉✲

✉♥❣ ❛✉❢ ❡✐♥❡ ❉❛t❡♥❜❛♥❦ ✈♦♥ ❙tr❡✉❧ä♥❣❡♥ ③✉rü❝❦❣❡❣r✐✛❡♥✳ ❉✐❡ ❇r❡❝❤✉♥❣ s♦❧❧ ✐♠ ❋♦❧❣❡♥✲

❞❡♥ ❛♥❤❛♥❞ ❞❡r ❘ö♥t❣❡♥r❡✢❡①✐♦♥ ❡r❧ä✉t❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❲ä❤r❡♥❞ ❜❡✐ ❞❡r ◆✉❧❧✲❊❧❧✐♣s♦♠❡tr✐❡

❞❛s ❙❝❤✐❝❤t✇❛❝❤st✉♠ ✐♥✲s✐t✉ ❜❡st✐♠♠t ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✱ ✇✐r❞ ❜❡✐ ❞❡r ❘ö♥t❣❡♥✲ ❜③✇✳ ◆❡✉tr♦✲

♥❡♥r❡✢❡①✐♦♥ ❞✐❡ ▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t ❡rst ♠✐t ❞❡r ❉✐♣♣✐♥❣ ▼❡t❤♦❞❡ ♣rä♣❛r✐❡rt✱ ❣❡tr♦❝❦♥❡t ✉♥❞

❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ❞✐❡ ✈❡r♠❡ss❡♥✳

✸✳✷✳✶ ❙tr❡✉❣❡♦♠❡tr✐❡

■♥ ❞✐❡s❡♠ ❆❜s❝❤♥✐tt s♦❧❧ ❞✐❡ ❞❡r ❘❡✢❡①✐♦♥s❡①♣❡r✐♠❡♥t❡ ③✉❣r✉♥❞❡❧✐❡❣❡♥❞❡ ●❡♦♠❡tr✐❡ ❡r❧ä✉✲

t❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛❜❡✐ s♦❧❧ ❞❛s ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠ s♦ ❣❡✇ä❤❧t s❡✐♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❙✉❜str❛t♦❜❡r✢ä❝❤❡

✷✻
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✐♥ ❞❡r xy✲❊❜❡♥❡ ❧✐❡❣t ✉♥❞ ❞✐❡ z✲❖❜❡r✢ä❝❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ③✉r ❖❜❡r✢ä❝❤❡♥♥♦r♠❛❧❡♥ s❡✐♥ s♦❧❧✳ ❋ür

❞✐❡ ❙tr❡✉❣❡♦♠❡tr✐❡ ✇✐r❞ ❤✐❡r✱ ✐♠ ●❡❣❡♥s❛t③ ③✉r ❦❧❛ss✐s❝❤❡♥ ❖♣t✐❦✱ ❞❡r ❊✐♥❢❛❧❧s✲ ✉♥❞ ❆✉s✲

❢❛❧❧s✇✐♥❦❡❧ ③✇✐s❝❤❡♥ ❖❜❡r✢ä❝❤❡ ✉♥❞ ❙tr❛❤❧ ❛♥❣❡❣❡❜❡♥✳ ❚r✐✛t ❞❡r ❙tr❛❤❧ ✉♥t❡r ❞❡♠ ❊✐♥❢❛❧❧s✲

✇✐♥❦❡❧ ✭θi✮ ❛✉❢ ❞✐❡ ❖❜❡r✢ä❝❤❡✱ s♦ ✇✐r❞ ❡✐♥ ❚❡✐❧ ❞❡s ❙tr❛❤❧s ✉♥t❡r ❞❡♠ ❆✉str✐tts✇✐♥❦❡❧ ✭θf ✮

r❡✢❡❦t✐❡rt✳ ●❧❡✐❝❤③❡✐t✐❣ ✇✐r❞ ❡✐♥ ❚❡✐❧ ❞❡s ❡✐♥❢❛❧❧❡♥❞❡♥ ❙tr❛❤❧s ❛♥ ❞❡r ❖❜❡r✢ä❝❤❡ ❣❡❜r♦❝❤❡♥✳

❋ür ❘ö♥t❣❡♥✲ ✉♥❞ ◆❡✉tr♦♥❡♥str❛❤❧✉♥❣ ✇✐r❞ ③✉♠ ▲♦t ❤✐♥ ❣❡❜r♦❝❤❡♥✳

❉❡s✇❡✐t❡r❡♥ ✐st ❡s ✐♥ ❞❡r ❘ö♥t❣❡♥ ✉♥❞ ◆❡✉tr♦♥❡♥r❡✢❡①✐♦♥ ü❜❧✐❝❤ st❛tt ❞❡♥ ❡✐♥❢❛❧❧❡♥❞❡♥

❙tr❛❤❧ ✭~k✐✮ ✉♥❞ ❞❡♥ r❡✢❡❦t✐❡rt❡r ❙tr❛❤❧ ✭~k❢✮✱ ❞❡♥ ❲❡❧❧❡♥✈❡❦t♦rtr❛♥s❢❡r ✭~Q③✮ ❡✐♥③✉❢ü❤r❡♥

✭s✐❡❤❡ ❆❜❜✳✸✳✸✮✳ ❉✐❡s❡r ❲❡❧❧❡♥✈❡❦t♦rtr❛♥s❢❡r ✐st ❞❡✜♥✐❡rt ❛❧s ❞✐❡ ❙✉❜tr❛❦t✐♦♥ ✈♦♥ r❡✢❡❦t✐❡r✲

t❡r ✉♥❞ ❡✐♥❢❛❧❧❡♥❞❡r ❲❡❧❧❡✳

| ~Qz| = |~kf − ~ki| =
2π

λ
sin(θf ) +

2π

λ
sin(θi) =

2π

λ
(sin(θf ) + sin(θi). ✭✸✳✶✮

■st ❊✐♥tr✐tts✇✐♥❦❡❧ ❣❧❡✐❝❤ ❆✉str✐tts✇✐♥❦❡❧ ✭θi = θf ✮✱ s♦ s♣r✐❝❤t ♠❛♥ ✈♦♥ s♣❡❦✉❧❛r❡r ❘❡✲

✢❡①✐♦♥✱ ✇♦❜❡✐ ❞✐❡ ❲❡❧❧❡♥③❛❤❧❡♥ ~k✐ ✉♥❞ ~k❢ ❞✐❡ ❙tr❡✉❡❜❡♥❡ ❞❡✜♥✐❡r❡♥ ✇❡❧❝❤❡ s❡♥❦r❡❝❤t ③✉r

❖❜❡r✢ä❝❤❡ ❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧s ✐st✳ ❋ür ~Q③ ❣✐❧t s♦♠✐t

| ~Qz| =
4π

λ
sin(θi). ✭✸✳✷✮

❉✐❡ s♣❡❦✉❧❛r❡ ❘❡✢❡①✐♦♥ ❡r❧❛✉❜t ❊✐♥❜❧✐❝❦ ✐♥ ❞✐❡ ✈❡rt✐❦❛❧❡ ❊❜❡♥❡ ❞❡s ❋✐❧♠s✳ ■♠ ❋❛❧❧ ❞❡r

❖✛✲s♣❡❦✉❧❛r❡♥ ❘❡❧❡①✐♦♥ ✭θi 6= θf ✮ ✐st ❞✐❡ ●❡✇✐♥♥✉♥❣ ❧❛t❡r❛❧❡r ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ r❛✉❡r ●r❡♥③✲

✢ä❝❤❡♥ ♠ö❣❧✐❝❤✳

❋ür ❘ö♥t❣❡♥✲ ✉♥❞ ◆❡✉tr♦♥❡♥str❛❤❧✉♥❣ ♠✐t ❡✐♥❡r ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ✭λ✮ ✇❡❧❝❤❡ ✐♥ ❞❡r ●röÿ❡♥✲

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✸✿ ✭❧✐♥❦s✮ ❚r✐✛t s✐❝❤t❜❛r❡s ▲✐❝❤t ❛✉❢ ❡✐♥ ❙✉❜str❛t✱ s♦ ✇✐r❞ ❞✐❡s❡s ③✉♠ ❚❡✐❧ ❛♥ ❞❡r
❖❜❡r✢ä❝❤❡ r❡✢❡❦t✐❡rt ✉♥❞ ❣❡❜r♦❝❤❡♥✳ ❉❡r ❡✐♥❢❛❧❧❡♥❞❡ ❙tr❛❤❧ tr✐✛t ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❢ür s✐❝❤t❜❛r❡s
▲✐❝❤t ♦♣t✐s❝❤ ❞ü♥♥❡r❡♠ ▼❡❞✐✉♠ ✭n▲✉❢t = 1✮ ✐♥ ❡✐♥ ♦♣t✐s❝❤ ❞✐❝❤t❡r❡s ▼❡❞✐✉♠ ✭n > 1✮ ✉♥❞
✇✐r❞ ❞❛❜❡✐ ③✉♠ ▲♦t ❤✐♥❣❡❜r♦❝❤❡♥✳ ✭r❡❝❤ts✮ ❇❡✐ ❘ö♥t❣❡♥ ✉♥❞ ◆❡✉tr♦♥❡♥str❛❤❧❡♥ ❤✐♥❣❡❣❡♥
✐st ❞❡r ❇r❡❝❤✉♥❣s✐♥❞❡① ❜❡✐ ❞❡♥ ✐♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥ Pr♦❜❡♥ ❦❧❡✐♥❡r ❛❧s ✶ ✉♥❞ ❞❛❤❡r
✇✐r❞ ❞❡r ❙tr❛❤❧ ✈♦♠ ▲♦t ✇❡❣❣❡❜r♦❝❤❡♥✳ ❯♥t❡r❤❛❧❜ ❡✐♥❡s s♦ ❣❡♥❛♥♥t❡♥ ❦r✐t✐s❝❤❡♥ ❲✐♥❦❡❧s
✭θc✮ ✐st ❞❛♠✐t ❚♦t❛❧r❡✢❡①✐♦♥ ♠ö❣❧✐❝❤✳

♦r❞♥✉♥❣ ❡✐♥✐❣❡r ➴ ❧✐❡❣t✱ s❡t③t s✐❝❤ ❞❡r ❇r❡❝❤✉♥❣s✐♥❞❡① ❢♦❧❣❡♥❞❡r♠❛ÿ❡♥ ③✉s❛♠♠❡♥

n = 1− δ + i · β ✭✸✳✸✮

✷✼
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✇♦❜❡✐ ❞❡r ❘❡❛❧t❡✐❧ ✈♦♠ ❇r❡❝❤♥✉♥❣s✐♥❞❡① ✭♥✮ ❦❧❡✐♥❡r ❛❧s ✶ ✐st✳ ❉❡r ❉✐s♣❡rs✐♦♥s❦♦❡✣③✐❡♥t ✭δ✮

❜❡s❝❤r❡✐❜t ❤✐❡r❜❡✐ ❞✐❡ ❉✐s♣❡rs✐♦♥s❡✐❣❡♥s❝❤❛❢t ❞❡r ❙tr❛❤❧✉♥❣✱ ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡r ❆❜s♦r♣t✐♦♥s❦♦✲

❡✣③✐❡♥t ✭β✮ ❞✐❡ ❆❜s♦r♣t✐♦♥s❡✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❞❡r ❯♠❣❡❜✉♥❣ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ λ ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t✳ ❉❡r

❉✐s♣❡rs✐♦♥st❡r♠ ✐st ✈♦♥ ❞❡r ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ❛❜❤ä♥❣✐❣ ✉♥❞ ✈♦♥ ❞❡r ❆rt ❞❡r ❙tr❡✉✉♥❣✳ ■♠ ❋❛❧❧❡

❞❡r ❘ö♥t❣❡♥r❡✢❡❦t♦♠❡tr✐❡ str❡✉❡♥ ❞✐❡ ❘ö♥t❣❡♥str❛❤❧❡♥ ❛♥ ❞❡r ❊❧❡❦tr♦♥❡♥❤ü❧❧❡✱ ✇ä❤r❡♥❞

❜❡✐ ❞❡r ◆❡✉tr♦♥❡♥r❡✢❡❦t♦♠❡tr✐❡ ❞✐❡ ❙tr❛❤❧❡♥ ❛♠ ❆t♦♠❦❡r♥ str❡✉❡♥✳ ❙♦♠✐t ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❢ür

❞❡♥ ❉✐s♣❡rs✐♦♥st❡r♠ ❢ür ❞✐❡ ❥❡✇❡✐❧✐❣❡ ❙tr❛❤❧✉♥❣s❛rt ❢♦❧❣❡♥❞❡r ❆✉s❞r✉❝❦✳

❋ür ❘ö♥t❣❡♥str❛❤❧✉♥❣✿ δ =

(
λ2

2π

)

reρe ✭✸✳✹✮

❋ür ◆❡✉tr♦♥❡♥str❛❤❧✉♥❣✿ δ =

(
λ2

2π

)

❙▲❉ ✭✸✳✺✮

♠✐t ❞❡r ❊❧❡❦tr♦♥❡♥❞✐❝❤t❡ ✭ρe✮ ❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧s ✉♥❞ ❞❡♠ ❘❛❞✐✉s ❡✐♥❡s ❦❧❛ss✐s❝❤❡♥ ❊❧❡❦tr♦♥s✱

❞❡♠ ❚❤♦♠s♦♥r❛❞✐✉s ✭re✮ ♠✐t re = 2, 82 · 10−15♠ = 2, 82 · 10−5➴ ❢ür ❞❡♥ ❋❛❧❧ ❞❡r ❘ö♥t✲

❣❡♥r❡✢❡①✐♦♥✳ ❍❛♥❞❡❧t ❡s s✐❝❤ ❤✐♥❣❡❣❡♥ ✉♠ ◆❡✉tr♦♥❡♥r❡✢❡①✐♦♥✱ s♦ ❡rs❡t③t ♠❛♥ ❞✐❡ ❊❧❡❦tr♦✲

♥❡♥❞✐❝❤t❡ ✉♥❞ ❞❡♥ ❚❤♦♠s♦♥r❛❞✐✉s ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❙tr❡✉❧ä♥❣❡♥❞✐❝❤t❡ ✭❙▲❉✮ ❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧s✳ ❉✐❡

❙tr❡✉❧ä♥❣❡♥❞✐❝❤t❡ ✈❛r✐✐❡rt✱ ✐♠ ●❡❣❡♥s❛t③ ③✉r ❊❧❡❦tr♦♥❡♥❞✐❝❤t❡✱ ✉♥r❡❣❡❧♠äÿ✐❣ ✈♦♥ ❊❧❡♠❡♥t

③✉ ❊❧❡♠❡♥t✳ ❊s ❦♦♠♠❡♥ s♦✇♦❤❧ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛❧s ❛✉❝❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❙tr❡✉❧ä♥❣❡♥ ✈♦r✳ ❇❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐✲

s❡ ❜❡s✐t③t ❲❛ss❡rst♦✛ ✭1❍✮ ❡✐♥❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❙tr❡✉❧ä♥❣❡✱ ✇ä❤r❡♥❞ ❞❛s ■s♦t♦♣ ❉❡✉t❡r✐✉♠ ✭2❍✮

❡✐♥❡ ❣r♦ÿ❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❙tr❡✉❧ä♥❣❡ ❜❡s✐t③t✳ ❉❛♠✐t ❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ❙tr❡✉❧ä♥❣❡♥✲

❞✐❝❤t❡♥ ✈♦♥ ❍2❖ ♠✐t ❙▲❉✭❍2❖✮= −0, 56 · 1014♠2 ✉♥❞ ❞✐❡ ❞❡s s❝❤✇❡r❡♥ ❲❛ss❡rs ❉2❖ ✈♦♥

❙▲❉✭❉2❖✮= 6, 34 ·1014♠2 ❬❲✐♥t❡r ✉♥❞ ◆♦❧❧✱ ✷✵✶✸❪✳ ❇❡✐ ❍2❖ ❤❛t ❞✐❡s ③✉r ❋♦❧❣❡✱ ❞❛ss n > 1

✐st✳ ❊✐♥❡ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡ ❚❛❜❡❧❧❡ sä♠t❧✐❝❤❡r ❙tr❡✉❧ä♥❣❡♥❞✐❝❤t❡♥ ✜♥❞❡t ♠❛♥ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡

✉♥t❡r ❬◆■❙❚✱ ✶✾✾✾❪✳ ❩✉r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ❙tr❡✉❧ä♥❣❡♥❞✐❝❤t❡ ❦❛♥♥ ❛✉❝❤ ❢♦❧❣❡♥❞❡

❙❡✐t❡ ❣❡♥✉t③t ✇❡r❞❡♥ ❬◆■❙❚✱ ✷✵✶✺❪✳

❉❡r ❆❜s♦r♣t✐♦♥s❦♦❡✣③✐❡♥t ✭β✮ ✐st ❢ür ❘ö♥t❣❡♥str❛❤❧✉♥❣ ♣♦s✐t✐✈ ✉♥❞ ❤ä♥❣t ✈♦♠ ❧✐♥❡❛r❡♥

▼❛ss❡♥❛❜s♦r♣t✐♦♥s❦♦❡✣③✐❡♥t❡♥ ✭µ✮ ❛❜ ✉♥❞ ❧❛✉t❡t ✇✐❡ ❢♦❧❣t✿

β =
µλ

4π
✭✸✳✻✮

❇❡✐ ◆❡✉tr♦♥❡♥str❡✉✉♥❣ ✐st β ♠✐t β(λ) ∼ 10−12 ③✉ ✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣❡♥✱ ❛✉ÿ❡r ❢ür ❡✐♥ ♣❛❛r ❊❧❡✲

♠❡♥t❡ ✭●❞✱❙♠✱❇✱❈❞✮✱ ✇♦ ❞✐❡ ♥✉❦❧❡❛r❡ ❘❡s♦♥❛♥③ ❞✐❡ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ❡r❤ö❤t✳ ■♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t

❧✐❡❣❡♥ ❞✐❡ ❲❡rt❡ ❞❡r P❛r❛♠❡t❡r δ✭λ✮ ✉♥❞ β✭λ✮ ❜❡✐ ❞❡r ❘ö♥t❣❡♥str❡✉✉♥❣ ✐♥ ❞❡r ●röÿ❡♥✲

♦r❞♥✉♥❣ ✈♦♥ 10−6 ❜❡③✐❡❤✉♥❣s✇❡✐s❡ 10−8✳ ❇❡✐ ❞❡r ◆❡✉tr♦♥❡♥str❡✉✉♥❣ ❣✐❧t ❢ür β ✐♥ ❞✐❡s❡r

❆r❜❡✐t β(λ) = 0✳

❉❛s ❙♥❡❧❧✐✉ss❝❤❡ ❇r❡❝❤✉♥❣s❣❡s❡t③ ✐st ❛✉❝❤ ❢ür ❞✐❡ ❘ö♥t❣❡♥✲ ✉♥❞ ◆❡✉tr♦♥❡♥r❡✢❡①✐♦♥ ❛♥✲

✇❡♥❞❜❛r ✉♥❞ ♠✐t n▲✉❢t = 1 ❣✐❧t✿

cos (θi) = n cos (θ′), ✭✸✳✼✮

♠✐t ❞❡♠ ❲✐♥❦❡❧ ③✇✐s❝❤❡♥ ❖❜❡r✢ä❝❤❡ ✉♥❞ ❣❡❜r♦❝❤❡♥❡♠ ❙tr❛❤❧ ✭θ′✮ ✭s✐❡❤❡ ❆❜❜✳✸✳✸✮✳ ❲✐❡

❜❡r❡✐ts ❡r✇ä❤♥t ❜r✐❝❤t ✐♠ ❦♦♥❦r❡t❡♥ ❋❛❧❧ ❞❡r ❘ö♥t❣❡♥✲ ✉♥❞ ◆❡✉tr♦♥❡♥str❡✉✉♥❣ ❢ür δ > 1

❞❡r ❡✐♥❢❛❧❧❡♥❞❡ ❙tr❛❤❧ ✈♦♠ ▲♦t ✇❡❣ ✇❡♥♥ ❞✐❡s❡r ✐♥ ❞❛s ❙✉❜str❛t ❡✐♥tr✐tt✳ ❉❛s ❤❛t ③✉r

✷✽
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❋♦❧❣❡✱ ❞❛ss ✉♥t❡r❤❛❧❜ ❡✐♥❡s ❦r✐t✐s❝❤❡♥ ❲✐♥❦❡❧s ✭θc✮ ❚♦t❛❧r❡✢❡①✐♦♥ ❛♥ ❞❡r ❖❜❡r✢ä❝❤❡ ❛✉❢tr✐tt✳

❇❡✐ ❊✐♥❢❛❧❧s✇✐♥❦❡❧ ♦❜❡r❤❛❧❜ ❞❡s ❦r✐t✐s❝❤❡♥ ❲✐♥❦❡❧s θi > θc ♥✐♠♠t ❞✐❡ ❊✐♥❞r✐♥❣t✐❡❢❡ ✐♥

❞❛s ❙✉❜str❛t st❛r❦ ③✉ ✇❡❧❝❤❡ ♥✉r ✈♦♠ ❆❜s♦r❜t✐♦♥s❦♦❡✣③✐❡♥t❡♥ ✭β✮ ❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧s ❧✐♠✐t✐❡rt

✇✐r❞ ❬❚♦❧❛♥✱ ✶✾✾✾❪✳ ❉✐❡s❡r ❤❛t ❧❡❞✐❣❧✐❝❤ ❡✐♥❡♥ ❊✐♥✢✉ss ✐♥ ❞❡r ◆ä❤❡ ❞❡s ❦r✐t✐s❝❤❡♥ ❲✐♥❦❡❧s✱

✇❛s ③✉ ❡✐♥❡r ❇❡✉❣✉♥❣ ❞❡r ❘❡✢❡①✐♦♥s❦✉r✈❡ ❛♥ ❞✐❡s❡r ❙t❡❧❧❡ ❢ü❤rt✳ ❆♥❣❡♥♦♠♠❡♥✱ ❞❛ss β

✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣t ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥ ✭n = 1− δ✮✱ s♦ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❛♥ ❞❡r ❙t❡❧❧❡ ❞❡s ❦r✐t✐s❝❤❡♥ ❲✐♥❦❡❧s

θc ✭❛♠ ❦r✐ts❝❤❡♥ ❲✐♥❦❡❧ ❜❡✜♥❞❡t s✐❝❤ ❞❡r r❡✢❡❦t✐❡rt❡ ❙tr❛❤❧ ❞✐r❡❦t ❡♥t❧❛♥❣ ❞❡s ❙✉❜str❛ts

✉♥❞ θf = 0✮ ❞✉r❝❤ ❡✐♥s❡t③❡♥ ✈♦♥ ●❧✳ ✸✳✸ ✐♥ ●❧✳ ✸✳✼ ❞❡r ❆✉s❞r✉❝❦

cos (θc) = 1− δ ✭✸✳✽✮

❋ür ❦❧❡✐♥❡ ❲✐♥❦❡❧ ✐st cos(θc) = 1− θ2c
2 ✉♥❞ ❢ür θc ❢♦❧❣t ♥❛❝❤ ❡✐♥❡r ❚❛②❧♦r❡♥t✇✐❝❦❧✉♥❣✿

θc =
√
2δ ✭✸✳✾✮

◆✉t③t ♠❛♥ ♥✉♥ ❞✐❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣❡♥ ❛✉s ●❧✳✸✳✹ ✉♥❞ ●❧✳ ✸✳✺✱ s♦ ❤ä♥❣t ❞❡r ❦r✐t✐s❝❤❡ ❲✐♥❦❡❧ θc
✈♦♥ ❞❡r ❊❧❡❦tr♦♥❡♥❞✐❝❤t❡ ❜③✇✳ ❞❡r ❙tr❡✉❧ä♥❣❡♥❞✐❝❤t❡ ❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧s ❛❜✳

❋ür ❘ö♥t❣❡♥str❛❤❧✉♥❣✿ θc =

√
2πρere
k

✭✸✳✶✵✮

❋ür ◆❡✉tr♦♥❡♥str❛❤❧✉♥❣✿ θc =

√
4π · ❙▲❉
k

✭✸✳✶✶✮

♠✐t ❞❡r ❲❡❧❧❡♥③❛❤❧ ✭k✮ ✭k = 2π/λ✮✳ ❉❡♠♥❛❝❤ ❤ä♥❣t θc s♦✇♦❤❧ ✈♦♥ ❞❡r ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥ ❲❡❧❧❡♥✲

❧ä♥❣❡✱ ❛❧s ❛✉❝❤ ✈♦♥ ❞❡r ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ❊❧❡❦tr♦♥❡♥❞✐❝❤t❡ ❜③✇✳ ❙tr❡✉❧ä♥❣❡♥❞✐❝❤t❡ ❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧s

❛❜✳

✸✳✷✳✷ ❘❡✢❡①✐♦♥ ❛♥ ❡✐♥❡r ✐❞❡❛❧❡♥ ❣❧❛tt❡♥ ❖❜❡r✢ä❝❤❡

❉✐❡ s♣❡❦✉❧❛r❡ ❘❡✢❡①✐♦♥ ❛♥ ❡✐♥❡r ③✉♥ä❝❤st ✐❞❡❛❧❡♥ ❣❧❛tt❡♥ ❖❜❡r✢ä❝❤❡ ❦❛♥♥ ♠✐tt❡❧s ❞❡r

❦❧❛ss✐s❝❤❡♥ ❖♣t✐❦ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❋r❡s♥❡❧❦♦❡✣③✐❡♥t❡♥ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❉❡r ❘❡✢❡①✐♦♥s❦♦❡❢✲

✜③✐❡♥t ✭r✮ ❜❡✐ ❡✐♥❡r s♣❡❦✉❧❛r❡♥ ❘❡✢❡①✐♦♥ ❛♥ ❡✐♥❡r ✐❞❡❛❧ ❣❧❛tt❡♥ ❖❜❡r✢ä❝❤❡ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ③✉

❢♦❧❣❡♥❞❡♠ ❆✉s❞r✉❝❦ ❬❏❡❛♥ ❉❛✐❧❧❛♥t✱ ✷✵✵✾❪✿

r(θi) =
sin(θi)−

√

n2 − cos2(θi)

sin(θi) +
√

n2 − cos2(θi)
. ✭✸✳✶✷✮

❯♥t❡r ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ✈♦♥ ●❧✳ ✸✳✸ ✉♥❞ ❱❡r♥❛❝❤❧äss✐❣✉♥❣ ❞❡r ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❢ür ❞❛s

◗✉❛❞r❛t ❞❡s ❇r❡❝❤✉♥❣s✐♥❞❡①❡s ♥ ❞❡r ❆✉s❞r✉❝❦

n2 = 1− 2δ + δ2. ✭✸✳✶✸✮

❋ür ❦❧❡✐♥❡ ❲✐♥❦❡❧ ❣✐❧t ❛✉ÿ❡r❞❡♠ ❞❛s cos(θi) = 1−θ2i /2 ✐st ✉♥❞✱ ❞❛ δ ✐♥ ❞❡r ●röÿ❡♥♦r❞♥✉♥❣

✈♦♥ 10−6 ❧✐❡❣t✱ ❦❛♥♥ δ2 ✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣t ✇❡r❞❡♥✳ ❯♥t❡r ❇❡❛❝❤t✉♥❣ ✈♦♥ ●❧✳ ✸✳✾ ✈❡r❡✐♥❢❛❝❤t

s✐❝❤ ●❧✳ ✸✳✶✸ ③✉✿

n2 = 1− 2δ = 1− θ2c . ✭✸✳✶✹✮

✷✾
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❆✉s ●❧✳ ✸✳✶✷ ❢♦❧❣t s♦♠✐t✿

r(θi) =
θi −

√

θ2i − θ2c

θi +
√

θ2i − θ2c

. ✭✸✳✶✺✮

▲❡t③t❡♥❞❧✐❝❤ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞✐❡ ❋r❡s♥❡❧✲❘❡✢❡❦t✐✈✐tät ✭RF ✮ ❛✉s ❞❡♠ ❇❡tr❛❣sq✉❛❞r❛t ❞❡s ❘❡✢❡✲

①✐♦♥s❦♦❡✣③✐❡♥t❡♥ r✿

RF (θi) = rr∗ =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

θi −
√

θ2i − θ2c

θi +
√

θ2i − θ2c

∣
∣
∣
∣
∣
∣

2

. ✭✸✳✶✻✮

❇❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t ♠❛♥ ♥✉♥ ❞✐❡ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ③✳❇✳ ❜❡✐ ❘ö♥t❣❡♥str❛❤❧✉♥❣✱ s♦ ✇✐r❞ ❞❡r ❇r❡❝❤✉♥❣s✲

✐♥❞❡① ❦♦♠♣❧❡① ✉♥❞ RF ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ③✉✿

RF (θi) = rr∗ =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

θi −
√

θ2i − θ2c − 2iβ

θi +
√

θ2i − θ2c − 2iβ

∣
∣
∣
∣
∣
∣

2

. ✭✸✳✶✼✮

❉✉r❝❤ ●❧✳ ✸✳✷✱ ●❧✳ ✸✳✾ ✉♥❞ ●❧✳ ✸✳✹ ❦❛♥♥ RF ❛✉❝❤ ♠✐t ❍✐❧❢❡ ✈♦♥ Qz ❛♥❣❡❣❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥

RF (Qz) = rr∗ =

∣
∣
∣
∣
∣

Qz −
√

Q2
z −Q2

c − 2i(2k)2β

Qz +
√

Q2
z −Q2

c − 2i(2k)2β

∣
∣
∣
∣
∣

2

, ✭✸✳✶✽✮

♠✐t ❞❡♠ ❦r✐t✐s❝❤❡♥ ❲❡❧❧❡♥✈❡❦t♦rtr❛♥s❢❡r ✭Q❝✮✳ ■st ❞❡r ❲❡❧❧❡♥✈❡❦t♦rtr❛♥s❢❡r Qz ❣r♦ÿ ✐♠

❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✉♠ Q❝✲❲❡rt ✭Qz > 3Qz✮✱ s♦ ❧ässt s✐❝❤ ✸✳✶✽ ✈❡r❡✐♥❢❛❝❤❡♥ ③✉

RF (Qz) ≈
Q4
c

16Q4
z

∝ 1

Q4
z

. ✭✸✳✶✾✮

❉❛♠✐t ❧ässt s✐❝❤ ❡✐♥❡ s♦❧❝❤❡ ❘❡✢❡①✐♦♥s❦✉r✈❡ ✐♥ ❞r❡✐ ❇❡r❡✐❝❤❡ ✉♥t❡rt❡✐❧❡♥✳ ❯♥t❡r❤❛❧❜ ❞❡s

❦r✐t✐s❝❤❡♥ ❲✐♥❦❡❧s ✭Qz < Qc✮ ❜❡♦❜❛❝❤t❡t ♠❛♥ ❡✐♥ ■♥t❡♥s✐täts♣❧❛t❡❛✉ ♠✐t RF (Qz) = 1✳ ❆♠

❦r✐t✐s❝❤❡♥ ❲✐♥❦❡❧ ✭Qz = Qc✮ ❤❛t ♠❛♥ ❡✐♥❡♥ s❡❤r st❛r❦❡♥ ■♥t❡♥s✐täts❛❜❢❛❧❧ ③✉ ✈❡r③❡✐❝❤♥❡♥

✭❋❛❦t♦r ✷✮ ✉♥❞ ❢ür ❣r♦ÿ❡ Qz✲❲❡rt❡ ♠✐t Qz > 3Qc ❢ä❧❧t ❞✐❡ ■♥t❡♥s✐tät ♠✐t 1/Q4
z ✇❡✐t❡r ❛❜✳

✸✳✷✳✸ ❇♦r♥s❝❤❡ ◆ä❤❡r✉♥❣ ✉♥❞ ❦✐♥❡♠❛t✐s❝❤❡ ❚❤❡♦r✐❡

❩✉♥ä♥❝❤st s❡✐ ♥♦❝❤ ❡✐♥♠❛❧ ❛✉❢ ❞❡♥ ❇r❡❝❤✉♥❣s✐♥❞❡① ❡✐♥❣❡❣❛♥❣❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡r ❜❡r❡✐ts ✐♥ ●❧❡✐✲

❝❤✉♥❣ ✸✳✸ ❛♥❣❡❣❡❜❡♥ ✇✉r❞❡✳ ❩✉ ❞✐❡s❡r ▲ös✉♥❣ ❣❡❧❛♥❣t ♠❛♥ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ❛♥♥✐♠♠t ❞❛ss ❛✉❢✲

❣r✉♥❞ ❞❡r ❤♦❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❞❡r ❘ö♥t❣❡♥str❛❤❧❡♥ ✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✉ ❞❡♥ ❇✐♥❞✉♥❣s❡♥❡r❣✐❡♥ ❧❡✐❝❤✲

t❡r ❆t♦♠❡✱ ❞✐❡ ❊❧❡❦tr♦♥❡♥ ❛❧s ❢r❡✐ ❛♥❣❡s❡❤❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❇❡✜♥❞❡t s✐❝❤ ❡✐♥ s♦❧❝❤❡s ❢r❡✐❡s

❊❧❡❦tr♦♥ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❤❛r♠♦♥✐s❝❤❡♥ ❲❡❝❤s❡❧❢❡❧❞ ~E(~r, t) = ~E(~r)eiωt✱ s♦ ❡r❢ä❤rt ❞✐❡s❡s ❡✐♥❡ ♠❛✲

①✐♠❛❧❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ~v = e
iωme

~E ♠✐t ❞❡r ▼❛ss❡ ❡✐♥❡s ❊❧❡❦tr♦♥s ✭m❡✮✳ ❉✐❡ s♦♠✐t ❜❡✇❡❣t❡

❊❧❡❦tr♦♥❡♥❞✐❝❤t❡ ✭ρe✮ ❦❛♥♥ ❛❧s ❡✐♥❡ ❙tr♦♠❞✐❝❤t❡ ♠✐t ~j = ρee~v = ρee
2

iωme
~E ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥✳

❯♥t❡r ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r ▼❛①✇❡❧❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❢ür ❞✐❡ ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣sstr♦♠❞✐❝❤t❡ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞❡r

❆✉s❞r✉❝❦

~∇× ~H = ~j +
∂ ~E

∂t
=
∂ ~D

∂t
= ǫrǫ0

∂E

∂t
. ✭✸✳✷✵✮

✸✵
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❉❛s ■♥❞✉❦t✐♦♥s❣❡s❡t③ ✈♦♥ ❋❛r❛❞❛② ✭~∇× ~E = −µrµ0 ∂ ~H∂t ✮ ❦❛♥♥ ♥✉♥ ❡✐♥❣❡s❡t③t ✇❡r❞❡♥ ✉♥❞

♠❛♥ ❡r❤ä❧t ❞✐❡ ❲❡❧❧❡♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣

(

~∆− ǫrǫ0µ0ω
2
)

~E(~r) =

(

~∆− n2(~r)
ω2

c2

)

~E(~r) = 0, ✭✸✳✷✶✮

♠✐t ❞❡r ▲✐❝❤t❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✭c✮ ✉♥❞ ❞❡r P❡r♠✐tt✐✈✐tät ✭ǫr✮ ❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧s✳ ❊✐♥ ❑♦❡✣③✐❡♥✲

t❡♥✈❡r❣❧❡✐❝❤ ❡r❣✐❜t n2 = ǫr✳ ❯♥t❡r ❆♥♥❛❤♠❡ ❡✐♥❡s ❤♦♠♦❣❡♥❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧s ❦❛♥♥ ●❧✳ ✸✳✷✶ ♠✐t

❍✐❧❢❡ ✈♦♥ ❡❜❡♥❡♥ ❲❡❧❧❡♥ ❣❡❧öst ~E(~r, t) = E0e
i(ωt−~k~r) ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ▲ös✉♥❣ ❞✐❡s❡s ❆♥s❛t③❡s ✐st

❣❡r❛❞❡ ❞❡r ❇r❡❝❤✉♥❣s✐♥❞❡① ♥ ✐♥ ●❧✳ ✸✳✸✱ ✇♦❜❡✐ ❞✐❡ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ✈♦♥ ❘ö♥t❣❡♥str❛❤❧✉♥❣

♠✐t ▼❛t❡r✐❡ ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t ✇✉r❞❡✳

❆❧s ❡rst❡♥ ❙❝❤r✐tt ✐st ❞✐❡ ③✉♥ä❝❤st ❡✐♥❢❛❝❤st❡ ❆♥♥❛❤♠❡ ❞✐❡ ❱❡r♥❛❝❤❧äss✐❣✉♥❣ ✈♦♥ ▼❡❤r✲

❢❛❝❤str❡✉✉♥❣ ❜❡✐ ❘❡✢❡①✐♦♥ ❛♥ ❡✐♥❡r ❞ü♥♥❡♥ ❙❝❤✐❝❤t✳ ❉✐❡s❡r ❋❛❧❧ ✐st ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r s❝❤✇❛✲

❝❤❡♥ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡r ❘ö♥t❣❡♥str❛❤❧❡♥ ✉♥❞ ♦r❣❛♥✐s❝❤❡r ▼❛t❡r✐❡ ❥❡♥s❡✐ts ❞❡s

❦r✐t✐s❝❤❡♥ ❲✐♥❦❡❧s ❣❡❣❡❜❡♥ ✭Qz > 3Qc✮✳ ❉❛❜❡✐ ❧ässt s✐❝❤ ❞❡r ❙tr❡✉q✉❡rs❝❤♥✐tt ✭ dσ
dΩ✮ ♥❛❝❤

❋❡r♠✐s ●♦❧❞❡♥❡r ❘❡❣❡❧ ❢ür ❡✐♥ ❙tr❡✉♣♦t❡♥t✐❛❧ ✭V (~r)✮ ♠✐t

dσ

dΩ
=

1

16π2
|〈ψf |V |ψi〉|2 ✭✸✳✷✷✮

❛♥❣❡❜❡♥✱ ♠✐t ψi ✭❡✐♥❢❛❧❧❡♥❞❡r ❙tr❛❤❧✮ ✉♥❞ ψf ✭r❡✢❡❦t✐❡rt❡r ❙tr❛❤❧✮ ❛❧s ▲ös✉♥❣❡♥ ❞❡r ●❧✳

✸✳✷✶✳ ❉✉r❝❤ ❞❛s ❊✐♥s❡t③❡♥ ❞❡s ❇r❡❝❤✉♥❣s✐♥❞❡①❡s ❛✉s ●❧✳ ✸✳✸ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ V (~r)

V (~r) = n(~r)k2 =

(

1− λ2re
2π

ρe(~r)

)

k20 ✭✸✳✷✸✮

❉❛s ❇❡tr❛❣sq✉❛❞r❛t ❞❡s ▼❛tr✐①❡❧❡♠❡♥t❡s ✐♥ ●❧✳ ✸✳✷✷ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ s♦♠✐t ③✉✿

|〈ψf |V |ψi〉|2 = 4πr2e

∣
∣
∣
∣

∫

ei(
~kf ·~r)ρe(~r)e

−i(~ki·~r)d3r

∣
∣
∣
∣

2

= 4π2r2e

∣
∣
∣
∣

∫

ρe~re
i( ~Qz~r)d3r

∣
∣
∣
∣

2

, ✭✸✳✷✹✮

♠✐t ~Qz = ~kf − ~ki✳ ❉❛s ❜❡❞❡✉t❡t✱ ❞❛ss ❞❛s ▼❛tr✐①❡❧❡♠❡♥t ✐♠ ❲❡s❡♥t❧✐❝❤❡♥ ❞❛s ❇❡tr❛❣s✲

q✉❛❞r❛t ❞❡r ❋♦✉r✐❡rtr❛♥s❢♦r♠✐❡rt❡♥ ❞❡r ❊❧❡❦tr♦♥❡♥❞✐❝❤t❡✈❡rt❡✐❧✉♥❣ ✐st✱ ✇❡❧❝❤❡s ✐♥ ❞❡r ❙✐✲

❣♥❛❧✈❡r❛r❜❡✐t✉♥❣ ❛✉❝❤ ❛❧s s♣❡❦tr❛❧❡ ▲❡✐st✉♥❣s❞✐❝❤t❡ ❜❡❦❛♥♥t ✐st ✉♥❞ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❲✐❡♥❡r✲

❈❤✐♥ts❝❤✐♥✲❚❤❡♦r❡♠ äq✉✐✈❛❧❡♥t ③✉r ❋♦✉r✐❡rtr❛♥s❢♦r♠✐❡rt❡♥ ❞❡r ❦♦rr❡s♣♦♥❞✐❡r❡♥❞❡♥ ❆✉t♦✲

❦♦rr❡❧❛t✐♦♥❢✉♥❦t✐♦♥ ✐st ❬❑❤✐♥t❝❤✐♥❡✱ ✶✾✸✹❪✳

∫

ρe(~r)e
−i( ~Qz~r)d3r

∫

ρe(~r′)e
−i( ~Qz ~r′)d3r =

∫

e−i(
~Qz ~R)d3R

∫

ρe(~r)ρe(~r + ~R)d3r, ✭✸✳✷✺✮

♠✐t ~R = ~r − ~r′✳ P❛r❛♠❡tr✐s✐❡rt ♠❛♥ ❞✐❡ Pr♦❜❡♥✢ä❝❤❡ ♠✐t S ✉♥❞ ❞✐❡ Pr♦❜❡♥❡❜❡♥❡ ❞✉r❝❤

❞❡♥ ❱❡❦t♦r ~rx,y✱ s♦ ❧ässt s✐❝❤ ❞❡r ❧❛t❡r❛❧❡ ▼✐tt❡❧✇❡rt ❞❡r ❊❧❡❦tr♦♥❡♥❞✐❝❤t❡ ✭ρ❛✈(z)✮ ❛♥❣❡❜❡♥

❛❧s✿

ρav(z) =
1

S

∫∫

d2rρe(~rxy, z). ✭✸✳✷✻✮

■♥s❣❡s❛♠t ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞✐❡ ❧❛t❡r❛❧❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ❊❧❡❦tr♦♥❡♥❞✐❝❤t❡ ρe✭~r✮ ❛✉s ❞❡r ❙✉♠♠❡

✸✶
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❞❡s ▼✐tt❡❧✇❡rt❡s ✉♥❞ ❡✐♥❡r ❧♦❦❛❧❡♥ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ρdiff (~r)✿

ρe(~r) = ρav + ρdiff (~r). ✭✸✳✷✼✮

❙❡t③t ♠❛♥ ♥✉♥ ❞✐❡s❡♥ ❆✉s❞r✉❝❦ ✐♥ ❞✐❡ ❆✉t♦❦♦rr❡❧❛t✐♦♥s❢✉♥❦t✐♦♥ ●❧✳ ✸✳✷✺ ❡✐♥✱ s♦ ❡r❤ä❧t ♠❛♥

❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣✿

∫

ρe(~r)ρe(~r + ~R)d3r =

∫

ρav(z)ρav(z + Z) + ρdiff (~r)ρdiff (~r + ~R)d3r, ✭✸✳✷✽✮

❞❛ ❞✐❡ ❣❡♠✐s❝❤t❡♥ ❚❡r♠❡ ✭ρav(z)ρdiff (r+R) ✉♥❞ ρav(z+Z)ρdiff (r)) ❦❡✐♥❡♥ ❇❡✐tr❛❣ ❧✐❡❢❡r♥✱

❞❛ ❞✐❡ ❊❧❡❦tr♦♥❡♥❞✐❝❤t❡✈❡rt❡✐❧✉♥❣❡♥ s♦✇♦❤❧ ✐♥ ❞❡r ❊❜❡♥❡✱ ❛❧s ❛✉❝❤ ✐♥ ③✲❘✐❝❤t✉♥❣ ✉♥❦♦rr❡✲

❧✐❡rt s✐♥❞✳ ❉❡r ❡rst❡ ❚❡r♠ ✐♥ ●❧✳ ✸✳✷✽ ❜❡s❝❤r❡✐❜t ❤✐❡r ❞✐❡ s♣❡❦✉❧❛r❡ ❘❡✢❡①✐♦♥✱ ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡r

③✇❡✐t❡ ❚❡r♠ ❞✐❡ ♥✐❝❤ts♣❡❦✉❧❛r❡ ❘ö♥t❣❡♥str❡✉✉♥❣ ✇✐❡❞❡rs♣✐❡❣❡❧t ✉♥❞ ❤✐❡r ♥✉r ❞❡r ❱♦❧❧stä♥✲

❞✐❣❦❡✐t ❤❛❧❜❡r ❊r✇ä❤♥✉♥❣ ✜♥❞❡t✳

❉✐❡ s♦❡❜❡♥ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥❡ ❇♦r♥s❝❤❡ ◆ä❤❡r✉♥❣ ③❡✐❣t✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❞❡r ❆♥t❡✐❧ ρ❛✈(z) ♦✛❡♥s✐❝❤t❧✐❝❤

♥✉r ❡♥t❧❛♥❣ ❞❡r ❖❜❡r✢ä❝❤❡♥♥♦r♠❛❧❡♥ ä♥❞❡rt✳ ❉✉r❝❤ ❯♠st❡❧❧❡♥ ❞❡r ■♥t❡❣r❛t✐♦♥sr❡✐❤❡♥❢♦❧❣❡

✐♥ ❞❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✸✳✷✺ ✉♥❞ ✸✳✷✻ ❦❛♥♥ ❣❡③❡✐❣t ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ss

∫

e−i
~Qxy ~Rxyd2R

∫

d2r = 4π2δ( ~Qxy)S ✭✸✳✷✾✮

✐st ✉♥❞ S =
BxBy
sin θi

❞✐❡ ✉♥t❡r ❞❡♠ ❊✐♥❢❛❧❧s✇✐♥❦❡❧ θi ♠✐t ❘ö♥t❣❡♥str❛❤❧❡♥ ✉♥❞ ❞❡ss❡♥ ❙tr❛❤❧✲

❜r❡✐t❡♥ Bx ✉♥❞ By ❜❡❧❡✉❝❤t❡t❡ ❋❧ä❝❤❡ ✐st✳ ◆✉r ✇❡♥♥ ❊✐♥✲ ✉♥❞ ❆✉s❢❛❧❧s✇✐♥❦❡❧ ❣❧❡✐❝❤ ❣r♦ÿ

s✐♥❞✱ ✐♠ ❋❛❧❧❡ ❞❡r s♣❡❦✉❧❛r❡♥ ❘❡✢❡①✐♦♥✱ ❧✐❡❢❡rt ❞✐❡ δ✲❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❲❡rt❡ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥ ✈♦♥

◆✉❧❧✳ ❇❡✐ ❞❡r ❉✉r❝❤❢ü❤r✉♥❣ ❞❡r ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❜❡✐ ❞❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✸✳✷✺ ✉♥❞ ✸✳✷✾ ❡♥t❧❛♥❣

❞❡r z✲❆❝❤s❡ ❣❡❤t ♠❛♥ ❡✐♥❡♥ ❙❝❤r✐tt ③✉r ❋♦✉r✐❡rtr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡r ❊❧❡❦tr♦♥❡♥❞✐❝❤t❡♥ ③✉✲

rü❝❦ ✉♥❞ ✐♥t❡❣r✐❡rt ♣❛rt✐❡❧❧✳ ❇❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t ♠❛♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❊❧❡❦tr♦♥❡♥❞✐❝❤t❡ ❛♥ ❞❡r ▲✉❢ts❡✐t❡

❣❧❡✐❝❤ ◆✉❧❧ ✐st ✭~ρav(z < 0) = 0✮ ✉♥❞ ❢ür ❞❡♥ ❆❜s♦r♣t✐♦♥s❦♦❡✣③✐❡♥t❡♥ ❢ür ❘ö♥t❣❡♥str❛❤❧✉♥❣

✭ lim
z→∞

eiQzz = 0✮ ❣✐❧t✱ s♦ ❡r❣✐❜t s✐❝❤

∫

e−i
~QzZdZ

∫

ρav(z)ρav(z + Z)dz =

∣
∣
∣
∣

∫

ρav(z)e
iQzzdz

∣
∣
∣
∣

2

=
ρ2sub
q2z

∣
∣
∣
∣

1

ρsub

∫
dρav
dz

eiQzzdz

∣
∣
∣
∣

2

,

✭✸✳✸✵✮

▲❡t③t❡♥❞❧✐❝❤ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❢ür ❞❡♥ ❙tr❡✉q✉❡rs❝❤♥✐tt ❞❡r ❇r❡❝❤✉♥❣ ❛♥ ❡✐♥❡♠ ❦✉❣❡❧❢ör♠✐❣❡♥

P♦t❡♥t✐❛❧ ❞❡r ❆✉s❞r✉❝❦

dσ

dΩ
= π2r2eδ( ~Qxy)S

ρ2sub
Q2
z

∣
∣
∣
∣

1

ρsub

∫
dρav
dz

eiQzzdz

∣
∣
∣
∣

2

. ✭✸✳✸✶✮

■♥t❡❣r✐❡rt ♠❛♥ ♥✉♥ ü❜❡r ❛❧❧❡ ❲✐♥❦❡❧ ✉♥❞ ♥♦r♠✐❡rt ❛✉❢ ❞❡♥ ❙tr❛❤❧q✉❡rs❝❤♥✐tt✱ s♦ ❡r❣✐❜t s✐❝❤

❞✐❡ ❘❡✢❡❦t✐✈✐tät ③✉

R =
1

BxBy

∫ (
dσ

dΩ

)

dΩ. ✭✸✳✸✷✮

♠✐t ❞❡♠ ❘❛✉♠✇✐♥❦❡❧❡❧❡♠❡♥t ✭dΩ✮
(

dΩ = dθfd(θi + θf ) =
dQxdQy
k20 sin θf

)

✳ ❉✐❡ ❦✐♥❡♠❛t✐s❝❤❡ ◆ä✲

✸✷
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❤❡r✉♥❣ ❞❡r s♣❡❦✉❧❛r❡♥ ❘❡✢❡❦t✐✈✐tät ♠✐t ✭θi = θf = θ✮ ❡r❣✐❜t ❧❡t③t❡♥❞❧✐❝❤

R(θ) =
π2r2eρ

2
sub

Q2
zk

2
0 sin

2 θ

∣
∣
∣
∣

1

ρsub

∫
dρav
dz

eiQzzdz

∣
∣
∣
∣

2

≈
(
θc,sub
2θ

)4 ∣∣
∣
∣

1

ρsub

∫
dρav
dz

eiQzzdz

∣
∣
∣
∣

2

. ✭✸✳✸✸✮

❇❡tr❛❝❤t❡t ♠❛♥ ♥✉♥ ❞❡♥ ❱♦r❢❛❦t♦r ❞❡s ■♥t❡❣r❛❧s ✐♥ ●❧✳ ✸✳✸✸✱ s♦ s✐❡❤t ♠❛♥ ❞❛s ❞✐❡s❡r ❣❡r❛❞❡

❞❡r ❋r❡s♥❡❧r❡✢❡❦t✐✈✐tät ❞❡s ❙✉❜str❛t❡s RF ❢ür ❣r♦ÿ❡ ❲✐♥❦❡❧ ✭θ > 3θc✮ ❡♥ts♣r✐❝❤t ✭s✐❡❤❡ ●❧✳

✭✸✳✶✾✮✮✳ ❉❛♠✐t ✐st ❞✐❡ ❦✐♥❡♠❛t✐s❝❤❡ ◆ä❤❡r✉♥❣ ❛❧s♦ ❣❡❣❡❜❡♥ ❞✉r❝❤

R(Qz)

RF
=

∣
∣
∣
∣

1

ρsub

∫
dρav
dz

eiQzzdz

∣
∣
∣
∣

2

, ✭✸✳✸✹✮

✇❡❧❝❤❡ ✐♥ ❞❡r ▲✐t❡r❛t✉r ❛✉❝❤ ❛❧s ▼❛st❡r❢♦r♠❡❧ ❬❙♦❧t✇❡❞❡❧✱ ✷✵✶✵❪ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇✐r❞✳

❇✐s❤❡r ❤❛❜❡♥ ✇✐r ❞❡♥ ●r❡♥③❢❛❧❧ ❡✐♥❡r ❙tr❡✉✉♥❣ ❛♥ ❡✐♥❡r ✐❞❡❛❧ ❣❧❛tt❡♥ ❖❜❡r✢ä❝❤❡ ❜③✇✳ ●r❡♥③✲

✢ä❝❤❡ ❜❡tr❛❝❤t❡t✳ P❤②s✐❦❛❧✐s❝❤ ❣❡s❡❤❡♥ ❜❡❞❡✉t❡t ❞✐❡s✱ ❞❛ss ❞✐❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ ✐♥ ❞❡r ❊❧❡❦tr♦♥❡♥✲

❜③✇✳ ❙tr❡✉❧ä♥❣❡♥❞✐❝❤t❡ ❛❜r✉♣t ✐st✱ ♠❛♥ ❛❧s♦ ❡✐♥❡♥ Ü❜❡r❣❛♥❣ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ nj ③✉ ❡✐♥❡♠ ❛♥✲

❞❡r❡♥ ❦♦♥st❛♥t❡♥ ❇r❡❝❤✉♥❣s✐♥❞❡① nj+1 ❤❛t✳ ❉❡♠♥❛❝❤ ✇✐r❞ ❞❡r Ü❜❡r❣❛♥❣ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ③✉r

❖❜❡r✢ä❝❤❡ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❙t✉❢❡♥❢✉♥❦t✐♦♥ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳ ■♠ ●❡❣❡♥s❛t③ ❞❛③✉ ✇✐r❞ ❜❡✐ ❡✐♥❡r r❛✉✲

❤❡♥ ❖❜❡r✢ä❝❤❡ ❜③✇✳ ●r❡♥③✢ä❝❤❡ ❞✐❡s❡r ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❣❧❡✐❝❤♠äÿ✐❣❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡s ❇r❡❝❤✉♥❣s✲

✐♥❞❡①❡s ❞❛r❣❡st❡❧❧t✱ ✐♠ ❋❛❧❧❡ ❞❡r ❘ö♥t❣❡♥r❡✢❡①✐♦♥ ❛❧s♦ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ s✐❝❤ ❦♦♥t✐♥✉✐❡r❧✐❝❤ ä♥✲

❞❡r♥❞❡ ❊❧❡❦tr♦♥❡♥❞✐❝❤t❡✳ ❍ä✉✜❣ ✇✐r❞ ❞✐❡s ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ●❛✉sss❝❤❡✲❋❡❤❧❡r❢✉♥❦t✐♦♥ r❡❛❧✐s✐❡rt✳

❇❡s❝❤r❡✐❜t ♠❛♥ ❡✐♥❡♥ Ü❜❡r❣❛♥❣ ✈♦♥ ❡✐♥❡r ❊❧❡❦tr♦♥❡♥❞✐❝❤t❡ ρj ③✉ ❡✐♥❡r ❊❧❡❦tr♦♥❡♥❞✐❝❤t❡

ρj+1 ❜❡✐ z0 ♠✐t ❞❡r ❍ö❤❡ ❞❡s ❊❧❡❦tr♦♥❡♥❞✐❝❤t❡s♣r✉♥❣❡s ✭ρj+1 − ρj✮✱ s♦ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❢ür ❞✐❡

❊❧❡❦tr♦♥❡♥❞✐❝❤t❡ ❢♦❧❣❡♥❞❡r ❆✉s❞r✉❝❦

ρe(z) = ρj + (ρj+1 − ρj) · Φ
(
z − z0
σj,j+1

)

, ✭✸✳✸✺✮

♠✐t ❞❡r ●❛✉ÿ✲▲❛♣❧❛❝❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ✭Φ(z, z0, σ2)✮

Φ(z, z0, σ
2) =

1

σ
√
2π

∫ z

−∞

e−
1−z0
2σ2 dz. ✭✸✳✸✻✮

❉❡r ●r❛❞✐❡♥t ❞❡r ❊❧❡❦tr♦♥❡♥❞✐❝❤t❡ ✇✐r❞ s♦♠✐t ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ●❛✉ÿ✲❋✉♥❦t✐♦♥ ♠✐t ❞❡r ❍❛❧❜✲

✇❡rts❜r❡✐t❡ 2σ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✱ ✇♦❜❡✐ ❞❡r P❛r❛♠❡t❡r σ ❡✐♥ ▼❛ÿ ❢ür ❞✐❡ ❘❛✉✐❣❦❡✐t ✭σ✮ ✐st✳

dρe
dz

= ρ′e(z) =
1

σ
√
2π
e−

z2

2σ2 . ✭✸✳✸✼✮

❋ür ❡✐♥❡ ❡①❛❦t❡ ❍❡r❧❡✐t✉♥❣ s❡✐ ❛✉❢ ❬❚♦❧❛♥✱ ✶✾✾✾❪ ✈❡r✇✐❡s❡♥✳ ❙❡t③t ♠❛♥ ❛❧s♦ ❣❛♥③ ❛♥❛❧♦❣

❞❛③✉ ❞✐❡ ♠♦❞✐✜③✐❡rt❡ ❊❧❡❦tr♦♥❡♥❞✐❝❤t❡ ✸✳✸✺ ✐♥ ❞✐❡ ▼❛st❡r❢♦r♠❡❧ ✸✳✸✹ ❡✐♥✱ s♦ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❢ür

❞❡♥ ❆✉s❞r✉❝❦ ❞❡r ❘❡✢❡❦t✐✈✐tät✿

R(Qz) = RF e
−Q2

zσ
2
. ✭✸✳✸✽✮

❉❛♠✐t ✇✐r❞ ❞✐❡ ❘❡✢❡❦t✐✈✐tät ❡✐♥❡r r❛✉✐❣❦❡✐ts❜❡❤❛❢t❡t❡♥ ●r❡♥③s❝❤✐❝❤t ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ ❉ä♠♣✲

❢✉♥❣st❡r♠ ❡r✇❡✐t❡rt✳

◆❛❝❤ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡r ❘❡✢❡①✐♦♥ ❛♥ ❡✐♥❡r ✐❞❡❛❧❡♥ ❣❧❛tt❡♥ ✉♥❞ ❡✐♥❡r r❛✉❡♥ ❖❜❡r✢ä❝❤❡ ❢♦❧❣t

✸✸
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✹✿ ❙❝❤❡♠❛③❡✐❝❤♥✉♥❣ ❡✐♥❡r r❛✉❡♥ ❖❜❡r✢ä❝❤❡ ♠✐t ❡✐♥❡r ♠✐tt❧❡r❡♥ ❍ö❤❡ zj ♠✐t
❞❡♥ ❋❧✉❦t✉❛t✐♦♥❡♥ z(x, y) ✉♠ ❞✐❡s❡♥ ❲❡rt✳ ❩✉ s❡❤❡♥ s✐♥❞ ❞✐❡ ❘❛✉✐❣❦❡✐t σ✱ ❞❛s ❊❧❡❦tr♦♥❡♥✲
❞✐❝❤t❡♣r♦✜❧ ρe ✉♥❞ ❞❡ss❡♥ ●r❛❞✐❡♥t❡♥✳

♥✉♥ ❞✐❡ ❊r✇❡✐t❡r✉♥❣ ③✉ ❡✐♥❡r ❞ü♥♥❡♥ ❙❝❤✐❝❤t ❛✉❢ ❞❡♠ ❙✉❜str❛t✳ ❇❡✐ ❡✐♥❡r s♦❧❝❤❡♥ ❦♦♠♠t ❡s

❞✉r❝❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❘❡✢❡①✐♦♥❡♥ ❛♥ ❞❡♥ ●r❡♥③✢ä❝❤❡♥ ③✉ ■♥t❡r❢❡r❡♥③❡rs❝❤❡✐♥✉♥❣❡♥ ✭♥ä❤❡r❡s ❞❛③✉

✐♥ ❬❚♦❧❛♥✱ ✶✾✾✾❪✮✱ ✇❡❧❝❤❡ s✐❝❤ ❞✉r❝❤ ❖s③✐❧❧❛t✐♦♥❡♥ ✐♠ ❘❡✢❡①✐♦♥s♣r♦✜❧ ✇✐❡❞❡rs♣✐❡❣❡❧♥✱ ❞❡r❡♥

❋r❡q✉❡♥③ ♠✐t ❞❡r ❙❝❤✐❝❤t❞✐❝❦❡ ✭d✮ ❦♦rr❡❧✐❡rt ✉♥❞ ♥ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡ ❢ür ❣r♦ÿ❡ Qz ✭Qz > 3Qc✮

♠✐t

d =
2π

∆Qz
✭✸✳✸✾✮

❛♥❣❡❣❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✱ ✇♦❜❡✐ ∆Qz ❞❡♥ ❆❜st❛♥❞ ③✇❡✐❡r ▼❛①✐♠❛ ♦❞❡r ▼✐♥✐♠❛ ❞❡r ❖s③✐❧✲

❧❛t✐♦♥ ❛♥❣✐❜t ✭s✐❡❤❡ ❆❜❜✳ ✸✳✺✮✳

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✺✿ ❘❡✢❡①✐♦♥s♣r♦✜❧ ❡✐♥❡r ❞ü♥♥❡♥ r❛✉❡♥ ❙❝❤✐❝❤t ❛✉❢ ❡✐♥❡♠ ❣❧❛tt❡♥ ❙✉❜str❛t✳ ❉❛s
❘❡✢❡①✐♦♥s♣r♦✜❧ ✐st ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ❋r❡s♥❡❧r❡✢❡①✐♦♥ ♥♦r♠✐❡rt✳ Ü❜❡r ∆Qz✱ ❞❡♥ ❆❜st❛♥❞ ③✇❡✐❡r
▼✐♥✐♠❛✱ ❧ässt s✐❝❤ ❞✐❡ ❙❝❤✐❝❤t❞✐❝❦❡ ♥ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡ ❞✉r❝❤ d = 2π

∆Qz
❛♥❣❡❜❡♥✳ ❉❛s ■♥❧❡t ③❡✐❣t

❞✐❡ ❞❛③✉❣❡❤ör✐❣❡ ❊❧❡❦tr♦♥❡♥❞✐❝❤t❡✳ ❉✐❡ ❘❛✉✐❣❦❡✐t σ ♠❛❝❤t s✐❝❤ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❉ä♠♣❢✉♥❣ ❞❡s
❖s③✐❧❧❛t✐♦♥s♣r♦✜❧s ❜❡♠❡r❦❜❛r✳

✸✹
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✸✳✷✳✹ P❛rr❛t✲❆❧❣♦r✐t❤♠✉s

❉✐❡ ■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❞❡s ❘❡✢❡①✐♦♥s♣r♦✜❧s ✐st ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡s P❤❛s❡♥✈❡r❧✉st❡s ❜❡✐ ❞❡r ❇❡tr❛❣s❜✐❧✲

❞✉♥❣ ❞❡r r❡✢❡❦t✐❡rt❡♥ ■♥t❡♥s✐tät ✐♥ ●❧✳ ✸✳✸✹ ♥✐❝❤t ❡✐♥❞❡✉t✐❣✳ ❯♠ ❡✐♥ ▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤ts②st❡♠ ♠✐t

✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ▲❛❣❡♥ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥ ✇✐r❞ ❞❛s s♦ ❣❡♥❛♥♥t❡ ❇♦①✲▼♦❞❡❧❧ ✈❡r✇❡♥✲

❞❡t✱ ❜❡✐ ❞❡♠ ❥❡❞❡ ❇♦① ❛✉s ❡✐♥❡r ❦♦♥st❛♥t❡♥ ❊❧❡❦tr♦♥❡♥ ♦❞❡r ❙tr❡✉❧ä♥❣❡♥❞✐❝❤t❡ ❞❡r ▲ä♥❣❡

l✱ ❡✐♥❡r ✐♥t❡r♥❡♥ ❘❛✉✐❣❦❡✐t σ✐♥t ✭❜❡s❝❤r❡✐❜t ❞✐❡ ❘❛✉✐❣❦❡✐t ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❇♦①❡♥ ✐♠

❋❛❧❧❡ ❞❡r ◆❡✉tr♦♥❡♥r❡✢❡①✐♦♥✮ ✉♥❞ ❜❡✐ ❞❡r ä✉ÿ❡rst❡♥ ❇♦① ❛✉s ❡✐♥❡r ä✉ÿ❡r❡♥ ❘❛✉✐❣❦❡✐t σ

❜❡st❡❤t✳ ❉✐❡s❡r P❛r❛♠❡t❡rs❛t③✱ ✇❡❧❝❤❡r ❞❛s ❉✐❝❤t❡♣r♦✜❧ ❜❡s❝❤r❡✐❜t✱ ✇✐r❞ ♥✉♥ ✈❡r✇❡♥❞❡t

✉♠ ❡✐♥ ♠♦❞❡❧❧✐❡rt❡s ❘❡✢❡①✐♦♥s♣r♦✜❧ ✉♥t❡r ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r ▼❛st❡r❢♦r♠❡❧ ✸✳✸✹ ♠✐tt❡❧s ❞❡s

❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥ P❛rr❛tt❛❧❣♦r✐t❤♠✉s❡s ③✉ ❡rst❡❧❧❡♥✳

❉❛❜❡✐ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❜❡r❡❝❤♥❡t❡ ❘❡✢❡❦t✐✈✐tät Rj,fit ♠✐t ❞❡♠ t❛tsä❝❤❧✐❝❤ ❣❡♠❡ss❡♥❡♥ ❘❡✢❡①✐♦♥s✲

♣r♦✜❧ Rj,❣❡♠ ✉♥t❡r ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r ▲❡❛st ▼❡❛♥ ❙q✉❛r❡ ▼❡t❤♦❞❡ ✭▲▼❙ ✮ ✭▼❡t❤♦❞❡ ❞❡r

❦❧❡✐♥st❡♥ ❋❡❤❧❡rq✉❛❞r❛t❡✮ ♠✐t ❞❡r ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ❙t❛♥❞❛r❞❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ✭❙❚❉j✮ ❥❡❞❡s ❡✐♥③❡❧♥❡♥

▼❡ss♣✉♥❦t❡s j ✈❡r❣❧✐❝❤❡♥✳

χ2 =
1

J

J∑

j=1

(Rj,gem −Rj,fit)
2

STD2
j

✭✸✳✹✵✮

❱❡rä♥❞❡rt ♠❛♥ ♥✉♥ ❞✐❡ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ P❛r❛♠❡t❡r ✭❉✐❝❦❡ ❞❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❇♦①❡♥✱ ❊❧❡❦tr♦♥❡♥❞✐❝❤t❡♥

✉♥❞ ❘❛✉✐❣❦❡✐t❡♥✮✱ s♦ ✈❛r✐✐❡rt ❛✉❝❤ χ2✳ ❊✐♥❡ s♦❧❝❤❡ ❆♥♣❛ss✉♥❣ ❞❡r P❛r❛♠❡t❡r ❢ü❤rt ♥❛t✉r❣❡✲

♠äÿ ③✉ ❡✐♥❡r ➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡s ♠♦❞❡❧❧✐❡rt❡♥ ❘❡✢❡①✐♦♥s♣r♦✜❧s ✉♥❞ ✇✐r❞ ❛✉❝❤ ❛❧s ❋✐t ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳

❩✐❡❧ ✐st ❡s ♥✉♥ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ s❝❤r✐tt✇❡✐s❡ ❱❡rä♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r P❛r❛♠❡t❡r ❞❛s χ2 ③✉ ♠✐♥✐♠✐❡r❡♥✳

❉❛❜❡✐ ✐st ❞✐❡s❡r P❛rr❛tt✲❆❧❣♦r✐t❤♠✉s ❡✐♥❡ ❡①❛❦t❡ ❆♥ä❤❡r✉♥❣ ❞❡s ▼♦❞❡❧❧s ❛♥ ❞✐❡ ❣❡♠❡ss❡♥

❉❛t❡♥ ✉♥❞ ❜❡r✉❤t ♥✐❝❤t ❛✉❢ ❣❡♥ä❤❡rt❡ ❘❡✢❡①✐♦♥s❢♦r♠❡❧♥ ❬P❛rr❛tt✱ ✶✾✺✹❪✳ ❆✉❢❣r✉♥❞ ❡✐♥❡r

♥✐❝❤t ❡✐♥❞❡✉t✐❣❡♥ ▲ös✉♥❣ ❞❡s Pr♦❜❧❡♠s ♠✉ss ❜❡✐ ❞❡r ❲❛❤❧ ❞❡s ❉✐❝❤t❡♣r♦✜❧s ❛✉❢ ❜❡s♦♥❞❡r❡

❙♦r❣❢❛❧t ❛❝❤t❣❡❣❡❜❡♥ ✉♥❞ ❡✐♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤ s✐♥♥✈♦❧❧❡s Pr♦✜❧ ❛❧s ❙t❛rt✇❡rt ❛♥❣❡❣❡❜❡♥ ✇❡r✲

❞❡♥✳ ❉❡r ❦♦♥❦r❡t❡ ❋✐t✲❆❧❣♦r✐t❤♠✉s ❞❡r ✐♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ✜♥❞❡t✱ ❜❛s✐❡rt ❛✉❢ ❞❡♠

❱❡r❢❛❤r❡♥ ✈♦♥ ▼❛rq✉❛r❞t ❬▼❛rq✉❛r❞t✱ ✶✾✻✸❪ ✉♥❞ ▲❡✈❡♥❜❡r❣ ❬▲❡✈❡♥❜❡r❣✱ ✶✾✹✹❪✳ ❩✉♥ä❝❤st

✐st ❜❡✐ ❞❡r ●❡✇✐❝❤t✉♥❣ ❞❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❋❡❤❧❡r ❞❛r❛✉❢ ③✉ ❛❝❤t❡♥✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❞❛s ❘❡✢❡①✐♦♥s♣r♦✜❧

✇ä❤r❡♥❞ ❡✐♥❡r ▼❡ss✉♥❣ ü❜❡r ❡✐♥❡♥ ❣r♦ÿ❡♥ ~Q③✲❇❡r❡✐❝❤ ③✇✐s❝❤❡♥ ✺ ✭◆❡✉tr♦♥❡♥r❡✢❡①✐♦♥✮ ✉♥❞

✼ ✭❘ö♥t❣❡♥r❡✢❡①✐♦♥✮ ●röÿ❡♥♦r❞✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❥❡✇❡✐❧✐❣❡ ❙t❛♥❞❛r❞❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣

s✐❝❤ ✉♠ ✸ ●röÿ❡♥♦r❞✉♥❣❡♥ ä♥❞❡r♥ ❦❛♥♥✳ ❉❛r❛✉s ❢♦❧❣t ❛❧❧❡r❞✐♥❣s✱ ❞❛ss ❜❡✐ ❤ö❤❡r❡♠ ❣❡❣❡♥✲

ü❜❡r ❦❧❡✐♥❡r❡♠ ~Q③✱ ❞✐❡ ▼❡ss✇❡rt❡ ❦❛✉♠ ✐♥s ●❡✇✐❝❤t ❢❛❧❧❡♥✳ ❆✉s ❞✐❡s❡♠ ●r✉♥❞ ✇✉r❞❡ ❛✉❢

❞✐❡ ◆♦r♠✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❙t❛♥❞❛r❞❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ✈❡r③✐❝❤t❡t ✉♥❞ ❞✐❡s❡r ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ ❡♠♣✐r✐s❝❤❡♥

❋❛❦t♦r ❡rs❡t③t✱ ✇♦❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ stär❦❡r❡ ❲✐❝❤t✉♥❣ ❞❡r ▼❡ss❞❛t❡♥ ✐♠ ♠❛r❦❛♥t❡♥ ~Q③✲❇❡r❡✐❝❤

♠ö❣❧✐❝❤ ✐st✳ ◆❛❝❤ ❞❡r ❡rst❡♥ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ✈♦♥ χ2 ❜❡✐ ✈♦r❣❡❣❡❜❡♥❡♠ ❉✐❝❤t❡♣r♦✜❧ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡

P❛r❛♠❡t❡r ✈❛r✐✐❡rt ✉♥❞ ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ❡r♥❡✉t χ2 ❜❡st✐♠♠t✳ ❱❡rr✐♥❣❡rt s✐❝❤ χ2 ❞❛❜❡✐✱ s♦ ✇✐r❞

❞❡r ✈❡r✇❡♥❞❡t❡ P❛r❛♠❡t❡rs❛t③ ❛❧s ♥❡✉❡ ❙t❛rt♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡r✇❡♥❞❡t✱ ❛♥s♦♥st❡♥ ✈❡r✇♦r❢❡♥✳

❩✉r ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡r ❙t❛rt♣❛r❛♠❡t❡r ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡♥ ❆❜❧❡✐t✉♥❣❡♥ ✈♦♥ ●❧✳ ✸✳✹✵ ♥❛❝❤ ❞❡♥

❋✐t♣❛r❛♠❡t❡r♥ ✈❡r✇❡♥❞❡t ✉♥❞ ✐♥ ❘✐❝❤t✉♥❣ ❞❡s ❣röÿt❡♥ ●r❛❞✐❡♥t❡♥ ✈❡rä♥❞❡rt✳

❩✉r ❯♠s❡t③✉♥❣ ❞✐❡s❡r ❋✐t♣r♦③❡❞✉r ✇✉r❞❡ ❡✐♥ ❋✐t✲Pr♦❣r❛♠♠ ✈♦♥ ❬▲❡✉t❤❡✱ ✶✾✾✹❪ ✈❡r✇❡♥✲

❞❡t✳ ❉✐❡s❡s ✐st s♦✇❡✐t ♦♣t✐♠✐❡rt✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❢r❡✐❡♥ P❛r❛♠❡t❡r ✈♦r❣❡❜❡♥ ✉♥❞

✸✺
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❜❡❧✐❡❜✐❣ ✈✐❡❧❡ ❇♦①❡♥ ❡✐♥❡r ❊❧❡❦tr♦♥❡♥❞✐❝❤t❡ ❤✐♥③✉❢ü❣❡♥ ❦❛♥♥✳ ❆✉❝❤ ❧ässt ❞✐❡s❡s Pr♦❣r❛♠♠

❡✐♥❡ ❑♦♣♣❧✉♥❣ ❞❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❋✐t✲P❛r❛♠❡t❡r✱ ✇✐❡ ③✳❇✳ ❞✐❡ ❉✐❝❤t❡ ✉♥❞ ❉✐❝❦❡ ❞❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥

❇♦①❡♥✱ ③✉✳ ❩✉r ❊r❧ä✉t❡r✉♥❣ ❞❡s ❋✐t✲❱❡r❢❛❤r❡♥s s♦❧❧ ❤✐❡r ❡✐♥❡ ▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t ✈❡r✇❡♥❞❡t ✇❡r✲

❞❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❛✉s N ❇♦①❡♥ ❜❡st❡❤❡♥ s♦❧❧✳ ❲✐r❞ ❞❛s ❙✉❜str❛t ♠✐t ❡✐♥❣❡r❡❝❤♥❡t✱ s♦ ❜❡st❡❤t

❞✐❡ ▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t ❛✉s N ❙❝❤✐❝❤t❡♥ ✭❇♦①❡♥✮✳ ❉✐❡ ❙❝❤✐❝❤t❞✐❝❦❡ ❞❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❇♦①❡♥ s❡✐ ♠✐t

dk = zk,k+1 ✉♥❞ ❡✐♥❡r ❘❛✉✐❣❦❡✐t ✈♦♥ σk,k+1 ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ●r❡♥③✢ä❝❤❡♥ k ✉♥❞ k+1 ❣❡❣❡❜❡♥✳

❉❛r❛✉s ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ♥❛❝❤ ●❧✳ ✸✳✸✺ ❞✐❡ ❊❧❡❦tr♦♥❡♥❞✐❝❤t❡

ρe(z) = ρsub +

N∑

k=0

1

2
(ρe(k+1) − ρek)

[

1 + Φ

(

z − zk,k+1√
2σk,k+1

)]

✭✸✳✹✶✮

❢ür ❞❛s ▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤ts②st❡♠ ♠✐t ❞❡r P♦s✐t✐♦♥ ❞❡r ●r❡♥③✢ä❝❤❡ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❙❝❤✐❝❤t❡♥ k ✉♥❞

k + 1✱ ❞❡r ❊❧❡❦tr♦♥❡♥✲ ❜③✇✳ ❙tr❡✉❧ä♥❣❡♥❞✐❝❤t❡ ❞❡s ❙✉❜str❛ts ρsub✳ ❉❛r❛✉s ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞❡r

●r❛❞✐❡♥t ❞❡r ❊❧❡❦tr♦♥❡♥❞✐❝❤t❡ ③✉

dρe(z)

dz
=

N∑

k=0

(ρe(k+1) − ρek)
1√

2πσk,k+1

e

−(z−zk,k+1)
2

2σ2
k,k+1

)

. ✭✸✳✹✷✮

●❡❤t ♠❛♥ ❡✐♥❡♥ ❙❝❤r✐tt ✇❡✐t❡r ✉♥❞ ❜✐❧❞❡t ❞✐❡ ❋♦✉r✐❡rtr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❊❧❡❦tr♦♥❡♥❞✐❝❤t❡✲

❣r❛❞✐❡♥t❡♥ s♦ ❡r❤ä❧t ♠❛♥✿

FT

[
dρe(z)

dz

]

=

N∑

k=0

(ρe(k+1) − ρek)
1√

2πσk,k+1
︸ ︷︷ ︸

rk,k+1

e

−(z−zk,k+1)
2

2σ2
k,k+1

)

︸ ︷︷ ︸

φk,k+1

. ✭✸✳✹✸✮

❩✉s❛♠♠❡♥❣❡❢❛sst ❡♥ts♣r✐❝❤t ❞✐❡s❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❞❡r ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡r ✈❡r♠✐♥❞❡rt❡♥ ❘❡✢❡❦t✐✲

✈✐tät rk,k+1 ❛❧❧❡r ●r❡♥③✢ä❝❤❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ♠✐t ❡✐♥❡♠ P❤❛s❡♥❢❛❦t♦r φk,k+1 ♠✉❧t✐♣❧✐③✐❡rt ✇❡r❞❡♥✱

✇❡❧❝❤❡r ♠✉r ✈♦♥ ❞❡r ▲❛❣❡ ❞❡r ●r❡♥③✢ä❝❤❡ ❛❜❤ä♥❣t✳ ◆❛❝❤ ●❧✳ ✸✳✸✹ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❢ür ❞✐❡ ❘❡✲

✢❡❦t✐✈✐tät ❞❡r ❆✉s❞r✉❝❦

R(Qz)

RF
=

∣
∣
∣
∣
∣

1

ρsub

N∑

k=0

rk,k+1φk,k+1

∣
∣
∣
∣
∣

2

. ✭✸✳✹✹✮

❋ür ❞✐❡ ❘ö♥t❣❡♥✢❡①✐♦♥ ✐♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t r❡✐❝❤t❡ ❡✐♥ ♠❡✐st ❡✐♥ ✶✲❇♦① ▼♦❞❡❧❧ ❛✉s ✉♥❞ ●❧✳

✸✳✹✹ ❡r❣✐❜t
R(Qz)

RF
=

1

ρ2sub
|r0,1φ0,1 + r1,2φk,k+1|2 . ✭✸✳✹✺✮

❇❡✐ ❞✐❡s❡♠ ❛✉s❣❡✇ä❤❧t❡♥ ❇❡✐s♣✐❡❧ s✐♥❞ r0,1, r1,2 ❞✐❡ ❘❡✢❡①✐♦♥s❦♦❡✣③✐❡♥t❡♥ ✉♥❞ φ0,1, φ1,2

❞✐❡ P❤❛s❡ ❛♥ ❞❡r ▲✉❢t✴❋✐❧♠✲ ✉♥❞ ❛♥ ❞❡r ❙✉❜str❛t✴❋✐❧♠✲●r❡♥③✢ä❝❤❡✳ ◆❛❝❤ ❇✐❧❞✉♥❣ ❞❡s

❇❡tr❛❣sq✉❛❞r❛t❡s ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞❡♥ ❆✉s❞r✉❝❦

R(Qz)

RF
=

1

ρ2sub
(r0,1(Qz) + r1,2(Qz) + 2r0,1r1,2 cos(Qz · d1)). ✭✸✳✹✻✮

◆❛❝❤ ❞❡r ♦❜❡♥ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥❡♥ ▲▼❙ ✲▼❡t❤♦❞❡ ✇✐r❞ ❞❛s ❘❡✢❡①✐♦♥s♣r♦✜❧ stü❝❦✇❡✐s❡ ❞❡r r❡❛❧❡♥

❘❡✢❡①✐♦♥s❦✉r✈❡ ❛♥❣❡♣❛sst✳

✸✻
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✸✳✸ ◆✉❧❧✲❊❧❧✐♣s♦♠❡tr✐❡

❊✐♥❡ ✇❡✐t❡r❡ ▼❡t❤♦❞❡ ③✉r ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣ ✉❧tr❛❞ü♥♥❡r ❙❝❤✐❝❤t❡♥ ✐st ❞✐❡ ◆✉❧❧✲❊❧❧✐♣s♦♠❡tr✐❡✳

❉✐❡s❡ ▼❡t❤♦❞❡ ❜❛s✐❡rt ❛✉❢ ❞❡r ➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡s P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥s③✉st❛♥❞❡s ❡✐♥❡r ❛✉❢ ❡✐♥❡ Pr♦❜❡

r❡✢❡❦t✐❡rt❡♥ ▲✐❝❤t✇❡❧❧❡✳ ❉❡r ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡ P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥s③✉st❛♥❞ ✈♦♥ ▲✐❝❤t✇❡❧❧❡♥ ✐st ❡❧❧✐♣t✐s❝❤

♦r✐❡♥t✐❡rt✱ ✇♦❜❡✐ ❞❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❋❡❧❞✈❡❦t♦r ✐♥ ❞❡r ❊❜❡♥❡ s❡♥❦r❡❝❤t ③✉r ❆✉s❜r❡✐t✉♥❣sr✐❝❤✲

t✉♥❣ ❡✐♥❡ ❊❧❧✐♣s❡ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❡✐♥❡r P❡r✐♦❞❡ T = λ/c ❜❡s❝❤r❡✐❜t✳ ❊✐♥ ❙♣❡③✐❛❧❢❛❧❧ ❡✐♥❡r s♦❧❝❤❡♥

❡❧❧✐♣t✐s❝❤ ♣♦❧❛r✐s✐❡rt❡♥ ❲❡❧❧❡ ✐st ❞✐❡ ❧✐♥❡❛r ♣♦❧❛r✐s✐❡rt❡ ❲❡❧❧❡✱ ❞❡r❡♥ P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥s❡❧❧✐♣s❡ ❞✐❡

❋♦r♠ ❡✐♥❡r ●❡r❛❞❡♥ ❛♥♥✐♠♠t✱ ✇♦❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❘✐❝❤t✉♥❣ ❞❡s ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❋❡❧❞✈❡❦t♦rs ③❡✐t✲

❧✐❝❤ ❦♦♥st❛♥t ✐st✳ ❇❡✐ ❞❡r ❊❧❧✐♣s♦♠❡tr✐❡ ✇❡r❞❡♥ ✈♦r ❛❧❧❡♠ ❧✐♥❡❛r ✉♥❞ ③✐r❦✉❧❛r ♣♦❧❛r✐s✐❡rt❡s

▲✐❝❤t ✈❡r✇❡♥❞❡t✱ ❞❛ ❜❡✐❞❡ ✐♥ ❞❡r ❘❡❣❡❧ ❜❡✐ ❡✐♥❡♠ ❊✐♥❢❛❧❧s✇✐♥❦❡❧ αinc ♥❛❝❤ ❞❡r ❘❡✢❡①✐♦♥

❛♥ ❡✐♥❡r ●r❡♥③✢ä❝❤❡ ❡❧❧✐♣t✐s❝❤ ♣♦❧❛r✐s✐❡rt s✐♥❞✳ ❉❡r ❱♦rt❡✐❧ ❞✐❡s❡r ▼❡t❤♦❞❡ ❜❡st❡❤t ❞❛r✐♥

P♦❧②❡❧❡❦tr♦❧②t♠✉❧t✐s❝❤✐❝❤t❡♥ ✐♥✲s✐t✉ ③✉ ❝❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡r❡♥✳

✸✳✸✳✶ ▼❡ss♣r✐♥③✐♣

❉❛s Pr✐♥③✐♣ ❞❡r ◆✉❧❧✲❊❧❧✐♣s♦♠❡tr✐❡ ♥✉t③t ❞✐❡s❡♥ ❊✛❡❦t ✉♥❞ ✈❛r✐✐❡rt ❞❡♥ P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥s③✉✲

st❛♥❞ ❞❡r ❡✐♥❢❛❧❧❡♥❞❡♥ ❲❡❧❧❡ s♦❧❛♥❣❡ ❜✐s ❞❡r❥❡♥✐❣❡ ❘❡✢❡①✐♦♥s③✉st❛♥❞ ♥❛❝❤ ❞❡r ❘❡✢❡①✐♦♥

❛♥ ❞❡r ❖❜❡r✢ä❝❤❡ ❧✐♥❡❛r ♣♦❧❛r✐s✐❡rt ✐st✳ ❩✉r ❯♠s❡t③✉♥❣ ✈❡r✇❡♥❞❡t ♠❛♥ ❡✐♥❡♥ ❞r❡❤❜❛r❡♥

P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥s✜❧t❡r ✭P♦❧❛r✐s❛t♦r P ✮ ✉♥❞ ❡✐♥❡ λ/4✲P❧❛tt❡ ✭❑♦♠♣❡♥s❛t♦r C✮ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❞✐❡ ❡✐♥✲

❢❛❧❧❡♥❞❡ ▲✐❝❤t✇❡❧❧❡ ✈♦r ❞❡r ❘❡✢❡①✐♦♥ ❛♥ ❞❡r ❖❜❡r✢ä❝❤❡ ❣❡s❝❤✐❝❦t ✇✐r❞ ✉♠ ❞❡♥ ❣❡✇ü♥s❝❤t❡♥

P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥s③✉st❛♥❞ ❤❡r③✉st❡❧❧❡♥✳ ❉✐❡ r❡✢❡❦t✐❡rt❡ ▲✐❝❤t✇❡❧❧❡ ❞✉r❝❤❧ä✉❢t ♥✉♥ ❡✐♥❡♥ ✇❡✐t❡✲

r❡♥ P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥s✜❧t❡r ✭❆♥❛❧②s❛t♦r A✮ ❛♥ ✇❡❧❝❤❡♠ ❞✐❡ ❲❡❧❧❡ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣ ❛✉s❣❡❧ös❝❤t ✇❡r❞❡♥

s♦❧❧✳ ❉❡♠③✉❢♦❧❣❡ ❦♦♠♠t ❜❡✐♠ ❉❡t❡❦t♦r ❡✐♥❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ■♥t❡♥s✐tät ✭◆✉❧❧✐♥t❡♥s✐tät✮ ❛♥✳ ❉✐❡

▼❡ss✉♥❣ ❞❡r ◆❡✐❣✉♥❣s✇✐♥❦❡❧ ❞❡r ♦♣t✐s❝❤❡♥ ❆❝❤s❡♥ ❞❡s P♦❧❛✐s❛t♦rs P ✱ ❞❡s ❆♥❛❧②s❛t♦rs A

✉♥❞ ❞❡s ❑♦♠♣❡♥s❛t♦rs C r❡❧❛t✐✈ ③✉r ❖❜❡r✢ä❝❤❡♥♥♦r♠❛❧❡♥ ❧✐❡❢❡rt ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ü❜❡r ❞✐❡

➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r ❆♠♣❧✐t✉❞❡ s♦✇✐❡ ❞❡r P❤❛s❡♥✈❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣ ♥❛❝❤ ❘❡✢❡①✐♦♥ ❛♥ ❞❡r ❖❜❡r✢ä❝❤❡✳

■♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥ s♦❧❧ ❛♥❤❛♥❞ ❞❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❋❡❧❞✈❡❦t♦r❡♥ ❞❡r ❡✐♥❢❛❧❧❡♥❞❡♥ ✉♥❞ r❡✢❡❦t✐❡rt❡♥

❲❡❧❧❡ ❞❛s ▼❡ss♣r✐♥③✐♣ ✈❡r❞❡✉t❧✐❝❤t ✇❡r❞❡♥✳

❆❧❧❣❡♠❡✐♥ ❦❛♥♥ ❞✐❡ ❆♠♣❧✐t✉❞❡ ✈♦♥ ❡✐♥❧❛✉❢❡♥❞❡r ✉♥❞ r❡✢❡❦t✐❡rt❡r ❲❡❧❧❡ ❛❧s Ü❜❡r❧❛❣❡r✉♥❣

✈♦♥ ③✇❡✐ s❡♥❦r❡❝❤t ③✉❡✐♥❛♥❞❡r s❝❤✇✐♥❣❡♥❞❡♥ ❧✐♥❡❛r ♣♦❧❛r✐s✐❡rt❡♥ ❲❡❧❧❡♥ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r✲

❞❡♥✳

Einc(r, t) =

(

Eincp exp(iφincp )

Eincs exp(iφincs )

)

✭✸✳✹✼✮

Eref (r, t) =

(

Erefp exp(iφrefp )

Erefs exp(iφrefs )

)

✭✸✳✹✽✮

Eincp ✉♥❞ Erefp s✐♥❞ ❞✐❡ ❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣s❛♠♣❧✐t✉❞❡♥ ❞❡s ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❋❡❧❞❡s ♣❛r❛❧❧❡❧ ③✉r ❊✐♥❢❛❧❧✲

s❡❜❡♥❡ ✈♦r ❜③✇✳ ♥❛❝❤ ❘❡✢❡①✐♦♥ ❛♥ ❞❡r ❖❜❡r✢ä❝❤❡✱ ✇ä❤r❡♥❞ Eincs ✉♥❞ Erefs s❡♥❦r❡❝❤t ③✉r

❊✐♥❢❛❧❧s❡❜❡♥❡ ♦r✐❡♥t✐❡rt s✐♥❞ ✭s✐❡❤❡ ❆❜❜✳ ✸✳✻✮✳ ❉✐❡ P❤❛s❡♥ ❞❡r ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ❚❡✐❧✇❡❧❧❡♥ ✇❡r❞❡♥

❞✉r❝❤ φincp ✱ φrefp ✱ φincs ✉♥❞ φrefs ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❛♥❣❡❣❡❜❡♥✳ ▼✐t ❞❡♥ s♦❡❜❡♥ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥❡♥

❆♠♣❧✐t✉❞❡♥ ❞❡r ❚❡✐❧✇❡❧❧❡♥ ❢ü❤rt ♠❛♥ ♥✉♥ ❞✐❡ ❡❧❧✐♣s♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❲✐♥❦❡❧ ✭∆✱Ψ✮ ❡✐♥✱ ✇♦❜❡✐

Ψ ❡t✇❛s ü❜❡r ❞❛s ❆♠♣❧✐t✉❞❡♥✈❡r❤ä❧t♥✐s ✉♥❞ ∆ ❡t✇❛s ü❜❡r ❞✐❡ P❤❛s❡♥✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✉ss❛❣t

✸✼
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✻✿ ❙❝❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❡✐♥❡s ◆✉❧❧✲❊❧❧✐♣s♦♠❡t❡rs ❬◆❡st❧❡r✱ ✷✵✶✺❪✳ ❉❛s ③✐r✲
❦✉❧❛r ♣♦❧❛r✐s✐❡rt❡ ▲✐❝❤t ❞✉r❝❤❧ä✉❢t ③✉♥ä❝❤st ❞✉r❝❤ ❞❡♥ P♦❧❛r✐s❛t♦r ✭P ✮ ✉♥❞ ❞❡♥ ❑♦♠♣❡♥✲
s❛t♦r ✭C✮✱ ✇♦❞✉r❝❤ ❡✐♥ ❞❡✜♥✐❡rt❡r ❡❧❧✐♣t✐s❝❤❡r P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥s❣r❛❞ ❤❡r❣❡st❡❧❧t ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳
❉✐❡s❡ ✇✐r❞ ❞✉r❝❤ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ✈♦♥ P ✉♥❞ C s♦ ❡✐♥❣❡st❡❧❧t✱ ❞❛ss ❞❡r r❡✢❡❦t✐❡rt❡ ❙tr❛❤❧ ❧✐♥❡✲
❛r ♣♦❧❛r✐s✐❡rt ✐st✳ ❇❡✐ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡r ❙t❡❧❧✉♥❣ ❞❡s ❆♥❛❧②s❛t♦rs ✇✐r❞ ❞❛s r❡✢❡❦t✐❡rt❡ ▲✐❝❤t
❛✉s❣❡❧ös❝❤t ✉♥❞ ❞✐❡ ❛♠ ❉❡t❡❦t♦r ❣❡♠❡ss❡♥❡ ■♥t❡♥s✐tät ✐st ◆✉❧❧✳

❢ür ❞✐❡ ❢♦❧❣❡♥❞❡s ❣✐❧t✿

tanΨ =

(

Erefp /Eincp

Erefs /Eincs

)

✭✸✳✹✾✮

∆ =
(

φrefp − φincp

)

−
(

φrefs − φincs

)

. ✭✸✳✺✵✮

❆♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ❢ü❤rt ♠❛♥ ❞❡♥ ❦♦♠♣❧❡①❡♥ ❘❡✢❡①✐♦♥s❦♦❡✣③✐❡♥t❡♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ③✉r ❊✐♥❢❛❧❧s❡❜❡♥❡

✭rp✮ ✉♥❞ ❞❡♥ ❦♦♠♣❧❡①❡♥ ❘❡✢❡①✐♦♥s❦♦❡✣③✐❡♥t❡♥ s❡♥❦r❡❝❤t ③✉r ❊✐♥❢❛❧❧s❡❜❡♥❡ ✭rs✮ ❡✐♥✱ ✇❡❧❝❤❡

❥❡✇❡✐❧s ❛❧s ❞❛s ❱❡r❤ä❧t♥✐s r❡✢❡❦t✐❡rt❡r ✉♥❞ ❡✐♥❢❛❧❧❡♥❞❡r ❲❡❧❧❡ ❞❡✜♥✐❡rt s✐♥❞✳

rp =

∣
∣
∣E

ref
p

∣
∣
∣

∣
∣Eincp

∣
∣
ei(φ

ref
p −φincp ) ✉♥❞ rs =

∣
∣
∣E

ref
s

∣
∣
∣

|Eincs | e
i(φrefs −φincs ) ✭✸✳✺✶✮

❉✐❡ ❉✐✈✐s✐♦♥ ✈♦♥ rp ❞✉r❝❤ rs ✐st ❛❧s ❞❛s ❡❧❧✐♣s♦♠❡tr✐s❝❤❡ ❱❡r❤ä❧t♥✐s ✭ρ✮ ❞❡✜♥✐❡rt ✉♥❞ ❧❛✉t❡t

✉♥t❡r ❇❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣✉♥❣ ✈♦♥ ●❧✳ ✸✳✹✾ ✉♥❞ ✸✳✺✵ ✇✐❡ ❢♦❧❣t✿

ρ =
rp
rs

= tanΨ · exp(i∆) ✭✸✳✺✷✮

❉✐❡s❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✇✐r❞ ❛✉❝❤ ❛❧s ❞✐❡ ●r✉♥❞❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❞❡r ❊❧❧✐♣s♦♠❡tr✐❡ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❉❛♠✐t

❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ❛✉❝❤ ❞✐❡ P❛❛r❡ ∆✱Ψ ✉♥❞ ℜ(ρ)✱ ℑ(ρ) ✐♥❡✐♥❛♥❞❡r ✉♠r❡❝❤♥❡♥✳

tanΨ = |ρ| =
√

ℜ(ρ)2 + ℑ(ρ)2 tan∆ =
ℑ(ρ)
ℜ(ρ) ✭✸✳✺✸✮

❉❡s ❲❡✐t❡r❡♥ ❦❛♥♥ ❞✐❡ ❘❡✢❡①✐♦♥ ✉♥❞ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❋r❡s♥❡❧s❝❤❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥

❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛❜❡✐ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❘❡✢❡①✐♦♥s❦♦❡✣③✐❡♥t❡♥ rp ✉♥❞ rs ❛♥ ❡✐♥❡r

❥❡❞❡♥ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ●r❡♥③s❝❤✐❝❤t ✐♥ ✐❤r❡♠ ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♠ ❍❛❧❜r❛✉♠ ✉♥❡♥❞❧✐❝❤ ❛✉s❣❡❞❡❤♥t❡♥ ▼❡✲

❞✐❡♥ ✭❯♠❣❡❜✉♥❣✲❙✉❜str❛t✮ ❜❡st✐♠♠t ✭s✐❡❤❡ ❆❜❜✳ ✸✳✼✮✳ ■♠ ❋❛❧❧ ✈♦♥ ❉✐❡❧❡❦tr✐❦❛ ✭µ0 = µ1✮

❣✐❧t ❞❛♠✐t ❢♦❧❣❡♥❞❡ ❘❡❧❛t✐♦♥✳

✸✽
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✼✿ ✭▲✐♥❦s✮ ❙❝❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❞❡r ❲❡❧❧❡♥✈❡❦t♦r❡♥ ✈♦♥ ❡✐♥❢❛❧❧❡♥❞❡r ✉♥❞
r❡✢❡❦t✐❡rt❡r ✉♥❞ tr❛♥s♠✐tt✐❡rt❡r ❲❡❧❧❡ ❜❡✐ Ü❜❡r❣❛♥❣ ✈♦♥ ▼❡❞✐✉♠ ✶ ✭n1✮ ♥❛❝❤ ▼❡❞✐✉♠
✷ ✭n2✮✳ ✭❘❡❝❤ts✮ ▼❡❤r❢❛❝❤r❡✢❡①✐♦♥ ❛♥ ❡✐♥❡r ❞ü♥♥❡♥ ❙❝❤✐❝❤t ♠✐t ❇r❡❝❤✉♥❣s✐♥❞❡① n̄ ✉♥❞
❙❝❤✐❝❤t❞✐❝❦❡ d ❛✉❢ ❡✐♥❡♠ ❙✉❜str❛t ✭n2✮✳ αinc ✐st ❞❡r ❊✐♥❢❛❧❧s✇✐♥❦❡❧✱ ᾱ ❞❡r ❲✐♥❦❡❧ ③✇✐s❝❤❡♥
▲♦t ✉♥❞ tr❛♥s♠✐tt✐❡rt❡r ❲❡❧❧❡ ✈♦♥ n1 ③✉ n̄ ✉♥❞ αtra❞❡r ❲✐♥❦❡❧ ③✇✐s❝❤❡♥ ▲♦t ✉♥❞ ③✇❡✐t❡r
❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✈♦♥ n̄ ♥❛❝❤ n2✳❬◆❡st❧❡r✱ ✷✵✶✺❪

rp ≡

∣
∣
∣E

ref
p

∣
∣
∣

∣
∣Eincp

∣
∣
=
n2 cosαinc − n1 cosαtra
n1 cosαtra + n2 cosαinc

, rs ≡

∣
∣
∣E

ref
s

∣
∣
∣

|Eincs | =
n1 cosαinc − n2 cosαtra
n1 cosαinc + n2 cosαtra

✭✸✳✺✹✮

❇❡tr❛❝❤t❡t ♠❛♥ ♥✉♥ ③✉sät③❧✐❝❤ ❞✐❡ ❘❡✢❡①✐♦♥ ❛♠ ❙✉❜str❛t✱ s♦ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❢ür ❞✐❡ ❙✉♠♠❛t✐♦♥

❛❧❧❡r ❚❡✐❧✇❡❧❧❡♥ ❞✐❡ s♦ ❣❡♥❛♥♥t❡ ❆✐r②✲●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❢ür ❞✐❡ p✲ ✉♥❞ s✲♣♦❧❛r✐s✐❡rt❡ ❚❡✐❧✇❡❧❧❡

rp =
rp,1 + rp,2e

−i∆φp

1 + rp,1rp,2 · e−i∆φp
rs =

rs,1 + rs,2e
−i∆φs

1 + rs,1rs,2 · e−i∆φs
. ✭✸✳✺✺✮

♠✐t rp1 ❛❧s ❋r❡s♥❡❧✲❑♦❡✣③✐❡♥t ❞❡r p✲♣♦❧❛r✐s✐❡rt❡♥ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❛♥ ❞❡r ●r❡♥③✢ä❝❤❡ ❯♠❣❡❜✉♥❣✲

❙❝❤✐❝❤t ✉♥❞ rp,2 ❛♥ ❞❡r ●r❡♥③✢ä❝❤❡ ❙❝❤✐❝❤t✲❙✉❜str❛t✱ ❛♥❛❧♦❣❡s ❣✐❧t ❢ür rs,1 ✉♥❞ rs,2 ❢ür ❞✐❡

s✲♣♦❧❛r✐s✐❡rt❡ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡✳ ▼✐t ❞❡r ❇r❛❣❣✲❇❡❞✐♥❣✉♥❣ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❢ür ❞✐❡ P❤❛s❡♥✈❡rs❝❤✐❡✲

❜✉♥❣ ∆φ ✐♥ ●❧✳ ✸✳✺✺ ❞❡r ❥❡✇❡✐❧✐❣❡ ❆✉s❞r✉❝❦

∆φ = 2n̄ cos ᾱ · 2πd/λ ✭✸✳✺✻✮

❢ür ❞✐❡ s✲ ✉♥❞ p✲♣♦❧❛r✐s✐❡rt❡ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡✳ ▼❛♥ s✐❡❤t✱ ❞❛ss ❞✐❡ P❤❛s❡♥✈❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣ ∆φ ✈♦♥

❞❡r ❙❝❤✐❝❤t❞✐❝❦❡ ✭d✮ ❛❜❤ä♥✐❣✐❣ ✐st✳

❉✐❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧ ③✉❣ä♥❣✐❣❧✐❝❤❡♥ P❛r❛♠❡t❡r s✐♥❞✱ ✇✐❡ ✐♥ ●❧✳ ✸✳✺✷ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✱ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❡❧✲

❧✐♣s♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❲✐♥❦❡❧ ✭∆✱Ψ✮✳ ❙❡t③t ♠❛♥ ♥✉♥ ❞✐❡ ❆✉s❞ü❝❦❡ ✈♦♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✸✳✺✺ ✐♥ ●❧✳ ✸✳✺✷

✭❡❧❧✐♣s♦♠❡tr✐s❝❤❡s ❱❡r❤ä❧t♥✐s ρ✮ ❡✐♥✱ s♦ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❡✐♥❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣ ❞❡r ❇r❡❝❤✉♥❣s✐♥❞✐③❡s

✉♥❞ ❞❡r ❙❝❤✐❝❤t❞✐❝❦❡ ♠✐t ❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ▼❡ss❣röÿ❡♥ ∆✱Ψ✳ ❩✐❡❧ ✐st ❡s ♥✉♥ ❞✐❡ ▼♦❞❡❧❧♣❛r❛✲

♠❡t❡r ❞❡r ❙❝❤✐❝❤t❞✐❝❦❡ ✉♥❞ ❞❡r ❇r❡❝❤✉♥❣s✐♥❞✐③❡s ❜❡✐ ❣❡❣❡❜❡♥❡♠ ❊✐♥❢❛❧❧s✇✐♥❦❡❧ α✐♥❝ ❞❡♥

❡❧❧✐♣s♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❲✐♥❦❡❧♥ ❛♥③✉♣❛ss❡♥✳

✸✳✸✳✷ ❆✉s✇❡rt✉♥❣s❛❧❣♦r✐t❤♠✉s ❞❡r ❡❧❧✐s♣♦♠❡t✐s❝❤❡♥ ❉❛t❡♥

◆❛❝❤ ❊✐♥❢ü❤r✉♥❣ ❞❡r ❡❧❧✐♣s♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❲✐♥❦❡❧ s♦❧❧ ♥✉♥ ❞✐❡ ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ✉♥❞ ■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥

s♦❧❝❤❡r ❣❡♥❛✉❡r ❡r❦❧ärt ✉♥❞ ❡r❧ä✉t❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❡❧❧✐♣s♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❲✐♥❦❡❧ Ψ ✉♥❞

∆ ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❊✐♥st❡❧❧✉♥❣ ❞❡r ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥s✜❧t❡r ❜❡st✐♠♠❡♥ ✳ ■st
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❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❞✐❡ ♦♣t✐s❝❤❡ ❆❝❤s❡ ❞❡s ❑♦♠♣❡♥s❛t♦rs ✭C✮ ❜❡✐ C = ±45◦ ③✉r ❊✐♥❢❛❧❧s❡❜❡♥❡

❡✐♥❣❡st❡❧❧t ✉♥❞ ❞✐❡ ■♥t❡♥s✐tät ♥❛❝❤ ❘❡✢❡①✐♦♥ ❛♥ ❞❡r ❖❜❡r✢ä❝❤❡ ❞✐❡ ◆✉❧❧✐♥t❡♥s✐tät✱ s♦ ❡r❣✐❜t

s✐❝❤ ∆ ❛✉s ❞❡r ❙t❡❧❧✉♥❣ ❞❡s P♦❧❛r✐s❛t♦rs ✭P ✮ ✉♥❞ Ψ ❛✉s ❞❡♠ ❞❡s ❆♥❛❧②s❛t♦rs ✭A✮✱ ♥❛❝❤③✉✲

❧❡s❡♥ ✐♥ ❬❘✳ ▼✳ ❆✳ ❆③③❛♠✱ ✶✾✾✾❪✳ ■♥s❣❡s❛♠t ❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤ ✈✐❡r ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❑♦♠❜✐♥❛t✐♦♥❡♥

❞❡r P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥s✜❧t❡r C✱ P ✉♥❞A✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞❛③✉ ❢ü❤r❡♥✱ ❞❛ss ❛♠ ❉❡t❡❦t♦r ◆✉❧❧✐♥t❡♥s✐tät ❛✉❢✲

tr✐tt✳ ❉✐❡s❡ ✇❡r❞❡♥ ❛❧s ❞✐❡ ✈✐❡r ❡❧❧✐♣s♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❩♦♥❡♥ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ❬❘✳ ▼✳ ❆✳ ❆③③❛♠✱ ✶✾✾✾❪✳

❚❛❜❡❧❧❡ ✸✳✸ ③❡✐❣t ❞✐❡ ❊✐♥st❡❧❧✉♥❣❡♥ ❜❡✐ ❞❡♥ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ❑♦♠❜✐♥❛t✐♦♥❡♥ ❞❡r P♦❧❛r✐s❛t✐✲

♦♥s✜❧t❡r ✐♥ ❞❡r ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ❡❧❧✐♣s♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❩♦♥❡✱ ❜❡✐ ❞❡r ❡s ❛♠ ❉❡t❡❦t♦r ③✉r ✒❆✉s❧ös❝❤✉♥❣✏

❦♦♠♠t✳ ■♥♥❡r❤❛❧❜ ❡✐♥❡r s♦❧❝❤❡♥ ❩♦♥❡ ✇✐r❞ ❞❛s ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡ ❲❡rt❡♣❛❛r ❞✉r❝❤ ❱❛r✐❛t✐♦♥

❚❛❜❡❧❧❡ ✸✳✸✿ ❊❧❧✐♣s♦♠❡tr✐s❝❤❡ ❲✐♥❦❡❧ ∆✱Ψ ✇❡❧❝❤❡ s✐❝❤ ❛✉s ❞❡r ❙t❡❧❧✉♥❣ ✈♦♥ ❆♥❛❧②s❛t♦r
✉♥❞ P♦❧❛r✐s❛t♦r ✐♥ ❞❡♥ ✈✐❡r ❡❧❧✐♣s♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❩♦♥❡♥ ✭■✲■❱✮ ♥❛❝❤ ❬❘✳ ▼✳ ❆✳ ❆③③❛♠✱ ✶✾✾✾❪
❜❡r❡❝❤♥❡♥ ❧❛ss❡♥✳ ❉✐❡ ❲✐♥❦❡❧ ✈♦♥ C✱ P ✉♥❞ A s✐♥❞ r❡❧❛t✐✈ ③✉r ❊✐♥❢❛❧❧s❡❜❡♥❡ ③✉ ✈❡rst❡❤❡♥✳

❩♦♥❡ C ∆ Ψ

■ −45◦ +2P + 90◦ +A
■■ +45◦ −2P − 90◦ +A
■■■ −45◦ +2P − 90◦ −A
■❱ +45◦ −2P + 90◦ −A

❞❡s P ✉♥❞ A ❜❡✐ ❡✐♥❡♠ ❢❡st ❡✐♥❣❡st❡❧❧t❡♥ ❲❡rt ❢ür ❞❡♥ ❑♦♠♣❡♥s❛t♦r ✭C✮ ❣❡s✉❝❤t ✉♥❞ ❞✐❡

❡❧❧✐♣s♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❲✐♥❦❡❧ ∆✱Ψ ❜❡r❡❝❤♥❡t ✉♥❞ ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ü❜❡r ❛❧❧❡ ❩♦♥❡♥ ❣❡♠✐tt❡❧t✳

❋ü❤rt ♠❛♥ ❡✐♥❡ ▼❡ss✉♥❣ ❛♥ ❡✐♥❡r Pr♦❜❡ ❞✉r❝❤✱ s♦ ✇✐r❞ ❜❡✐ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❊✐♥❢❛❧❧s✇✐♥✲

❦❡❧♥ ✈♦♥ 66◦ − 77◦ ✐♥ 1◦ ❙❝❤r✐tt❡♥ ❣❡♠❡ss❡♥✳ ❆✉s❣❡s✉❝❤t ✇✉r❞❡ ❞✐❡s❡r ❇❡r❡✐❝❤✱ ❞❛ ❡r ❞❡♥

❇r❡✇st❡r✲❲✐♥❦❡❧ ❡✐♥❡r ❲❛ss❡r✲❙✐❧✐③✐✉♠ ●r❡♥③✢ä❝❤❡ ✭✇❡❧❝❤❡r ❜❡✐ 71, 1◦ ❧✐❡❣t✮ ❡♥t❤ä❧t✶ ✉♥❞

❞✐❡ ●❡♥❛✉✐❣❦❡✐t ❜❡✐ ❞❡r ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r ❙❝❤✐❝❤t❞✐❝❦❡ ✉♥❞ ❞❡s ❇r❡❝❤✉♥❣s✐♥❞❡①❡s ❡r❤ö❤t✳

❩✉sät③❧✐❝❤ s✐♥❞ ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❇❡r❡✐❝❤ ❞✐❡ ❡❧❧✐♣s♦♠❡t✐s❝❤❡♥ ❲✐♥❦❡❧♣❛❛r❡ ❜❡s♦♥❞❡rs s❡♥s✐t✐✈ ❢ür

❡✐♥❡ ❞ü♥♥❡ ❙❝❤✐❝❤t ❬◆❡st❧❡r✱ ✷✵✶✵❪✳ ❇❡✐ ❥❡❞❡♠ ❞✐❡s❡r s✐❡❜❡♥ ❊✐♥❢❛❧❧s✇✐♥❦❡❧ ✇❡r❞❡♥ ❛✉ÿ❡r❞❡♠

③❡❤♥ ❊✐♥③❡❧♠❡ss✉♥❣❡♥ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt✱ s♦❞❛ss ✼✵ ❲❡rt❡♣❛❛r❡ ③✉r ❱❡r❢ü❣✉♥❣ st❡❤❡♥✳

❲✐❡ ✐♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✸✳✸✳✶ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✱ ❦❛♥♥ ③✉ ❥❡❞❡♠ ❙❛t③ ✈♦♥ ❣❡♠❡ss❡♥❡♥ ❡❧❧✐♣s♦♠❡tr✐s❝❤❡♥

❲✐♥❦❡❧♥ ∆✱Ψ ❡✐♥ ❲❡rt❡♣❛❛r n✱ d ❛♥❣❡✜tt❡t ✉♥❞ s♦♠✐t ♥❛❝❤ ❥❡❞❡♠ ❇❡s❝❤✐❝❤t✉♥❣ss❝❤r✐tt

❞✐❡ ❙❝❤✐❝❤t❞✐❝❦❡ ✭d✮ ✉♥❞ ❞❡r ❇r❡❝❤♥✉♥❣s✐♥❞❡① ✭♥✮ ❞❡s ❛❦t✉❡❧❧❡♥ ❋✐❧♠s ❜❡st✐♠♠t ✇❡r❞❡♥✳

❉❛❜❡✐ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧ ❜❡st✐♠♠t❡♥ ❡❧❧✐♣s♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❲✐♥❦❡❧ ✭Ψ❡①♣
i ✉♥❞ ∆❡①♣

i ✮

❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡ ❉❛t❡♥❛✉s✇❡rt✉♥❣ ❛❧s ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡s ❊✐♥❢❛❧❧s✇✐♥❦❡❧s ✭α✐♥❝✮ ❡rr❡❝❤♥❡t✳

❉❡r ❤✐❡r ✈❡r✇❡♥❞❡t❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠✉s ✇✉r❞❡ ❜❡r❡✐ts ✐♥ ❬◆❡st❧❡r✱ ✷✵✶✵❪ ❜❡♥✉t③t ✉♥❞ t❡✐❧t ❞❛s

❇r❡❝❤✉♥❣s✐♥❞❡①♣r♦✜❧ s❡♥❦r❡❝❤t ③✉r Pr♦❜❡♥♦❜❡r✢ä❝❤❡ ✐♥ ✈✐❡r ❇♦①❡♥ ❡✐♥ ✭✐♠ s♣❡③✐❡❧❧❡♥ ✐st

❞❛s ③✉♠ ❊✐♥❡♥ ❞✐❡ ❯♠❣❡❜✉♥❣s❧ös✉♥❣ ♠✐t n❍2❖ = 1, 33✱ ❞❡r ▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t ♠✐t ✈❛r✐❛❜❧❡♥

❇r❡❝❤✉♥❣s✐♥❞❡① n✱ ❞❡r ❙✐❧✐③✐✉♠✲❖①✐❞s❝❤✐❝❤t ♠✐t n❙✐❖✷ = 1, 457 ✉♥❞ ❞❡♠ ❙✉❜str❛t ❙✐❧✐③✐✉♠

♠✐t n❙✐ = 3, 882− 0, 019i✮ ❬P❛❧✐❦✱ ✶✾✾✽❪✳ ❱♦r ❡✐♥❡r ❥❡❞❡♥ Prä♣❛r❛t✐♦♥ ✇✐r❞ ✈♦rs✐❝❤ts❤❛❧❜❡r

❞✐❡ ❉✐❝❦❡ ❡✐♥❡r ❥❡❞❡♥ ❙✐❖2✲❙❝❤✐❝❤t ❡❧❧✐♣s♦♠❡tr✐s❝❤ ❣❡♠❡ss❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❇❡r❡✐❝❤ ✈♦♥

❝❛✳ ✶ ♥♠ ❧✐❡❣t✳ ◆❛❝❤ ❆❞s♦r♣t✐♦♥ ❞❡r ❡rst❡♥ ❙❝❤✐❝❤t✱ ✇❡r❞❡♥ ✉♥t❡r ❱♦r❣❛❜❡ ❡✐♥❡s ❲❡rt❡✲

♣❛❛r❡s ✭n✱ d✮ ♠✐tt❡❧s ❞❡r ❆✐r②✲●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭●❧✳ ✸✳✺✺✮✱ ❞✐❡ ❦♦♠♣❧❡①❡♥ ❘❡✢❡①✐♦♥s❦♦❡✣③✐❡♥t❡♥

rp ✉♥❞ rs ❞❡s ❙❝❤✐❝❤ts②st❡♠s ❜❡r❡❝❤♥❡t ✭s✐❡❤❡ ❆❜s❝❤♥✐tt ✸✳✸✳✶✮✳ ◆✐♠♠t ♠❛♥ ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞

✶❞❡r ❇r❡✇st❡r✲❲✐♥❦❡❧ ❣✐❜t ❞❡♥❥❡♥✐❣❡♥ ❲✐♥❦❡❧ ❛♥✱ ❜❡✐ ❞❡r ♥✉r ❞✐❡ s❡♥❦r❡❝❤t ③✉r ❊✐♥❢❛❧❧s❡❜❡♥❡ ♣♦❧❛r✐s✐❡r✲

t❡♥ ❆♥t❡✐❧❡ ✉♥♣♦❧❛r✐s✐❡rt❡♠ ▲✐❝❤t ❛✉❢ ❡✐♥❡r ●r❡♥③✢ä❝❤❡ ③✇❡✐❡r ❞✐❡❧❡❦t✐s❝❤❡r ▼❡❞✐❡♥ r❡✢❡❦t✐❡rt ✇❡r❞❡♥

✹✵
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❞❛s ❡❧❧✐♣s♦♠❡tr✐s❝❤❡ ❱❡r❤ä❧t♥✐s ρ = r♣/rs✱ s♦ ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ♠✐tt❡❧s ●❧✳ ✸✳✺✸ ❞✐❡ ❞❛③✉❣❡❤ör✐❣❡♥

❡❧❧✐s♣♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❲✐♥❦❡❧ ∆❝❛❧❝ ✉♥❞ Ψ❝❛❧❝ ❛❧s ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡s ❊✐♥❢❛❧❧s✇✐♥❦❡❧s α✐♥❝ ❜❡st✐♠♠❡♥✳

❉✐❡ ♠✐tt❧❡r❡ q✉❛❞r❛t✐s❝❤❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞❛♥♥ ③✉ ❢♦❧❣❡♥❞❡♠ ❆✉s❞r✉❝❦✿

χ(d, n) =

√
√
√
√ 1

N

N∑

i=1

((
∆❡①♣
i −∆❝❛❧❝

i

)2
+
(
Ψ❡①♣
i −Ψ❝❛❧❝

i

)2
)

✭✸✳✺✼✮

N ✐st ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❋❛❧❧ ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❊✐♥③❡❧♠❡ss✉♥❣❡♥ ❜❡✐ ❥❡✇❡✐❧s ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ❊✐♥✲

❢❛❧❧s✇✐♥❦❡❧♥✳ ❊✐♥❡ ▼✐♥✐♠✐❡r✉♥❣ ✈♦♥ χ ❧✐❡❢❡rt ❞❛s ❲❡rt❡♣❛❛r ✭d✱ n✮✱ ✇❡❧❝❤❡s ❛♠ ❊❤❡st❡♥ ❞✐❡

❙❝❤✐❝❤t❣❡♦♠❡tr✐❡ ❜❡s❝❤r❡✐❜t✳ ❆❜❜✳ ✸✳✽ ③❡✐❣t ❞✐❡s ❛♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❡✐♥❡r ▼❡ss✉♥❣ ❡✐♥❡s ♦①✐❞✐❡rt❡♥

❙✐✲❲❛❢❡rs ❜❡✐ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ❊✐♥❢❛❧❧s✇✐♥❦❡❧♥ ✭s❝❤✇❛r③❡ ❙②♠❜♦❧❡✮ ✉♥❞ ❡✐♥❡r ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥

❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ✈♦♥ λ = 632, 8 ♥♠✳

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✽✿ ◆✉♠❡r✐s❝❤❡ ❆✉s✇❡rt✉♥❣ ❞❡r ❡❧❧✐♣s♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❉❛t❡♥ ❛♥ ❡✐♥❡♠ ♦①✐❞✐❡r✲
t❡♥ ❙✐✲❲❛❢❡r✳ ✭▲✐♥❦s✮ ❊❧❧✐♣s♦♠❡tr✐s❝❤❡ ❲✐♥❦❡❧ ❜❡✐ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ❊✐♥❢❛❧❧s✇✐♥❦❡❧♥ α✐♥❝

✭s❝❤✇❛r③❡ ❙②♠❜♦❧❡✮ ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ✈♦♥ λ = 632, 8 ♥♠✳ ❉✐❡ ❞✉r❝❤❣❡③♦❣❡♥❡♥ ❚r❛✲
❥❡❦t♦r✐❡♥ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥ ❞❡♥ ❜❡r❡❝❤♥❡t❡♥ Ψ❝❛❧❝✲∆❝❛❧❝ ❚r❛❥❡❦t♦r✐❡♥ ❜❡✐ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ❲❡r✲
t❡♣❛❛r❡♥ ✭n✱ d✮✭❛✉❢ ❞❡r r❡❝❤t❡♥ ❙❡✐t❡ ❞✉r❝❤ ✇❡✐ÿ❡ P✉♥❦t❡ ❣❡❦❡♥♥③❡✐❝❤♥❡t✮✳ ✭❘❡❝❤ts✮ ❆❜✲
✇❡✐❝❤✉♥❣ ❣❡♠äÿ ●❧✳ ✸✳✺✼ ❞❡r ❜❡r❡❝❤♥❡t❡♥ ✉♥❞ ❞❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡♥ ❉❛t❡♥✳ ❏❡ ❦❧❡✐♥❡r ❞❡r
❲❡rt χ✱ ❞❡st♦ ❣röÿ❡r ✐st ❞✐❡ Ü❜❡r❡✐♥st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❉❛t❡♥sät③❡ ✭❜❧❛✉❡r ❇❡r❡✐❝❤✮✳ χ
✐st r❡❧❛t✐✈ ③✉♠ ♠✐♥✐♠❛❧❡♥ ❲❡rt ❛♥❣❡❣❡❜❡♥✳ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ❛✉s ❬◆❡st❧❡r✱ ✷✵✶✺❪✳

✹✶
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✸✳✸✳✸ ❆✉❢❜❛✉

❉❛ ❛❧❧❡ ▼❡ss✉♥❣❡♥ ✐♥ ❡✐♥❡r ✢üss✐❣❡♥ ❯♠❣❡❜✉♥❣ st❛tt❢❛♥❞❡♥✱ ✇✉r❞❡ ❞✐❡ ▼❡t❤♦❞❡ ✈♦♥ ❇❡♥❥❛✲

♠✐♥s ❡t✳ ❛❧✳ ❛♥❣❡✇❡♥❞❡t ❬❇❡♥❥❛♠✐♥s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪✳ ❉❛s ❜❡s♦♥❞❡r❡ ❛♥ ❞✐❡s❡♠ ❆✉❢❜❛✉ ✐st✱ ❞❛ss

❛♥ ❞❡♠ ▲❛s❡r✲ ✉♥❞ ❉❡t❡❦t♦r❛r♠ s♣❡③✐❡❧❧❡ ③②❧✐♥❞r✐s❝❤❡ ❑ü✈❡tt❡♥ ❛♥❣❡❜r❛❝❤t ✇❡r❞❡♥ ✉♥❞

❞✐❡ Pr♦❜❡ ❛♠ ❇♦❞❡♥ ❡✐♥❡s s❡❧❜st❣❡❜❛✉t❡♥ ♠✐t ❋❧üss✐❣❦❡✐t ❣❡❢ü❧❧t❡♠ ❚❡✢♦♥tr♦❣ ✜①✐❡rt✳ ❉✐❡s❡

❋❡♥st❡r ❤❛❜❡♥ ❞❡♥ ♣r❛❦t✐s❝❤❡♥ ◆✉t③❡♥ ❞❡♥ ▲❛s❡rstr❛❤❧ stör✉♥❣s❢r❡✐ ✐♥ ❞❛s ❋❧üss✐❣❦❡✐ts✈♦✲

❧✉♠❡♥ ❡✐♥✲ ❜③✇✳ ❛✉s③✉❦♦♣♣❡❧♥✳ ❯♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♠ ❣❡✇ä❤❧t❡♥ ❊✐♥❢❛❧❧s✇✐♥❦❡❧ ✭α✐♥❝✮ tr✐✛t ❞❛s

✈♦♠ ▲❛s❡r❛r♠ ❦♦♠♠❡♥❞❡ ▲✐❝❤t s❡♥❦r❡❝❤t ❛✉❢ ❞✐❡ ▲✉❢t✲●❧❛s✲▲ös✉♥❣ ❛✉❢ ❞✐❡ ❋r♦♥ts❝❤❡✐❜❡

❞❡r ❡rst❡♥ ❑ü✈❡tt❡ ✉♥❞ ❛✉❢ ❞✐❡ ❖❜❡r✢ä❝❤❡ ❞❡r Pr♦❜❡✳ ❉❛❜❡✐ s❡✐ ❡r✇ä❤♥t✱ ❞❛ss ❡✐♥ s❡♥❦r❡❝❤✲

t❡r Ü❜❡r❣❛♥❣ ❞❡s ▲✐❝❤ts ❛✉s ❞❡r ▲✉❢t ✐♥ ❞❛s ▲ös✉♥❣s✈♦❧✉♠❡♥ s✐❝❤❡rst❡❧❧t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❑ü✈❡tt❡♥

s❡❧❜❡r ❦❡✐♥❡♥ ❊✐♥✢✉ss ❛✉❢ ❞❡♥ P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥s❣r❛❞ ❞❡s ▲✐❝❤ts ❤❛❜❡♥✳

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✾✿ ❋❧üss✐❣③❡❧❧❡ ③✉r ❡❧❧✐♣s♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ ▼❡ss✉♥❣❡♥ ❛♥ ✢üss✐❣✲❢❡st ●r❡♥③✢ä❝❤❡♥✳
✭❛✮ ❙❝❤❡♠❛ ❞❡r ▼❡ss③❡❧❧❡ ✉♥❞ ❙❡✐t❡♥❛♥s✐❝❤t✳ ❉❛s ❍❡✐③❡❧❡♠❡♥t ❡r❧❛✉❜t ▼❡ss✉♥❣❡♥ ❜❡✐ ✉♥t❡r✲
s❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ❯♠❣❡❜✉♥❣st❡♠♣❡r❛t✉r❡♥✳ ✭❜✮ ❋♦t♦ ✉♥❞ ❉r❛✉❢s✐❝❤t ❞❡r ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥ ▼❡ss③❡❧❧❡✳
❋♦t♦ ❡♥t♥♦♠♠❡♥ ❛✉s ❬◆❡st❧❡r✱ ✷✵✶✵❪✳

✸✳✹ ▼❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ▼♦❞❡❧❧✐❡r✉♥❣ ❞❡s ❙❝❤✐❝❤t✇❛❝❤st✉♠s

■♥ ❞✐❡s❡♠ ❆❜s❝❤♥✐tt s♦❧❧ ❦✉r③ ❞✐❡ ✐♥ ❬◆❡st❧❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❪ ✈❡r✇❡♥❞❡t❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ▼♦✲

❞❡❧❧✐❡r✉♥❣ ❡r❧ä✉t❡rt ✇❡r❞❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❛✉❝❤ ✐♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ③✉r ❈❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡r P❊▼s

❛♥❣❡✇❛♥❞t ✇✉r❞❡✳ ❉✐❡s❡ ❜❡✐♥❤❛❧t❡t ❥❡❞♦❝❤ ♥♦❝❤ ❦❡✐♥❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✱ s♦♥❞❡r♥

❜❡s❝❤r❡✐❜t ✐♥ ❡rst❡r ▲✐♥✐❡ ❧❡❞✐❣❧✐❝❤ ❞❛s ❜❡♦❜❛❝❤t❡t❡ ❙❝❤✐❝❤t✇❛❝❤st✉♠✳ ❆❜❜✳ ✸✳✶✵ ③❡✐❣t ❡✐♥
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t②♣✐s❝❤❡s ❲❛❝❤st✉♠ ❡✐♥❡r P❊▼✳ ❉✐❡s❡s s❡t③t s✐❝❤ ❛✉s ♠✐♥❞❡st❡♥s ❡✐♥❡♠ ✉♥❞ ♠❛①✐♠❛❧ ③✇❡✐

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✶✵✿ ▼♦❞❡❧❧✐❡r✉♥❣ ✭❞✉r❝❤❣❡③♦❣❡♥❡ ▲✐♥✐❡✮ ❞❡s ❙❝❤✐❝❤t✇❛❝❤st✉♠s ❡✐♥❡s P❊▼s ♠✐t
❞❡♥ ▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤t❡♥ ✶✺✾ ❦❉❛ ❢ür P❉❆❉▼❆ ✉♥❞ ✶✻✱✽ ❦❉❛ P❙❙✳ ❇✐s ③✉N❡①♣ ❙❝❤✐❝❤t♣❛❛✲
r❡♥ ✇ä❝❤st ❞❡r P❊▼ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧ ♠✐t f ′ = 0✱ ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ❢♦❧❣t ♣❛r❛❜♦❧✐s❝❤❡s ❲❛❝❤st✉♠
❜✐s P❛r❛♠❡t❡r N❧✐♥ ♠✐t f ′ = 1/2✱ ✇❡❧❝❤❡s ③✉ ●✉t❡r ▲❡t③t ✐♥ ❡✐♥❡s ❧✐♥❡❛r❡s ❲❛❝❤st✉♠ ü❜❡r✲
❣❡❤t ✭f ′ = 1✮✳ ❉❛r❣❡st❡❧❧t s✐♥❞ ❙❝❤✐❝❤t❞✐❝❦❡ d(N) ✭♦❜❡♥✮✱ ❙❝❤✐❝❤t❞✐❝❦❡♥③✉✇❛❝❤s ∆d ✭♠✐tt❡✮
✉♥❞ ❞❡r P❛r❛♠❡t❡r f ✭✉♥t❡♥✮ ✉♥❞ ❞❡r ❥❡✇❡✐❧✐❣❡ ❆♥st✐❡❣✳ ❙✐❡❤❡ ❬◆❡st❧❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❪

♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡♥ ❲❛❝❤st✉♠s❜❡r❡✐❝❤❡♥ ③✉s❛♠♠❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ♥❛❝❤ ❞❡r ❆♥③❛❤❧ ❛♥

❙❝❤✐❝❤t♣❛❛r❡♥ ❜❡✐ ❞❡r ❞❡r ❧✐♥❡❛r❡ ❲❛❝❤st✉♠s❜❡r❡✐❝❤ ❜❡❣✐♥♥t ✭N❧✐♥✮ ✐♥ ❡✐♥ ❧✐♥❡❛r❡s ❲❛❝❤s✲

t✉♠sr❡❣✐♠❡ ü❜❡r❣❡❤❡♥✳ ■♥ ❡✐♥✐❣❡♥ ❋ä❧❧❡♥ ❢♦❧❣t ❞❡r ❡rst❡ ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡ ❲❛❝❤st✉♠s❜❡r❡✐❝❤ ❡✐✲

♥❡r ❊①♣♦♥❡♥t✐❛❧❢✉♥❦t✐♦♥ ✉♥❞ ❢ür ❞✐❡ ❙❝❤✐❝❤t❞✐❝❦❡ ❣✐❧t d(N) = γeCN ✳ ●❧✳ ✸✳✺✽ ❜❡s❝❤❡✐❜t ❞❡♥

❱❡r❧❛✉❢ ❞❡s ❙❝❤✐❝❤t❞✐❝❦❡♥③✉✇❛❝❤s❡s ✭∆d✮ ✐♥ ❆♥❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r ❆♥③❛❤❧ ❛♥ P❉❆❉▼❆✴P❙❙

❙❝❤✐❝❤t♣❛❛r❡♥ ✭N✮

∆d(N) =







C · γeCN ❢ür N❡①♣ < N

α ·N ❢ür N❡①♣ < N < N❧✐♥

α ·N❧✐♥ ❢ür N ≥ N❧✐♥

, ✭✸✳✺✽✮

♠✐t ❞❡r ❆♥③❛❤❧ ❛♥ ❙❝❤✐❝❤t♣❛❛r❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞❡♥ Ü❜❡r❣❛♥❣ ✈♦♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠ ③✉ ♣❛r❛❜♦❧✐✲

s❝❤❡♠ ❲❛❝❤st✉♠ ❦❡♥♥③❡✐❝❤♥❡♥ ✭N❡①♣✮✳ ❉❡r ❙❝❤✐❝❤t❞✐❝❦❡♥③✉✇❛❝❤s ✐♠ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♥ ❇❡✲

r❡✐❝❤ ❢ür N❡①♣ < N ❤❛t ❡❜❡♥❢❛❧❧s ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♥ ❈❤❛r❛❦t❡r✳ ❉❡r P❛r❛♠❡t❡r α ✐st ❤✐❡r

❡✐♥❡ ❑♦♥st❛♥t❡ ✇❡❧❝❤❡ ✈♦♥ ❞❡♥ ▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤t❡♥ ❞❡r ❜❡t❡✐❧✐❣t❡♥ P♦❧②❦❛t✐♦♥❡♥ ✉♥❞ P♦✲

❧②❛♥✐♦♥❡♥ ❛❜❤ä♥❣✐❣ ✐st✳ ❋ür N > N❧✐♥ ✐st ❞✐❡s❡ ❑♦♥st❛♥t❡ ♠✉❧t✐♣❧✐③✐❡rt ♠✐t ❆♥③❛❤❧ ❛♥

❙❝❤✐❝❤t♣❛❛r❡♥ ❜❡✐ ❞❡r ❞❡r ❧✐♥❡❛r❡ ❲❛❝❤st✉♠s❜❡r❡✐❝❤ ❜❡❣✐♥♥t✱ ❣❡r❛❞❡ ❞✐❡ ❉✐❝❦❡ ❡✐♥❡s P♦❧②✲

❛♥✐♦♥✴P♦❧②❦❛t✐♦♥ ❙❝❤✐❝❤t♣❛❛r❡s ✉♥❞ ✇✐r❞ ❛❧s ∆d❧✐♥ = α ·N❧✐♥ ③✉s❛♠♠❡♥❣❡❢❛sst✳ ■♠ ❋♦❧❣❡♥✲

✹✸



❑❆P■❚❊▲ ✸✳ ▼❆❚❊❘■❆▲■❊◆ ❯◆❉ ▼❊❚❍❖❉❊◆

❞❡♥ ✇✐r❞ ❞✐❡s❡ ❛❧s ❦♦♥st❛♥t❡r ❙❝❤✐❝❤t❞✐❝❦❡♥③✉✇❛❝❤s ✐♠ ❧✐♥❡❛r❡♥ ❲❛❝❤st✉♠s❜❡r❡✐❝❤ ✭∆d❧✐♥✮

❜❡③❡✐❝❤♥❡t✱ ✇♦♠✐t s✐❝❤ ❢ür ❞✐❡ ❑♦♥st❛♥t❡ α ❢♦❧❣❡♥❞❡r ❆✉s❞r✉❝❦ ❡r❣✐❜t✳

α =
∆d❧✐♥
N❧✐♥

✭✸✳✺✾✮

❉❡♠♥❛❝❤ ❧ässt s✐❝❤ ❞❛s ❙❝❤✐❝❤t✇❛❝❤st✉♠ ♥✉r ❛✉s ❞❡♥ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡♥ P❛r❛♠❡t❡r♥ ∆d❧✐♥ ✉♥❞

N❧✐♥ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥✳ ❙✉♠♠✐❡rt ♠❛♥ ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ü❜❡r ❛❧❧❡ ❙❝❤✐❝❤t❞✐❝❦❡♥✐♥❦r❡♠❡♥t❡ ∆d(N)

s♦ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞❡♥ ❙❝❤✐❝❤t❞✐❝❦❡♥✈❡r❧❛✉❢ d(N)

d(N) =

N∑

i=1

∆d(i). ✭✸✳✻✵✮

❙❡t③t ♠❛♥ ♥✉♥ ●❧✳ ✸✳✺✽ ✐♥ ●❧✳ ✸✳✻✵ ❡✐♥✱ s♦ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❢ür ❞✐❡ ❙❝❤✐❝❤t❞✐❝❦❡ d(N) ❢♦❧❣❡♥❞❡r

❆✉s❞r✉❝❦✿

d(N) =







γeCN ❢ür N❡①♣ < N < N❧✐♥

α
2N(N + 1) ❢ür N < N❧✐♥

αN❧✐♥N + α
2N❧✐♥(N❧✐♥ + 1) ❢ür N ≥ N❧✐♥

✭✸✳✻✶✮

❲✐❡ ♠❛♥ ●❧✳ ✸✳✻✶ ❡♥t♥❡❤♠❡♥ ❦❛♥♥✱ ✇ä❝❤st ❞✐❡ ▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t ❢ür N❡①♣ < N ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧✱

❢ür N❡①♣ < N < N❧✐♥ ❣✐❧t ♣❛r❛❜♦❧✐s❝❤❡s ✉♥❞ ❢ür N ≥ N❧✐♥ ❧✐♥❡❛r❡s ❲❛❝❤st✉♠✳

❩✉sät③❧✐❝❤ ❦❛♥♥ ③✉ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡s ❙❝❤✐❝❤t✇❛❝❤st✉♠s ♥♦❝❤ ❡✐♥ ✇❡✐t❡r❡r P❛r❛♠❡t❡r ❞✐❡♥✲

❧✐❝❤ s❡✐♥✱ ✇❡❧❝❤❡r ❡✐♥❡rs❡✐ts ✉♥✇✐❧❧❦ür❧✐❝❤✱ ❛♥❞❡r❡rs❡✐ts ❛❜❡r ❛✉❝❤ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♥ ❞❡r ❆♥✲

③❛❤❧ ❛♥ ♣rä♣❛r✐❡rt❡♥ ❙❝❤✐❝❤t♣❛❛r❡♥ N ✐st✳ ❉✐❡s❡r P❛r❛♠❡t❡r ✐st ❞❛s ❱❡r❤ä❧t♥✐s ✈♦♥ ❙❝❤✐❝❤t✲

❞✐❝❦❡ ✉♥❞ ❙❝❤✐❝❤t❞✐❝❦❡♥③✉✇❛❝❤s ✉♥❞ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ③✉ f(N) = d(N)/∆d(N)✳ ❉✐❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣

f ′(N) = ∂f(N)/∂N ❤ä♥❣t ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ♥✉r ✈♦♥ ❞❡r ❆rt ❞❡s ❙❝❤✐❝❤t✇❛❝❤st✉♠s ❛❜ ✉♥❞

✐st ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡s ❧✐♥❡❛r❡♥ ❲❛❝❤st✉♠s❜❡r❡✐❝❤ f ′ = 1✳ ❲ä❝❤st ❞✐❡ ❙❝❤✐❝❤t ❤✐♥❣❡❣❡♥ ♣❛r❛✲

❜♦❧✐s❝❤✱ s♦ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❢ür f ′ = 1/2 ✉♥❞ f ′ = 0 ✇❡♥♥ ❞❡r P❊▼ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡s ❲❛❝❤s✲

t✉♠ ❛✉❢✇❡✐st✳ ■♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✶✵ ✇✐r❞ ♥♦❝❤ ❡✐♥♠❛❧ ❛♥s❝❤❛✉❧✐❝❤ ❞❡r ❩✇❡❝❦ ❞❡s P❛r❛♠❡t❡rs

f(N) ✉♥❞ f ′(N) ③✉r ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡s ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ❲❛❝❤st✉♠s❜❡r❡✐❝❤s ✉♥❞ ❞❡r❡♥ Ü❜❡r❣ä♥❣❡

✈❡r❞❡✉t❧✐❝❤t ✭❉❡t❛✐❧s ♥❛❝❤③✉❧❡s❡♥ ✐♥ ❬◆❡st❧❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❪✮✳ ▼✐tt❡❧s ❞✐❡s❡r ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥

❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❦ö♥♥❡♥ s♦✇♦❤❧ ❞✐❡ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ Ü❜❡r❣ä♥❣❡ ✐♥ ❞✐❡ ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ❲❛❝❤st✉♠sr❡❣✐♠❡

N❡①♣✱ N❧✐♥✱ ❛❧s ❛✉❝❤ ❞❡r ❙❝❤✐❝❤t❞✐❝❦❡♥③✉✇❛❝❤s ✐♠ ❧✐♥❡❛r❡♥ ❇❡r❡✐❝❤ ∆d❧✐♥ q✉❛♥t✐✜③✐❡rt ✇❡r✲

❞❡♥✳ ❉❡s✇❡✐t❡r❡♥ ❦❛♥♥ ❞✐❡ ❙❝❤✐❝❤t❞✐❝❦❡ Ü❜❡r❣❛♥❣ ✈♦♠ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠ ③✉ ♣❛r❛❜♦❧✐s❝❤❡♠

❲❛❝❤st✉♠ ✭d❡①♣✮ ❜❡st✐♠♠t ✇❡r❞❡♥✳

✹✹



❑❛♣✐t❡❧ ✹

❘❡s✉❧t❛t❡

✹✳✶ ❊✐♥✢✉ss ❞❡s ▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤ts ✈♦♥ P❉❆❉▼❆✴P❙❙▼✉❧✲

t✐s❝❤✐❝❤t❡♥

■♥ ❞✐❡s❡♠ ❆❜s❝❤♥✐tt s♦❧❧ ❡✐♥ ❦✉r③❡r Ü❜❡r❜❧✐❝❦ ü❜❡r ❞❡♥ ❊✐♥✢✉ss ❞❡s ▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤✲

t❡s ❛✉❢ ❞❛s ❙❝❤✐❝❤t✇❛❝❤st✉♠ ❜❡✐ P♦❧②❡❧❡❦tr♦❧②t♠✉❧t✐s❝❤✐❝❤t❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ♠✐t P❉❆❉▼❆ ✉♥❞

P❙❙ ❣❡❜❛✉t ✇✉r❞❡♥✱ ❣❡❣❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❲✐❡ s❝❤♦♥ ❜❡r❡✐ts ❡r✇ä❤♥t ❧ässt s✐❝❤ ❛♥❤❛♥❞ ✉♥t❡r✲

s❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡r P❛r❛♠❡t❡r ✇✐❡ ❙❛❧③❦♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥✱ ❙❛❧③❛rt ✉♥❞ Prä♣❛r❛t✐♦♥st❡♠♣❡r❛t✉r ✭✉♠

❡✐♥✐❣❡ ❇❡✐s♣✐❡❧❡ ③✉ ♥❡♥♥❡♥✮ ❞❛s ❲❛❝❤st✉♠ s♦❧❝❤❡r ▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t❡♥ ❡♥ts❝❤❡✐❞❡♥❞ ❜❡❡✐♥✢✉s✲

s❡♥✳ ❬◆❡st❧❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❪ ③❡✐❣t❡✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡r ▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤t❡

❜❡✐ P♦❧②❛♥✐♦♥❡♥ ✭P❙❙✮ ✉♥❞ P♦❧②❦❛t✐♦♥❡♥ ✭P❉❆❉▼❆✮ ③✉ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ❲❛❝❤st✉♠s✲

r❡❣✐♠❡♥ ❜❡✐♠ ❇❛✉ ❡✐♥❡r s♦❧❝❤❡♥ P♦❧②❡❧❡❦tr♦❧②t♠✉❧t✐s❝❤✐❝❤t ❢ü❤rt✳ ❉❛③✉ ✇✉r❞❡♥ s♣❡③✐❡❧❧

P♦❧②❡❧❡❦tr♦❧②t❡ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❣❡r✐♥❣❡♥ P❉■ ✈❡r✇❡♥❞❡t✱ ✉♠ ❡✐♥❡ ❣❡r✐♥❣❡ P♦❧②❞✐s♣❡rs✐tät s✐✲

❝❤❡r③✉st❡❧❧❡♥✳ ❇❡✐ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ✇✉r❞❡♥ ❞✐❡ ✐♥tr❛✲ ✉♥❞ ✐♥t❡r♠♦❧❡❦✉❧❛r❡♥ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣❡♥

✐♥s♦❢❡r♥ ❜❡✐❜❡❤❛❧t❡♥ ✉♥❞ ❞❡♠♥❛❝❤ Prä♣❛r❛t✐♦♥st❡♠♣❡r❛t✉r ✉♥❞ ■♦♥❡♥❦♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥ ❦♦♥✲

st❛♥t ❣❡❧❛ss❡♥ ✭T = 20◦❈✱ c◆❛❈❧ = 0, 1 ♠♦❧✴▲✮ ✉♥❞ ❞✐❡ P❊ ▼♦♥♦♠❡r❦♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥ ❜❡trä❣t

✶ ♠♠♦❧✴▲✳ ❉❛ ❡s s✐❝❤ ❜❡✐ P❉❆❉▼❆ ✉♥❞ P❙❙ ③✉❞❡♠ ✉♠ st❛r❦❡ P♦❧②❡❧❡❦tr♦❧②t❡ ❤❛♥❞❡❧t

✉♥❞ ❞❡r❡♥ ❉✐ss♦③✐❛t✐♦♥s❣r❛❞ ♥❛❤❡ ❛♥ ❞❡r ✶ ❧✐❡❣t✱ s♣✐❡❧t ❞❡r ♣❍✲❲❡rt ❞❡r ❆❞s♦r♣t✐♦♥s❧ös✉♥❣

❤✐❡r ❦❡✐♥❡ ❘♦❧❧❡✳

❆❜❜✳ ✹✳✶ ③❡✐❣t ❛✉s P❉❆❉▼❆ ✉♥❞ P❙❙ ❤❡r❣❡st❡❧❧t❡ ▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t❡♥ ♠✐t ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥

❑♦♠❜✐♥❛t✐♦♥❡♥ ❛♥ ▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤t❡♥ ❞❡r P♦❧②❛♥✐♦♥❡♥ ❜③✇✳ P♦❧②❦❛t✐♦♥❡♥✱ ❣❡♠❡ss❡♥ ♠✐t✲

t❡❧s ✐♥✲s✐t✉ ❊❧❧✐♣s♦♠❡tr✐❡ ✐♥ s❛❧③❢r❡✐❡♠ ❲❛ss❡r✳ ▼❛♥ s✐❡❤t ❜❡✐ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥Mw ❑♦♠❜✐✲

♥❛t✐♦♥❡♥ ❞✐❡ ③✉✈♦r ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥❡♥ ❲❛❝❤st✉♠sr❡❣✐♠❡s✳ ❲ä❤❧t ♠❛♥ ③✉♥ä❝❤st ❤♦❤❡ ▼♦❧❡❦✉✲

❧❛r❣❡✇✐❝❤t❡ ❢ür P❉❆❉▼❆ ✉♥❞ P❙❙ ✭❜❧❛✉✮✱ s♦ ✇ä❝❤st ❞✐❡ ▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t ③✉♥ä❝❤st ♣❛r❛❜♦❧✐s❝❤

❜✐s ❞❛s ❙❝❤✐❝❤t✇❛❝❤st✉♠ ♥❛❝❤ N❧✐♥ = 14 ❙❝❤✐❝❤t♣❛❛r❡♥ ✐♥ ❡✐♥❡♥ ❧✐♥❡❛r❡♥ ❲❛❝❤st✉♠s❜❡r❡✐❝❤

ü❜❡r❣❡❤t ✉♥❞ ❞❡r ❙❝❤✐❝❤t❞✐❝❦❡♥③✉✇❛❝❤s ✭∆d✮ ❡✐♥❡♥ ❦♦♥st❛♥t❡♥ ❲❡rt ✈♦♥ ∆d❧✐♥ = 12, 8 ♥♠

✭❙❝❤✐❝❤t❞✐❝❦❡♥③✉✇❛❝❤s ✐♠ ❧✐♥❡❛r❡♥ ❲❛❝❤st✉♠s❜❡r❡✐❝❤✮ ❛♥♥✐♠♠t✳ ❇❡✐ ❡✐♥❡r ▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✲

✇✐❝❤ts❦♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❣❡r✐♥❣❡♠ P❉❆❉▼❆ ✉♥❞ ❡✐♥❡♠ ❤♦❤❡♠ P❙❙ ▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✲

✇✐❝❤t ❤✐♥❣❡❣❡♥ ✭❣rü♥✮ ✜♥❞❡t ❞❡r Ü❜❡r❣❛♥❣ ✈♦♠ ♣❛r❛❜♦❧✐s❝❤❡♥ ③✉♠ ❧✐♥❡❛r❡♥ ❲❛❝❤st✉♠s❜❡✲

r❡✐❝❤ ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❣❡r✐♥❣❡r❡♥ ❆♥③❛❤❧ ❛♥ ❙❝❤✐❝❤t♣❛❛r❡♥ st❛tt ✭N❧✐♥ = 8✮ ✉♥❞ ❛✉❝❤ ❞❡r ❙❝❤✐❝❤t✲

❞✐❝❦❡♥③✉✇❛❝❤s ✐♠ ❧✐♥❡❛r❡♥ ❲❛❝❤st✉♠sr❡❣✐♠❡ ✇✐r❞ r❡❞✉③✐❡rt ✉♥❞ ❜❡trä❣t ∆d❧✐♥ = 6 ♥♠✳
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✶✿ ■♥✲s✐t✉ ❡❧❧✐♣s♦♠❡tr✐s❝❤❡ ▼❡ss✉♥❣❡♥ ❛♥ P❊▼s✱ ❣❡❜❛✉t ❛✉s ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥
▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤t❡♥ ❛❧s ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡r ❆♥③❛❤❧ ❛♥ ❙❝❤✐❝❤t♣❛❛r❡♥ N ✱ ❣❡♠❡ss❡♥ ✐♥ s❛❧③❢r❡✐❡♠
❲❛ss❡r✳ ❉✐❡ ▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t❡♥ ✇✉r❞❡♥ ❜❡✐ ❡✐♥❡r P❊ ❑♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥ ✈♦♥ ✶ ♠♠♦❧✴▲ ♣r♦ ▼♦♥♦✲
♠❡r ✐♥ ❡✐♥❡r 0, 1 ♠♦❧✴▲ ❙❛❧③❧ös✉♥❣ ❤❡r❣❡st❡❧❧t✳ ❙❝❤✐❝❤t❞✐❝❦❡ d ✭♦❜❡♥✮ ✉♥❞ ❙❝❤✐❝❤t❞✐❝❦❡♥③✉✲
♥❛❤♠❡ ∆d ✭✉♥t❡♥✮ ✐♥ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡s N ✲t❡♥ ❙❝❤✐❝❤t♣❛❛r❡s ✈♦♥ ❞❡♥ ✐♥ ✭♦❜❡♥✮ ❣❡③❡✐❣t❡♥
❙❝❤✐❝❤ts②st❡♠❡♥✳ N❧✐♥ ❜❡s❝❤r❡✐❜t ❤✐❡r ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❛♥ ❙❝❤✐❝❤t♣❛❛r❡♥ ❜❡✐ ❞❡r ❧✐♥❡❛r❡s ❲❛❝❤s✲
t✉♠ ❡✐♥s❡t③t✳ ∆d❧✐♥ ✐st ❤✐❡r ❞❡r ❙❝❤✐❝❤t❞✐❝❦❡♥③✉✇❛❝❤s ✐♠ ❧✐♥❡❛r❡♥ ❲❛❝❤st✉♠s❜❡r❡✐❝❤✳ ❉✐❡
❞✉r❝❤❣❡③♦❣❡♥❡♥ ▲✐♥✐❡♥ ✇✉r❞❡ ♥❛❝❤ ●❧✳ ✸✳✺✽ ✉♥❞ ✸✳✻✶ ❜❡r❡❝❤♥❡t ❬◆❡st❧❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❪✳

❇❡✐ ❞❡r ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ✈♦♥ ❣❡r✐♥❣❡♠ P❙❙ ▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤t ♠✐t Mw✭P❙❙✮ = 13 ❦❉❛ ❜❡✐

❣❧❡✐❝❤③❡✐t✐❣ ❤♦❤❡♠ P❉❆❉▼❆ ▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤t ✈♦♥ Mw✭P❉❆❉▼❆✮ = 159 ❦❉❛ tr✐tt ❡✐♥

③✉sät③❧✐❝❤❡s ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡s ❲❛❝❤st✉♠sr❡❣✐♠❡ ❛✉❢✳ ■♥ ❞✐❡s❡♠ ❋❛❧❧ ✇ä❝❤st ❞✐❡ ▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t

③✉♥ä❝❤st ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧ ♠✐t ❞❡r ❆♥③❛❤❧ ❛♥ ❙❝❤✐❝❤t♣❛❛r❡♥ ❜✐s ❡s ♥❛❝❤ N❡①♣ ❙❝❤✐❝❤t❡♥ ✐♥ ❞❛s

♣❛r❛❜♦❧✐s❝❤❡ ❲❛❝❤st✉♠ ü❜❡r❣❡❤t✳ ❉❛❞✉r❝❤ ✈❡rs❝❤✐❡❜t s✐❝❤ ❣❧❡✐❝❤③❡✐t✐❣ ❞❡r Ü❜❡r❣❛♥❣ ✈♦♠

♣❛r❛❜♦❧✐s❝❤❡♥ ③✉♠ ❧✐♥❡❛r❡♥ ❲❛❝❤st✉♠s❜❡r❡✐❝❤ ③✉ ❡✐♥❡r ❤ö❤❡r❡♥ ❆♥③❛❤❧ ❛♥ ❙❝❤✐❝❤t♣❛❛r❡♥

✉♥❞ ③✉ ❡✐♥❡♠ ❤ö❤❡r❡♠ ❙❝❤✐❝❤t❞✐❝❦❡♥③✉✇❛❝❤s ✐♠ ❧✐♥❡❛r❡♥ ❲❛❝❤st✉♠s❜❡r❡✐❝❤ ∆d❧✐♥✳

❆♥❤❛♥❞ ❞❡r ✐♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✸✳✹ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥❡♥ ❈❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡s P❊▼✲❲❛❝❤st✉♠s✱ ✇✉r✲

❞❡♥ sä♠t❧✐❝❤❡ ▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤t❡ ✈♦♥ P❙❙ ✉♥❞ P❉❆❉▼❆ ✈❛rr✐❡rt ✉♥❞ ❞✐❡ P❛r❛♠❡t❡r

∆d❧✐♥ ✉♥❞ N❧✐♥ ♥❛❝❤ ●❧✳ ✸✳✺✽ ✉♥❞ ✸✳✻✶ ❜❡st✐♠♠t ✭s✐❡❤❡ ❆❜❜✳ ✹✳✷✮✳ ❉✐❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ③❡✐❣t

❞❡♥ ❲❛❝❤st✉♠s♣❛r❛♠❡t❡r ∆d❧✐♥ ✐♥ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡s P❙❙✲▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤ts ❜❡✐ ❣❧❡✐❝❤✲

③❡✐t✐❣ ❤♦❤❡♠ ▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤t ✈♦♥ P❉❆❉▼❆ ✭♦❜❡♥✱ ❣❡❢ü❧❧t❡ s❝❤✇❛r③❡ ❉r❡✐❡❝❦❡✮ ✉♥❞ ❞❡s

P❉❆❉▼❆▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤ts ❜❡✐ ❣❧❡✐❝❤③❡✐t✐❣ ❤♦❤❡♠ ▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤t ❞❡s P❙❙ ✭✉♥t❡♥✱ ❣❡✲

❢ü❧❧t❡ s❝❤✇❛r③❡ ◗✉❛❞r❛t❡✮✳ ■♥ ❜❡✐❞❡♥ ●r❛♣❤❡♥ ✐st ❞✐❡ ❊✐♥③❡❧♠❡ss✉♥❣ ❜❡✐ ❣❧❡✐❝❤③❡✐t✐❣ ❤♦❤❡♠

▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤ts ✈♦♥ P❙❙ ✉♥❞ P❉❆❉▼❆ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ s❝❤✇❛r③❡♥ ❙t❡r♥ ❣❡❦❡♥♥③❡✐❝❤♥❡t✱

s✐❡❤❡ ❬◆❡st❧❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❪✳ ■♥ ❚❛❜✳ ✹✳✶ ✉♥❞ ❚❛❜✳ ✹✳✷ s✐❡❤t ♠❛♥ ❞✐❡ ❞❛③✉❣❡❤ör✐❣❡♥ P❛r❛✲

♠❡t❡r ∆d❧✐♥✱ s♦✇✐❡ N❧✐♥ ✐♥ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r ▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤t❡✳ ❯♥t❡r❤❛❧❜ ❡✐♥❡s ❥❡✇❡✐❧✐✲

❣❡♥ ❙❝❤✇❡❧❧✇❡rt❡s ✭❡♥❣❧✳ t❤r❡s❤♦❧❞✮ st❡❧❧t ♠❛♥ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ✉♥❞ s♦❣❛r ❡♥t❣❡❣❡♥❣❡s❡t③t❡
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✷✿ ∆d❧✐♥✱ ❞✐❡ ❉✐❝❦❡ ♣r♦ P♦❧②❦❛t✐♦♥✴P♦❧②❛♥✐♦♥ ❙❝❤✐❝❤t♣❛❛r ✐♠ ❧✐♥❡❛r❡♥
❲❛❝❤st✉♠sr❡❣✐♠❡ ❛❧s ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡s P❙❙ ✭♦❜❡♥✮ ❜③✇✳ ❞❡s P❉❆❉▼❆ ✭✉♥t❡♥✮ ▼♦❧❡✲
❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤ts✳ ❲❡♥♥ ❞❛s ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡ P❊✲▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤t ❡✐♥❡♥ P❊ s♣❡③✐✜s❝❤❡♥
❙❝❤✇❡❧❧✇❡rt ✭❡♥❣❧✳ t❤r❡s❤♦❧❞✮ M t❤r❡s❤♦❧❞

w ü❜❡rs❝❤r❡✐t❡t ✭M t❤r❡s❤♦❧❞
w (P❙❙) = 25 ❦❉❛ ✉♥❞

M t❤r❡s❤♦❧❞
w (P❉❆❉▼❆) = 80 ❦❉❛✮✱ ✐st ❞❡r ❲❛❝❤st✉♠s♣❛r❛♠❡t❡r ∆d❧✐♥ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♠

▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤t✳ ❲✐r❞ ❞❛s ▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤t ❡✐♥❡s P❊s ❛✉❢ ❡✐♥❡♥ ❲❡rt ✉♥t❡r❤❛❧❜ ❞❡s
❙❝❤✇❡❧❧✇❡rt❡s ✈❡rr✐♥❣❡rt✱ ❞❛♥♥ ✇✐r❞ ∆d❧✐♥ ❡♥t✇❡❞❡r ❡r❤ö❤t ♦❞❡r ✈❡rr✐♥❣❡rt✳ ❉✐❡ ❣❡③❡✐❣t❡♥
❙❦✐③③❡♥ s✐♥❞ ❛♥❣❡♥♦♠♠❡♥❡ ♠ö❣❧✐❝❤❡ ❑♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ❞❡r ❛❞s♦r❜✐❡r❡♥❞❡♥ P❙❙ ✭♦❜❡♥✮ ✉♥❞
P❉❆❉▼❆ ✭✉♥t❡♥✮ ❑❡tt❡♥✱ ✉♥t❡r❤❛❧❜ ✭❧✐♥❦s✮ ✉♥❞ ♦❜❡r❤❛❧❜ ✭r❡❝❤ts✮ ❞❡r ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥
❙❝❤✇❡❧❧✇❡rt❡✳ P❙❙ ❑❡tt❡♥ s✐♥❞ r♦t ✉♥❞ ❞✐❡ P❉❆❉▼❆ ❑❡tt❡♥ ✐♥ ❜❧❛✉ ❣❡❦❡♥♥③❡✐❝❤♥❡t✳

❱❡r❧ä✉❢❡ ❞❡r ❲❛❝❤st✉♠s♣❛r❛♠❡t❡r ❢❡st ✉♥❞ ❞❛s ❙❝❤✐❝❤t✇❛❝❤st✉♠ ❧ässt s✐❝❤ ✐♥ ❞r❡✐ ✉♥✲

t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ❇❡r❡✐❝❤❡ ✭❛✉❝❤ ❘❡❣✐♦♥❡♥ ❣❡♥❛♥♥t✮ ❡✐♥t❡✐❧❡♥✳ ●❡rät ❞❛s P❉❆❉▼❆ ▼♦❧❡❦✉✲

❧❛r❣❡✇✐❝❤t ✉♥t❡r ❡✐♥❡♥ ❙❝❤✇❡❧❧✇❡rt ✈♦♥ M t❤r❡s❤♦❧❞
w (P❉❆❉▼❆) = 80 ❦❉❛✱ s♦ ♥✐♠♠t ❞❡r

❙❝❤✐❝❤t❞✐❝❦❡♥③✉✇❛❝❤s ✐♠ ❧✐♥❡❛r❡♥ ❲❛❝❤st✉♠s❜❡r❡✐❝❤ ✭∆d❧✐♥✮ ❛❜ ✭s❝❤✇❛❝❤❡s ❲❛❝❤st✉♠sr❡✲

❣✐♠❡✱ ❜❧❛✉❡ ▲✐♥✐❡✮✱ ✇♦♥❛❝❤ ✇❡♥✐❣❡r ❙❝❤✐❝❤t♣❛❛r❡ ♥öt✐❣ s✐♥❞✱ ✉♠ ❞❛s ❧✐♥❡❛r❡ ❲❛❝❤st✉♠sr❡✲

❣✐♠❡ ③✉ ❡rr❡✐❝❤❡♥✳ ❯♥t❡rs❝❤r❡✐t❡t ❞❛s P❙❙✲▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤t ❤✐♥❣❡❣❡♥ ❞❡♥ ❙❝❤✇❡❧❧✇❡rt ✈♦♥

M t❤r❡s❤♦❧❞
w ✭P❙❙✮= 25 ❦❉❛✱ s♦ st❡✐❣t ∆d❧✐♥ ❛♥ ✭st❛r❦❡s ❲❛❝❤st✉♠s❜❡r❡✐❝❤✱ r♦t❡ ▲✐♥✐❡✮✱ ✇❛s

♥❡❜❡♥ ❞❡♠ ♣❛r❛❜♦❧✐s❝❤❡♥ ③✉sät③❧✐❝❤ ❞✉r❝❤ ❡✐♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡s ❲❛❝❤st✉♠ ❣❡❦❡♥♥③❡✐❝❤♥❡t

✐st✳ ❇❡✐♠ Ü❜❡rs❝❤r❡✐t❡♥ ❞❡r ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ❙❝❤✇❡❧❧✇❡rt❡ ❣❡❤t ❞❛s ❙❝❤✐❝❤t✇❛❝❤st✉♠ ✐♥ ❜❡✐❞❡♥

❋ä❧❧❡♥ ✐♥ ❡✐♥ ♠♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤ts✉♥❛❜❤ä♥✐❣❡s ❲❛❝❤st✉♠sr❡❣✐♠❡ ü❜❡r ✉♥❞ ❞✐❡ ❉✐❝❦❡ ❡✐♥❡s

❙❝❤✐❝❤t♣❛❛r❡s ✐♠ ❧✐♥❡❛r ✇❛❝❤s❡♥❞❡♥ ❇❡r❡✐❝❤ ∆d❧✐♥ ❜❧❡✐❜t ❦♦♥st❛♥t ✉♥❞ ✐st ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♠

P❉❆❉▼❆✲ ❜③✇✳ P❙❙✲▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤t✳

❉❡r ❊✐♥✢✉ss ❞❡s P❉❆❉▼❆ ▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤t ❜❡✐ ❣❧❡✐❝❤③❡✐t✐❣ ❤♦❤❡♠ Mw ✈♦♥ P❙❙✱ ✇✐❡

♦❜❡♥ ❡r❧ä✉t❡rt✱ ❧ässt ❞❛❤✐♥❣❡❤❡♥❞ ✐♥t❡r♣r❡t✐❡r❡♥✱ ❞❛s ❜❡✐ ❧❡✐❝❤t❡♠ P❉❆❉▼❆ ❧❡❞✐❣❧✐❝❤ ❡✐♥

❚❡✐❧ ❞❡r P❉❆❉▼❆ ❑❡tt❡ ❛✉❢ ❞❡r P❙❙ t❡r♠✐♥✐❡rt❡♥ ❖❜❡r✢ä❝❤❡ ❛❞s♦r❜✐❡rt ✉♥❞ ❞❡r ❘❡st

✐♥ ▲ös✉♥❣ r❛❣t✳ ❊r❤ö❤t ♠❛♥ ❞❛s ▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤t ü❜❡r ❞❡♥ ❙❝❤✇❡❧❧✇❡rt ✈♦♥ ✽✵ ❦❉❛✱ s♦

❛❞s♦r❜✐❡rt ♠✐♥❞❡st❡♥s ♥♦❝❤ ❡✐♥ ③✇❡✐t❡r ❆❜s❝❤♥✐tt ❞❡r ❑❡tt❡ ❛✉❢ ❞❡r ❖❜❡r✢ä❝❤❡ ✉♥❞ ❡s

r❛❣t ♠✐♥❞❡st❡♥s ❡✐♥ ❧♦♦♣ ✐♥ ❞✐❡ ▲ös✉♥❣✳ ❉✐❡s ❢ü❤rt ✇✐❡❞❡r✉♠ ③✉ ❡✐♥❡r ❦♦♥st❛♥t❡♥ ●❧❡✐❝❤❣❡✲

✇✐❝❤ts❞✐❝❦❡ ❞❡r ▼♦♥♦s❝❤✐❝❤t ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♠ ▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤t ❬◆❡t③ ✉♥❞ ❏♦❛♥♥②✱ ✶✾✾✾❪✳

❉❛rü❜❡r ❤✐♥❛✉s ❦♦♥♥t❡ ✐♥ ❬◆❡st❧❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❪ ❣❡③❡✐❣t ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ss ❡s ❡✐♥❡♥ ❧✐♥❡❛r❡♥ ❩✉✲

s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❲❛❝❤st✉♠s♣❛r❛♠❡t❡r N❧✐♥ ✉♥❞ ∆d❧✐♥ ❣✐❜t ✭N❧✐♥ = 4 + ∆d❧✐♥✮✱

✹✼



❑❆P■❚❊▲ ✹✳ ❘❊❙❯▲❚❆❚❊

❚❛❜❡❧❧❡ ✹✳✶✿ ❉✐❡ ❚❛❜❡❧❧❡ ③❡✐❣t ❞❡♥ ❲❛❝❤st✉♠s♣❛r❛♠❡t❡rN❧✐♥ ✐♥ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r ✈❡r✇❡♥❞❡✲
t❡♥ ▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤t❡ ✭Mw✮✳ ❉✐❡s❡ ❧ässt s✐❝❤ ✐♥ ❞r❡✐ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ❲❛❝❤st✉♠s❜❡r❡✐❝❤❡
❡✐♥t❡✐❧❡♥✳ ❋ür ❤♦❤❡sMw P❙❙ ✉♥❞ ♥✐❡❞✐❣❡sMw P❉❆❉▼❆ s✐❡❤t ♠❛♥ ❡✐♥❡♥ ❧✐♥❡❛r❡♥ ❆♥st✐❡❣
❞❡s P❛r❛♠❡t❡rs N❧✐♥✭❜❧❛✉❡r ❇❡r❡✐❝❤✮✳ ❊r❤ö❤t ♠❛♥ ❞❛s Mw ✈♦♥ P❉❆❉▼❆ s♦ ❣❡❧❛♥❣t ♠❛♥
❜❡✐ ✉♥❣❡❢ä❤r ✽✵ ❦❉❛ ✐♥ ❡✐♥ ♠♦❧❡❦✉❧❛r❣✇✐❝❤t✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡s ❙❝❤✐❝❤t✇❛❝❤st✉♠ ✉♥❞ N❧✐♥ ❜❧❡✐❜t
❦♦♥st❛♥t ✭❣rü♥❡r ❇❡r❡✐❝❤✮✳ ■♠ ❋❛❧❧ ✈♦♥ ❣❡r✐♥❣❡♠ Mw P❙❙ ✉♥❞ ❤♦❤❡♠ P❉❆❉▼❆ ▼♦❧❡❦✉✲
❧❛r❣❡✇✐❝❤t st❡✐❣t ❞❡r P❛r❛♠❡t❡r N❧✐♥ ❛♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❙❝❤✐❝❤t❡♥ ✇❛❝❤s❡♥ ❜❡✈♦r s✐❡ ✐♥ ♣❛r❛❜♦❧✐✲
s❝❤❡s ❲❛❝❤st✉♠ ü❜❡r❣❡❤❡♥✱ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧ ✭r♦t❡r ❇❡r❡✐❝❤✮✱ s✐❡❤❡ ❛✉❝❤ ❬◆❡st❧❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❪✳

N❧✐♥

Mw(P❉❆❉▼❆) ❬❦❉❛❪

✷✸✱✻ ✸✹✱✽ ✹✹✱✽ ✼✷✱✶ ✶✺✾ ✷✶✵ ✸✷✷

Mw(P❙❙)
❬❦❉❛❪

✽✱✻ ✸✸ ± ✷
✶✸✱✷ ✷✺ ± ✸
✶✻✱✽ ✶✶ ± ✸ ✶✽ ± ✶ ✷✶ ± ✸ ✷✶ ± ✸
✸✸✱✽ ✶✺ ± ✸ ✶✻ ± ✸ ✶✹ ± ✶
✹✽✱✻ ✶✻ ± ✷
✼✺✱✻ ✽ ± ✷ ✶✵ ± ✸ ✽ ± ✶ ✶✼ ± ✶ ✶✹ ± ✷ ✶✺ ± ✸ ✶✹ ± ✸
✶✸✵ ✶✷ ± ✸ ✶✺ ± ✶
✶✻✽ ✶✵ ± ✸ ✶✷ ± ✸ ✶✸ ± ✸

❚❛❜❡❧❧❡ ✹✳✷✿ ❉✐❡s❡❧❜❡ ❋❛r❜❦♦❞✐❡r✉♥❣ ✉♥❞ ❛♥❛❧♦❣❡s ❱❡r❤❛❧t❡♥ ✇✐❡ ✐♥ ❚❛❜✳ ✹✳✶✳ ❍✐❡r ✐st ❛❧✲
❧❡r❞✐♥❣s ❞❡r ❲❛❝❤st✉♠s♣❛r❛♠❡t❡r ∆d❧✐♥ ❬♥♠❪ ✐♥ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r P❉❆❉▼❆ ✉♥❞ P❙❙
▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤t❡ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳ ❙✐❡❤❡ ❛✉❝❤ ❬◆❡st❧❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❪✳

∆d❧✐♥ ❬♥♠❪
Mw(P❉❆❉▼❆) ❬❦❉❛❪

✷✸✱✻ ✸✹✱✽ ✹✹✱✽ ✼✷✱✶ ✶✺✾ ✷✶✵ ✸✷✷

Mw(P❙❙)
❬❦❉❛❪

✽✱✻ ✷✽✱✼
✶✸✱✷ ✶✾✱✷
✶✻✱✽ ✹✱✹ ✻✱✸ ✶✽✱✵ ✷✷✱✽
✸✸✱✽ ✶✷✱✽ ✶✸✱✺ ✶✸✱✼
✹✽✱✻ ✶✶✱✺
✼✺✱✻ ✹✱✷ ✺✱✵ ✻✱✵ ✾✱✾ ✶✷✱✼ ✶✶✱✾ ✶✷✱✽
✶✸✵ ✻✱✻ ✶✶✱✵
✶✻✽ ✹✱✹ ✾✱✺ ✶✵✱✹

✇❛s ❞❛r❛✉❢ ❤✐♥❞❡✉t❡t✱ ❞❛ss ❜❡✐❞❡ P❛r❛♠❡t❡r ❡✐♥❡♠ ❣❡♠❡✐♥s❛♠❡♥ ▼❡❝❤❛♥✐s♠✉s ❢♦❧❣❡♥✳ ❏❡

♠❡❤r ❙❝❤✐❝❤t♣❛❛r❡ ❜❡♥öt✐❣t ✇❡r❞❡♥ ✉♠ ❞❛s ❧✐♥❡❛r❡ ❲❛❝❤st✉♠sr❡❣✐♠❡ ③✉ ❡rr❡✐❝❤❡♥✱ ❞❡✲

st♦ ❤ö❤❡r ♠✉ss ❞✐❡ ❇❡❧❡❣✉♥❣s❞✐❝❤t❡ ❛♠ ❊♥❞❡ ❞❡s ♣❛r❛❜♦❧✐s❝❤❡♥ ❲❛❝❤st✉♠sr❡❣✐♠❡ s❡✐♥✱

✇❛s ❛✉t♦♠❛t✐s❝❤ ③✉ ❡✐♥❡♠ ❣röÿ❡r❡♥ ∆d❧✐♥ ❢ü❤rt✳ ❆❜❜✳ ✹✳✸ ③❡✐❣t ❞✐❡ ❊✐♥♦r❞♥✉♥❣ ❞❡r ✉♥✲

t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ❲❛❝❤st✉♠sr❡❣✐♠❡s ✭❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧✱ ♣❛r❛❜♦❧✐s❝❤✱ ❧✐♥❡❛r✮ ✐♥ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r

▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤t❡ ✉♥❞ ❞❡r ❆♥③❛❤❧ ❛♥ P❉❆❉▼❆✴P❙❙ ❙❝❤✐❝❤t♣❛❛r❡♥ ✭N✮✳

✹✳✶✳✶ P❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❞❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❲❛❝❤st✉♠s❜❡r❡✐❝❤❡

■♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥ ✇✐r❞ ❞✐❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❞❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❲❛❝❤st✉♠sr❡❣✐♠❡ ❛✉❢

♠♦❧❡❦✉❧❛r❡r ❊❜❡♥❡✱ ✇❡❧❝❤❡ ❜❡r❡✐ts ✐♥ ❬P❛ÿ✈♦❣❡❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✻❪ ❡r❧ä✉t❡rt ✇✉r❞❡✱ ♥♦❝❤ ❡✐♥♠❛❧

✈♦r❣❡st❡❧❧t✳

❉❛❜❡✐ ✇✉r❞❡ ❞❡r ♣❛r❛❜♦❧✐s❝❤ ✇❛❝❤s❡♥❞❡ ❇❡r❡✐❝❤ ❞❛❤✐♥❣❡❤❡♥❞ ✐♥t❡r♣r❡t✐❡rt✱ ❞❛ss ❡s s✐❝❤

✹✽



✹✳✶✳ ❊■◆❋▲❯❙❙ ❉❊❙ ▼❖▲❊❑❯▲❆❘●❊❲■❈❍❚❙ ❱❖◆ P❉❆❉▼❆✴P❙❙
▼❯▲❚■❙❈❍■❈❍❚❊◆

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✸✿ ▲✐♥❦s✿ ❆♥③❛❤❧ ❛♥ ❙❝❤✐❝❤t♣❛❛r❡♥ ❜❡✐ ❞❡r ❞❛s ❲❛❝❤st✉♠ ✈♦♠ P❛r❛❜♦❧✐s❝❤❡♠
✐♥s ▲✐♥❡❛r❡ ü❜❡r❣❡❤t ✐♥ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ✈♦♠ P❉❆❉▼❆ ▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤t ❜❡✐ Mw(P❙❙) =
76 ❬❦❉❛❪✳ ❘❡❝❤ts✿ ❊✐♥♦r❞♥✉♥❣ ❞❡r ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ❲❛❝❤st✉♠sr❡❣✐♠❡ ✐♥ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t
❞❡s P❙❙ ▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤t❡s Mw(P❙❙) ❜❡✐ ❡✐♥❡♠ ❦♦♥st❛♥t❡♥ P❉❆❉▼❆ ▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤t
Mw(P❉❆❉▼❆) = 159 ❬❦❉❛❪✳ ❉✐❡ r♦t❡♥ ❛✉s❣❡❢ü❧❧t❡♥ ❉r❡✐❡❝❦❡ ③❡✐❣❡♥ ❞❡♥ ❙❝❤✐❝❤t♣❛r❛♠❡t❡r
N❡①♣ ✉♥❞ ❞✐❡ ❣rü♥ ✉♠r❛♥❞❡t❡♥ r♦t ❛✉s❣❡❢ü❧❧t❡♥ ❉r❡✐❡❝❦❡ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥ ❞❡♠ ❙❝❤✐❝❤t♣❛r❛♠t❡r
N❧✐♥✳ ❉❡r s❝❤✇❛r③❡ ❙t❡r♥ s②♠❜♦❧✐s✐❡rt ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❛♥ ❙❝❤✐❝❤t♣❛❛r❡♥ ❜❡✐ ❡✐♥❡♠ ▼♦❧❡❦✉❧❛r✲
❣❡✇✐❝❤t ✈♦♥ Mw(P❉❆❉▼❆) = 159 ❬❦❉❛❪ ✉♥❞ Mw(P❙❙) = 76 ❬❦❉❛❪✳

✉♠ ❡✐♥❡ ❆s②♠♠❡tr✐❡ ✐♠ ❆❞s♦r♣t✐♦♥s✈❡r❤❛❧t❡♥ ✈♦♥ P❉❆❉▼❆ ✉♥❞ P❙❙ ❤❛♥❞❡❧t✳ ❉✐❡ ❛❞s♦r✲

❜✐❡rt❡♥ P❙❙ ▼♦❧❡❦ü❧❡ ♥❡✉tr❛❧✐s✐❡r❡♥ ❞✐❡ ❞❛r✉♥t❡r❧✐❡❣❡♥❞❡ ❙❝❤✐❝❤t ✈♦❧❧stä♥❞✐❣✱ ✇ä❤r❡♥❞ ❡s

❜❡✐ ❡✐♥❡♠ P❉❆❉▼❆ ❆❞s♦r♣t✐♦♥ss❝❤r✐tt ③✉ ❡✐♥❡r ▲❛❞✉♥❣sü❜❡r❦♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ❦♦♠♠t ✉♥❞

❡✐♥❡ ❡✛❡❦t✐✈ ♣♦s✐t✐✈ ❣❡❧❛❞❡♥❡ ❖❜❡r✢ä❝❤❡ ③✉rü❝❦❜❧❡✐❜t✳ ❏❡❞❡r P❉❆❉▼❆ ❇❡s❝❤✐❝❤t✉♥❣s✲

s❝❤r✐tt ❢ü❤rt ❞❛③✉✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❋❧ä❝❤❡♥❜❡❧❡❣✉♥❣s❞✐❝❤t❡ ❥❡✇❡✐❧s ✉♠ ❡✐♥❡♥ ❦♦♥st❛♥t❡♥ ▲❛❞✉♥❣s✲

ü❜❡rs❝❤✉ss ③✉♥✐♠♠t✳ ❙♦♠✐t ♥✐♠♠t ❞✐❡ ❞❡♣♦♥✐❡rt❡ ❙t♦✛♠❡♥❣❡ ♥❛❝❤ ❥❡❞❡♠ P❉❆❉▼❆✴P❙❙

❙❝❤✐❝❤t♣❛❛r ③✉✱ s♦❞❛ss ♥❛❝❤ N❧✐♥ ❙❝❤✐❝❤t♣❛❛r❡♥ ❞✐❡ ❛❞s♦r❜✐❡r❡♥❞❡♥ P❙❙✲❑❡tt❡♥ ♥✐❝❤t ❛✉s✲

r❡✐❝❤❡♥ ✉♠ ❡✐♥❡ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡ ▲❛❞✉♥❣s❦♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ❤❡r❜❡✐③✉❢ü❤r❡♥✳ ❉✐❡s ❤❛t ❡✐♥❡ ❊✐♥❧❛✲

❣❡r✉♥❣ ♥❡❣❛t✐✈❡r ●❡❣❡♥✐♦♥❡♥ ✭❤✐❡r ❈❧−✮ ✐♥ ❞❡♥ ❋✐❧♠ ③✉❢♦❧❣❡✱ ✇❛s ❧❡t③t❡♥ ❊♥❞❡s ③✉ ❡✐♥❡♠

❦♦♥st❛♥t❡♥ ❙❝❤✐❝❤t❞✐❝❦❡♥③✉✇❛❝❤s ❢ü❤rt ✉♥❞ s♦♠✐t ❞❡♥ ❧✐♥❡❛r❡♥ ❲❛❝❤st✉♠s♣r♦③❡ss ❡✐♥❧❡✐t❡t

✇✐❡ ❬●❤♦st✐♥❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❪ ❜❡r❡✐ts ③❡✐❣❡♥ ❦♦♥♥t❡✳

❆✉❢ ❞❛s ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❲❛❝❤st✉♠ ✭r♦t❡r ❇❡r❡✐❝❤✮ ✇✉r❞❡ ❡❜❡♥❢❛❧❧s ✐♥ ❬P❛ÿ✈♦❣❡❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✻❪

❡✐♥❣❡❣❛♥❣❡♥✳ ❆❜❜✳ ✹✳✹ ③❡✐❣t ❞❡♥ Ü❜❡r❣❛♥❣ ✈♦♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠ ③✉ ♣❛r❛❜♦❧✐s❝❤❡♠ ❲❛❝❤s✲

t✉♠ ❜❡✐ ❣❧❡✐❝❤③❡✐t✐❣ ❤♦❤❡♠ P❉❆❉▼❆ ▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤t ✭❤✐❡r ✶✺✾ ❦❉❛✮ ✐♥ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t

❞❡s ▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤ts ✈♦♥ P❙❙ ✭r♦t❡r ❇❡r❡✐❝❤ ✐♥ ❆❜❜✳ ✹✳✷✮✳ ❉✐❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ③❡✐❣t✱ ❞❛ss ♠✐t

③✉♥❡❤♠❡♥❞❡♠ P❙❙✲▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤t ❞❡r ❊✐♥✢✉ss ❞❡s ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧ ✇❛❝❤s❡♥❞❡♥ ❆♥t❡✐❧s ❛❜✲

♥✐♠♠t ✉♥❞ ❛❜ ❡✐♥❡♠ ▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤t ✈♦♥ Mw✭P❙❙✮❂✷✺ ❦❉❛ ♥✐❝❤t ♠❡❤r ❡①✐st❡♥t ✐st ✉♥❞

✐♥ Ü❜❡r❡✐♥st✐♠♠✉♥❣ ♠✐t ❆❜❜✳ ✹✳✷ st❡❤t✳ ❆✉s ❢rü❤❡r❡♥ ❆r❜❡✐t❡♥ ✐st ❜❡❦❛♥♥t✱ ❞❛ss ❡①♣♦♥❡♥✲

t✐❡❧❧❡s ❲❛❝❤st✉♠ ✐♥ ❞❡r ❘❡❣❡❧ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❉✐✛✉s✐♦♥ ❡✐♥❡s ❞❡r ❜❡t❡✐❧✐❣t❡♥ P♦❧②❡❧❡❦tr♦❧②t❡ ✐♥✲

♥❡r❤❛❧❜ ❞❡r ▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t ❤❡r✈♦r❣❡r✉❢❡♥ ✇✐r❞ ❬❍♦❞❛ ✉♥❞ ▲❛rs♦♥✱ ✷✵✵✾✱ ❍❛②♥✐❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❪✳

❉✐❡ ❉✐❝❦❡ d❡①♣ ✐st ❛❧s ❞✐❡❥❡♥✐❣❡ ❙❝❤✐❝❤t❞✐❝❦❡ ③✉ ✈❡rst❡❤❡♥✱ ❜❡✐ ❞❡r ❞❛s ❲❛❝❤st✉♠ ✈♦♠ ❊①♣♦✲

♥❡♥t✐❡❧❧❡♥ ✐♥s P❛r❛❜♦❧✐s❝❤❡ ü❜❡r❣❡❤t✳ ❉✐❡s❡ ❡♥ts♣r✐❝❤t ✈❡r♠✉t❧✐❝❤ ❞❡r ♠❛①✐♠❛❧❡♥ ❙tr❡❝❦❡✱

✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ P❙❙✲❑❡tt❡♥ ❞✉r❝❤ ❢r❡✐❡ ❉✐✛✉s✐♦♥ ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡r Prä♣❛r❛t✐♦♥ ③✉rü❝❦❧❡❣❡♥✳ ❉❡r ❞❛✲
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✹✿ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧ ✇❛❝❤s❡♥❞❡r ❊✐♥✢✉ss ❞❡s ❙❝❤✐❝❤t✇❛❝❤st✉♠s ♠✐t ③✉♥❡❤♠❡♥❞❡♠
P❙❙ ▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤t✳ ❉✐❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ③❡✐❣t ❞❡♥ P❛r❛♠❡t❡r N❡①♣✱ ✇❡❧❝❤❡r ❞❡♥ Ü❜❡r❣❛♥❣
✈♦♠ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧ ✇❛❝❤s❡♥❞❡♥ ❇❡r❡✐❝❤ ✐♥ ❞❡♥ ♣❛r❛❜♦❧✐s❝❤❡♥ ❇❡r❡✐❝❤ ♠❛r❦✐❡rt ✭♦❜❡♥✮✱ ❞✐❡
❞❛③✉❣❡❤ör✐❣❡ ❙❝❤✐❝❤t❞✐❝❦❡ d❡①♣ ✭♠✐tt❡✮ ✉♥❞ ❞✐❡ ❲❛❝❤st✉♠s❡①♣♦♥❡♥t❡♥ C ♥❛❝❤ d(N) ∝ eCN

✭✉♥t❡♥✮✳ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ❛✉s ❬◆❡st❧❡r✱ ✷✵✶✺❪✳

③✉❣❡❤ör✐❡ ❲❛❝❤st✉♠s❡①♣♦♥❡♥t C ✐st ❡✐♥ ▼❛ÿ ❢ür ❞✐❡ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ❞❡r ❛❞s♦r❜✐❡r❡♥❞❡♥

P❙❙✲❑❡tt❡♥ ♠✐t ❞❡r ✈♦r❤❛♥❞❡♥❡♥ ▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t✳ ❏❡ ❣röÿ❡r C ✐st✱ ❞❡st♦ ♠❡❤r P❙❙✲▼♦♥♦♠❡r❡

❞r✐♥❣❡♥ ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡r ❆❞s♦r♣t✐♦♥ ✐♥ ❡✐♥❡r ▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t ♠✐t ❞❡r ❙❝❤✐❝❤t❞✐❝❦❡ d ❡✐♥✳ ■♥s❣❡s❛♠t

❧ässt s✐❝❤ ❞❛s ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❙❝❤✐❝❤t✇❛❝❤st✉♠ ❞✉r❝❤ d❡①♣ ∝ eCN ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥✳ ◆❛❝❤ ❆❜❜✳

✹✳✹ s♣r✐❝❤t ✈✐❡❧❡s ❞❛❢ür✱ ❞❛ss ❞❛s P❙❙ ❞❛s❥❡♥✐❣❡ P❊ ③✉ s❡✐♥ s❝❤❡✐♥t✱ ✇❡❧❝❤❡s ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❋✐❧♠

❞✐✛✉♥❞✐❡rt✳

❯♠ ❡✐♥❡ ❉✐✛✉s✐♦♥ ❞❡r P❙❙✲▼♦❧❡❦ü❧❡ ✐♠ ❋✐❧♠ ✉♥t❡rs✉❝❤❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✱ ✇✉r❞❡ ❞✐❡ ▼❡t❤♦✲

❞❡ ❞❡r ◆❡✉tr♦♥❡♥r❡✢❡①✐♦♥ ❣❡✇ä❤❧t✱ ❞❛ ♠✐t ❣❡③✐❡❧t❡r ❉❡✉t❡r✐❡r✉♥❣ ❞❡r P❙❙✲▼♦❧❡❦ü❧❡ ❞✐❡

❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ✐♠ ❋✐❧♠ ✉♥t❡rs✉❝❤t ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ■♠ ●❡❣❡♥s❛t③ ③✉ ❞❡♥ ✐♥ ❬◆❡st❧❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❪

❡r❤♦❜❡♥❡♥ ❉❛t❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ✐♥ ❲❛ss❡r ✐♥✲s✐t✉ ❣❡♠❡ss❡♥ ✇✉r❞❡♥✱ ✇✉r❞❡♥ ❞✐❡ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❙❝❤✐❝❤✲

t❡♥ ❜❡✐ ❞❡r ◆❡✉tr♦♥❡♥r❡✢❡①✐♦♥ ③✉♥ä❝❤st ♣rä♣❛r✐❡rt✱ ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ❣❡tr♦❝❦♥❡t ✉♥❞ ❞❛♥♥ ✐♥

▲✉❢t ✈❡r♠❡ss❡♥✳ ❊✐♥❡ Prä♣❛r❛t✐♦♥ ♠✐t ❛✉ss❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ❦✉r③❡♠ P❙❙✱ ❢ü❤rt ✭❞❡✉t❧✐❝❤ ✉♥t❡r✲

❤❛❧❜ ❞❡s ❙❝❤✇❡❧❧✇❡rt❡s ✈♦♥ Mw(P❙❙) = 25 ❦❉❛✮ ♠✐t Mw(P❙❙) = 3, 8 ❦❉❛ ❛♥ ▲✉❢t ③✉ s❡❤r

r❛✉❡♥ ❙❝❤✐❝❤t❡♥✳ ❯♠ ❞❛s ❉✐✛✉s✐♦♥s✈❡r❤❛❧t❡♥ ③✉ ✉♥t❡rs✉❝❤❡♥ ✇✉r❞❡ ❡✐♥❡ ❞❡✉t❡r✐❡rt❡ ▼✉❧t✐✲

s❝❤✐❝❤t✱ ✇❡❧❝❤❡ ❛✉s ❦✉r③❡♥ P❙❙❞ ▼♦❧❡❦ü❧❡♥ ❜❡st❡❤t ✭Mw(P❙❙❞) = 3, 6 ❦❉❛✮✱ ❛✉❢ ❡✐♥❡r st❛✲

❜✐❧❡♥ ▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t ♠✐t ♣r♦t♦♥✐❡rt❡♠ P❙❙ ♠✐t ❡✐♥❡r ♠♦❧❡❦✉❧❛r❡♥ ▼❛ss❡ ✈♦♥ Mw(P❙❙) = 76

❦❉❛ ❛❜s♦r❜✐❡rt✳ ❆❜❜✳ ✹✳✺ ③❡✐❣t ❧✐♥❦s ❞❛s ◆❡✉tr♦♥❡♥r❡✢❡①✐♦♥s♣r♦✜❧ ✈♦♥ ✭♦❜❡♥✮ ❡✐♥❡r ▼✉❧✲
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✹✳✶✳ ❊■◆❋▲❯❙❙ ❉❊❙ ▼❖▲❊❑❯▲❆❘●❊❲■❈❍❚❙ ❱❖◆ P❉❆❉▼❆✴P❙❙
▼❯▲❚■❙❈❍■❈❍❚❊◆

t✐s❝❤✐❝❤t ❜❡st❡❤❡♥❞ ❛✉s ❧❛♥❣❡♥ P❙❙ ✭Mw(P❙❙) = 76 ❦❉❛✮ ❜③✇✳ ❧❛♥❣❡♥ P❙❙❞ ▼♦❧❡❦ü❧❡♥

✭Mw(P❙❙❞) = 80 ❦❉❛✮ ♠✐t ❡✐♥❡r ❙❝❤✐❝❤ts❡q✉❡♥③ ✈♦♥ P❊■✴P❙❙76❑✴✭P❉❆❉▼❉❆159❑✴

P❙❙76❑✮10✴✭P❉❆❉▼❆159K✴P❙❙❞80❑✮7 ✭❦✉r③ ♣11❞7✮ ❛❧s ❘❡❢❡r❡♥③s❝❤✐❝❤t✳ ❯♥t❡♥ ✐st ❞❛s ❘❡✲

✢❡①✐♦♥s♣r♦✜❧ ✭r♦t✮ ❡✐♥❡r ▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t ❜❡st❡❤❡♥❞ ❛✉s ♣r♦t♦♥✐❡rt❡♥ ❧❛♥❣❡♥ P❙❙✲▼♦❧❡❦ü❧❡♥

✭Mw(P❙❙) = 76 ❦❉❛✮ ✉♥❞ ❦✉r③❡♥ P❙❙❞✲▼♦❧❡❦ü❧❡♥ ✭Mw(P❙❙) = 3, 6 ❦❉❛✮ ♠✐t ❡✐♥❡r

❙❝❤✐❝❤ts❡q✉❡♥③ ✈♦♥ P❊■✴P❙❙76❑✴✭P❉❆❉▼❉❆159❑✴P❙❙76❑✮13✴✭P❉❆❉▼❆159❑✴P❙❙❞3,6❑✮10
❣❡③❡✐❣t✳ ❉✐❡ r❡❝❤t❡ ❙❡✐t❡ ③❡✐❣t ❞❛s ❞❛③✉❣❤ör✐❣❡ ❙tr❡✉❧ä♥❣❡♥❞✐❝❤t❡♣r♦✜❧ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❘❡✢❡①✐✲

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✺✿ ◆♦r♠❛❧✐s✐❡rt❡ ◆❡✉tr♦♥❡♥r❡✢❡①✐♦♥s❦✉r✈❡♥ ✭❛✱❜✮ ✉♥❞ ❞✐❡ ❞❛r❛✉s ❜❡st✐♠♠t❡♥
❙▲❉✲Pr♦✜❧❡ ✭❝✮ ✈♦♥ P❉❆❉▼❆✴P❙❙ ▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t❡♥✳Mw(P❙❙❞)✱ ❞❛s ▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤t ✈♦♥
P❙❙❞✱ ❡♥ts♣r✐❝❤t ❡♥t✇❡❞❡r ❞❡♠ ▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤t ❞❡s ♣r♦t♦♥✐❡rt❡♥ P❙❙ ✭✭❛✮✿ ♣11❞7✱ s❝❤✇❛r✲
③❡ ▲✐♥✐❡✮ ♦❞❡r ✐st s❡❤r ✈✐❡❧ ❣❡r✐♥❣❡r ✭✭❜✮✿♣14❞10✱ r♦t❡ ▲✐♥✐❡✮✳ ❩✉ ❱❡r❣❧❡✐❝❤s③✇❡❝❦❡♥ ✐st ❞✐❡✲
❙❝❤✐❝❤t❞✐❝❦❡ ❡✐♥❡r ♣r♦t♦♥✐❡rt❡♥ ❇♦① ❞❡r ③✉❧❡t③t ❣❡♥❛♥♥t❡♥ ❑♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣❡③❡✐❣t ✭d✭♣14) =
57 ♥♠)✳ ❉❛s ♥✐❡❞r✐❣❡ ❞❡✉t❡r✐❡rt❡ ▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤t ✈♦♥ P❙❙ ❞✐✛✉♥❞✐❡rt ✐♥ ❞✐❡ ♣r♦t♦♥✐❡rt❡
❇♦①✳ ❉❛s P❉❆❉▼❆ ▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤t ❜❧❡✐❜t ❦♦♥st❛♥t ✭P❉❆❉▼❆72❑✮✳ ❉✐❡ P❊▼s ✇✉r❞❡♥
❜❡✐ ✵✱✶ ▼ ◆❛❈❧ ♣rä♣❛r✐❡rt ✉♥❞ ❜❡✐ 3% r✳❤✳ ✐♥ ▲✉❢t ❣❡♠❡ss❡♥ ❬P❛ÿ✈♦❣❡❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✻❪✳

♦♥s♣r♦✜❧❡ ❞❡r ❧✐♥❦❡♥ ❙❡✐t❡✳

❉❛s ❘❡✢❡①✐♦♥s♣r♦✜❧ ❛✉s ❛✉ss❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ s❝❤✇❡r❡♠ P❙❙ ▼❛t❡r✐❛❧ ✭s❝❤✇❛r③❡ ❘❡✢❡①✐♦♥s❦✉r✈❡

❧✐♥❦s ♦❜❡♥✮ ③❡✐❝❤♥❡t s✐❝❤ ❞✉r❝❤ ❡✐♥ ■♥t❡r❢❡r❡♥③♠✉st❡r ✈♦♥ ❛❜✇❡❝❤s❡❧♥❞ ❤♦❤❡r ✉♥❞ ♥✐❡❞r✐❣❡r

■♥t❡♥s✐tät ❛✉s✱ ✇❛s ❡✐♥❡♠ ❙tr❡✉❧ä♥❣❡♥❞✐❝❤t❡♣r♦✜❧ ❜❡st❡❤❡♥❞ ❛✉s ③✇❡✐ ❤♦♠♦❣❡♥❡♥ ❇♦①❡♥

❣❧❡✐❝❤❡r ❉✐❝❦❡ ✉♥❞ ❡✐♥❡r ♠♦❞❡r❛t❡♥ ❱❡rs❝❤♠✐❡r✉♥❣ ✭♠❛♥ s♣✐r❝❤t ❛✉❝❤ ✈♦♥ ✐♥t❡r♥❡r ❘❛✉✲

✐❣❦❡✐t✮ ✈♦♥ σ✐♥t ❡♥ts♣r✐❝❤t ❬❙♦❧t✇❡❞❡❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪ ✭s✐❡❤❡ ❆❜❜✳ ✹✳✺ r❡❝❤t❡ ❙❡✐t❡✮✳ ❲✐r❞ ❞✐❡

▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t ❤✐♥❣❡❣❡♥ ♠✐t ❞❡✉t❡r✐❡rt❡♠ ❧❡✐❝❤t❡♠ P❙❙ ❛✉❢ ❡✐♥❡r ❛✉s s❝❤✇❡r❡♠ P❙❙ ❣❡❜❛✉✲

t❡♥ ▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t ❣❡❜❛✉t✱ s♦ s✐❡❤t ♠❛♥ ✐♠ ❘❡✢❡①✐♦♥s♣r♦✜❧ ❡✐♥❡ ❦♦♥t✐♥✉✐❡r❧✐❝❤❡ ❆❜♥❛❤♠❡ ❞❡r

❆♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡r ■♥t❡r❢❡r❡♥③♠❛①✐♠❛✳ ●❧❡✐❝❤③❡✐t✐❣ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❘❡✢❡①✐♦♥s❦✉r✈❡ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❧❛♥❣✲

✇❡❧❧✐❣❡ ❖s③✐❧❧❛t✐♦♥ ♠✐t ❣❡r✐♥❣❡r ❆♠♣❧✐t✉❞❡ ü❜❡r❧❛❣❡rt✱ ✇❡s❤❛❧❜ ❞✐❡ ❘❡✢❡①✐♦♥ ❜❡✐ ❤♦❤❡♥

Qz✲❲❡rt❡♥ ♥✐❝❤t ❛✉❢ ◆✉❧❧ ❛❜❢ä❧❧t✳ ❉✐❡s ✐st ❡✐♥ ■♥❞✐③ ❞❛❢ür✱ ❞❛ss ❡✐♥❡ ❙❝❤✐❝❤t ❣❡r✐♥❣❡r ❉✐❝❦❡
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♠✐t ❞❡✉t❧✐❝❤❡♠ ❙▲❉✲❑♦♥tr❛st ③✉♠ ❘❡st ❞❡s ❋✐❧♠s ❡①✐st✐❡rt✳ ❉✐❡s❡ ❞ü♥♥❡ ❙❝❤✐❝❤t✱ r❡s✉❧t✐❡rt

❛✉s ❞❡♠ ❡rst❡♥ ❙❝❤✐❝❤t♣❛❛r ❛✉❢ ❞❡♠ ❙✉❜str❛t ✭P❊■✴P❙❙✮✱ ❜❡✐ ❞❡♠ ❞❛s P❙❙ ✐♠♠♦❜✐❧ ❛✉❢

❞❡♠ ♠✐t P❊■ ❢✉♥❦t✐♦♥❛❧✐s✐❡rt❡♠ ❙✉❜str❛t ❧✐❡❣t✳

■♠ ●❡❣❡♥s❛t③ ③✉ ❞❡r ❛✉s ❛✉ss❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ s❝❤✇❡r❡♠ P❙❙ ❜❡st❡❤❡♥❞❡♥ ▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t✱ ③❡✐❣t ❞❛s

❙tr❡✉❧ä♥❣❡♥❞✐❝❤t❡♣r♦✜❧ ❦❡✐♥❡♥ ✇♦❤❧ ❞❡✜♥✐❡rt❡♥ Ü❜❡r❣❛♥❣ ✈♦♥ ♣r♦t♦♥✐❡rt❡r ✉♥❞ ❞❡✉t❡r✐❡r✲

t❡♠ ▼❛t❡r✐❛❧✳ ❙t❛tt❞❡ss❡♥ st❡✐❣t ❞❛s ❙tr❡✉❧ä♥❣❡♥❞✐❝❤t❡♣r♦✜❧ ♠✐t ③✉♥❡❤♠❡♥❞❡♠ ❆❜st❛♥❞

✈♦♠ ❙✉❜str❛t ❦♦♥t✐♥✉✐❡r❧✐❝❤ ❜✐s ✉♥❣❡❢ä❤r ✼✵ ♥♠ ❛♥✱ ❜✐s ❞❡r ❙▲❉✲❲❡rt ❡✐♥❡r r❡✐♥ ❞❡✉t❡r✐❡r✲

t❡♥ ❙❝❤✐❝❤t ❡rr❡✐❝❤t ✐st✳ ❊✐♥❡ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡ ❘❡❢❡r❡♥③♠❡ss✉♥❣ ❡✐♥❡s P❊▼s ❛✉s ❛✉ss❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤

♣r♦t♦♥✐❡rt❡♠ ▼❛t❡r✐❛❧ ❜❡st❡❤❡♥❞❡♥ ▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t ♠✐t ✶✹ ❙❝❤✐❝❤t♣❛❛r❡ ❡r❣❛❜ ❡✐♥❡ ❙❝❤✐❝❤t❞✐✲

❝❦❡ ✈♦♥ ✺✼ ♥♠ ✭✐♥ tr♦❝❦❡♥❡r ▲✉❢t ❜❡✐ ✸ ✪ r✳❤✳✮✳ ❉❛s ❙tr❡✉❧ä♥❣❡♥❞✐❝❤t❡♣r♦✜❧ ③❡✐❣t ❞❡♠♥❛❝❤✱

❞❛ss s✐❝❤ ❞✐❡s❡ ✐♥t❡r♥❡ ●r❡♥③✢ä❝❤❡✱ ✐♥❢♦❧❣❡ ❞❡r P❙❙❞ ❉✐✛✉s✐♦♥ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❙❝❤✐❝❤t✱ ✈♦❧❧stä♥✲

❞✐❣ ❛✉✢öst ✉♥❞ ❞❛s P❙❙❞ ✐♥ ❞✐❡ ❞❛r✉♥t❡r❧✐❡❣❡♥❞❡ ▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t ❤✐♥❡✐♥❞✐✛✉♥❞✐❡rt✳ ❉✐❡s ❤❛t

③✉r ❋♦❧❣❡ ❞❛ss ❞✐❡ ❙tr❡✉❧ä♥❣❡♥❞✐❝❤t❡ ✐♠ ♣r♦t♦♥✐❡rt❡♥ ❇❡r❡✐❝❤ ❞❡✉t❧✐❝❤ ❛♥❣❡❤♦❜❡♥ ✇✐r❞✳

❉✐❡s❡ ▼❡ss✉♥❣ ❜❡stät✐❣t ❞❡♠♥❛❝❤ ❞✐❡ ❆♥♥❛❤♠❡✱ ❞❛ss ❞❛s ❧❡✐❝❤t❡ P❙❙❞ ✭♠✐t ✸✱✻ ❦❉❛✮ ♥✐❝❤t

❛♥ ❡✐♥❡r ❜❡st✐♠♠t❡♥ P♦s✐t✐♦♥ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡r ▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t ❣❡❜✉♥❞❡♥ ✐st✱ s♦♥❞❡r♥ ♥❛❤❡③✉ ❜✐s

③✉♠ ❙✉❜str❛t ❞✐✛✉♥❞✐❡rt✳

❩✉s❛♠♠❡♥❣❡❢❛sst ❧ässt s✐❝❤ ❛❧s♦ s❛❣❡♥✱ ❞❛ss P❊▼s✱ ✇❡❧❝❤❡ ♠✐t ❡✐♥❡♠ P❉❆❉▼❆▼♦❧❡❦✉❧❛r✲

❣❡✇✐❝❤t ✉♥t❡r❤❛❧❜ ❞❡s ●r❡♥③✇❡rt❡s ✈♦♥ ✽✵ ❦❉❛✱ ❣❡❜❛✉t ✇❡r❞❡♥✱ st❛r❦ ✈♦♠ P❉❆❉▼❆ ▼♦✲

❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤t ❛❜❤ä♥❣❡♥✳ ▼❛♥ s♦❧❧t❡ ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣❡♥✱ ❞❛ss P❉❆❉▼❆ ❡✐♥❡ ❤❛❧❜ s♦ ❣r♦ÿ❡ ▲✐✲

♥✐❡♥❧❛❞✉♥❣s❞✐❝❤t❡ ✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✉ P❙❙ ❜❡s✐t③t ✭❆❜st❛♥❞ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ▲❛❞✉♥❣❡♥ ❜❡tr❛❣❡♥

✵✱✺✹ ♥♠ ✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✉ ✵✱✷✺ ♥♠✮ ✉♥❞ P❉❆❉▼❆ ❛✉s ❞✐❡s❡♠ ●r✉♥❞ ❡❤❡r ✐♥ ❡✐♥❡r ❣❡❦♥ä✉❧✲

t❡♥ ❑♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✉❢ ❞❡r ❖❜❡r✢ä❝❤❡ ❛❞s♦r❜✐❡rt ❬❋❧❡❡r ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✸❪✳ ❉❡r ❧✐♥❡❛r❡ ❩✉✇❛❝❤s

✈♦♥ ∆d❧✐♥ ❛❧s ❋✉♥❦t✐♦♥ ✈♦♥ Mw✭P❉❆❉▼❆✮ ❧❡❣t ❞✐❡ ❱❡r♠✉t✉♥❣ ♥❛❤❡✱ ❞❛ss P❉❆❉▼❆ ✐♥

❡✐♥❡r ❜ürst❡♥❛rt✐❣❡♥ ❑♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✐t ❡✐♥❡♠ tr❛✐♥ ✉♥❞ ❡✐♥❡♠ t❛✐❧ ❛❞s♦r❜✐❡rt✱ ä❤♥❧✐❝❤ ❡✐✲

♥❡r P❊ ▼♦♥♦s❝❤✐❝❤t ❛✉❢ ❡✐♥❡♠ ❢❡st❡♥ ❙✉❜str❛t ❬❨✐♠ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵✱ ❇❧♦❝❦ ✉♥❞ ❍❡❧♠✱ ✷✵✶✶✱

❇❧♦❝❦ ✉♥❞ ❍❡❧♠✱ ✷✵✵✾✱ ❋❧❡❡r ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✸❪✳

❆✉ÿ❡r❞❡♠ ③❡✐❣❡♥ ❞✐❡ ✐♥ ❆❜❜✳ ✹✳✺ ❞❛r❣❡st❡❧❧t❡♥ ❊r❣❡❜♥✐ss❡✱ ❞❛ss ❜❡✐ ❣❡r✐♥❣❡♠ P❙❙ ▼♦❧❡✲

❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤t ✈♦♥ Mw✭P❙❙✮= 3, 6 ❦❉❛✱ ③✉♥ä❝❤st ❦❡✐♥❡ st❛❜✐❧❡♥ ❙❝❤✐❝❤t❡♥ ❣❡♠❡ss❡♥ ❛♥ tr♦✲

❝❦❡♥❡r ▲✉❢t ❤❡r❣❡st❡❧❧t ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥ ✭❞✐❡s❡ ✇❡r❞❡♥ ♠✐t ③✉♥❡❤♠❡♥❞❡r ❆♥③❛❤❧ ❛♥ ❙❝❤✐❝❤t✲

♣❛❛r❡♥ s❡❤r s❝❤♥❡❧❧ s❡❤r r❛✉✮✱ ❞❛ ❡✐♥ st❛r❦❡r ❉✐✛✉s✐♦♥s♣r♦③❡ss ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡r ▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t

st❛tt✜♥❞❡t✱ ✇ä❤r❡♥❞ ❜❡✐ P♦❧②❡❧❡❦tr♦❧②t♠✉❧t✐s❝❤✐❝❤t❡♥ ♣rä♣❛r✐❡rt ❛✉s s❝❤✇❡r❡♠ P❙❙ ♠✐t

Mw✭P❙❙✮> 25 ❦❉❛✱ s♦✇♦❤❧ ❞✐❡ P♦s✐t✐♦♥ ❞❡r ✐♥t❡r♥❡♥ ●r❡♥③✢ä❝❤❡ ❜❡✐ P❊▼✱ ❛❧s ❛✉❝❤ ❞✐❡

❆✉s❞❡❤♥✉♥❣ ❦♦♥st❛♥t ❜❧❡✐❜t ✉♥❞ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ✐❤r❡r P♦s✐t✐♦♥ ✐♠ ❋✐❧♠ ✐st✳

✹✳✷ ❙❝❤✐❝❤t✇❛❝❤st✉♠ ❜❡✐ ❣❡r✐♥❣❡♠ P❙❙✲▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤t ❛♥

tr♦❝❦❡♥❡r ▲✉❢t

❊s ✇❡r❞❡♥ ◆❡✉tr♦♥❡♥r❡✢❡①✐♦♥s❞❛t❡♥ ✈♦♥ P❊▼s ❜❡st❡❤❡♥❞ ❛✉s P❉❆❉▼❆ ✉♥❞ P❙❙ ❣❡③❡✐❣t✱

❞❡r❡♥ ▼♦❧❡❦❧✉❛r❣❡✇✐❝❤t❡ ♦❜❡r❤❛❧❜ ❞❡r ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ❙❝❤✇❡❧❧✇❡rt❡ ❧✐❡❣❡♥✳ ❆❜❜✳ ✹✳✻ ③❡✐❣t ▼✉❧✲

t✐s❝❤✐❝❤t❡♥ ✇❡❧❝❤❡ ❛✉s P❙❙ ✭Mw✭P❙❙✮= 76 ❦❉❛✮ ✉♥❞ P❉❆❉▼❆ ✭Mw✭P❉❆❉▼❆✮= 322

❦❉❛✮ ♣rä♣❛r✐❡rt ✇✉r❞❡♥✳ ❉✐❡ ❧✐♥❦❡ ❙❡✐t❡ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ♦❜❡r❡♥ ●r❛♣❤❡♥ ③❡✐❣t ❥❡✇❡✐❧s ❞✐❡ ◆❡✉tr♦✲

✺✷



✹✳✷✳ ❙❈❍■❈❍❚❲❆❈❍❙❚❯▼ ❇❊■ ●❊❘■◆●❊▼ P❙❙✲▼❖▲❊❑❯▲❆❘●❊❲■❈❍❚ ❆◆
❚❘❖❈❑❊◆❊❘ ▲❯❋❚

♥❡♥r❡✢❡①✐♦♥s❞❛t❡♥ ✈♦♥ ▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t❡♥ ❜❡st❡❤❡♥❞ ❛✉s ✷✺ ✭❛✮ ❜③✇✳ ✐♥s❣❡s❛♠t ✶✹ ❙❝❤✐❝❤t♣❛❛✲

r❡♥ ✭❜✮✳ ❉✐❡ ❋✐❧♠❡ ❜❡st❡❤❡♥ ❥❡✇❡✐❧s ❛✉s x ♣r♦t♦♥✐❡rt❡♥ ✉♥❞ 25−x ❜③✇✳ 14−x ❞❡✉t❡r✐❡rt❡♥

❙❝❤✐❝❤t♣❛❛r❡♥✱ ❛❜❣❡❦ür③t ❞✉r❝❤ ♣x❞25−x ❜③✇✳ ♣x❞14−x✳ ❘❡❝❤ts s✐♥❞ ❞✐❡ ❞❛③✉❣❡❤ör✐❣❡♥ ❙▲❉s

③✉ s❡❤❡♥ ✉♥❞ ♠❛♥ ❡r❦❡♥♥t ❞❡✉t❧✐❝❤ ❞✐❡ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ P♦s✐t♦♥ ❞❡r ✐♥t❡r♥❡♥ ●r❡♥③✢ä❝❤❡ ✐♠

❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ P❊▼✳ ✭❝✮ ③❡✐❣t ✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ❞❛③✉ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t❡♥ ❣❡♠❡ss❡♥ ♠✐t

❘ö♥t❡♥r❡✢❡①✐♦♥ ③✉r ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r ❙❝❤✐❝❤t❞✐❝❦❡ ✭d✮ ✉♥❞ ❞❡r ❋✐❧♠✲▲✉❢t ❘❛✉✐❣❦❡✐t ✭σ❧✉❢t✮✳

❆❜❜✳ ✹✳✼ ❢❛sst ❞✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❞❡r ✐♥ ❆❜❜✳ ✹✳✻ ❞❛r❣❡st❡❧❧t❡♥ ▼❡ss✉♥❣❡♥ ③✉s❛♠♠❡♥ ✉♥❞

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✻✿ ❋r❡s♥❡❧♥♦r♠✐❡rt❡ ◆❡✉tr♦♥❡♥r❡✢❡①✐♦♥s❦✉r✈❡♥ ✭❧✐♥❦s✮ ✉♥❞ ❞✐❡ ❞❛③✉❣❡❤ör❡♥✲
❞❡♥ ❙▲❉✲Pr♦✜❧❡ ✭r❡❝❤ts✮ ✈♦♥ P❉❆❉▼❆✴P❙❙ ▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t❡♥✳ ❊s ✇❡r❞❡♥ ▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t❡♥
❜❡st❡❤❡♥❞ ❛✉s ✷✺ ✭❛✮ ✉♥❞ ✶✹ ✭❜✮ ❙❝❤✐❝❤t♣❛❛r❡♥ ❣❡③❡✐❣t✳ ❏❡❞❡r ❋✐❧♠ ❜❡st❡❤t ❛✉s x ♣r♦✲
t♦♥✐❡rt❡♥ ✉♥❞ 25 − x ✭❛✮ ♦❞❡r 14 − x ✭❜✮ ❞❡✉t❡r✐❡rt❡♥ ❙❝❤✐❝❤t♣❛❛r❡♥ ✭❛♥❣❡❣❡❜❡♥ ❞✉r❝❤
♣x❞25−x ❜❡③✐❡❤✉♥❣s✇❡✐s❡ ♣x❞14−x✮✳ ❆✉❢ ❞❡r r❡❝❤t❡♥ ❙❡✐t❡ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❛♥ ♣r♦t♦♥✐❡rt❡♥
✉♥❞ ❞❡✉t❡r✐❡rt❡♥ ❙❝❤✐❝❤t♣❛❛r❡♥ ❛♥❣❡❣❡❜❡♥✳ ❇❡✐ ❞❡♥ ♣x❞25−x ▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t❡♥ ❜❡✜♥❞❡t s✐❝❤
❞✐❡ ✐♥t❡r♥❡ ●r❡♥③✢ä❝❤❡ ③✇✐s❝❤❡♥ ♣r♦t♦♥✐❡rt❡♠ ✉♥❞ ❞❡✉t❡r✐❡rt❡♠ ❇❧♦❝❦ ✐♠ ❧✐♥❡❛r ✇❛❝❤✲
s❡♥❞❡♥ ❇❡r❡✐❝❤ ❞❡s ❋✐❧♠s✱ ✇ä❤r❡♥❞ ❜❡✐ ❞❡♥ ▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t❡♥ ♠✐t ❞❡r ❙tr✉❦t✉r ♣x❞14−x ❞✐❡
●r❡♥③✢ä❝❤❡ ✐♠ ♣❛r❛❜♦❧✐s❝❤ ✇❛❝❤s❡♥❞❡♥ ❇❡r❡✐❝❤ ❞❡s ❋✐❧♠s ❧✐❡❣t✳✭❝✮ ❋r❡s♥❡❧♥♦r♠✐❡rt❡ ❘ö♥t✲
❣❡♥r❡✢❡①✐♦♥s❦✉r✈❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥ ❊❧❡❦tr♦♥❡♥❞✐❝❤t❡♣r♦✜❧❡ ✈♦♥ ▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t❡♥✱
✇❡❧❝❤❡ ✇✐❡ ❛♥❣❡❣❡❜❡♥ ❛✉s x✲❙❝❤✐❝❤t♣❛❛r❡♥ ❜❡st❡❤❡♥✳ ❆❧❧❡ P❊▼s s✐♥❞ ❛✉s 0, 1 ♠♦❧✴▲ ◆❛❈❧✱
P❙❙76❑✱ P❙❙❞81❑✱ ✉♥❞ P❉❆❉▼❆322❑ ♣rä♣❛r✐❡rt ✇♦r❞❡♥✳ ❉✐❡ ▼❡ss✉♥❣❡♥ ✇✉r❞❡♥ ❛❧❧❡ ❜❡✐
3% r✳❤✳ ✐♥ ▲✉❢t ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt✳

✈❡r❣❧❡✐❝❤t ❞❛s ❲❛❝❤st✉♠ s♦❧❝❤❡r ❙❝❤✐❝❤t❡♥ ♠✐t ❩✉♥❛❤♠❡ ❞❡r ❆♥③❛❤❧ ❛♥ P❉❆❉▼❆✴P❙❙

❙❝❤✐❝❤t♣❛❛r❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❛♥ ▲✉❢t ❣❡♠❡ss❡♥ ✇✉r❞❡♥✱ ♠✐t ❞❡♥ ❞❛③✉❣❡❤ör✐❣❡♥ ✐♥t❡r♥❡♥ ●r❡♥③✲

✢ä❝❤❡♥ ❡✐♥❡r ❛✉s ✶✹ ❜③✇✳ ✷✺ ❙❝❤✐❝❤t♣❛❛r❡♥ ❜❡st❡❤❡♥❞❡♥ ▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t✳

❩✉ s❡❤❡♥ s✐♥❞ ❞✐❡ ❙❝❤✐❝❤t❞✐❝❦❡♥ ❣❡♠❡ss❡♥ ♠✐tt❡❧s ❘ö♥t❣❡♥r❡✢❡①✐♦♥ ✐♥ tr♦❝❦❡♥❡r ▲✉❢t✱ ✈❡r✲
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❣❧✐❝❤❡♥ ♠✐t ❞❡r P♦s✐t✐♦♥ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❡✐♥❡r ▼✉t❧✐s❝❤✐❝❤t✱ ❣❡♠❡ss❡♥ ♠✐t ◆❡✉tr♦♥❡♥r❡✢❡①✐♦♥

❡❜❡♥❢❛❧❧s ❜❡✐ ✸ ✪ r✳❤✳✳ ❇✐s ③✉♠ ❧✐♥❡❛r❡♥ Ü❜❡r❣❛♥❣ ✭❤✐❡r ❜❡✐ N❧✐♥= 15✮ s✐❡❤t ♠❛♥✱ ❞❛ss ❞✐❡

❙❝❤✐❝❤t❞✐❝❦❡ ❞❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❘ö♥t❣❡♥♠❡ss✉♥❣❡♥ ♠✐t ❞❡♥ ✐♥t❡r♥❡♥ P♦s✐t✐♦♥❡♥ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❡✐♥❡r

▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t ü❜❡r❡✐♥st✐♠♠❡♥✳ ❉❛s ❜❡❞❡✉t❡t✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❞✐❡ P♦s✐t✐♦♥ ❡✐♥❡r P❙❙✲❙❝❤✐❝❤t ✐♥♥❡r✲

❤❛❧❜ ❞❡s ❋✐❧♠s ♥✐❝❤t ä♥❞❡rt ✉♥❞ s✐❝❤ ❛✉❝❤ ♥✐❝❤t ✈❡rs❝❤✐❡❜t ✇❡♥♥ ✇❡✐t❡r❡ ❆❞s♦r♣t✐♦♥ss❝❤r✐tt❡

❢♦❧❣❡♥✳ ❇❡tr❛❝❤t❡t ♠❛♥ ❞❡♥ ❙❝❤✐❝❤t❞✐❝❦❡♥③✉✇❛❝❤s ✭▼✐tt❡✮ ♠✐t ∆d(N) = d(N)− d(N − 1)✱

s♦ s✐❡❤t ♠❛♥ ❛✉❝❤ ❤✐❡r✱ ❞❛ss ❞✐❡s❡ ü❜❡r❡✐♥st✐♠♠❡♥✳

■♠ ❋❛❧❧❡ ❞❡r ◆❡✉tr♦♥❡♥r❡✢❡①✐♦♥s♠❡ss✉♥❣❡♥ ✐st ∆d ❞✉r❝❤ ❞✐❡ P♦s✐t✐♦♥❡♥ ❞❡r ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✼✿ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ❞r❡✐❡r P❛r❛♠❡t❡r ❡✐♥♠❛❧ ♠✐t ❘ö♥t❣❡♥r❡✢❡①✐♦♥ ✭s❝❤✇❛r③❡ ❙②♠✲
❜♦❧❡✿ ❧✐♥❦❡ ❖r❞✐♥❛t❡✮ ✉♥❞ ❡✐♥♠❛❧ ♠✐t ◆❡✉tr♦♥❡♥r❡✢❡①✐♦♥ ❣❡♠❡ss❡♥ ✭r♦t❡ ❙②♠❜♦❧❡✿ r❡❝❤t❡
❖r❞✐♥❛t❡✮✳✭❛✮ ③❡✐❣t ❞✐❡ ❙❝❤✐❝❤t❞✐❝❦❡ ❡✐♥❡s ❋✐❧♠s ✇❡❧❝❤❡r ❛✉s x ❙❝❤✐❝❤t♣❛❛r❡♥ ✭❧✐♥❦❡ ❖r❞✐♥❛✲
t❡✮ ❜❡st❡❤t ✉♥❞ ❞✐❡ ❉✐❝❦❡ ❡✐♥❡r ♣r♦t♦♥✐❡rt❡♥ ❇♦① ♠✐t x ❙❝❤✐❝❤t♣❛❛r❡♥ ✭r❡❝❤t❡ ❖r❞✐♥❛t❡✮✳✭❜✮
❉✐❝❦❡ ❡✐♥❡s ❙❝❤✐❝❤t♣❛❛r❡s ❛♥ ❞❡r ❋✐❧♠✴▲✉❢t ●r❡♥③✢ä❝❤❡ ✭❧✐♥❦❡ ❖r❞✐♥❛t❡✮ ✉♥❞ ❞❡r ❆❜st❛♥❞
③✇❡✐❡r ✐♥t❡r♥❡♥ ●r❡♥③✢ä❝❤❡♥ ♣x❞n−x ✉♥❞ ♣x+1❞n−x−1✱ ❣❡♥❛♥♥t P♦s✐t✐♦♥s❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ✭r❡❝❤✲
t❡ ❖r❞✐♥❛t❡✮✳ ✭❝✮ ❖❜❡r✢ä❝❤❡♥r❛✉✐❣❦❡✐t ❛♥ ❞❡r ❋✐❧♠✴▲✉❢t ●r❡♥③✢ä❝❤❡ σ❧✉❢t ✭❧✐♥❦❡ ❖r❞✐♥❛t❡✱
❣❡❦❡♥♥③❡✐❝❤♥❡t ❞✉r❝❤ ❑r❡✐s❡✮ ✉♥❞ ❞❡r ✐♥t❡r♥❡♥ ❘❛✉✐❣❦❡✐t σ✐♥t ✭❣❡❦❡♥♥③❡✐❝❤♥❡t ❞✉r❝❤ ❙t❡r✲
♥❡✱ r❡❝❤t❡ ❖r❞✐♥❛t❡✮✳ ❉✐❡ ✐♥t❡r♥❡♥ ●r❡♥③✢ä❝❤❡♥ ❡✐♥❡s ♣x❞25−x ❋✐❧♠s ✭r♦t❡ ♦✛❡♥❡ ❙t❡r♥❡✮
✉♥❞ ♣x❞14−x ❋✐❧♠❡ ✇❡r❞❡♥ ❤✐❡r ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳ ❉✐❡ ❣❡str✐❝❤❡❧t❡♥ ▲✐♥✐❡♥ ❞✐❡♥❡♥ ❞❡r ❣r♦❜❡♥ ❖r✐✲
❡♥t✐❡r✉♥❣✳ ❉✐❡ ♠❡✐st❡♥ ❋✐❧♠❡ ✇✉r❞❡♥ ❛✉s P❉❆❉▼❆322❑✱P❙❙76❑ ✉♥❞ P❙❙❞80❑ ♣rä♣❛r✐❡rt✳
❇❡✐ ❡✐♥❡r ❞❡r ❘ö♥t❣❡♥♠❡ssr❡✐❤❡♥ ✇✉r❞❡ P❉❆❉▼❆500❑ ✈❡r✇❡♥❞❡t✭s❝❤✇❛r③❡ ◗✉❛❞r❛t❡✮✳

✐♥t❡r♥❡♥ ●r❡♥③✢ä❝❤❡ ❣❡❣❡❜❡♥✳ ❲ä❤r❡♥❞ ❞❡s ❋✐❧♠✇❛❝❤st✉♠s ✐st ❞✐❡ ❉✐❝❦❡ ❡✐♥❡s P❉❆❉✲

▼❆✴P❙❙ ❙❝❤✐❝❤t♣❛❛r❡s ❜❡✐ P♦s✐t✐♦♥ z ❜❡st✐♠♠t ✇♦r❞❡♥✳ ❉✐❡ ❉✐❝❦❡ ❞❡r P❉❆❉▼❆✴P❙❙✲

❙❝❤✐❝❤t♣❛❛r❡ ä♥❞❡rt s✐❝❤ ♥✐❝❤t✱ ✇❡♥♥ ✇❡✐t❡r❡ ❙❝❤✐❝❤t❡♥ ❛❞s♦r❜✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ◆❛❝❤❞❡♠ ❞❛s

❧✐♥❡❛r❡ ❲❛❝❤st✉♠ ♥❛❝❤ N ≈ 15 ❡rr❡✐❝❤t ✇♦r❞❡♥ ✐st✱ ✇✐r❞ ∆d ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♥ ❞❡r ❆♥③❛❤❧

❞❡r ❙❝❤✐❝❤t♣❛❛r❡♥✳ ▼❛♥ s✐❡❤t ③✇❛r✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❙❝❤✐❝❤t❞✐❝❦❡ ✐♠ ❧✐♥❡❛r❡♥ ❇❡r❡✐❝❤ ❜❡✐ ❛❧❧❡♥
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✹✳✷✳ ❙❈❍■❈❍❚❲❆❈❍❙❚❯▼ ❇❊■ ●❊❘■◆●❊▼ P❙❙✲▼❖▲❊❑❯▲❆❘●❊❲■❈❍❚ ❆◆
❚❘❖❈❑❊◆❊❘ ▲❯❋❚

♠✐t ◆❡✉tr♦♥❡♥r❡✢❡①✐♦♥ ❣❡♠❡ss❡♥ ♣x❞25−x ❋✐❧♠❡♥✱ ✉♠ ✉♥❣❡❢ä❤r ✶✸✪ ❞ü♥♥❡r ✐st✳ ❉✐❡s ❤❛t

③✉r ❋♦❧❣❡ ❞❛s ∆d ✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✉ ❞❡♥ ❘ö♥t❣❡♥♠❡ss✉♥❣❡♥ ❣❡r✐♥❣❢ü❣✐❣ ❦❧❡✐♥❡r ✐st✳❉✐❡s❡r

❊✛❡❦t ❦❛♥♥ ❛✉❢ ❡✐♥❡ ❡✈❡♥t✉❡❧❧ ❣❡r✐♥❣❡r❡ ❙❛❧③❦♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥ ✐♥ ❞❡r Prä♣❛r❛t✐♦♥s❧ös✉♥❣ ❞❡r

❋✐❧♠❡✱ ✇❡❧❝❤❡ ❢ür ❞✐❡ ◆❡✉tr♦♥❡♥♠❡ss✉♥❣ ♣rä♣❛r✐❡rt ✇✉r❞❡♥ ③✉rü❝❦❣❡❢ü❤rt ✇❡r❞❡♥✳ ◆✐❝❤ts✲

❞❡st♦tr♦t③ s✐❡❤t ♠❛♥ ✐♥ ❜❡✐❞❡♥ ▼❡ssr❡✐❤❡♥ ❞❛ss ✐♠ ❧✐♥❡❛r❡♥ ❇❡r❡✐❝❤ ∆d❧✐♥ ❦♦♥st❛♥t ✐st✳

❩✉sät③❧✐❝❤ str❡✉❡♥ ❞✐❡ ❞✉r❝❤ ❘ö♥t❣❡♥✲ ❜③✇✳ ◆❡✉tr♦♥❡♥str❡✉✉♥❣ ✐♥ tr♦❝❦❡♥❡r ▲✉❢t ❣❡✇♦♥✲

♥❡♥❡♥ ▼❡ss✇❡rt❡ ♠❡❤r ❛❧s ❜❡✐ ❞❡♥ ✐♥✲s✐t✉ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt❡♥ ❡❧❧✐♣s♦♠❡t✐s❝❤❡♥ ▼❡ss✉♥❣❡♥ ✭✈❣❧✳

❆❜❜✳ ✸✳✶✵✮✳ ❇❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t ♠❛♥✱ ❞❛ss ✐♠ ❋❛❧❧❡ ❞❡r ❘ö♥t❣❡♥✲ ❜③✇✳ ◆❡✉tr♦♥❡♥r❡✢❡①✐♦♥♠❡s✲

s✉♥❣❡♥ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ❋✐❧♠❡ ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r ✈❡r❣❧✐❝❤❡♥ ✇❡r❞❡♥ ✉♥❞ ❜❡✐ ❞❡♥ ❡❧❧✐♣s♦♠❡tr✐s❝❤❡♥

▼❡ss✉♥❣❡♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❇❡s❝❤✐❝❤t✉♥❣ss❝❤r✐tt❡♥ ❡✐♥❡r Prä♣❛r❛t✐♦♥ ✐♥ ❲❛ss❡r ❣❡✲

♠❡ss❡♥ ✇✉r❞❡✱ s♦ ✐st ❞✐❡s❡ ❙tr❡✉✉♥❣ ❞❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ▼❡ss♣✉♥❦t❡ ♥✐❝❤t ✈❡r✇✉♥❞❡r❧✐❝❤✳ ❊✐♥

❱❡r❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ♠✐t ❘ö♥t❣❡♥r❡✢❡①✐♦♥ ❣❡♠❡ss❡♥❡♥ ❖❜❡r✢ä❝❤❡♥r❛✉✐❣❦❡✐t ♠✐t ❞❡r ✐♥t❡r♥❡♥ ❘❛✉✲

✐❣❦❡✐t σ✐♥t ③❡✐❣t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❇r❡✐t❡ ❞❡r ✐♥t❡r♥❡♥ ●r❡♥③✢ä❝❤❡ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡s ❋✐❧♠s ❦♦♥st❛♥t

✐st✱ ✇❡♥♥ ❞✐❡s❡ ♠✐♥❞❡st❡♥s ③✇❡✐ ❙❝❤✐❝❤t♣❛❛r❡ ✈♦♥ ❞❡r ❋✐❧♠✲▲✉❢t ●r❡♥③✢ä❝❤❡ ❡♥t❢❡r♥t s✐♥❞

❬❙♦❧t✇❡❞❡❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪✳ ❲❛s ❡❜❡♥❢❛❧❧s ❛✉✛ä❧❧t ✐st✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❇r❡✐t❡ ❞❡r ✐♥t❡r♥❡♥ ●r❡♥③✢ä❝❤❡

σ✐♥t ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♥ ❞❡r ❉✐❝❦❡ ❡✐♥❡s ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❙❝❤✐❝❤t♣❛❛r❡s ✐st✱ ✇❡❧❝❤❡ ✐♥s❣❡s❛♠t ✉♠ ✻✵✪

❛♥st❡✐❣t ✭∆d = 4 ♥♠ ❢ürN = 7 ✉♥❞∆d = 6, 5 ♥♠ ❢ürN = 16, 17.., 24 > N❧✐♥ ≈ 15✮✳ ●❧❡✐❝❤✲

③❡✐t✐❣ ✐st ❞✐❡ ✐♥t❡r♥❡ ❘❛✉✐❣❦❡✐t ✉♠ ❡✐♥❡♥ ❋❛❦t♦r ✷ ❣❡r✐♥❣❡r ❛❧s ❞✐❡ ❖❜❡r✢ä❝❤❡♥r❛✉✐❣❦❡✐t✱

❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❙tr❛t✐✜③✐❡r✉♥❣ ❞❡r ●r❡♥③✢ä❝❤❡ ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡s ❚r♦❝❦♥✉♥❣s✈♦r❣❛♥❣s✳ ❯♥❛❜❤ä♥✲

❣✐❣ ❞❛✈♦♥ ✐st ❞✐❡ ✐♥t❡r♥❡ ❘❛✉✐❣❦❡✐t ❣❡r✐♥❣❡r ❛❧s ❞❡r ●②r❛t✐♦♥sr❛❞✐✉s ✈♦♥ P❙❙ ♦❞❡r P❙❙❞

✐♥ ❞❡r ❜✉❧❦ ✲P❤❛s❡ ✭Rg = 6, 5 ♥♠✮✱ ✇♦❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ s❡♥❦r❡❝❤t ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❋✐❧♠ st❛tt✜♥❞❡♥❞❡

❙❝❤✇❡r♣✉♥❦ts❜❡✇❡❣✉♥❣ ✐♠ ♣❛r❛❜♦❧✐s❝❤❡♥ s♦✇✐❡ ✐♠ ❧✐♥❡❛r❡♥ ❲❛❝❤st✉♠sr❡❣✐♠❡ ❛✉s❣❡s❝❤❧♦s✲

s❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ❙❡♥❦r❡❝❤t ✐♠♠♦❜✐❧❡ P❙❙ ❙❝❤✐❝❤t❡♥ s✐♥❞ ✐♠ ❧✐♥❡❛r❡♥ ❲❛❝❤st✉♠s❜❡r❡✐❝❤ ③✉

❡r✇❛rt❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡s ❛✉❝❤ ✐♠ ♣❛r❛❜♦❧✐s❝❤❡♥ ❲❛❝❤st✉♠s❜❡r❡✐❝❤ ❛✉❢tr✐tt ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ✇❡♥✐❣❡r✳

❬●❤♦st✐♥❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❪ ❢❛♥❞❡♥ ❞✉r❝❤ r❛❞✐♦❛❦t✐✈ ♠❛r❦✐❡rt❡ ●❡❣❡♥✐♦♥❡♥✱ ❞❛ss ❡✐♥❡ Ü❜❡r❦♦♠✲

♣❡♥s❛t✐♦♥ ❞❡r ▲❛❞✉♥❣ ♥✉r ❞❛♥♥ ❛✉❢tr✐tt✱ ✇❡♥♥ ❞❛s P❉❆❉▼❆ ❛❞s♦r❜✐❡rt✳ ❲ä❤r❡♥❞ P❙❙

❞✐❡ ▲❛❞✉♥❣ ❞❡r P❉❆❉▼❆ ❙❝❤✐❝❤t ❧❡❞✐❣❧✐❝❤ ❦♦♠♣❡♥s✐❡rt✳ ❉❛♠✐t ❡✐♥❡ ▲❛❞✉♥❣s❦♦♠♣❡♥s❛t✐✲

♦♥ ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡r P❙❙ ❆❞s♦r♣t✐♦♥ st❛tt✜♥❞❡♥ ❦❛♥♥✱ ♠✉ss ❞✐❡ ❖❜❡r✢ä❝❤❡ ❛❧s ❡✐♥❡ s♦❣❡♥❛♥♥t❡

❘❡❛❦t✐♦♥s❞✐✛✉s✐♦♥s③♦♥❡ ❜❡❤❛♥❞❡❧t ✇❡r❞❡♥✱ ✐♥ ❞❡r ❞✐❡ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ▲❛❞✉♥❣❡♥ ❞❡r P♦❧②❡❧❡❦tr♦✲

❧②t❡ ❦♦♠♣❡♥s✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ●❡❤t ♠❛♥ ❞❛✈♦♥ ❛✉s✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❧❛♥❣❡♥ ▼♦❧❡❦ü❧❡ ✐♥ ❞❡♥

P❙❙✲▲❛❣❡♥ ✐♠♠♦❜✐❧ s✐♥❞✱ ✜♥❞❡t ❞✐❡ ▲❛❞✉♥❣s❦♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❡✐♥❡r ◆❡✉♦r✐❡♥t✐❡r✉♥❣

❞❡r P❉❆❉▼❆✲❑❡tt❡♥ st❛tt✳ ❉✐❡ ▼❡ss✉♥❣❡♥ ③❡✐❣❡♥ ❞❡✉t❧✐❝❤✱ ❞❛ss ▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡

❛✉s P♦❧②❡❧❡❦tr♦❧②t❡♥ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤t ♦❜❡r❤❛❧❜ ❞❡r ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ❙❝❤✇❡❧❧✇❡rt❡ ❢ür

P❉❆❉▼❆ ✉♥❞ P❙❙✱ ❦❡✐♥❡r❧❡✐ ❉✐✛✉s✐♦♥s✈❡r❤❛❧t❡♥ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡r ▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t ❛✉❢✇❡✐s❡♥ ✉♥❞

❦❡✐♥❡ ❙❝❤✇❡r♣✉♥❦ts❜❡✇❡❣✉♥❣ ❞❡r P♦❧②❡❧❡❦tr♦❧②t❡ st❛tt✜♥❞❡t✳

◆❛❝❤❞❡♠ ❜❡✐ P❉❆❉▼❆✴P❙❙✲▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t❡♥ ✇❡❧❝❤❡ ❛✉s ✒s❝❤✇❡r❡♥✏ P❊s ❣❡❜❛✉t ✇✉r❞❡♥✱

❦❡✐♥❡ ✐♥t❡r♥❡♥ ❉✐✛✉s✐♦♥s♣r♦③❡ss❡ st❛tt✜♥❞❡♥✱ s♦❧❧❡♥ ❛❧s ♥ä❝❤st❡s P❊▼ ❣❡❜❛✉t ✉♥❞ ✐♥ tr♦✲

❝❦❡♥❡r ▲✉❢t ❣❡♠❡ss❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ❞❡ss❡♥ P❙❙✲▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤t ✉♥t❡r❤❛❧❜ ❞❡s ❙❝❤✇❡❧❧✇❡rt❡s

❧✐❡❣❡♥ s♦❧❧✳ ❉❛ ❡rst❡ ❱❡rs✉❝❤❡✱ P❊▼ ♠✐t ❣❡r✐♥❣❡♠ P❙❙✲ ✉♥❞ ❤♦❤❡♠ P❉❆❉▼❆ ▼♦❧❡❦✉✲

❧❛r❣❡✇✐❝❤t ✭Mw(P❙❙) = 3, 6 ❦❉❛ ✉♥❞ Mw(P❉❆❉▼❆) = 322 ❦❉❛✮ ③✉ ♣rä♣❛r✐❡r❡♥ ✉♥❞

❞✐❡s❡ ✐♠ ❆♥s❝❤❧✉ss ✐♥ tr♦❝❦❡♥❡r ▲✉❢t ③✉ ✈❡r♠❡ss❡♥ s❡❤r s❝❤♥❡❧❧ ♠✐t ③✉♥❡❤♠❡♥❞❡r ❆♥③❛❤❧

❛♥ ❙❝❤✐❝❤t♣❛❛r❡♥ ③✉ r❛✉ ✇✉r❞❡♥✱ ✇✉r❞❡ ③✉♥ä❝❤st s②st❡♠❛t✐s❝❤ ❞❛s P❙❙✲▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤t

✺✺



❑❆P■❚❊▲ ✹✳ ❘❊❙❯▲❚❆❚❊

✈❛r✐✐❡rt✳ ❆❧s ❊rst❡s ✇✉r❞❡ ❡✐♥ ❣❡r✐♥❣❡s P❙❙✲▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤t ✈♦♥Mw(P❙❙) = 16, 8 ❦❉❛ (<

M t❤r❡s❤♦❧❞
w = 25 ❦❉❛) ❜❡✐ ❣❧❡✐❝❤③❡✐t✐❣ ❤♦❤❡♠ P❉❆❉▼❆▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤t ✭Mw(P❉❆❉▼❆) =

322 ❦❉❛✮ ❣❡✇ä❤❧t ✉♥❞ ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❛♥ P❉❆❉▼❆✴P❙❙ ❙❝❤✐❝❤t♣❛❛r❡♥ ✈❛r✐✐❡rt✳ ❆♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞

✇✐r❞ ❞❛s ▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤t ❞❡s P♦❧②❛♥✐♦♥s ✇❡✐t❡r r❡❞✉③✐❡rt ✉♥❞ ❡①❡♠♣❧❛r✐s❝❤ ❜❡✐ ❦♦♥st❛♥✲

t❡r ❆♥③❛❤❧ ❛♥ ❙❝❤✐❝❤t♣❛❛r❡♥ ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r ✈❡r❣❧✐❝❤❡♥✳

■♥ ❆❜❜✳ ✹✳✽ ✇❡r❞❡♥ ❘ö♥t❣❡♥r❡✢❡①✐♦♥s♠❡ss✉♥❣❡♥ ❣❡③❡✐❣t ✉♥❞ ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❛♥ P❉❆❉▼❆✴P❙❙

❙❝❤✐❝❤t♣❛❛r❡♥ ✈♦♥ N = 5 ❜✐s N = 15 ✇✐r❞ ✈❛r✐✐❡rt✳ ▼✐t ❞❡r ❩✉♥❛❤♠❡ ❞❡r ❆♥③❛❤❧ ❛♥

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✽✿ ❘ö♥t❣❡♥r❡✢❡①✐♦♥s♠❡ss✉♥❣❡♥ ✭❧✐♥❦s✮ ✉♥❞ ❞✐❡ ❛✉s ❞❡♥ ❋✐ts ❜❡st✐♠♠t❡♥ ❊❧❡❦✲
tr♦♥❡♥❞✐❝❤t❡♣r♦✜❧❡ ✭r❡❝❤ts✮ ✈♦♥ P❊▼s ♠✐t ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡r ❆♥③❛❤❧ ❛♥ ❙❝❤✐❝❤t♣❛❛r❡♥ N ✳
❉✐❡ ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥ ▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤t❡ s✐♥❞ Mw(P❙❙) = 16, 8 ❦❉❛ ✉♥❞ Mw(P❉❆❉▼❆) =
322 ❦❉❛✳ ❉✐❡ P♦❧②❡❧❡❦tr♦❧②t❦♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥ ♣r♦ ▼♦♥♦♠❡r ❜❡trä❣t ✶ ♠♠♦❧✴▲ ♠✐t ❡✐♥❡r ❙❛❧③✲
❦♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥ ✈♦♥ c◆❛❈❧ = 100 ♠♠♦❧✴▲✳ ❆❧❧❡ ▼❡ss✉♥❣❡♥ ✇✉r❞❡♥ ✐♥ tr♦❝❦❡♥❡r ▲✉❢t ✭≈ 3%✮
❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt✳

❙❝❤✐❝❤t♣❛❛r❡♥ N ✈❡rr✐♥❣❡r♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ❆❜stä♥❞❡ ✈♦♥ ▼❛①✐♠✉♠ ③✉ ▼❛①✐♠✉♠✱ ✇❛s ❡✐♥❡r

❩✉♥❛❤♠❡ ❞❡r ❙❝❤✐❝❤t❞✐❝❦❡ ❡♥ts♣r✐❝❤t✳ ❊✐♥ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧ ❜❡st✐♠♠t❡♥ ❙❝❤✐❝❤t✲

❞✐❝❦❡ ❞❡r ✐♥ tr♦❝❦❡♥❡r ❯♠❣❡❜✉♥❣s❧✉❢t st❛tt❣❡❢✉♥❞❡♥❡♥ ▼❡ss✉♥❣❡♥ ♠✐t ❞❡♥❥❡♥✐❣❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡

❬◆❡st❧❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❪ ✐♥ ❲❛ss❡r ♣rä♣❛r✐t❡rt ✉♥❞ ✐♥✲s✐t✉ ❣❡♠❡ss❡♥ ❤❛t✱ ③❡✐❣t ❆❜❜✳ ✹✳✾✳ ◆♦r✲

♠❛❧❡r✇❡✐s❡ s❝❤✇❡❧❧❡♥ P❊▼s ✐♥❲❛ss❡r ✉♠ ❝❛✳ ✸✵✪ ❛♥✱ ✇✐❡ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❬❩❡r❜❛❧❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✺❪

❜❡r❡✐ts ❛♥ P❉❆❉▼❆✴P❙❙✲▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t❡♥ ③❡✐❣❡♥ ❦♦♥♥t❡✳ ❘❡❞✉③✐❡rt ♠❛♥ ❞✐❡ ❙❝❤✐❝❤t❞✐❝❦❡

✉♠ ❞❛s ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❙❝❤✇❡❧❧♣r♦③❡ss ❡✐♥❣❡❧❛❣❡rt❡ ❲❛ss❡r✱ s♦ s✐❡❤t ♠❛♥ ❛♥❤❛♥❞ ❞❡r ❆❜❜✳

✹✳✾✱ ❞❛ss ❞❛s ❙❝❤✐❝❤t✇❛❝❤st✉♠ ❢ür ❞✐❡ ✐♥ ▲✉❢t ❣❡♠❡ss❡♥❡♥ Pr♦❜❡♥ ✭❥❡❞❡r ▼❡ss♣✉♥❦t ❡♥t✲

s♣r✐❝❤t ❡✐♥❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥ Pr♦❜❡✱ ✇❡❧❝❤❡ ❣❡❜❛✉t✱ ❣❡tr♦❝❦♥❡t ✉♥❞ ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ✈❡r♠❡ss❡♥ ✇✉r✲

❞❡✮ ♠✐t ❞❡♥❥❡♥✐❣❡♥ Pr♦❜❡♥ ❞❡r❡♥ ❙❝❤✐❝❤t✇❛❝❤st✉♠ ✐♥ ❲❛ss❡r ✐♥✲s✐t✉ ❣❡♠❡ss❡♥❡♠ ✇✉r❞❡✱

ü❜❡r❡✐♥st✐♠♠t✳ ❉✐❡ ❞✉r❝❤❣❡③♦❣❡♥❡♥ ▲✐♥✐❡♥ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥ ❞✐❡ ♥❛❝❤ ●❧✳ ✸✳✺✽ ③✉ ❡r✇❛rt❡♥✲

❞❡ ❙❝❤✐❝❤t❞✐❝❦❡ ✐♠ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧ ✇❛❝❤s❡♥❞❡♥ ❇❡r❡✐❝❤✳ ❊✐♥❡ ✇❡✐t❡r❡ ❘❡❞✉③✐❡r✉♥❣ ❞❡s P❙❙✲

▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤ts ❛✉❢ Mw✭P❙❙✮= 7, 9 ❦❉❛ ❜③✇✳ Mw✭P❙❙✮= 6.5 ❦❉❛ ❡①❡♠♣❧❛r✐s❝❤ ❜❡✐

N = 5 ✉♥❞ N = 10 ❙❝❤✐❝❤t♣❛❛r❡♥ ③❡✐❣t ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ❡✐♥❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ③✉ ❞❡♥ ③✉ ❡r✇❛r✲

t❡♥❞❡♥ ❙❝❤✐❝❤t❞✐❝❦❡♥ ③✉ ❞❡♥ ❡❧❧✐♣s♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ ▼❡ss✉♥❣❡♥ ✭❘♦❤❞❛t❡♥ ❤✐❡r③✉ s✐♥❞ ✐♥ ❆❜❜✳

✹✳✶✶✱ ❆❜❜✳ ✹✳✶✷ ✉♥❞ ❆❜❜✳ ✹✳✶✸✮✳ ❊✐♥❡ ❊r❦❧är✉♥❣ ❦ö♥♥t❡ s❡✐♥✱ ❞❛ss ❞❛s ✐♥✲s✐t✉ ❣❡♠❡ss❡♥❡

❙❝❤✐❝❤t✇❛❝❤st✉♠ ❜❡✐ Mw✭P❙❙✮= 7, 9 ❦❉❛ ✉♥❞ Mw✭P❙❙✮= 6, 5 ❦❉❛ ❜❡✐ ❡✐♥❡♠ ❛♥❞❡r❡♥

P❉❆❉▼❆✲▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤t ♠✐t Mw✭P❉❆❉▼❆✮= 322 ❦❉❛ ❣❡♠❡ss❡♥ ✇✉r❞❡✱ ③✉ ❞❡♥❡♥

❱❡r❣❧❡✐❝❤s♠❡ss✉♥❣❡♥ ③✉r ❩❡✐t ♥♦❝❤ ❢❡❤❧❡♥✳ ❆❧❧❡r❞✐♥❣s ❦♦♥♥t❡ ❡✐♥❡ ❘❡❞✉③✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❙❝❤✐❝❤t✲

✺✻



✹✳✷✳ ❙❈❍■❈❍❚❲❆❈❍❙❚❯▼ ❇❊■ ●❊❘■◆●❊▼ P❙❙✲▼❖▲❊❑❯▲❆❘●❊❲■❈❍❚ ❆◆
❚❘❖❈❑❊◆❊❘ ▲❯❋❚

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✾✿ ❙❝❤✐❝❤t❞✐❝❦❡ ❜❡st✐♠♠t ❛✉s ❞❡♥ ❘ö♥t❣❡♥r❡✢❡①✐♦♥s♠❡ss✉♥❣❡♥ ❞❡r ❆❜❜✳ ✹✳✽✳
❉✐❡ ♦✛❡♥❡♥ ❙②♠❜♦❧❡ ③❡✐❣❡♥ ✐♥✲s✐t✉ ❡❧❧✐♣s♦♠❡tr✐s❝❤❡ ❉❛t❡♥✱ ❞❡r❡♥ ❙❝❤✐❝❤t❞✐❝❦❡ ❛✉❢ tr♦❝❦❡♥❡
❯♠❣❡❜✉♥❣ ❛♥ ▲✉❢t ❡①tr❛♣♦❧✐❡rt ✇✉r❞❡ ✭d = (1 − 30%) · d❍✷❖✮✳ ❉✐❡ ❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡♥ ❙②♠❜♦✲
❧❡ ③❡✐❣❡♥ ❞✐❡ ❛✉s ❘ö♥t❣❡♥r❡✢❡①✐♦♥s♠❡ss✉♥❣❡♥ ❣❡✇♦♥♥❡♥❡ ❙❝❤✐❝❤t❞✐❝❦❡ ❛♥ tr♦❝❦❡♥❡r ▲✉❢t
✭3 − 6% r✳❤✳✮✳ ❆♥❤❛♥❞ ❞❡s ✐♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✸✳✻✶ ❛♥❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ❙❝❤✐❝❤t❞✐❝❦❡♥✈❡r❧❛✉❢ ✐♠ ❡①♣♦✲
♥❡♥t✐❡❧❧ ✇❛❝❤s❡♥❞❡♥ ❇❡r❡✐❝❤ ✈♦♥ d(N) = (1 − 30%)γeCN ✇✉r❞❡ ❞✐❡ ❙❝❤✐❝❤t❞✐❝❦❡ ❢ür ❞✐❡
❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡ ❩✉s❛♠♠❡♥s❡t③✉♥❣ ❞❡r ❙❝❤✐❝❤t ♠♦❞❡❧❧✐❡rt✱ ✇♦❜❡✐ ❢ür γ ❣✐❧t✿ γ = 3.5 ± 0.3
✉♥❞ C ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ ♣❛r❛❜♦❧✐s❝❤❡♥ ❋✐t ❛♥❤❛♥❞ ❆❜❜✳ ✹✳✹ ❜❡st✐♠♠t ✇✉r❞❡✳

❞✐❝❦❡ ♠✐t ❆❜♥❛❤♠❡ ❞❡s P❙❙✲▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤ts ❛♥ ▲✉❢t r❡♣r♦❞✉③✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳

●❧❡✐❝❤③❡✐t✐❣ ♥✐♠♠t✱ ♥❡❜❡♥ ❞❡r ❙❝❤✐❝❤t❞✐❝❦❡✱ ❞✐❡ ❉ä♠♣❢✉♥❣ ❞❡r ❖s③✐❧❧❛t✐♦♥ ✐♠ ❘ö♥t❣❡♥r❡✲

✢❡①✐♦♥s♣r♦✜❧ ✭s✐❡❤❡ ❆❜❜✳ ✹✳✽✮ ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❋✐❧♠✲▲✉❢t ❘❛✉✐❣❦❡✐t ✭σ❧✉❢t✮ ♠✐t ❞❡r ❆♥✲

③❛❤❧ ❛♥ ❙❝❤✐❝❤t♣❛❛r❡♥ ③✉✳ ❉✐❡s ✇✉r❞❡ ❜❡✐ ❤♦❤❡♥ P❙❙✲▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤t❡♥ ✈♦♥ Mw✭P❙❙✮>

M t❤r❡s❤♦❧❞
w = 25 ❦❉❛ ♥✐❝❤t ❜❡♦❜❛❝❤t❡t✱ ❜❡✐ ❞❡r ❞✐❡ ❘❛✉✐❣❦❡✐t r❡❧❛t✐✈ ❦♦♥st❛♥t ❜❧❡✐❜t ✭s✐❡❤❡

❆❜❜✳ ✹✳✻ ❜③✇✳ ✹✳✼ ✉♥❞ ❜❧❛✉❡ ❉❛t❡♥♣✉♥❦t❡ ✐♥ ❆❜❜✳ ✹✳✶✵✮✳ ❆❜❜✳ ✹✳✶✵ ③❡✐❣t σ❧✉❢t ü❜❡r N ❞❡r

❘ö♥t❣❡♥r❡✢❡①✐♦♥s♠❡ss✉♥❣❡♥ ✈♦♥ ❆❜❜✳ ✹✳✽✳ ❉✐❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ③❡✐❣t ❡✐♥❡♥ ❧✐♥❡❛r❡♥ ❱❡r❧❛✉❢ ❞❡r

❋✐❧♠✲▲✉❢t ❘❛✉✐❣❦❡✐t ❜❡✐ ❡✐♥❡♠ P❙❙✲▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤t ✈♦♥ Mw✭P❙❙✮= 16, 8 ❦❉❛✳ ❙✐❡ st❡✐❣t

✈♦♥ σ❧✉❢t(5) = 1, 69 ♥♠ ❛✉❢ σ❧✉❢t(15) = 3, 8 ♥♠ ♠✐t ❞❡r ❆♥③❛❤❧ ❛♥ ❞❡♣♦♥✐❡rt❡♥ ❙❝❤✐❝❤t♣❛❛✲

r❡♥ N ❛♥✳ ❊✐♥❡ ✇❡✐t❡r❡ ❘❡❞✉③✐❡r✉♥❣ ❞❡s P❙❙✲▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤ts ③❡✐❣t ❡✐♥❡♥ ❧❡✐❝❤t ❤ö❤❡r❡♥

❆♥st✐❡❣ ❞❡r ❘❛✉✐❣❦❡✐t ♠✐t ❞❡r ❩✉♥❛❤♠❡ ❛♥ ❙❝❤✐❝❤t♣❛❛r❡♥ ❛✉❢ ✭s✐❡❤❡ ❘❡✢❡①✐♦♥s❦✉r✈❡♥ ♠✐t

❞❡♥ ③✉❣❡❤ör✐❣❡♥ ❊❧❡❦tr♦♥❡♥❞✐❝❤t❡♣r♦✜❧❡♥ ✐♥ ❆❜❜✳ ✹✳✶✶✱ ❆❜❜✳ ✹✳✶✷ ✉♥❞ ✹✳✶✸✮✳ ❏❡ ✇❡✐t❡r ❞❛s

▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤t r❡❞✉③✐❡rt ✇✐r❞✱ ❞❡st♦ stär❦❡r s❝❤❡✐♥t ❞✐❡ ❋✐❧♠✲▲✉❢t ❘❛✉✐❣❦❡✐t ❛♥③✉st❡✐✲

❣❡♥✱ ✇♦❜❡✐ ✇❡✐t❡r❡ ▼❡ss✉♥❣❡♥ ♥öt✐❣ ✇är❡♥ ✉♠ ❞✐❡s❡s ❱❡r❤❛❧t❡♥ ③✉ q✉❛♥t✐✜③✐❡r❡♥✳

■♥ ❞✐❡s❡♠ ❆❜s❝❤♥✐tt ❦♦♥♥t❡ ❣❡③❡✐❣t ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ss P❊▼s ✇❡❧❝❤❡ ❛✉s ❣❡r✐♥❣❡♠ P❙❙✲

▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤t ♣rä♣❛r✐❡rt ✉♥❞ ✐♥✲s✐t✉ ♠✐tt❡❧s ❞❡r ✐♥✲s✐t✉ ❊❧❧✐♣s♦♠❡tr✐❡ ❣❡♠❡ss❡♥ ✇✉r✲

❞❡♥✱ ♥✉r ✉♥t❡r ❣❡✇✐ss❡♥ ❯♠stä♥❞❡♥ ✐♥ tr♦❝❦❡♥❡r ▲✉❢t st❛❜✐❧ s✐♥❞✳ ❇❡✐ ❞❡♥ ✐♥ tr♦❝❦❡♥❡r

▲✉❢t ✈❡r♠❡ss❡♥❡♥ Pr♦❜❡♥ st❡❧❧t ❥❡❞❡r ▼❡ss♣✉♥❦t ❥❡✇❡✐❧s ❡✐♥❡ Pr♦❜❡ ❞❛r✱ ✇❡❧❝❤❡ ♣rä♣❛✲
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✶✵✿ ❉✐❡ ❛✉s ❞❡♥ ▼❡ss✉♥❣❡♥ ❛✉s ❆❜❜✳ ✹✳✽✱ ✹✳✶✷✱ ✹✳✶✶ ✉♥❞ ✹✳✻ ❜❡st✐♠♠t❡ ❋✐❧♠✲
▲✉❢t ❘❛✉✐❣❦❡✐t ✭σ❧✉❢t✮ ✐♥ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r ❆♥③❛❤❧ ❛♥ ❙❝❤✐❝❤t♣❛❛r❡♥ ❜❡✐ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥
P❙❙✲▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤t❡♥ ❜❡✐ ❡✐♥❡♠ P❉❆❉▼❆✲▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤t ✈♦♥ Mw✭P❉❆❉▼❆✮=
322 ❦❉❛✳ ❉✐❡ ❙✉❜str❛t ❘❛✉✐❣❦❡✐t ✈♦♥ ❙✐ ✇✉r❞❡ σ❙✐ = 0.3 ♥♠ ❛♥❣❡♥♦♠♠❡♥✳ ❉✐❡ ❞✉r❝❤✲
❣❡③♦❣❡♥❡♥ ▲✐♥✐❡♥ ✈♦♥ N > 5 ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥ ❧✐♥❡❛r❡♥ ❋✐ts ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❇❡r❡✐❝❤✳ ❉✐❡ ❣❡str✐❝❤❡❧t❡♥
▲✐♥✐❡♥ ❞✐❡♥❡♥ ❞❡r ❖r✐❡♥t✐❡r✉♥❣✳ N❡①♣ ✉♥❞ N❧✐♥ ♠❛r❦✐❡r❡♥ ❞❡♥ Ü❜❡r❣❛♥❣ ✈♦♠ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧✲
❧❡♠ ③✉ ♣❛r❛❜♦❧✐s❝❤❡♠ ❲❛❝❤st✉♠ ❜❡✐ Mw✭P❙❙✮= 16.8 ❦❉❛ ❜③✇✳ ❜❡✐ Mw✭P❙❙✮= 75, 6 ❦❉❛
✈♦♠ ♣❛r❛❜♦❧✐s❝❤❡♠ ③✉♠ ❧✐♥❡❛r❡♥ ❲❛❝❤st✉♠✳ ❆❧❧❡ ▼❡ss✉♥❣❡♥ ✇✉r❞❡♥ ✐♥ ▲✉❢t ❜❡✐ 3% r✳❤✳
❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt✳

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✶✶✿ ❘ö♥t❣❡♥r❡✢❡①✐♦♥s♠❡ss✉♥❣❡♥ ✭❧✐♥❦s✮ ✉♥❞ ❛✉s ❞❡♥ ❋✐ts ❜❡st✐♠♠❡♥ ❊❧❡❦✲
tr♦♥❡♥❞✐❝❤t❡♣r♦✜❧❡ ✈♦♥ ③✇❡✐ ▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t❡♥ ♠✐t s❝❤✇❡r❡♠ P❉❆❉▼❆ ▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤t
✭Mw✭P❉❆❉▼❆✮= 322 ❦❉❛✮ ✉♥❞ ❧❡✐❝❤t❡♠ P❙❙✲▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤t ✭Mw✭P❙❙✮= 7, 9 ❦❉❛✮
♠✐t ❞❡r ❋✐❧♠❛r❝❤✐t❡❦t✉r ✇✐❡ ✐♥ ❆❜❜✳ ✹✳✶✷ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳ ❉❡r Ü❜❡rs✐❝❤t ❤❛❧❜❡r s✐♥❞ ❜❡✐❞❡
❑✉r✈❡♥ ✈❡rt✐❦❛❧ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r ✈❡rs❝❤♦❜❡♥✳

r✐❡rt✱ ❣❡tr♦❝❦♥❡t ✉♥❞ ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ✈❡r♠❡ss❡♥ ✇✉r❞❡✳ Ü❜❡rst❡✐❣t ❞❛s ▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤t

✈♦♥ P❙❙ ❜③✇✳ P❉❆❉▼❆ ❞✐❡ ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ❙❝❤✇❡❧❧✇❡rt❡ ✈♦♥ M t❤r❡s❤♦❧❞
w ✭P❙❙✮= 25 ❦❉❛ ❜③✇✳

M t❤r❡s❤♦❧❞
w ✭P❉❆❉▼❆✮= 80 ❦❉❛✱ ③❡✐❣❡♥ ❘ö♥t❣❡♥r❡✢❡①✐♦♥s♠❡ss✉♥❣❡♥ ❡✐♥❡ ❣✉t❡ ❘❡♣r♦❞✉✲
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❚❘❖❈❑❊◆❊❘ ▲❯❋❚

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✶✷✿ ❘ö♥t❣❡♥r❡✢❡①✐♦♥s♠❡ss✉♥❣❡♥ ✭❧✐♥❦s✮ ✉♥❞ ❛✉s ❞❡♥ ❋✐ts ❞❡r ❘❡✢❡①✐♦♥s♠❡s✲
s✉♥❣❡♥ ❣❡✇♦♥♥❡♥❡♥ ❊❧❡❦tr♦♥❡♥❞✐❝❤t❡♥ ✈♦♥ ③✇❡✐ ▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t❡♥ ♠✐t s❝❤✇❡r❡♠ P❉❆❉✲
▼❆ ▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤t ✭Mw✭P❉❆❉▼❆✮= 322 ❦❉❛✮ ✉♥❞ ❧❡✐❝❤t❡♠ P❙❙✲▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤t
✭Mw✭P❙❙✮= 6, 5 ❦❉❛✮ ♠✐t ❢♦❧❣❡♥❞❡r ❋✐❧♠❛r❝❤✐t❡❦t✉r✿ P❊■✴P❙❙✴✭P❉❆❉▼❆✴P❙❙✮x ♠✐t
❡♥t✇❡❞❡r x = 4, 9✳ ❉❡r Ü❜❡rs✐❝❤t ❤❛❧❜❡r s✐♥❞ ❜❡✐❞❡ ❑✉r✈❡♥ ✈❡rt✐❦❛❧ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r ✈❡rs❝❤♦❜❡♥✳

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✶✸✿ ❘ö♥t❣❡♥r❡✢❡①✐♦♥s♠❡ss✉♥❣❡♥ ✭❧✐♥❦s✮ ✉♥❞ ❛✉s ❞❡♥ ❋✐ts ❜❡st✐♠♠t❡♥ ❊❧❡❦✲
tr♦♥❡♥❞✐❝❤t❡♣r♦✜❧❡♥ ✭r❡❝❤ts✮ ❛♥ ▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t❡♥ ♠✐t s❝❤✇❡r❡♠ P❉❆❉▼❆ ▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✲
✇✐❝❤t ✭Mw✭P❉❆❉▼❆✮= 322 ❦❉❛✮ ✉♥❞ ❧❡✐❝❤t❡♠ P❙❙✲▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤t ✭Mw✭P❙❙✮=
6, 5; 7, 9; 16, 8 ❦❉❛✮ ♠✐t ❢♦❧❣❡♥❞❡r ❋✐❧♠❛r❝❤✐t❡❦t✉r✿ P❊■✴P❙❙✴✭P❉❆❉▼❆✴P❙❙✮4 ✭N = 5✮✳
❉❡r Ü❜❡rs✐❝❤t ❤❛❧❜❡r s✐♥❞ ❜❡✐❞❡ ❑✉r✈❡♥ ✈❡rt✐❦❛❧ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r ✈❡rs❝❤♦❜❡♥✳

③✐❡r❜❛r❦❡✐t ✉♥❞ ❛✉❝❤ ❡✐♥❡ r❡❧❛t✐✈ ❦♦♥st❛♥t❡ ❋✐❧♠✲▲✉❢t ❘❛✉✐❣❦❡✐t ✭σ❧✉❢t✮✳ ◆❡✉tr♦♥❡♥r❡✢❡①✐✲

♦♥s♠❡ss✉♥❣❡♥ ❜❡stät✐❣❡♥ ❡❜❡♥s♦✱ ❞❛ss ❦❡✐♥❡ ❙❝❤✇❡r♣✉♥❦ts❜❡✇❡❣✉♥❣ ❞❡r P❊s ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡s

❋✐❧♠s ❛✉❢tr✐tt✳

❲✐r❞ ❥❡❞♦❝❤ M t❤r❡s❤♦❧❞
w ✭P❙❙✮= 25 ❦❉❛ ♠✐t Mw(P❙❙) < 25 ❦❉❛ ✉♥t❡rs❝❤r✐tt❡♥✱ s♦ ③❡✐❣❡♥

◆❡✉tr♦♥❡♥r❡✢❡①✐♦♥s♠❡ss✉♥❣❡♥ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❱❡r❜r❡✐t❡r✉♥❣ ❞❡r ✐♥t❡r♥❡♥ ●r❡♥③✢ä❝❤❡ ✭✐♥t❡r✲

♥❡ ❘❛✉✐❣❦❡✐t ✭σ✐♥t✮✮✱ ❡✐♥❡ ❡✐♥❞❡✉t✐❣❡ ❙❝❤✇❡r♣✉♥❦ts❜❡✇❡❣✉♥❣ ❞❡r ✒❧❡✐❝❤t❡♥✏ P❙❙❞✲▼♦❧❡❦ü❧❡

❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❋✐❧♠✳ ❊✐♥ ③✉sät③❧✐❝❤❡r ❊✛❡❦t ❞❡r ❞✉r❝❤ ❘ö♥t❣❡♥r❡✢❡①✐♦♥ ❣❡③❡✐❣t ✇❡r❞❡♥ ❦♦♥♥t❡

✐st✱ ❞❛ss ♠✐t ❆❜♥❛❤♠❡ ❞❡s P❙❙✲▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤ts ❞✐❡ ❋✐❧♠✲▲✉❢t ❘❛✉✐❣❦❡✐t ❛♥st❡✐❣t✳ ❊rst❡

✇❡✐t❡r❡ ▼❡ss✉♥❣❡♥ ③❡✐❣❡♥ ❞❛ss ❞❡r ❆♥st✐❡❣ ❞❡r ❋✐❧♠✲▲✉❢t ❘❛✉✐❣❦❡✐t ✭σ❧✉❢t✮ ♠✐t ❆❜♥❛❤♠❡

❞❡s ▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤ts ✐♠♠❡r ❣röÿ❡r ✇✐r❞✱ ✐♠ ●❡❣❡♥s❛t③ ③✉♠ ❙❝❤✐❝❤t✇❛❝❤st✉♠ ❜❡✐ ❡✐♥❡♠

P❙❙✲▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤t ✈♦♥ Mw✭P❙❙✮> 25 ❦❉❛✳
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✹✳✸ ❊✐♥✢✉ss ❜✐♥är❡r P❉❆❉▼❆✲▼✐s❝❤✉♥❣❡♥ ❛✉❢ ❞❛s ❙❝❤✐❝❤t✲

✇❛❝❤st✉♠

■♥ ❞❡♥ ✈♦r❤❡r✐❣❡♥ ❆❜s❝❤♥✐tt❡♥ ✇✉r❞❡ ❞✐❡ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡s P♦❧②♠❡r✐s❛t✐♦♥s❣r❛❞❡s ✈♦♥

P❉❆❉▼❆✴P❙❙ ▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t❡♥ ❛✉s❣✐❡❜✐❣ ❞✐s❦✉t✐❡rt✳ ❉✐❡ P❊✲❆❞s♦r♣t✐♦♥s❧ös✉♥❣❡♥ ❤❛❜❡♥✱

❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡s ❣❡r✐♥❣❡♥ P❉■s ❞❡r ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥ P❊s✱ ❡✐♥❡ ❣❡r✐♥❣❡ ▼♦❧♠❛ss❡♥✈❡rt❡✐❧✉♥❣✳ ■♠

❋❛❧❧❡ ❞❡s P❉❆❉▼❆✲▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤ts ✜♥❞❡t ❜❡✐♠ ❯♥t❡rs❝❤r❡✐t❡♥ ❡✐♥❡s ●r❡♥③✇❡rt❡s ✈♦♥

M t❤r❡s❤♦❧❞
w ✭P❉❆❉▼❆✮= 80 ❦❉❛ ❞❡r Ü❜❡r❣❛♥❣ ✈♦♥ ♣❛r❛❜♦❧✐s❝❤❡♠ ③✉♠ ❧✐♥❡❛r❡♥ ❲❛❝❤s✲

t✉♠s❜❡r❡✐❝❤ ❢rü❤❡r st❛tt ✉♥❞ N❧✐♥ ♥✐♠♠t ❛❜✳ ❖❜❡r❤❛❧❜ ❞❡r ●r❡♥③✇❡rt❡ ✐st ✐♥ ❜❡✐❞❡♥ ❋ä❧❧❡♥

❦❡✐♥ ❊✐♥✢✉ss ❞❡s ▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤ts ❛✉❢ ❞❛s ❙❝❤✐❝❤t✇❛❝❤st✉♠ ❡r❦❡♥♥❜❛r✳ ❊✐♥ ❣❡❣❡♥t❡✐❧✐❣❡r

❊✛❡❦t ✇✐r❞ ❤✐♥❣❡❣❡♥ ❜❡✐♠ ❯♥t❡rs❝❤r❡✐t❡♥ ❞❡s P❙❙ ●r❡♥③✇❡rt❡s ✈♦♥ M t❤r❡s❤♦❧❞
w (P❙❙) =

25 ❦❉❛ ❜❡♦❜❛❝❤t❡t✳ ❊s ❡♥tst❡❤t ③✉sät③❧✐❝❤ ❡✐♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡r ❲❛❝❤st✉♠s❜❡r❡✐❝❤ ✇❡❧❝❤❡r

♥❛❝❤ N❡①♣ ❙❝❤✐❝❤t♣❛❛r❡ ✐♥ ❞❛s ♣❛r❛❜♦❧✐s❝❤❡ ❲❛❝❤st✉♠ ü❜❡r❣❡❤t✳

◆✉♥ s♦❧❧ ❞✉r❝❤ ❜✐♥är❡ ▼✐s❝❤✉♥❣❡♥ ❞❡r ❊✐♥✢✉ss ❞❡r ▼♦❧♠❛ss❡♥✈❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r P❉❆❉▼❆

❆❞s♦r♣t✐♦♥s❧ös✉♥❣ ❛✉❢ ❞❛s ❙❝❤✐❝❤t✇❛❝❤st✉♠ ✉♥t❡rs✉❝❤t ✇❡r❞❡♥✳ ■♥ ❡✐♥❡♠ ❡rst❡♥ ❱❡rs✉❝❤

✇✐r❞ s❝❤r✐tt✇❡✐s❡ ❞❡r ❆♥t❡✐❧ ✈♦♥ ✒s❝❤✇❡r❡♠✏ P❉❆❉▼❆ ♠✐t Mw✭P❉❆❉▼❆✮= 322 ❦❉❛ >

M t❤r❡s❤♦❧❞
w = 80 ❦❉❛ ✭P❉❆❉▼❆322❑✮ ✐♥ ❡✐♥❡r P❊ ❆❞s♦r♣t✐♦♥s❧ös✉♥❣ ✇❡❧❝❤❡s ✒❧❡✐❝❤t❡s✏

P❉❆❉▼❆ ♠✐t Mw(P❉❆❉▼❆) = 34, 8 ❦❉❛ < M t❤r❡s❤♦❧❞
w = 80 ❦❉❛ ✭P❉❆❉▼❆34,8 ❦❉❛✮

❡♥t❤ä❧t✱ ✈❛r✐✐❡rt✳ ▼❛♥ ❜❡❛❝❤t❡ ❞❛ss s✐❝❤ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤t❡ ✉♠ ❡✐♥❡ ●röÿ❡♥♦r❞✲

♥✉♥❣ ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡♥✳ ❉❛s ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡ P❙❙✲▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤t ❧✐❡❣t ♦❜❡r❤❛❧❜ ❞❡s ●r❡♥③✲

✇❡rt❡s ✈♦♥ P❙❙ ✉♥❞ ❜❡trä❣tMw(P❙❙) = 76 ❦❉❛✳ ❩✉r ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡s ❆♥t❡✐❧s ❞❡r ✒s❝❤✇❡r❡♠✏

P❉❆❉▼❆✲▼♦❧❡❦ü❧❡ ✇✐r❞ ❢♦❧❣❡♥❞❡r ▼♦❧❡♥❜r✉❝❤ ❞❡✜♥✐❡rt

ΦP❉❆❉▼❆(322 ❦❉❛) =
c(P❉❆❉▼❆322❑)

c(P❉❆❉▼❆322❑) + c(P❉❆❉▼❆34,8❑)
, ✭✹✳✶✮

✇♦❜❡✐ c✭P❉❆❉▼❆322❑✮ ✉♥❞ c✭P❉❆❉▼❆34,8❑✮ ❞✐❡ ❥❡✇❡✐❧✐❣❡ P♦❧②❡❧❡❦tr♦❧②t ▼♦❧❡❦ü❧❦♦♥✲

③❡♥tr❛t✐♦♥ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡r ❆❞s♦r♣t✐♦♥s❧ös✉♥❣ ✐st✳ ❯♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♥ ❞❡r ❩✉s❛♠♠❡♥s❡t③✉♥❣

❞❡r ▲ös✉♥❣ ❜❡trä❣t ❞✐❡ ❑♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥ ❞❡s P❉❆❉▼❆ ▼♦♥♦♠❡rs ✶ ♠♠♦❧✴▲✳

❆❜❜✳ ✹✳✶✹ ③❡✐❣t ❡❧❧✐♣s♦♠❡tr✐s❝❤❡ ▼❡ss✉♥❣❡♥ ❞❡s ❙❝❤✐❝❤t✇❛❝❤st✉♠s ❜❡✐ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♠

ΦP❉❆❉▼❆ (322 ❦❉❛)✳ ❇❡✐ ❛❧❧❡♥ ▼❡ss✉♥❣❡♥ ✇ä❝❤st ❞✐❡ ▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t ③✉♥ä❝❤st ♣❛r❛❜♦❧✐s❝❤

✉♥❞ ❣❡❤t ♥❛❝❤N❧✐♥ ❙❝❤✐❝❤t♣❛❛r❡♥ ✐♥ ❞❛s ❧✐♥❡❛r❡ ❲❛❝❤st✉♠ ü❜❡r✳ ▼✐t ❛♥st❡✐❣❡♥❞❡♠ ΦP❉❆❉▼❆

(322 ❦❉❛) ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❢ür ❞❡♥ ♣❛r❛❜♦❧✐s❝❤❡♥ ❲❛❝❤st✉♠s❜❡r❡✐❝❤ ❡✐♥ stär❦❡r❡r ❆♥st✐❡❣ ✉♥❞

❞❡r Ü❜❡r❣❛♥❣ ✈♦♥ ♣❛r❛❜♦❧✐s❝❤❡♠ ③✉ ❧✐♥❡❛r❡♠ ❲❛❝❤st✉♠ ✜♥❞❡t ❡rst ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❤ö❤❡r❡♥ ❆♥✲

③❛❤❧ ❛♥ ❙❝❤✐❝❤t♣❛❛r❡ st❛tt✱ ✇❛s ❡✐♥ ❆♥st✐❡❣ ✈♦♥ ∆d❧✐♥ ③✉r ❋♦❧❣❡ ❤❛t✳ ❉✐❡s ❜❡❞❡✉t❡t ❞❛ss

s♦✇♦❤❧ α✱ N❧✐♥ ❛❧s ❛✉❝❤ ∆d❧✐♥ ♠✐t ❛♥st❡✐❣❡♥❞❡♠ ΦP❉❆❉▼❆(322 ❦❉❛✮ ❤ö❤❡r❡ ❲❡rt❡ ❛♥♥❡❤✲

♠❡♥✳ ❉❡r ❜❡❣❧❡✐t❡t❡ ❆♥st✐❡❣ ✐st ✐♠ ❊✐♥❦❧❛♥❣ ♠✐t ❞❡♠ ✐♥ ●❧✳ ✸✳✺✾ ❣❡❢✉♥❞❡♥❡♥ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣

❜❡✐ P❉❆❉▼❆✴P❙❙✲▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t❡♥ ♠✐t r❡✐♥❡♥ P❊s ✭s✐❡❤❡ ❬◆❡st❧❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❪✮✳ ❆❜❜✳ ✹✳✶✺

③❡✐❣t ❞✐❡ ❛✉s ✹✳✶✹ ❜❡st✐♠♠t❡♥ ❙❝❤✐❝❤t♣❛r❛♠❡t❡r N❧✐♥ ✉♥❞ ∆d❧✐♥✳ ❇❡✐❞❡ P❛r❛♠❡t❡r ③❡✐❣❡♥

❡✐♥❡ ❧✐♥❡❛r❡ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ✈♦♥ ΦP❉❆❉▼❆(322 ❦❉❛) ✉♥❞ ä♥❞❡r♥ s✐❝❤ ✉♠ ♠✐♥❞✳ ❡✐♥❡♥ ❋❛❦t♦r

✷ ✭7 ≤ N❧✐♥ ≤ 15 ❜③✇✳ 5 ♥♠ ≤ ∆d❧✐♥ ≤ 13 ♥♠✮✳ ❉✐❡s❡s ❱❡r❤❛❧t❡♥ s✉❣❣❡r✐❡rt ❡✐♥❡ ✐❞❡❛❧❡

▼✐s❝❤✉♥❣✱ ♥ä♠❧✐❝❤ ❞❛ss ❞❡r ❆♥t❡✐❧ ❞❡r P❉❆❉▼❆✲▼♦❧❡❦ü❧❡ ✐♥ ❞❡r ❙❝❤✐❝❤t ❞❡♠ ❞❡r ❆❞✲

s♦r♣t✐♦♥s❧ös✉♥❣ ❡♥ts♣r✐❝❤t✳ ❆✉❢❣r✉♥❞ ❞✐❡s❡r ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣ ❦❛♥♥ ❞❛✈♦♥ ❛✉s❣❡❣❛♥❣❡♥ ✇❡r❞❡♥✱

✻✵
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✶✹✿ ✐♥✲s✐t✉ ❊❧❧✐♣s♦♠❡tr✐❡ ❛♥ P❊▼s✱ ❣❡❜❛✉t ❛✉s ❜✐♥är❡♥ P❉❆❉▼❆ ▼✐s❝❤✉♥✲
❣❡♥✳ ❙❝❤✐❝❤t❞✐❝❦❡ ✭❛✮ ✉♥❞ ❞❡r ❙❝❤✐❝❤t❞✐❝❦❡♥③✉✇❛❝❤s ∆d ✭❜✮ ü❜❡r N ❛✉❢❣❡tr❛❣❡♥✳ ❉✐❡ ▼♦✲
❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤t❡ ❜❡tr✉❣❡♥ P❉❆❉▼❆322❑ ✉♥❞ P❉❆❉▼❆35❑ ❜❡✐ P❙❙76❑✳ ❉❛❜❡✐ ✇✉r❞❡ ❞❡r
▼♦❧❡♥❜r✉❝❤ ΦP❉❆❉▼❆(322 ❦❉❛✮ ✈❛r✐✐❡rt✳ ❉✐❡ ❙❝❤✐❝❤t❡♥ ✇✉r❞❡♥ ❛❧❧❡ ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❙❛❧③❦♦♥✲
③❡♥tr❛t✐♦♥ ✈♦♥ ✵✱✶ ♠♦❧✴▲ ◆❛❈❧ ❤❡r❣❡st❡❧❧t✳ ❉✐❡ ❞✉r❝❤❣❡③♦❣❡♥❡♥ ▲✐♥✐❡♥ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥ ❋✐ts✱
✇❡❧❝❤❡ ♥❛❝❤ ●❧✳ ✸✳✺✽ ✉♥❞ ●❧✳ ✸✳✻✶ ❜❡✐ ❣❧❡✐❝❤❡♥ P❛r❛♠❡t❡r♥ N❧✐♥ ✉♥❞ α ❜❡r❡❝❤♥❡t ✇✉r❞❡♥✳
N❧✐♥ ♠❛r❦✐❡rt ❤✐❡r❜❡✐ ❞❡♥ Ü❜❡r❣❛♥❣ ✈♦♥ ♣❛r❛❜♦❧✐s❝❤❡♠ ③✉ ❧✐♥❡❛r❡♠ ❲❛❝❤st✉♠✱ ✇❡❧❝❤❡
❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥ P❢❡✐❧❡ ♠❛r❦✐❡rt ✇✉r❞❡♥✳

❞❛ss ❥❡❞❡s P❉❆❉▼❆✲▼♦❧❡❦ü❧✱ ✇❡❧❝❤❡s ❞✐❡ ❖❜❡r✢ä❝❤❡ ❡rr❡✐❝❤t ❛✉❝❤ ❛❞s♦r❜✐❡rt✳

❇❡✐ ❡✐♥✐❣❡♥ ❙❝❤✐❝❤t❡♥ ✇✉r❞❡ ❞❡r ❊✐♥✢✉ss ❞❡r ❆❞s♦r♣t✐♦♥s③❡✐t ✉♥t❡rs✉❝❤t ✉♥❞ ❞✐❡s❡ ❛✉❢ ✷❤

♣r♦ P❊✲❙❝❤✐❝❤t ❣❡s❡t③t✳ ❉✐❡s❡ ▼❡ss✉♥❣❡♥ ❣❛❜❡♥ ❥❡❞♦❝❤ ❦❡✐♥❡♥ ❆♥❤❛❧ts♣✉♥❦t ❞❛❢ür✱ ❞❛ss

❦ür③❡r❡ ❞✉r❝❤ ❧ä♥❣❡r❡ P❊✲❑❡tt❡♥ ❡rs❡t③t ✇❡r❞❡♥✱ ✇❛s ❜❡✐ ♥❡✉tr❛❧❡♥ P♦❧②♠❡r❡ ❞❡r ❋❛❧❧ ✇är❡

❬❋❧❡❡r ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✸❪✳ ❉❡r ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞ ③✉ ♥❡✉tr❛❧❡♥ P♦❧②♠❡r❡♥ ✐st✱ ❞❛ss ❣❡❧❛❞❡♥❡ P♦❧②♠❡r❡

❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❡❧❡❦tr♦st❛t✐s❝❤❡♥ ◆❛t✉r ❞❡r ▼♦♥♦♠❡r❡✱ ❡✐♥❡ ❣röÿ❡r❡ ❆❞s♦r♣t✐♦♥s❡♥❡r❣✐❡ ♣r♦

▼♦♥♦♠❡r ❛✉❢✇❡✐s❡♥✳ ❉✐❡s ❦ö♥♥t❡ ❞❡r ●r✉♥❞ ❞❛❢ür s❡✐♥✱ ✇❛r✉♠ ❞✐❡ ❦✉r③❡♥ ♥✐❝❤t ✈♦♥ ❞❡♥

❧❛♥❣❡♥ P❊✲❑❡tt❡♥ ❡rs❡t③t ✇❡r❞❡♥✱ ❛✉❝❤ ♥✐❝❤t ❜❡✐ ❤ö❤❡r❡♥ ❆❞s♦r♣t✐♦♥s③❡✐t❡♥✳

▲✐❡❣t ❡✐♥❡ ✐❞❡❛❧❡ ▼✐s❝❤✉♥❣ ✈♦r ✉♥❞ ❞✐❡ ❩✉s❛♠♠❡♥s❡t③✉♥❣ ❞❡r ▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t ❡♥ts♣r✐❝❤t ❞❡r✲

❥❡♥✐❣❡♥ ✐♥ ❞❡r ❆❞s♦r♣t✐♦♥s❧ös✉♥❣✱ s♦ ❦❛♥♥∆d❧✐♥ ❛❧s ❋✉♥❦t✐♦♥ ✈♦♥ ΦP❉❆❉▼❆(322 ❦❉❛✮ ❞✉r❝❤

∆d❧✐♥ = ΦP❉❆❉▼❆(322❦❉❛✮·∆d❧✐♥(P❉❆❉▼❆322❑)+ΦP❉❆❉▼❆(35❦❉❛✮·∆d❧✐♥(P❉❆❉▼❆35❑)

♠✐t ∆d❧✐♥(P❉❆❉▼❆322❑) = 12, 7 ♥♠ ✉♥❞ ∆d❧✐♥(P❉❆❉▼❆35❑) = 4, 9 ♥♠ ❜❡st✐♠♠t ✇❡r✲

❞❡♥✱ s✐❡❤❡ ❚❛❜✳ ✹✳✶ s♦✇✐❡ ❚❛❜✳ ✹✳✷✳ ❊r✇❡✐t❡rt ♠❛♥ ❞✐❡s❡♥ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ❛✉❢ ❡✐♥❡ ▼✐s❝❤✉♥❣

❛✉s ♠❡❤r❡r❡♥ P❊s ♠✐t ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤t❡♥✱ s♦ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❢♦❧❣❡♥❞❡r ❆✉s✲
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❑❆P■❚❊▲ ✹✳ ❘❊❙❯▲❚❆❚❊

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✶✺✿ ❉✐❡ ❲❛❝❤st✉♠s♣❛r❛♠❡t❡r ❜❡✐ ❞❡♥ ✐♥ ❆❜❜✳ ✹✳✶✹ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt❡♥ ❜✐♥är❡♥
P❉❆❉▼❆✲▼✐s❝❤✉♥❣❡♥✳ ✭❛✮ ③❡✐❣t ❞❡♥ P❛r❛♠❡t❡r ∆d❧✐♥✱ ❞❡r ❞✐❡ ❉✐❝❦❡ ❡✐♥❡s ❙❝❤✐❝❤t♣❛❛r❡s
✐♠ ❧✐♥❡❛r❡♥ ❲❛❝❤st✉♠s❜❡r❡✐❝❤ ✐♥ s❛❧③❢r❡✐❡♠ ❲❛ss❡r ❛♥❣✐❜t ❛❧s ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡s ▼♦❧❡♥❜r✉❝❤s
❞❡s P♦❧②❦❛t✐♦♥s P❉❆❉▼❆✱ ΦP❉❆❉▼❆(322 ❦❉❛✮✳ ❊s ✇❡r❞❡♥ ❧❡❞✐❣❧✐❝❤ ❜✐♥är❡ ▼✐s❝❤✉♥❣❡♥
❣❡③❡✐❣t❀ ❉❛s P❉❆❉▼❆✲▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤t ✈♦♥ P❙❙ ✇✉r❞❡ ❦♦♥st❛♥t ❣❡❤❛❧t❡♥ ✉♥❞ ✐st ❛♥❣❡✲
❣❡❜❡♥✳ ✭❜✮ N❧✐♥✱ ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❛♥ ❙❝❤✐❝❤t♣❛❛r❡ ❜❡✐ ❞❡r ❞❛s ❧✐♥❡❛r❡ ❲❛❝❤st✉♠ ❡✐♥s❡t③t✱ ü❜❡r
❞❡♥ ▼♦❧❡♥❜r✉❝❤ ΦP❉❆❉▼❆(322 ❦❉❛✮✳ ❉✐❡ ❞✉r❝❤❣❡③♦❣❡♥❡ ▲✐♥✐❡ ✐♥ ✭❛✮ ❡♥ts♣r✐❝❤t ✇✉r❞❡
♥❛❝❤ ●❧✳ ✹✳✷ ❜❡r❡❝❤♥❡t✳ ❉✐❡ ❞✉r❝❤❣❡③♦❣❡♥❡ ▲✐♥✐❡ ✐♥ ✭❜✮ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❛✉s ❞❡♠ ❡♠♣✐r✐s❝❤❡♥
❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ r❡✐♥❡r ❙②st❡♠❡ ✈♦♥ N❧✐♥ = ∆d❧✐♥[♥♠] + 4✳

❞r✉❝❦✿

∆d❧✐♥ =

M∑

❝♦♠♣♦♥❡♥ti=1

ΦP❉❆❉▼❆(Mw(i))∆d❧✐♥(P❉❆❉▼❆Mw(i))

✉♥❞ Mw(P❙❙) > M t❤r❡s❤♦❧❞
w = 25❦❉❛

✭✹✳✷✮

♠✐t

ΦP❉❆❉▼❆(Mw(i)) =
cP❉❆❉▼❆(Mw(i))

∑

j cP❉❆❉▼❆(Mw(j))
. ✭✹✳✸✮

❉❡r ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡ P❛r❛♠❡t❡r N❧✐♥ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ✐♠ r❡✐♥❡♥ ❙②st❡♠ ❣❡❢✉♥❞❡♥❡♥ ❩✉✲

s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ N❧✐♥ = ∆d❧✐♥ + 4✳ ❉✐❡ ✐♥ ❆❜❜✳✹✳✶✺ ❞✉r❝❤❣❡③♦❣❡♥❡♥ ▲✐♥✐❡♥ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥ ❞✐❡s❡r

✐❞❡❛❧❡♥ ▼✐s❝❤✉♥❣ ✉♥❞ ✇✉r❞❡♥ ♥❛❝❤ ●❧✳ ✹✳✷ ❜③✇✳ ❞r✉❝❤ N❧✐♥ = ∆d❧✐♥+4 ❜❡r❡❝❤♥❡t✳ ❯♠ ●❧✳

✹✳✷ ❛✉❢ s❡✐♥❡ ❯♥✐✈❡rs❛❧✐tät ❤✐♥ ③✉ t❡st❡♥✱ ✇✉r❞❡♥ t❡r♥är❡ ▼✐s❝❤✉♥❣❡♥ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt✳ ❆❜❜✳

✹✳✶✻ ③❡✐❣t ❡✐♥❡ s♦❧❝❤❡ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt❡ ▼❡ss✉♥❣✳ ❉✐❡ ❣❡str✐❝❤❡❧t❡ ▲✐♥✐❡ ③❡✐❣t ❞✐❡ ❉✐❝❦❡ ❡✐♥❡s

❙❝❤✐❝❤t♣❛❛r❡s ✐♠ ❧✐♥❡❛r❡♥ ❇❡r❡✐❝❤ ∆d❧✐♥ ❜❡r❡❝❤♥❡t ♥❛❝❤ ●❧✳ ✹✳✷✳ ❉✐❡ ❣❡♠❡ss❡♥❡♥ ✉♥❞ ♥❛❝❤

●❧✳ ✹✳✷ ❜❡r❡❝❤♥❡t❡♥ P❛r❛♠❡t❡r ∆d❧✐♥ ✉♥❞ N❧✐♥ s✐♥❞ ✐♥ ❚❛❜✳ ✹✳✸ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳ ▼❛♥ ❡r❦❡♥♥t

❡✐♥❡ ❣✉t❡ Ü❜❡r❡✐♥st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r ❣❡♠❡ss❡♥ P❛r❛♠❡t❡r ♠✐t ❡✐♥❡r ✷✵✪ ✲✐❣❡♥ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ③✉

❞❡♥ t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡♥ ❜❡r❡❝❤♥❡t❡♥ ❲❡rt❡♥✳

■♥ ❡✐♥❡♠ ♥ä❝❤st❡♥ ❙❝❤r✐tt s♦❧❧ ❣❡♣rü❢t ✇❡r❞❡♥✱ ♦❜ s✐❝❤ ❞✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❞❡r ✐♥✲s✐t✉ ❞✉r❝❤❣❡✲

❢ü❤rt❡♥ ❡❧❧✐♣s♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ ▼❡ss✉♥❣❡♥ ❛✉❝❤ ❢ür ▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t❡♥ ✉♥t❡r tr♦❝❦❡♥❡♥ ❇❡❞✐♥✉♥✲

❣❡♥ ❛♥ ▲✉❢t r❡♣r♦❞✉③✐❡r❡♥ ❧❛ss❡♥✳ ❆✉❝❤ ❤✐❡r s✐♥❞ ❞✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ♠✐t ❞❡♠ ▼♦❞❡❧❧ ❞❡r

✐❞❡❛❧❡♥ ▼✐s❝❤✉♥❣ ❦♦♥s✐st❡♥t✳ ❆❜❜✳ ✹✳✶✼ ③❡✐❣t ❘ö♥t❣❡♥r❡✢❡①✐♦♥s♠❡ss✉♥❣❡♥ ❛♥ ▲✉❢t ✈♦♥
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✹✳✸✳ ❊■◆❋▲❯❙❙ ❇■◆➘❘❊❘ P❉❆❉▼❆✲▼■❙❈❍❯◆●❊◆ ❆❯❋ ❉❆❙
❙❈❍■❈❍❚❲❆❈❍❙❚❯▼

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✶✻✿ ✭❛✮ ❉✐❝❦❡ ❡✐♥❡r ▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t✱ ✇❡❧❝❤❡ ❛✉s ❡✐♥❡r t❡r♥är❡♥ P❉❆❉▼❆✲ ▼✐✲
s❝❤✉♥❣ ✭✇✐❡ ❛♥❣❡❣❡❜❡♥✮ ❜❡✐ P❙❙76❑ ❤❡r❣❡st❡❧❧t ✇✉r❞❡✳ ✭❜✮ ③❡✐❣t ❞✐❡ ❞✐❡ ❉✐❝❦❡ ❞❡r ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥
♦❜❡rst❡♥ ❉♦♣♣❡❧s❝❤✐❝❤t ∆d✳ ❉✐❡ ❣❡str✐❝❤❡❧t❡ ▲✐♥✐❡ ✐♥ ✭❜✮ ③❡✐❣t ❞❡♥ ♥❛❝❤ ●❧✳ ✹✳✷ ③✉ ❡r✇❛r✲
t❡♥❞❡♥ ❙❝❤✐❝❤t❞✐❝❦❡♥③✉✇❛❝❤s ✐♠ ❧✐♥❡❛r❡♥ ❲❛❝❤st✉♠s❜❡r❡✐❝❤✳

❚❛❜❡❧❧❡ ✹✳✸✿∆d❧✐♥ ❢ür t❡r♥är❡ ▼✐s❝❤✉♥❣❡♥ ❞❡r P❉❆❉▼❆❆❞s♦r♣t✐♦♥s❧ös✉♥❣ ♠✐tMw✭P❙❙✮=
76 ❦❉❛ ✭✵✱✶ ♠♦❧✴▲ ◆❛❈❧✮❀ ❉✐❡ t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡♥ ❲❡rt❡ ✇✉r❞❡♥ ♥❛❝❤ ●❧✳ ✹✳✷ ❜❡r❡❝❤♥❡t✳

ΦP❉❆❉▼❆(Mw)[%] ∆dlin[♥♠]

✷✹ ❦❉❛ ✸✺ ❦❉❛ ✼✷ ❦❉❛ ✷✶✵ ❦❉❛ ✸✷✷ ❦❉❛ ❡①♣ t❤❡♦r✐❡
✺✻ ✸✵ ✶✹ ✽✱✻ ✼✱✵
✻✵ ✶✵ ✸✵ ✾✱✼ ✼✱✶

✻✵ ✸✾ ✶ ✺✱✾ ✼✱✵
✶✺ ✺✵ ✸✺ ✶✵✱✵ ✾✱✼

P❉❆❉▼❆✴P❙❙✲▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t❡♥ ♠✐t ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡r ❩✉s❛♠♠❡♥s❡t③✉♥❣ ❞❡r P❉❆❉▼❆❆❞✲

s♦r♣t✐♦♥s❧ös✉♥❣✳ ❉✐❡s❡ Pr♦❜❡♥ ✇✉r❞❡♥ ♥❛❝❤ ❞❡r ❉✐♣♣✐♥❣ ▼❡t❤♦❞❡ ♣rä♣❛r✐❡rt ✉♥❞ ❛♥s❝❤❧✐❡✲

ÿ❡♥❞ ❛♥ tr♦❝❦❡♥❡r ▲✉❢t ✭3 − 6% r✳❤✳✮ ✈❡r♠❡ss❡♥✳ ❉❛❜❡✐ ❡♥ts♣r✐❝❤t ❥❡❞❡r ▼❡ss♣✉♥❦t ❡✐♥❡r

♣rä♣❛r✐❡rt❡♥ Pr♦❜❡✳ ❉❡r ❧✐♥❦❡ ●r❛♣❤ ③❡✐❣t ❡①♣❡♠♣❧❛r✐s❝❤ ❞r❡✐ ▼❡ss✉♥❣❡♥ ❜❡✐ N = 20

❙❝❤✐❝❤t♣❛❛r❡♥✳ ❩✇❛r str❡✉❡♥ ♣rä♣❛r❛t✐♦♥s❜❡❞✐♥❣t ❞✐❡ ▼❡ss♣✉♥❦t❡ ❞❡✉t❧✐❝❤ ♠❡❤r ❛❧s ❜❡✐

❞❡♥ ✐♥✲s✐t✉ ♣rä♣❛r✐❡rt❡♥ ▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t❡♥✱ ❥❡❞♦❝❤ ❢♦❧❣t ❞❡r ❚r❡♥❞ ❞❡s ✐♥ ❆❜❜✳ ✹✳✷ ❞❛r❣❡st❡❧❧✲

t❡♥ ❱❡r❧❛✉❢s✱ s♦ ❞❛ss ❞✐❡ ❜✐♥är❡♥ P❉❆❉▼❆✲▼✐s❝❤✉♥❣❡♥ ❛✉❝❤ ❛♥ ▲✉❢t ❡✐♥❡ ✐❞❡❛❧❡ ▼✐s❝❤✉♥❣

③❡✐❣❡♥✳

❩✉sät③❧✐❝❤ ③❡✐❣t ❆❜❜✳ ✹✳✶✽ ✉♥t❡rstüt③❡♥❞✱ ❞❛ss ❞✐❡ ▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t❡♥ ❜❡✐ ❡✐♥❡r N = 20 ❜③✇✳

N = 20, 5 ✭P❉❆❉▼❆✲t❡r♠✐♥✐❡rt✮ s❡❤r ❤♦♠♦❣❡♥ s✐♥❞ ✉♥❞ ❡✐♥❡ ❘❛✉✐❣❦❡✐t ✈♦♥ 1, 2−1, 5 ♥♠

❛✉❢✇❡✐s❡♥✱ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♥ ❞❡r t❡r♠✐♥✐❡r❡♥❞❡♥ ❙❝❤✐❝❤t ❞❡s P❊▼✳

■♥ ❞✐❡s❡♠ ❆❜s❝❤♥✐tt ❦♦♥♥t❡ ❣❡③❡✐❣t ✇❡r❞❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡♥ ❊✐♥✢✉ss ❞✐❡ ❩✉s❛♠♠❡♥s❡t③✉♥❣ ❞❡r

P❉❆❉▼❆✲ ❆❞s♦r♣t✐♦♥s❧ös✉♥❣ ❛✉❢ ❞❛s ❙❝❤✐❝❤t✇❛❝❤st✉♠ ❡✐♥❡s P❊▼ ❤❛t✳ ❉✐❡s❡s ✈❡r❤ä❧t

s✐❝❤ ✇✐❡ ❡✐♥❡ ✐❞❡❛❧❡ ▼✐s❝❤✉♥❣ ✇✐❡ ♠❛♥ ✐♥ ❆❜❜✳✹✳✷ s✐❡❤t ✉♥❞ ❞✐❡ ❩✉s❛♠♠❡♥s❡t③✉♥❣ ❞❡r

▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t ❡♥ts♣r✐❝❤t ❞❡r❥❡♥✐❣❡♥ ❞❡r ❆❞s♦r♣t✐♦♥s❧ös✉♥❣✳ ❆✉❢❣r✉♥❞ ❞❡ss❡♥ ✇✉r❞❡ ❡✐♥❡

❋♦r♠❡❧ ③✉r ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡s ❙❝❤✐❝❤t✇❛❝❤st✉♠s ❜❡✐ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡r ❑♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡r ❆❞✲
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✶✼✿ ▲✐♥❦s✿ ❋r❡s♥❡❧♥♦r♠✐❡rt❡ ❘ö♥t❣❡♥r❡✢❡①✐♦♥s❦✉r✈❡♥ ✈♦♥ P❊▼✱ ✇❡❧❝❤❡ ❛✉s ❡✐✲
♥❡r ❜✐♥är❡♥ P❉❆❉▼❆✲▼✐s❝❤✉♥❣ ✭✇✐❡ ❛♥❣❡❣❡❜❡♥✮ ❜❡✐ ❡✐♥❡♠Mw✭P❙❙✮= 76 ❦❉❛ ♣rä♣❛r✐❡rt
✇✉r❞❡♥✳ ❉✐❡ ▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t❡♥ ❜❡st❡❤❡♥ ❛✉s N = 20 ❙❝❤✐❝❤t♣❛❛r❡♥ ♠✐t ❞❡r ❙❝❤✐❝❤t❛r❝❤✐t❡❦t✉r
P❊■✴P❙❙✴✭P❉❆❉▼❆✴P❙❙✮19✳ ❉✐❡ P❉❆❉▼❆✲▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤t❡ s✐♥❞ P❉❆❉▼❆322❑ ✉♥❞
P❉❆❉▼❆45❑ ❣❡✇ä❤❧t✳ ❉❡r ▼♦❧❡♥❜r✉❝❤ ✇✉r❞❡ ✇✐❡ ❛♥❣❡❣❡❜❡♥ ✈❛r✐✐❡rt✳ ❉❡r Ü❜❡rs✐❝❤t ❤❛❧✲
❜❡r s✐♥❞ ❞✐❡ ❘❡✢❡①✐♦♥s❦✉r✈❡♥ ✈❡rt✐❦❛❧ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r ✈❡rs❝❤♦❜❡♥✳ ❉✐❡ ❞✉r❝❤❣❡③♦❣❡♥❡♥ ▲✐♥✐❡♥
❡♥ts♣r❡❝❤❡♥ ❞❡♥ ❋✐ts✳ ❉❛s ■♥❧❡t ③❡✐❣t ❞❛s ③✉ ❞❡♥ ❘❡✢❡①✐♦♥s❞❛t❡♥ ❣❡❤ö❤r❡♥❞❡ ❊❧❡❦tr♦♥❡♥✲
❞✐❝❤t❡♣r♦✜❧✱ ❜❡✐ ❞❡♠ ❞✐❡ P♦s✐t✐♦♥ z = 0 ❞❡r ❙✉❜str❛t✲❙❝❤✐❝❤t ●r❡♥③✢ä❝❤❡ ❡♥ts♣r✐❝❤t✳ ❘❡❝❤ts✿
❙❝❤✐❝❤t❞✐❝❦❡ ❞❡r P❊▼ ✭♦❜❡♥✮ ✉♥❞ ❙❝❤✐❝❤t❞✐❝❦❡♥③✉✇❛❝❤s ü❜❡r ❞❡r ❆♥③❛❤❧ ❛♥ ❙❝❤✐❝❤t♣❛❛r❡♥✳
❆❧❧❡ Pr♦❜❡♥ s✐♥❞ ❛✉s 0, 1 ♠♦❧✴▲ ◆❛❈❧ ❣❡❜❛✉t ✉♥❞ ✐♥ tr♦❝❦❡♥❡r ▲✉❢t ✭≈ 3% r✳❤✳✮ ❣❡♠❡ss❡♥
✇♦r❞❡♥✳

s♦r♣t✐♦♥s❧ös✉♥❣ ❡rst❡❧❧t✳ ❉✐❡s❡ ✇✉r❞❡ ❡r❢♦❧❣r❡✐❝❤ ❛✉❢ t❡r♥är❡ ▼✐s❝❤✉♥❣❡♥ ❛♥❣❡✇❡♥❞❡t✳ ❉❡s✲

✇❡✐t❡r❡♥ ❦♦♥♥t❡ ❣❡③❡✐❣t ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❞✐❡s❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❛✉❝❤ ❛♥ ▲✉❢t ✉♥t❡r tr♦❝❦❡♥❡♥

❯♠❣❡❜✉♥❣s❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ r❡♣r♦❞✉③✐❡r❡♥ ❧❛ss❡♥✳

✹✳✹ ❊✐♥✢✉ss ❜✐♥är❡r P❙❙✲▼✐s❝❤✉♥❣❡♥ ❛✉❢ ❞❛s ❙❝❤✐❝❤t✇❛❝❤s✲

t✉♠

◆❛❝❤❞❡♠ ✐♠ ✈♦r❤❡r✐❣❡♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ❞❡r ❊✐♥✢✉ss ✈♦♥ ❜✐♥är❡♥ ▼✐s❝❤✉♥❣❡♥ ❞❡r P❉❆❉▼❆

❆❞s♦r♣t✐♦♥s❧ös✉♥❣ ❛✉❢ ❞✐❡ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ❲❛❝❤st✉♠s❜❡r❡✐❝❤❡ ✉♥t❡rs✉❝❤t ✇✉r❞❡✱ ✇✐r❞

♥✉♥ ❞✐❡ ❩✉s❛♠♠❡♥s❡t③✉♥❣ ❞❡r P❙❙✲❆❞s♦r♣t✐♦♥s❧ös✉♥❣ ✈❛r✐✐❡rt✳

❉❛s P❉❆❉▼❆ ▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤t ❜❧❡✐❜t ❦♦♥st❛♥t ✉♥❞ ❧✐❡❣t ♠✐tMw(P❉❆❉▼❆) = 159 ❦❉❛

ü❜❡r ❞❡♠ ●r❡♥③✇❡rt ✈♦♥ M t❤r❡s❤♦❧❞
w (P❉❆❉▼❆) = 80 ❦❉❛✳ ❋ür ❞✐❡ P❙❙✲❆❞s♦rt✐♦♥s❧ös✉♥❣

✇✐r❞ ❛♥❛❧♦❣ ③✉ ●❧✳ ✹✳✶ ❡✐♥ ▼♦❧❡♥❜r✉❝❤ ❞❡✜♥✐❡rt✳ ❉✐❡ P❙❙✲▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤t❡ ✇❡r❞❡♥ s♦

❣❡✇ä❤❧t✱ ❞❛ss ❡✐♥ ▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤t ♠✐t Mw(P❙❙) = 76 ❦❉❛ ✭P❙❙76❑✮ ♦❜❡r❤❛❧❜ ❞❡s P❙❙✲

●r❡♥③✇❡rt❡s ✈♦♥M t❤r❡s❤♦❧❞
w (P❙❙) = 25 ❦❉❛ ✉♥❞ ❞❛s ❛♥❞❡r❡ ▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤t ♠✐tMw(P❙❙)

= 8, 6 ❦❉❛ ✭P❙❙8,6❑✮ ✉♥t❡r❤❛❧❜ ❞❡s ●r❡♥③✇❡rt❡s ✉♥❞ s♦♠✐t ✐♠ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♥ ❲❛❝❤st✉♠s✲
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✹✳✹✳ ❊■◆❋▲❯❙❙ ❇■◆➘❘❊❘ P❙❙✲▼■❙❈❍❯◆●❊◆ ❆❯❋ ❉❆❙ ❙❈❍■❈❍❚❲❆❈❍❙❚❯▼

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✶✽✿ ❆❋▼ ❆✉❢♥❛❤♠❡♥ ✈♦♥ P❊▼s✱ ✇❡❧❝❤❡ ❛✉s ❡✐♥❡r ❜✐♥är❡♥ P❉❆❉▼❆✲
▼✐s❝❤✉♥❣ ❛✉s P❉❆❉▼❆35❑ ✉♥❞ P❉❆❉▼❆322❑ ♠✐t ΦP❉❆❉▼❆(322 ❦❉❛✮= 0, 3 ❣❡❜❛✉t
✇♦r❞❡♥ s✐♥❞✳ ■♥ ❜❡✐❞❡♥ ❋ä❧❧❡♥ ✇✉r❞❡ P❙❙76❑ ❛❧s P♦❧②❛♥✐♦♥ ✈❡r✇❡♥❞❡t✳ ▲✐♥❦s✿ ❊✐♥❡ ♠✐t N =
20, 5 ❙❝❤✐❝❤t♣❛❛r❡♥ ♣rä♣❛r✐❡rt❡ ▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t ✭P❊■✴P❙❙✴✭P❉❆❉▼❆✴P❙❙✮19✴P❉❆❉▼❆✮
✉♥❞ ❞❛♠✐t ✐♠ ❧✐♥❡❛r❡♥ ❲❛❝❤st✉♠s❜❡r❡✐❝❤✳ ❘❡❝❤ts✿ P❙❙✲t❡r♠✐♥✐t❡ ▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t ❜❡st❡❤❡♥❞
❛✉s N = 20 ❙❝❤✐❝❤t♣❛❛r❡♥ ♠✐t ❢♦❧❣❡♥❞❡r ❆r❝❤✐t❡❦t✉r P❊■✴P❙❙✴✭P❉❆❉▼❆✴P❙❙✮19✳ ❇❡✐❞❡
❙❝❤✐❝❤t❡♥ ✇✉r❞❡♥ ♠✐t ❡✐♥❡r ❙❛❧③❦♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥ ✈♦♥ ✵✱✶ ♠♦❧✴▲ ◆❛❈❧ ✉♥❞ ❜❡✐ ❡✐♥❡r P♦❧②❡❧❡❦✲
tr♦❧②t♠♦♥♦♠❡r❦♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥ ✈♦♥ cP❊ = 1 ♠♠♦❧✴▲ ♣rä♣❛r✐❡rt✳

❜❡r❡✐❝❤ ❧✐❡❣t✳ ❉❛♠✐t ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❢♦❧❣❡♥❞❡r ▼♦❧❡♥❜r✉❝❤ ❢ür ❞✐❡ ❜✐♥är❡♥ P❙❙✲▼✐s❝❤✉♥❣❡♥✿

ΦP❙❙(76 ❦❉❛) =
c(P❙❙76❑)

c(P❙❙76❑) + c(P❙❙8,6❑)
, ✭✹✳✹✮

♠✐t ❞❡r ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ▼♦❧❡❦ü❧❦♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥ c✭P❙❙76❑✮ ✉♥❞ c✭P❙❙8,6❑✮✳ ❩✉♥ä❝❤st ✇❡r❞❡♥✱ ✇✐❡

③✉✈♦r✱ ❡❧❧✐♣s♦♠❡tr✐s❝❤❡ ✐♥✲s✐t✉ ▼❡ss✉♥❣❡♥ ✐♥ ❲❛ss❡r ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt✱ ✉♠ ❞❛s ❙❝❤✐❝❤t✇❛❝❤s✲

t✉♠ ✐♠ ❉❡t❛✐❧ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✳ ❆❜❜✳ ✹✳✶✾ ③❡✐❣t ❞✐❡ ❙❝❤✐❝❤t❞✐❝❦❡ d ✈♦♥ ❜✐♥är❡♥

P❙❙✲▼✐s❝❤✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ❞❡♥ ❙❝❤✐❝❤t❞✐❝❦❡♥③✉✇❛❝❤s ♣r♦ ❞❡♣♦♥✐❡rt❡♠ ❙❝❤✐❝❤t♣❛❛r ∆d✳ ▼❛♥

s✐❡❤t ❜❡r❡✐ts ❜❡✐ ΦP❙❙(76 ❦❉❛) = 5% ❦❡✐♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡s ❲❛❝❤st✉♠ ♠❡❤r ✉♥❞ ❞✐❡ ❙❝❤✐❝❤t

✇ä❝❤st ❧❡❞✐❣❧✐❝❤ ♣❛r❛❜♦❧✐s❝❤ ✉♥❞ ❣❡❤t ❜❡✐ N❧✐♥ ❙❝❤✐❝❤t♣❛❛r❡♥ ✐♥ ❞❡♥ ❧✐♥❡❛r❡♥ ❲❛❝❤st✉♠❜❡✲

r❡✐❝❤ ü❜❡r✳ ❉✐❡s ❧❡❣t ❞✐❡ ❱❡r♠✉t✉♥❣ ♥❛❤❡✱ ❞❛ss ❢ür ΦP❙❙(76 ❦❉❛) ≥ 5% ❛✉s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ s❝❤✇❡✲

r❡s P❙❙✲▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤t ❛❞s♦r❜✐❡rt ✉♥❞ ❞❛s ❲❛❝❤st✉♠ ♠❛ÿ❣❡❜❧✐❝❤ ❜❡st✐♠♠t✳ ❉❛r❛✉❢❤✐♥

✇✉r❞❡ ΦP❙❙(76 ❦❉❛) ✇❡✐t❡r r❡❞✉③✐❡rt✱ s♦❞❛ss ΦP❙❙(76 ❦❉❛) < 5% ❧✐❡❣t ✉♥❞ s✐❝❤ ❞❡r ❆♥t❡✐❧

✈♦♥ ❧❡✐❝❤t❡♥ ▼♦❧❡❦ü❧❡♥ ✐♥ ❞❡r ❆❞s♦r♣t✐♦♥s❧ös✉♥❣ ✇❡✐t❡r ❡r❤ö❤t ✭s✐❡❤❡ ❆❜❜✳ ✹✳✷✵✮✳ ❉✐❡s❡ ❆❜✲

❜✐❧❞✉♥❣ ③❡✐❣t ❡❧❧✐♣s♦♠❡tr✐s❝❤❡ ✐♥✲s✐t✉ ▼❡ss✉♥❣❡♥ ✐♥ ❲❛ss❡r ✈♦♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧ ✇❛❝❤s❡♥❞❡♥

▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t❡♥✳ ●❡③❡✐❣t ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❙❝❤✐❝❤t❞✐❝❦❡ d ✭❛✱ ❞✱ ❣✱ ❥✮✱ ❞❡r ❙❝❤✐❝❤t❞✐❝❦❡♥③✉✇❛❝❤s ♣r♦

❞❡♣♦♥✐❡rt❡♠ ❙❝❤✐❝❤t♣❛❛r ∆d ✭❜✱ ❡✱ ❤✱ ❦✮ ✉♥❞ ❞❛s ❱❡r❤ä❧t♥✐s ✈♦♥ ❙❝❤✐❝❤t❞✐❝❦❡ ③✉ ❙❝❤✐❝❤t❞✐✲

❝❦❡♥③✉✇❛❝❤s d/∆d ✭❝✱ ❢✱ ✐✱ ❧✮✳ ❉❡r Ü❜❡rs✐❝❤t ❤❛❧❜❡r ✇✐r❞ ❛♥ ❞✐❡s❡r ❙t❡❧❧❡ ❛✉❢ ❞✐❡ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣

❞❡s ♣❛r❛❜♦❧✐s❝❤❡♥ ❲❛❝❤st✉♠s❜❡r❡✐❝❤❡s ✈❡r③✐❝❤t❡t✳ ◗✉❛❧✐t❛t✐✈ ❧ässt s✐❝❤ ❞✐❡ ❙❝❤✐❝❤t❞✐❝❦❡ ✐♠

❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♥ ❲❛❝❤st✉♠s❜❡r❡✐❝❤ ❞✉r❝❤ d(N) ∼ eCN ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥ ✉♥❞ ♥❛❝❤ N❡①♣ ❙❝❤✐❝❤t✲

♣❛❛r❡♥ ❣❡❤t ❞❛s ❙❝❤✐❝❤t✇❛❝❤st✉♠ ✐♥ ❞❛s ♣❛r❛❜♦❧✐s❝❤❡ ❲❛❝❤st✉♠sr❡❣✐♠❡ ü❜❡r✳ ❆♠ ❊♥✲

❞❡ ❞❡s ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♥ ❲❛❝❤st✉♠sr❡❣✐♠❡s ❜❡trä❣t ❞✐❡ ❙❝❤✐❝❤t❞✐❝❦❡ d(N❡①♣) = d❡①♣✳ ❉❡r

❲❡rt d❡①♣ ❡♥ts♣r✐❝❤t ❞❡r ♠❛①✐♠❛❧❡♥ ❙tr❡❝❦❡ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡r ▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ P❙❙✲
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✶✾✿ ❊❧❧✐♣s♦♠❡tr✐s❝❤❡ ▼❡ss✉♥❣❡♥ ❜✐♥är❡r P❙❙✲▼✐s❝❤✉♥❣❡♥ ❜❡st❡❤❡♥❞ ❛✉s
P❙❙76❑ ✉♥❞ P❙❙8,6❑ ❜❡✐ P❉❆❉▼❆159❑ ✉♥❞ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡s ▼♦❧❡♥❜r✉❝❤s ΦP❙❙(76 ❦❉❛)✳
✭❛✮ ❙❝❤✐❝❤t❞✐❝❦❡ d ❡✐♥❡r P❉❆❉▼❆✴P❙❙ ▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t ✉♥❞ ✭❜✮ ❞✐❡ ❉✐❝❦❡ ❡✐♥❡s ❙❝❤✐❝❤t♣❛❛✲
r❡s ∆d ❛♥ ❞❡r ❋✐❧♠✴❲❛ss❡r ●r❡♥③✢ä❝❤❡ ü❜❡r ❞❡r ❆♥③❛❤❧ ❛♥ ❙❝❤✐❝❤t♣❛❛r❡♥ N ✳ ❆♥❤❛♥❞ ❞❡s
P❛r❛♠❡t❡rs ∆d ❦❛♥♥ N❧✐♥ ❣✉t ❜❡st✐♠♠t ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ❙❝❤✐❝❤t❡♥ ✇✉r❞❡♥ ❛❧❧❡ ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❙❛❧③✲
❦♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥ ✈♦♥ ✵✱✶ ♠♦❧✴▲ ◆❛❈❧ ❤❡r❣❡st❡❧❧t✳ ❩✉r ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ✈♦♥ N❡①♣ ✇✐r❞ ❛♥ ❞✐❡s❡r
❙t❡❧❧❡ ❛✉❢ ❆❜❜✳ ✹✳✷✵ ✈❡r✇✐❡s❡♥✳

❑❡tt❡♥ ❞✉r❝❤ ❢r❡✐❡ ❉✐✛✉s✐♦♥ ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡r Prä♣❛r❛t✐♦♥ ③✉rü❝❦❧❡❣❡♥✱ s✐❡❤❡ ❬◆❡st❧❡r✱ ✷✵✶✺❪✳

❲✐❡ ❬◆❡st❧❡r✱ ✷✵✶✺❪ ❜❡r❡✐ts ❞❛r❧❡❣t❡ ✐st ❞✐❡ ③✉rü❝❦❣❡❧❡❣t❡ ❙tr❡❝❦❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ③✉r ❲✉r✲

③❡❧ ❞❡r ❉✐✛✉s✐♦♥s③❡✐t✳ ❉❡s ❲❡✐t❡r❡♥ ✇✉r❞❡ ❞❡r ❊✐♥✢✉ss ❞❡r ❆❞s♦r♣t✐♦♥s③❡✐t ✉♥t❡rs✉❝❤t ✉♥❞

❢❡st❣❡st❡❧❧t✱ ❞❛ss ❛❧❧❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥ Pr♦③❡ss❡ ❞❡r ❆❞s♦r♣t✐♦♥ ❡✐♥❡r P♦❧②❡❧❡❦tr♦❧②t✲❙❝❤✐❝❤t ♥❛❝❤

✸✵ ♠✐♥ ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥ s✐♥❞✳ ❉❡r ❧✐♠✐t✐❡r❡♥❞❡ ❋❛❦t♦r ✐st ❞❡♠♥❛❝❤ ♥✐❝❤t ❞✐❡ ❉✐✛✉s✐♦♥s③❡✐t✱

s♦♥❞❡r♥ ❞✐❡ ❉✐✛✉s✐♦♥s③♦♥❡ ✭d❡①♣✮ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡r ▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t✳ ❇❡✐ ❡✐♥❡r ❱❡r❞♦♣♣❧✉♥❣ ❞❡s

P❙❙ ▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤ts✱ ❤❛❧❜✐❡rt s✐❝❤ ❞✐❡ ❉✐✛✉s✐♦♥s③♦♥❡ ✈♦♥ d❡①♣ = 80 ♥♠ ❛✉❢ d❡①♣ = 36

♥♠ ✉♥❞ N❡①♣ ✇✐r❞ ❡❜❡♥❢❛❧❧s ❤❛❧❜✐❡rt ✈♦♥ N❡①♣ = 21 ❛✉❢ N❡①♣ = 10 ❙❝❤✐❝❤t♣❛❛r❡♥✳ ❲❡r❞❡♥

P❊▼ ❛✉s ❡✐♥❡r ❜✐♥är❡♥ P❙❙✲▼✐s❝❤✉♥❣ ♣rä♣❛r✐❡rt✱ s♦ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❉✐✛✉s✐♦♥s③♦♥❡ ❜❡r❡✐ts ❜❡✐

❡✐♥❡♠ ❆♥t❡✐❧ ❞❡s s❝❤✇❡r❡♥ P❊s ✈♦♥ ΦP❙❙(76 ❦❉❛) = 0, 05% ✉♠ 60% ❞❡s ✉rs♣rü♥❣❧✐❝❤❡♥

❲❡rt❡s ✈♦♥ d❡①♣ = 80 ♥♠ ❛✉❢ d❡①♣ = 50 ♥♠ ✉♥❞ N❡①♣ ✈♦♥ N❡①♣ = 21 ♥♠ ❛✉❢ N❡①♣ = 18 ♥♠

r❡❞✉③✐❡rt✳ ❊r✇❡✐t❡rt ♠❛♥ ❆❜❜✳ ✹✳✹ ♠✐t ❞❡♥ ❲❛❝❤st✉♠s♣❛r❛♠❡t❡r♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ♠❛♥ ❞✉r❝❤ ❞✐❡

❡❧❧✐♣s♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ ▼❡ss✉♥❣❡♥ ✐♥ ❆❜❜✳ ✹✳✷✵ ❜❡st✐♠♠t ❤❛t✱ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❆❜❜✳ ✹✳✷✶✳ ■♥ ❆❜❜✳

✹✳✷✶ ✇✐r❞ ❞❡r ❊✐♥✢✉ss ❡✐♥❡r ❜✐♥är❡♥ ▼✐s❝❤✉♥❣ ❛✉❢ ❞✐❡ ❲❛❝❤st✉♠s♣❛r❛♠❡t❡r N❡①♣ ✉♥❞

d❡①♣ ✉♥❞ ❞❡♥ ❲❛❝❤st✉♠s❡①♣♦♥❡♥t❡♥ C ❞❡s ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♥ ❲❛❝❤st✉♠s ❣❡♠äÿ d(N) ∼ eCN

❞❛r❣❡st❡❧❧t✳ ❉✐❡s❡s ❊r❣❡❜♥✐s ❧❡❣t ❞✐❡ ❱❡r♠✉t✉♥❣ ♥❛❤❡✱ ❞❛ss ❜❡✐♠ ❆❞s♦r♣t✐♦♥s♣r♦③❡ss ❞✐❡

s❝❤✇❡r❡♥ P❙❙✲▼♦❧❡❦ü❧❡ ❜❡✈♦r③✉❣t ❛♥ ❞❡r ❖❜❡r✢ä❝❤❡ ❛❞s♦r❜✐❡r❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❧❡✐❝❤t❡♥ ❛✉❢❣r✉♥❞

❞❡r ❣❡r✐♥❣❡r❡♥ ▲✐♥✐❡♥❧❛❞✉♥❣s❞✐❝❤t❡ ✈❡r❞rä♥❣t ✇❡r❞❡♥✳

❯♠ ❞✐❡s❡ ❍②♣♦t❤❡s❡ ③✉ ❜❡stät✐❣❡♥✱ ✇✉r❞❡♥ ③✉sät③❧✐❝❤ ◆❡✉tr♦♥❡♥r❡✢❡①✐♦♥s♠❡ss✉♥❣❡♥ ❛♥
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✹✳✹✳ ❊■◆❋▲❯❙❙ ❇■◆➘❘❊❘ P❙❙✲▼■❙❈❍❯◆●❊◆ ❆❯❋ ❉❆❙ ❙❈❍■❈❍❚❲❆❈❍❙❚❯▼

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✷✵✿ ■♥✲s✐t✉ ❡❧❧✐♣s♦♠❡tr✐s❝❤❡ ▼❡ss✉♥❣❡♥ ✈♦♥ P❉❆❉▼❆✴P❙❙✲ ▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t❡♥
♠✐t ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠ ❲❛❝❤st✉♠s❜❡r❡✐❝❤✳ ❉✐❡ ❙❝❤✐❝❤t❡♥ ✇✉r❞❡♥ ❛❧❧❡ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❣❡r✐♥❣❡♥ P❙❙✲
▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤t ❣❡❜❛✉t ♦❞❡r ♠✐t ❡✐♥❡r ΦP❙❙ = 0, 05% ❜✐♥är❡♥ P❙❙✲▼✐s❝❤✉♥❣ ✭❥✲❧✮✳ ●❡✲
③❡✐❣t ✇✐r❞ ❞✐❡ ❙❝❤✐❝❤t❞✐❝❦❡ ❞❡r ▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t d(N) ✭❛✱ ❞✱ ❣✱ ❥✮ ✉♥❞ ❞❛s ♦❜❡rst❡ ❙❝❤✐❝❤t♣❛❛r
❛♥ ❞❡r ❋✐❧♠✲▲✉❢t ●r❡♥③✢ä❝❤❡ ∆d ✭❜✱ ❡✱ ❤✱ ❦✮✱ s♦✇✐❡ ❞❛s ❱❡r❤ä❧t♥✐s f(N) = d(N)/∆d(N)✭❝✱
❢✱ ✐✱ ❧✮ ❛✉❢❣❡tr❛❣❡♥ ü❜❡r ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❛♥ ❙❝❤✐❝❤t♣❛❛r❡♥ N ✳ ❉✐❡ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥ ❲❛❝❤st✉♠s✲
❜❡r❡✐❝❤❡ ✇❡r❞❡♥ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❆♥st✐❡❣ ✈♦♥ f(N) ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳ ❉❡r Ü❜❡r❣❛♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♠
❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠ ✉♥❞ ♣❛r❛❜♦❧✐s❝❤❡♠ ❲❛❝❤st✉♠ ✜♥❞❡t ❜❡✐ N❡①♣ ❙❝❤✐❝❤t♣❛❛r❡♥ st❛tt✳ ❆♥ ❞✐❡✲
s❡r ❙t❡❧❧❡ ❤❛t ❞✐❡ ❙❝❤✐❝❤t ❡✐♥❡ ❙❝❤✐❝❤t❞✐❝❦❡ ✈♦♥ d❡①♣(N❡①♣) = γeCN❡①♣ ✳ ❉❛s P❉❆❉▼❆
▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤t ❧❛❣ ❜❡✐ ✶✺✾ ❦❉❛✳ ❉✐❡ ❙❛❧③❦♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥ ❜❡tr✉❣ ✵✱✶ ♠♦❧✴▲ ◆❛❈❧❀ ❉✐❡
❆❞s♦r♣t✐♦♥s③❡✐t ✇❛r ✸✵ ♠✐♥ ❢ür ❥❡❞❡ P♦❧②❡❧❡❦tr♦❧②ts❝❤✐❝❤t ❬P❛ÿ✈♦❣❡❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✻❪✳

tr♦❝❦❡♥❡r ❯♠❣❡❜✉♥❣s❧✉❢t ✭✵ ✪ r✳❤✳✮ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt✱ ✇❡❧❝❤❡ ✐♥ ❆❜❜✳ ✹✳✷✷ ❣❡③❡✐❣t ✇❡r❞❡♥✳

❉✐❡ ❤✐❡r❢ür ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥ ❙✐❧✐③✐✉♠✇❛❢❡r ❜❡s❛ÿ❡♥ ❞❛❢ür ❡✐♥❡ ✸✺✲✹✺ ♥♠ ❖①✐❞s❝❤✐❝❤t✱ ✉♠ ❞❡♥

❑♦♥tr❛st ❞❡r ◆❡✉tr♦♥❡♥r❡✢❡①✐♦♥s♠❡ss✉♥❣❡♥ ③✉ ❡r❤ö❤❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❲❛❤❧ ❞❡r ❢r❡✐❡♥ P❛r❛✲

♠❡t❡r r❡❞✉③✐❡r❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✳ ❆✉❢ ❞❡♥ ❲❛❢❡r♥ ✇✉r❞❡ ❥❡✇❡✐❧s ❡✐♥ P❊▼ ❛❞s♦r❜✐❡rt✱ ❞❡ss❡♥

P❙❙✲❆❞s♦r♣t✐♦♥s❧ös✉♥❣ ❛✉s ❡✐♥❡r ❜✐♥är❡♥ ▼✐s❝❤✉♥❣ ❜❡st❛♥❞✳ ❉✐❡s❡ s❡t③t❡ s✐❝❤ ❛✉s ❧❡✐❝❤t❡♥

P❙❙✲▼♦❧❡❦ü❧❡♥ ♠✐t Mw(P❙❙) = 10, 6 ❦❉❛ ❜③✇✳ Mw(P❙❙) = 8, 6 ❦❉❛ ✉♥❞ ❡✐♥❡♠ ❆♥t❡✐❧

✈♦♥ s❝❤✇❡r❡♥ P❙❙❞ ▼♦❧❡❦ü❧❡♥ ✐♥ ❞❡r ❆❞s♦r♣t✐♦♥s❧ös✉♥❣ ✈♦♥ ΦP❙❙❞(80, 8 ❦❉❛) ③✉s❛♠♠❡♥✳

❉✐❡ ❙tr❡✉❧ä♥❣❡♥❞✐❝❤t❡ ✈♦♥ ❙✐❧✐③✐✉♠ ✇✉r❞❡ ❛✉❢ ❙▲❉✭❙✐✮= 2, 073 · 10−6➴−2 ✉♥❞ ❞✐❡ ✈♦♥ ❙✐✲

❧✐③✐✉♠❞✐♦①✐❞ ❛✉❢ ❙▲❉✭❙✐❖2✮❂3, 617 · 10−6➴−2 ❢❡st❣❡❧❡❣t✳ ❉❡s✇❡✐t❡r❡♥ ✇✉r❞❡ ❞✐❡ ❘❛✉✐❣❦❡✐t

③✇✐s❝❤❡♥ ❙✐ ✉♥❞ ❙✐❖2 ❛✉❢ σ❙✐ = 5➴ ✉♥❞ ❞✐❡ ✈♦♥ ❙✐❖2 ③✉♠ P❊▼ ❛✉❢ σ❙✐❖2 = 4➴ ❣❡s❡t③t✳

❉❛♠✐t ✈❡r❜❧❡✐❜❡♥ ❛❧s ❢r❡✐❡ ❋✐t♣❛r❛♠❡t❡r ❞✐❡ ❙tr❡✉❧ä♥❣❡♥❞✐❝❤t❡ ✈♦♠ P❊▼ ✭❙▲❉✭P❊▼✮✮✱ ❞✐❡

❙❝❤✐❝❤t❞✐❝❦❡ ❞❡r ▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t d✱ ❞✐❡ ❉✐❝❦❡ ❞❡r ❖①✐❞s❝❤✐❝❤t d(❙✐❖2) ✉♥❞ ❞✐❡ ❘❛✉✐❣❦❡✐t ③✉r

▲✉❢ts❡✐t❡ ✭σ❧✉❢t✮✳

▼✐t ❞❡r ❩✉♥❛❤♠❡ ❛♥ s❝❤✇❡r❡♥ ▼♦❧❡❦ü❧❡♥ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡r P❙❙✲❆❞s♦r♣t✐♦♥s❧ös✉♥❣ ③❡✐❣❡♥

❞✐❡ ❘❡✢❡①✐♦♥s♠❡ss✉♥❣❡♥ ✭❧✐♥❦s✮ ❜✐s ΦP❙❙❞(80 ❦❉❛) = 0, 1% ❧❡❞✐❣❧✐❝❤ ❡✐♥❡♥ s❝❤✇❛❝❤❡♥ ❯♥✲

t❡rs❝❤✐❡❞ ✐♥ ✐❤r❡♠ Pr♦✜❧✳ ❊rst ❜❡✐ ΦP❙❙❞(80 ❦❉❛) = 0, 2% ✐st ❞❛s ③✇❡✐t❡ ▼❛①✐♠✉♠ ❜❡✐

✻✼



❑❆P■❚❊▲ ✹✳ ❘❊❙❯▲❚❆❚❊

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✷✶✿ ❲❛❝❤st✉♠s♣❛r❛♠❡t❡r N❡①♣ ✭❛✮✱ d❡①♣ ✭❜✮ ✉♥❞ ❲❛❝❤st✉♠s❡①♣♦♥❡♥t C ✭❝✮
❞❡s ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧ ✇❛❝❤s❡♥❞❡♥ ❇❡r❡✐❝❤s ✐♥ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡s P❙❙✲▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤ts✳ ❉❡r
Ü❜❡r❣❛♥❣ ✈♦♠ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧ ③✉♠ ♣❛r❛❜♦❧✐s❝❤ ✇❛❝❤s❡♥❞❡♥ ❇❡r❡✐❝❤ ✜♥❞❡t ❜❡✐ d❡①♣(N❡①♣) =
γeCN❡①♣ st❛tt✳ ❩✉sät③❧✐❝❤ ✇✐r❞ ❞❡r ❊✐♥✢✉ss ❡✐♥❡r ❜✐♥är❡♥ P❙❙ ▼✐s❝❤✉♥❣ ❞❡r ❆❞s♦r♣t✐♦♥s✲
❧ös✉♥❣ ❛✉❢ ❞✐❡ P❛r❛♠❡t❡r ❞❛❣❡st❡❧❧t✳

❡✐♥❡♠ Qz ✈♦♥ ✉♥❣❡❢ä❤r ✵✱✵✸ ➴−1 ❛✉❣❡♣rä❣t❡r ✉♥❞ ❞❛s ♥❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞❡ ▼❛①✐♠✉♠ ✐st ✇❡❣✲

❣❡❞ä♠♣❢t ✇♦r❞❡♥✱ ✇❛s ❛❧s ❡✐♥❡ ❊r❤ö❤✉♥❣ ❞❡r ❙tr❡✉❧ä♥❣❡❞✐❝❤t❡ ✐♥t❡r♣r❡t✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥

✭❣rü♥❡ ❑✉r✈❡ ✐♠ ❙▲❉✲Pr♦✜❧✮✳ ▼✐t ❞❡r ❩✉♥❛❤♠❡ ✈♦♥ ΦP❙❙❞(80, 8 ❦❉❛) ✇✐r❞ ✈❡r♠❡❤rt ❡✐♥❡

Ü❜❡rstr✉❦t✉r ✐♠ ❘❡✢❡①✐♦♥s♣r♦✜❧ ❡r❦❡♥♥❜❛r✱ ✇❛s ♠✐t ❡✐♥❡r ❊r❤ö❤✉♥❣ ❞❡s ❙tr❡✉❧ä♥❣❡♥❞✐❝❤✲

t❡♥✐✈❡❛✉s ❡r❦❧ärt ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳

❆♥❤❛♥❞ ❞❡s ❛✉s ❞❡♥ ❘❡✢❡①✐♦♥s♠❡ss✉♥❣❡♥ ❜❡st✐♠♠t❡♥ ❙tr❡✉❧ä♥❣❡♥❞✐❝❤t❡♣r♦✜❧s ❡r❦❡♥♥t

♠❛♥✱ ❞❛ss ♠✐t ❩✉♥❛❤♠❡ ❞❡r ❑♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥ ❞❡r s❝❤✇❡r❡♥ P❙❙❞✲▼♦❧❡❦ü❧❡ ❜❡r❡✐ts ❜❡✐ ΦP❙❙❞

(80, 8 ❦❉❛) = 0, 2% ❡✐♥ ❞❡✉t❧✐❝❤❡r ❆♥st✐❡❣ ❞❡r ❙tr❡✉❧ä♥❣❡♥❞✐❝❤t❡ ❞❡r P♦❧②❡❧❡❦tr♦❧②t♠✉❧✲

t✐s❝❤✐❝❤t ③✉ ❜❡♦❜❛❝❤t❡♥ ✐st✱ ✇❡❧❝❤❡ ❡✐♥❡♥ ❲❡rt ✈♦♥ ❙▲❉(ΦP❙❙❞(80, 8 ❦❉❛) = 0, 2%) =

1, 52 · 10−6 ➴−2 ❛♥♥✐♠♠t✳ ❇❡✐ ΦP❙❙❞(P❙❙❞) = 6% ❤❛t ❞❛s ❙tr❡✉❧ä♥❣❡♥❞✐❝❤t❡♣r♦✜❧ ❜❡r❡✐ts

❞❛s ◆✐✈❡❛✉ ❞❡r ❙tr❡✉❧ä♥❣❡♥❞✐❝❤t❡ ✈♦♥ ▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ③✉ ✶✵✵ ✪ ❛✉s ❞❡✉t❡r✐❡rt❡♠

P❙❙❞ ❜❡st❡❤❡♥✱ ♠✐t ❙▲❉(ΦP❙❙❞(80, 8 ❦❉❛) = 6%) = 2, 74 · 10−6 ➴−2 ❛♥❣❡♥♦♠♠❡♥ ✭s✐❡❤❡

③✳❇✳ ❞❛s ❙tr❡✉❧ä♥❣❡♥❞✐❝❤t❡♣r♦✜❧ ❞❡s ❞❡✉t❡r✐❡rt❡♥ ❇❧♦❝❦s ✐♥ ❆❜❜✳ ✹✳✻✮✳ ❉❡♠③✉❢♦❧❣❡ ❜❡✜♥❞❡t

s✐❝❤ ❛✉ss❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ s❝❤✇❡r❡s P❙❙❞ ✐♥ ❞❡r ▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t ✉♥❞ ❞❛s ❧❡✐❝❤t❡ ♣r♦t♦♥✐❡rt❡ P❙❙ ❛❞✲

s♦r❜✐❡rt ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡r ❇❡s❝❤✐❝❤t✉♥❣ ♥✐❝❤t ❞❛✉❡r❤❛❢t ❛♥ ❞❡r ❖❜❡r✢ä❝❤❡✳

❆❜❜✳ ✹✳✷✸ ③❡✐❣t ❞✐❡ ❛✉s ❆❜❜✳ ✹✳✷✷ ❜❡st✐♠♠t❡♥ ❙tr❡✉❧ä♥❣❡♥❞✐❝❤t❡♥ ✐♥ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ✈♦♥

ΦP❙❙❞ (80, 8 ❦❉❛)✳ ❉✐❡ ❙tr❡✉❧ä♥❣❡♥❞✐❝❤t❡ st❡✐❣t ❛♥ ❜✐s s✐❡ ❜❡r❡✐ts ❜❡✐ ΦP❙❙❞(80, 8 ❦❉❛) =
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✷✷✿ ◆♦r♠✐❡rt❡ ◆❡✉tr♦♥❡♥r❡✢❡①✐♦♥s♣r♦✜❧❡ ✭❧✐♥❦s✮ ✉♥❞ ❞✐❡ ❞❛③✉❣❡❤ör✐❣❡♥
❙tr❡✉❧ä♥❣❡♥❞✐❝❤t❡♣r♦✜❧❡♥ ❢ür P❊▼s ✭r❡❝❤ts✮✱ ❣❡❜❛✉t ❛✉s ❜✐♥är❡♥ P❙❙✲▼✐s❝❤✉♥❣❡♥
♠✐t ✈❛r✐✐❡rt❡♠ ▼♦❧❡♥❜r✉❝❤ ΦP❙❙❞(80, 8 ❦❉❛) ❜❡✐ ❡✐♥❡♠ P❉❆❉▼❆ ▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤t
✈♦♥ Mw(P❉❆❉▼❆) = 159 ❦❉❛✳ ❉✐❡ ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥ P❙❙ ▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤t❡ ❜❡tr✉❣❡♥
Mw(P❙❙) = 80, 8 ❦❉❛ s♦✇✐❡ ✶✵✱✻ ❦❉❛✳ ❇❡✐ ΦP❙❙❞(80, 8 ❦❉❛) = 6% ✇✉r❞❡ ❡✐♥ P❙❙✲
▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤t ✈♦♥ ✽✱✻ ❦❉❛ ✈❡r✇❡♥❞❡t✳ ❉❡r ❙✐❧✐③✐✉♠✇❛❢❡r ❜❡s✐t③t ③✉sät③❧✐❝❤ ③✉r ♥❛✲
t✐✈❡♥ ❡✐♥❡ ✸✺✲✹✺ ♥♠ ❞✐❝❦❡ ❖①✐❞s❝❤✐❝❤t✱ ✉♠ ❞✉r❝❤ ✇❡♥✐❣❡r ❢r❡✐❡ P❛r❛♠❡t❡r ❡✐♥❡ ❜❡ss❡r❡
❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r ❙▲❉ ③✉ ❡r♠ö❣❧✐❝❤❡♥✳ ❉❡r P❊▼ ❜❡❣✐♥♥t ❜❡✐ z = 0✳ ❉✐❡ ❙❝❤✐❝❤t❛r❝❤✐✲
t❡❦t✉r ❧❛✉t❡t P❊■✴P❙❙✴✭P❉❆❉▼❆✴P❙❙✮9 ❜③✇✳ P❊■✴P❙❙✴✭P❉❆❉▼❆✴P❙❙✮17✳ ❉✐❡ ❣❡str✐✲
❝❤❡❧t❡♥ ▲✐♥✐❡♥ ✭r❡❝❤ts✮ ♠❛r❦✐❡r❡♥ ❞✐❡ ❙tr❡✉❧ä♥❣❡♥❞✐❝❤t❡♥ ❜❡✐ ▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❛✉s✲
s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ❛✉s ♣r♦t♦♥✐❡rt❡♠ P❙❙ ✭ΦP❙❙❞(80, 8 ❦❉❛) = 0✱ ❜❧❛✉✮ ❜③✇✳ ❞❡✉t❡r✐❡rt❡♠ P❙❙❞
✭ΦP❙❙❞(80, 8 ❦❉❛ = 100%✱ r♦t✮ ♣rä♣❛r✐❡rt ✇✉r❞❡♥✳ ❉✐❡ ◆❡✉tr♦♥❡♥r❡✢❡①✐♦♥s♣r♦✜❧❡ s✐♥❞
✈❡rt✐❦❛❧ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r ✈❡rs❝❤♦❜❡♥✳ ●❡♠❡ss❡♥ ✇✉r❞❡ ❜❡✐ ♥♦♠✐♥❡❧❧ ✵ ✪ r✳❤✳✳

5% ❞❛s ❙tr❡✉❧ä♥❣❡♥❞✐❝❤t❡♥✐✈❡❛✉ ❡✐♥❡r ▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t ❣❡❜❛✉t ❛✉s ❛✉ss❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ❞❡✉t❡r✐❡r✲

t❡♠ P❙❙❞✲▼♦❧❡❦ü❧❡♥ ❛♥♥✐♠♠t✳ ❉✐❡ ◆❡✉tr♦♥❡♥r❡✢❡①✐♦♥s❡①♣❡r✐♠❡♥t❡ ❜❡stät✐❣❡♥ ❞❡♠♥❛❝❤

❞✐❡ ❘❡s✉❧t❛t❡ ❞❡r ❡❧❧✐♣s♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ ▼❡ss✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ③❡✐❣❡♥✱ ❞❛ss ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❜✐♥är❡♥ P❙❙✲

▼✐s❝❤✉♥❣ ❜❡r❡✐ts ❡✐♥ ❆♥t❡✐❧ ✈♦♥ ΦP❙❙❞ (80, 8 ❦❉❛) = 5% ❞❡r s❝❤✇❡r❡♥ P❙❙❞ ▼♦❧❡❦ü❧❡ ✐♥

❞❡r ❆❞s♦r♣t✐♦♥s❧ös✉♥❣ ❛✉sr❡✐❝❤t✱ ✉♠ ❞✐❡ ❧❡✐❝❤t❡♥ ▼♦❧❡❦ü❧❡ ❛✉s ❞❡♠ ❋✐❧♠ ③✉ ✈❡r❞rä♥❣❡♥✳

❉❛ ❞✐❡ ❙tr❡✉❧ä♥❣❡♥❞✐❝❤t❡ ❡✐♥ ▼❛ÿ ❢ür ❞❛s ✐♥ ❞❡r ▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t ❞❡♣♦♥✐❡rt❡ ▼❛t❡r✐❛❧ ✐st✱ s♦❧❧

③✉♥ä❝❤st ❞❡r ❆♥t❡✐❧ ❞❡r ❞❡✉t❡r✐❡rt❡♥ ▼♦♥♦♠❡r❡ ✐♠ P❊▼ ✭αP❙❙❞✱ ✜❧♠✮ ❜❡st✐♠♠t ✇❡r❞❡♥✳

❉❡r ❆♥t❡✐❧ ❞❡r ❞❡✉t❡r✐❡rt❡♥ ▼♦♥♦♠❡r❡ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❛✉s ❞❡♥ ❙tr❡✉❧ä♥❣❡♥❞✐❝❤t❡♥ ❞❡r ❋✐❧♠❡

✉♥❞ ❧❛✉t❡t✿

αP❙❙❞✱ ✜❧♠ =
m(P❙❙❞)✜❧♠

m(P❙❙❞)✜❧♠ +m(P❙❙)✜❧♠
=

❙▲❉− ❙▲❉♣r♦t

❙▲❉❞❡✉t − ❙▲❉♣r♦t
, ✭✹✳✺✮

♠✐t ❞❡r ❆♥③❛❤❧ ❞❡r P❙❙❞ ▼♦♥♦♠❡r❡ ✐♠ ❋✐❧♠ ✭m(P❙❙❞)✜❧♠✮✱ ❞❡r ❆♥③❛❤❧ ❞❡r P❙❙ ▼♦♥♦♠❡r❡

✐♠ ❋✐❧♠ ✭m(P❙❙)✜❧♠✮ ✉♥❞ ❞❡r ❙tr❡✉❧ä♥❣❡♥❞✐❝❤t❡ ❡✐♥❡r ♣r♦t♦♥✐❡rt❡♥ ❇♦① ✭❙▲❉♣r♦t✮✱ s♦✇✐❡

❞❡r ❙tr❡✉❧ä♥❣❡♥❞✐❝❤t❡ ❡✐♥❡r ❞❡✉t❡r✐❡rt❡♥ ❇♦① ✭❙▲❉❞❡✉t✮✳ ▼ö❝❤t❡ ♠❛♥ ❤✐♥❣❡❣❡♥ ❞❡♥ ❆♥t❡✐❧
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✷✸✿ ❉✐❡ ❛✉s ❆❜❜✳ ✹✳✷✷ ❜❡st✐♠♠t❡♥ ❙tr❡✉❧ä♥❣❡♥❞✐❝❤t❡♥ ü❜❡r ❞❡♥ ❆♥t❡✐❧ s❝❤✇❡✲
r❡r P❙❙❞ ▼♦❧❡❦ü❧❡ ΦP❙❙❞(80, 8 ❦❉❛) ✐♥ ▲ös✉♥❣✳ ❇❡✐ ❞❡♥ ❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡♥ P✉♥❦t❡♥ ❤❛♥❞❡❧t ❡s
s✐❝❤ ✉♠ P❊▼✱ ✇❡❧❝❤❡ ♠✐t ❡✐♥❡♠ P❙❙✲▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤t ✈♦♥ Mw(P❙❙) = 8, 6 ❦❉❛ ♣rä♣❛✲
r✐❡rt ✇✉r❞❡♥✳ ❉✐❡ ♦✛❡♥❡♥ ❉❛t❡♥♣✉♥❦t❡ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥ ❙tr❡✉❧ä♥❣❡♥❞✐❝❤t❡♥ ✈♦♥ ▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t❡♥✱
❞❡r❡♥ P❙❙✲▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤t ❜❡✐ Mw(P❙❙) = 10, 6 ❦❉❛ ❧✐❡❣t✳ ❉✐❡ s❝❤✇❛r③❡♥ ❣❡str✐❝❤❡❧✲
t❡♥ ▲✐♥✐❡♥ ♠❛r❦✐❡r❡♥ ❞✐❡ ❙tr❡✉❧ä♥❣❡♥❞✐❝❤t❡ ❢ür ❡✐♥❡ ♥✉r ❛✉s ♣r♦t♦♥✐❡rt❡♥ P❙❙✲▼♦❧❡❦ü❧❡♥
✭ΦP❙❙❞(80, 8 ❦❉❛) = 0% ♠✐t ❙▲❉= 1, 13 · 10−6 ➴−2✮ ❜③✇✳ ♥✉r ❛✉s ❞❡✉t❡r✐❡rt❡♥ P❙❙❞✲
▼♦❧❡❦ü❧❡♥ ♣rä♣❛r✐❡rt❡ ▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t ✭ΦP❙❙❞(80, 8 ❦❉❛) = 100%♠✐t ❙▲❉= 2, 73·10−6 ➴−2✮✳
❉✐❡ s❝❤✇❛r③❡ ❞✉r❝❤❣❡③♦❣❡♥❡ ▲✐♥✐❡ ❡♥ts♣r✐❝❤t ❞❡♠ ❙▲❉✲❱❡r❧❛✉❢✱ ✇❡♥♥ ❡✐♥❡ ✐❞❡❛❧❡ ▼✐s❝❤✉♥❣
✈♦r❧ä❣❡ ✭❙▲❉(ΦP❙❙❞(80, 8 ❦❉❛)) = ΦP❙❙❞ ·❙▲❉P❙❙❞+(1−ΦP❙❙❞)·❙▲❉P❙❙✮✳ ❉❛s ✈❡r✇❡♥❞❡t❡
P❉❆❉▼❆✲▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤t ❧✐❡❣t ❜❡✐ Mw(P❉❆❉▼❆) = 159 ❦❉❛✳

❞❡r P❙❙❞✲▼♦❧❡❦ü❧❡ ✐♠ ❋✐❧♠ ❜❡r❡❝❤♥❡♥✱ s♦ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❢♦❧❣❡♥❞❡ ❋♦r♠❡❧✿

ΦP❙❙❞✱ ✜❧♠ =
αP❙❙❞✱ ✜❧♠

αP❙❙❞✱ ✜❧♠ − X(P❙❙❞)
X(P❙❙) (αP❙❙❞✱ ✜❧♠ − 1)

✭✹✳✻✮

♠✐t ❞❡♠ P♦❧②♠❡r✐s❛t✐♦♥s❣r❛❞ ✈♦♥ P❙❙❞ ✭X(P❙❙❞)✮ ❜③✇✳ P❙❙ ✭X(P❙❙))

X(P❙❙❞) =
Mw(P❙❙❞)
M0(P❙❙❞)

, X(P❙❙) =
Mw(P❙❙)
M0(P❙❙)

. ✭✹✳✼✮

❆❜❜✳ ✹✳✷✹ ③❡✐❣t ♠✐t ❞❡♥ ❛✉s ❆❜❜✳ ✹✳✷✷ ❜❡st✐♠♠t❡♥ ❙tr❡✉❧ä♥❣❡♥❞✐❝❤t❡♥✱ ❞✐❡ ❜❡r❡❝❤♥❡t❡♥

▼♦♥♦♠❡r✲ ❜③✇✳ ▼♦❧❡❦ü❧❛♥t❡✐❧❡ ❞❡r P❙❙❞✲▼♦❧❡❦ü❧❡ ✐♥ ❞❡r ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t✳ ❉❡r ❆♥✲

t❡✐❧ ❞❡r P❙❙❞ ▼♦♥♦♠❡r❡ ✭αP❙❙❞✱ ✜❧♠✮ ❜③✇✳ ▼♦❧❡❦ü❧❡ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡r P♦❧②❡❧❡❦tr♦❧②t♠✉❧t✐✲

s❝❤✐❝❤t ✭ΦP❙❙❞✱ ✜❧♠✮ st❡✐❣t ♠✐t ❞❡♠ ❆♥t❡✐❧ ❞❡r P❙❙❞✲▼♦❧❡❦ü❧❡ ✐♥ ❞❡r ❆❞s♦r♣t✐♦♥s❧ös✉♥❣

ΦP❙❙❞(80, 8 ❦❉❛)✳ ❇❡✐

ΦP❙❙❞(80, 8 ❦❉❛) = 5% ❜❡tr❛❣❡♥ αP❙❙❞✱ ✜❧♠(80, 8 ❦❉❛) ❜③✇✳ ΦP❙❙❞✱ ✜❧♠(80, 8 ❦❉❛) ❣❧❡✐❝❤
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✹✳✹✳ ❊■◆❋▲❯❙❙ ❇■◆➘❘❊❘ P❙❙✲▼■❙❈❍❯◆●❊◆ ❆❯❋ ❉❆❙ ❙❈❍■❈❍❚❲❆❈❍❙❚❯▼

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✷✹✿ ▼♦♥♦♠❡r❛♥t❡✐❧ αP❙❙❞✱ ✜❧♠(80, 8 ❦❉❛) ❜③✇✳ ▼♦❧❡❦ü❧❛♥t❡✐❧
ΦP❙❙❞✱ ✜❧♠(80, 8 ❦❉❛) ✐♠ ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ P❊▼✱ ❜❡r❡❝❤♥❡t ❛✉s ❞❡♥ ✐♥ ❆❜❜✳ ✹✳✷✷ ✉♥❞ ❆❜❜✳
✹✳✷✸ ❣❡③❡✐❣t❡♥ ❙tr❡✉❧ä♥❣❡♥❞✐❝❤t❡♥ ❞❡r ◆❡✉tr♦♥❡♥r❡✢❡①✐♦♥s♠❡ss✉♥❣❡♥ ❞❡r❡♥ P❙❙✲
❆❞s♦r♣t✐♦♥s❧ös✉♥❣ ❛✉s ❡✐♥❡r ❜✐♥är❡♥ ▼✐s❝❤✉♥❣ ❜❡st❡❤t ✭❣❡♠äÿ ●❧✳ ✹✳✹✱ ✸✳✺✾✱ ✹✳✻ ✉♥❞
✹✳✼✮✳ ❲ä❤r❡♥❞ ❞✐❡ ♦✛❡♥❡♥ ❙②♠❜♦❧❡ P❊▼s ③❡✐❣❡♥✱ ❞❡r❡♥ P❙❙✲▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤t ❜❡✐
Mw(P❙❙) = 10, 6 ❦❉❛ ❧✐❡❣t✱ st❡❧❧❡♥ ❞✐❡ ❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡♥ ❙②♠❜♦❧❡ P❊▼s ♠✐t ❡✐♥❡♠ ▼♦❧❡❦✉✲
❧❛r❣❡✇✐❝❤t ✈♦♥ Mw(P❙❙) = 8, 6 ❦❉❛ ❞❛r✳ ❉❛s ✈❡r✇❡♥❞❡t❡ P❉❆❉▼❆✲▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤t
❜❡trä❣t Mw(P❉❆❉▼❆) = 159 ❦❉❛✳

100% ✉♥❞ ❞❡r P❊▼ ❡♥t❤ä❧t ❛✉ss❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ s❝❤✇❡r❡s P❙❙❞ ♠✐t Mw(P❙❙❞) = 80, 8 ❦❉❛✳

❉✐❡ ❛✉s ❞❡♥ ◆❡✉tr♦♥❡♥r❡✢❡①✐♦♥s♠❡ss✉♥❣❡♥ ❜❡st✐♠♠t❡♥ ❩✉s❛♠♠❡♥s❡t③✉♥❣❡♥ ❞❡r P♦❧②❡❧❡❦✲

tr♦❧②t♠✉❧t✐s❝❤✐❝❤t❡♥ ③❡✐❣❡♥ ❞❡✉t❧✐❝❤✱ ❞❛ss ❜❡✐ ❡✐♥❡♠ P❙❙ ❇❡s❝❤✐❝❤t✉♥❣ss❝❤r✐tt ♠✐t ❡✐♥❡r ❜✐✲

♥är❡♥ ▼✐s❝❤✉♥❣ ❜❡st❡❤❡♥❞ ❛✉s ❧❡✐❝❤t❡♥ P❙❙ ✉♥❞ s❝❤✇❡r❡♥ P❙❙❞ ▼♦❧❡❦ü❧❡♥✱ ♠❡❤r s❝❤✇❡r❡s

P❙❙❞ ❛♥ ❞✐❡ ❖❜❡r✢ä❝❤❡ ❛❞s♦r❜✐❡rt✱ ❛❧s ❧❡✐❝❤t❡ P❙❙ ▼♦❧❡❦ü❧❡✳ ❊s ❜❧❡✐❜t ❥❡❞♦❝❤ ❞✐❡ ❋r❛✲

❣❡ ♦✛❡♥✱ ✇❛s ❞❡r ♠♦❧❡❦✉❧❛r❡ ▼❡❝❤❛♥✐s♠✉s ✐st✳ ❉❛s ▼♦❞❡❧❧ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧ ✇❛❝❤s❡♥❞❡r P❊▼

❜❡r✉❤t ❛✉❢ ❞❡♠ s♦ ❣❡♥❛♥♥t❡♥ ■◆ ✉♥❞ ❖❯❚ ❉✐✛✉s✐♦♥s♠♦❞❡❧❧✱ ❜❡✐ ❞❡♠ ♠✐♥❞❡st❡♥s ❡✐♥ P♦✲

❧②❡❧❡❦tr♦❧②t ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❣❡s❛♠t❡ ▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t ♦❞❡r ❛✉s ✐❤r ✇✐❡❞❡r ❤✐♥❛✉s ❞✐✛✉♥❞✐❡r❡♥ ❦❛♥♥

❬▲❛✈❛❧❧❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹✱ P♦r❝❡❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✱ P♦r❝❡❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪✳ ❊✐♥❡ ♠ö❣❧✐❝❤❡ ❍②♣♦t❤❡s❡ ✐st✱

❞❛ss ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ■◆ ✉♥❞ ❖❯❚ ❉✐✛✉s✐♦♥ ❧❡✐❝❤t❡ P❙❙ ▼♦❧❡❦ü❧❡ ✇✐❡❞❡r ❛✉s ❞❡r ▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t

r❛✉s ❞✐✛✉♥❞✐❡r❡♥✱ ✇ä❤r❡♥❞ s❝❤✇❡r❡s P❙❙❞ ❛✉❢❣r✉♥❞ s❡✐♥❡s ❤♦❤❡♥ P♦❧②♠❡r✐s❛t✐♦♥s❣r❛❞❡s

❞❡♥ ❋✐❧♠ ♥✐❝❤t ✇✐❡❞❡r ✈❡r❧❛ss❡♥ ❦❛♥♥✳

❯♠ ❞✐❡s❡ ❍②♣♦t❤❡s❡ ③✉ ü❜❡r♣rü❢❡♥ ✇✉r❞❡ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ♥ä❝❤st❡♥ ❙❝❤r✐tt ❞✐❡ P❙❙ ❆❞s♦r♣t✐♦♥s✲

③❡✐t ✈❛r✐✐❡rt✳ ❉✐❡ ❙❝❤✐❝❤t❛r❝❤✐t❡❦t✉r ✐st ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❋❛❧❧ ❙✐✴❙✐❖2✴P❊■✴P❙❙✴✭P❉❆❉▼❆✴P❙❙✮9✳

❉❡r ❆♥t❡✐❧ ❞❡r s❝❤✇❡r❡♥ P❙❙❞ ▼♦❧❡❦ü❧❡ ✐♥ ❞❡r ❆❞s♦♣t✐♦♥s❧ös✉♥❣ ✇✉r❞❡ ❛✉❢ ✺ ✪ ❢❡st❣❡❧❡❣t✳

❇❡✐ ❡✐♥❡r s♦❧❝❤❡♥ ❜✐♥är❡♥ ▼✐s❝❤✉♥❣ ❛❞s♦r❜✐❡r❡♥✱ ✐♠ ❋❛❧❧ ❞❡r ✸✵ ♠✐♥ ❆❞s♦r♣t✐♦♥s③❡✐t✱ ❧❡✲

❞✐❣❧✐❝❤ ❞✐❡ s❝❤✇❡r❡♥ P❙❙❞ ▼♦❧❡❦ü❧❡ ❛♥ ❞❡r ❖❜❡r✢ä❝❤❡✳ ❲ä❤r❡♥❞ ❞✐❡ ❆❞s♦r♣t✐♦♥s③❡✐t ❞❡s

P❉❆❉▼❆ ❇❡s❝❤✐❝❤t✉♥❣ss❝❤r✐tts ✸✵ ♠✐♥ ❜❡tr✉❣✱ ✇✉r❞❡ ✐♥ ❆❜❜✳ ✹✳✷✺ ❞✐❡ ❆❞s♦r♣t✐♦♥s③❡✐t

❢ür ❞✐❡ P❙❙ ❆❞s♦r♣t✐♦♥ ③✉♥ä❝❤st ❛✉❢ ✶✵ ♠✐♥ ✉♥❞ ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ❛✉❢ ✺ ♠✐♥ ✈❡rr✐♥❣❡rt✳ ❇❡✐

✼✶



❑❆P■❚❊▲ ✹✳ ❘❊❙❯▲❚❆❚❊

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✷✺✿ ◆❡✉tr♦♥❡♥r❡✢❡①✐♦♥s♠❡ss✉♥❣❡♥ ✭❧✐♥❦s✮ ✉♥❞ ❞✐❡ ❞❛r❛✉s ❜❡st✐♠♠t❡♥ ❙tr❡✉✲
❧ä♥❣❡♥❞✐❝❤t❡♥ ✭r❡❝❤ts✮ ❜❡✐ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ P❙❙✲❆❞s♦rt✐♦♥s③❡✐t❡♥✳ ❉✐❡ ❆❞s♦♣t✐♦♥s③❡✐t ❢ür
P❉❆❉▼❆ ✐st ❦♦♥st❛♥t ❜❡✐ t❛❞s = 30 ♠✐♥✳ ❉✐❡ P♦❧②❡❧❡❦tr♦❧②t♠✉❧t✐s❝❤✐❝❤t ❤❛t ❞✐❡ ❙❝❤✐❝❤t✲
❛r❝❤✐t❡❦t✉r ✈♦♥ ❙✐✴❙✐❖2✴P❊■✴P❙❙✴✭P❉❆❉▼❆✴P❙❙✮9✳ ❉✐❡ P❙❙ ❆❞s♦r♣t✐♦♥s❧ös✉♥❣ ❡♥t❤ä❧t
❡✐♥❡ ❜✐♥är❡ P❙❙ ▼✐s❝❤✉♥❣ ❜❡st❡❤❡♥❞ ❛✉s ❧❡✐❝❤t❡♥ P❙❙✲▼♦❧❡❦ü❧❡♥ ✭Mw(P❙❙) = 10, 6 ❦❉❛✮
✉♥❞ s❝❤✇❡r❡♥ P❙❙❞ ▼♦❧❡❦ü❧❡♥ ✭Mw(P❙❙❞) = 80, 8 ❦❉❛✮✳ ❉❡r ❆♥t❡✐❧ ❞❡r s❝❤✇❡r❡♥ P❙❙❞
▼♦❧❡❦ü❧❡ ✐♥ ❞❡r ❆❞s♦r♣t✐♦♥s❧ös✉♥❣ ❧✐❡❣t ❜❡✐ ΦP❙❙❞(80, 8 ❦❉❛) = 5%✳ ❉✐❡ ◆❡✉tr♦♥❡♥r❡✢❡✲
①✐♦♥s♣r♦✜❧❡ s✐♥❞ ❞❡r Ü❜❡rs✐❝❤t ❤❛❧❜❡r ✈❡rt✐❦❛❧ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r ✈❡rs❝❤♦❜❡♥✳ ❉✐❡ ❣❡str✐❝❤❡❧t❡♥
▲✐♥✐❡♥ ✭r❡❝❤ts✮ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥ ❞❡♥ ❙tr❡✉❧ä♥❣❡♥❞✐❝❤t❡♥ ❡✐♥❡r ▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t ✇❡❧❝❤❡ ❛✉s ♣r♦t♦✲
♥✐❡rt❡♠ P❙❙ ✭❜❧❛✉✮ ❜③✇✳ ❞❡✉t❡r✐❡rt❡♠ P❙❙❞ ✭r♦t✮ ❣❡❜❛✉t ✇✉r❞❡✳

✸✵ ♠✐♥✱ ✇✐❡ ❛✉❝❤ ✐♥ ❆❜❜✳ ✹✳✷✹ ③✉ s❡❤❡♥✱ ♥✐♠♠t ❞✐❡ ❙tr❡✉❧ä♥❣❡♥❞✐❝❤t❡ ❡✐♥❡♥ ❲❡rt ❛♥✱ ❞✐❡

❛✉❝❤ ❡✐♥❡ ❛✉s ❛✉ss❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ s❝❤✇❡r❡♠ P❙❙❞ ❣❡❜❛✉t❡ ▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t ❛♥♥❡❤♠❡♥ ✇ür❞❡✳ ❇❡✐

❡✐♥❡r ❆❞s♦r♣t✐♦♥s③❡✐t ✈♦♥ ✶✵ ♠✐♥ ✈❡rr✐♥❣❡rt s✐❝❤ ③✉♠ ❊✐♥❡♥ ❞✐❡ ❙❝❤✐❝❤t❞✐❝❦❡ ❞❡s P❊▼

✭❞✐❡ ❆❜stä♥❞❡ ❞❡r ▼❛①✐♠❛ ♥✐♠♠t ❛❜✮✱ ③✉♠ ❆♥❞❡r❡♥ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❊✐♥❤ü❧❧❡♥❞❡ ③✉♥❡❤♠❡♥❞ ❣❡✲

❞ä♠♣❢t✱ ✇❛s ❡✐♥❡ ❘❡❞✉❦t✐♦♥ ❞❡r ❙tr❡✉❧ä♥❣❡♥❞✐❝❤t❡ ❜❡❞❡✉t❡t✳ ❉❛s ❙tr❡✉❧ä♥❣❡♥❞✐❝❤t❡♣r♦✜❧

✭r❡❝❤ts✮ ③❡✐❣t ❡✐♥❡ ❞❡✉t❧✐❝❤❡ ❆❜♥❛❤♠❡ ✉♥❞ ❧✐❡❣t ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♠ ❙tr❡✉❧ä♥❣❡♥♥✐✈❡❛✉ ❡✐♥❡r ❛✉s

❞❡✉t❡r✐❡rt❡♠ P❙❙❞ ✭❙▲❉❞❡✉t = 2, 73 ·10−6 ➴−2✮ ✉♥❞ ❡✐♥❡r ❛✉s ♣r♦t♦♥✐❡rt❡♠ P❙❙ ❣❡❜❛✉t❡♥

▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t ✭❙▲❉♣r♦t = 1, 13 · 10−6 ➴−2✮✳ ❊✐♥❡ ✇❡✐t❡r❡ ❱❡rr✐♥❣❡r✉♥❣ ❞❡r ❆❞s♦♣t✐♦♥s③❡✐t

❢ü❤rt ③✉ ❡✐♥❡r ❣❡r✐♥❣❢ü❣✐❣ ❞ü♥♥❡r❡♥ ❙❝❤✐❝❤t ✉♥❞ ❡✐♥❡ ✇❡✐t❡r❡ ❥❡❞♦❝❤ ❣❡r✐♥❣❡r❡ ❍❡r❛❜s❡t③✉♥❣

❞❡r ❙tr❡✉❧ä♥❣❡♥❞✐❝❤t❡✳ ❉❡♠♥❛❝❤ ❜❡✜♥❞❡t s✐❝❤ ✇❡♥✐❣❡r ❞❡✉t❡r✐❡rt❡s ▼❛t❡r✐❛❧ ✐♠ P❊▼ ❛❧s

❜❡✐ ✸✵ ♠✐♥ ❆❞s♦r♣t✐♦♥s③❡✐t✳

❊r♥❡✉t ❧ässt s✐❝❤ ❤✐❡r ❞❡r ❆♥t❡✐❧ ❞❡r ❞❡✉t❡r✐❡rt❡♥ ▼♦♥♦♠❡r❡ ✭αP❙❙❞✱ ✜❧♠✮ ❜③✇✳ ▼♦❧❡❦ü❧❡

✭ΦP❙❙❞✱ ✜❧♠✮ ✐♥ ❞❡r ▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t ❜❡st✐♠♠❡♥✳ ❆❜❜ ✹✳✷✻ ③❡✐❣t ❞❡♥ ❆♥t❡✐❧ ❞❡r ❞❡✉t❡r✐❡rt❡♥

▼♦❧❡❦ü❧❡ ✐♥ ❡✐♥❡r P♦❧②❡❧❡❦tr♦❧②t♠✉❧t✐s❝❤✐❝❤t ✭❧✐♥❦❡ ❖r❞✐♥❛t❡✱ s❝❤✇❛r③✮ ♠✐t ❞❡r ❞❛③✉❣❡❤ö✲

r✐❣❡♥ ❙❝❤✐❝❤t❞✐❝❦❡ ✭r❡❝❤t❡ ❖r❞✐♥❛t❡✱ ❣rü♥✮ ❜❡✐ N = 10 ❙❝❤✐❝❤t♣❛❛r❡♥ ✐♥ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r

❆❞s♦r♣t✐♦♥s③❡✐t ✈♦♥ P❙❙✳ ❉❡r ❆♥t❡✐❧ ❞❡r s❝❤✇❡r❡♥ P❙❙❞ ▼♦❧❡❦ü❧❡ ✐♠ P❊▼ ③❡✐❣t ❡✐♥❡♥

❧✐♥❡❛r❡♥ ❱❡r❧❛✉❢ ❞❡r ❆❞s♦r♣t✐♦♥s③❡✐t✳ ❉✐❡ ❙❝❤✐❝❤t❞✐❝❦❡ ♥✐♠♠t ③✉♥ä❝❤st st❛r❦ ③✉ ✉♥❞ ❣❡❤t

③✇✐s❝❤❡♥ ♥❛❝❤ ✶✷ ♠✐♥ ✐♥ ❙ätt✐❣✉♥❣✱ ❛❧❧❡r❞✐♥❣s s✐♥❞ ✇❡✐t❡r❡ ▼❡ss✉♥❣❡♥ ❡r❢♦r❞❡r❧✐❝❤ ✉♠ ❞✐❡✲

s❡♥ ❚r❡♥❞ ③✉ ❜❡stät✐❣❡♥✳

❉✐❡s❡ ▼❡ss✉♥❣❡♥ ③❡✐❣❡♥ ❡✐♥❡♥ ❦✉r③❢r✐st✐❣❡♥ ❊✐♥tr❛❣ ❞❡r ❧❡✐❝❤t❡♥ P❙❙✲▼♦❧❡❦ü❧❡ ✐♥ ❞❡♥ P❊▼

❜❡✐ ❆❞s♦r♣t✐♦♥s③❡✐t❡♥ ✉♥t❡r❤❛❧❜ ✈♦♥ ✸✵ ♠✐♥✳ ❩✇❛r ❜❡♥öt✐❣t ❞❛s s❝❤✇❡r❡ P❙❙❞ ❛✉❢❣r✉♥❞

s❡✐♥❡r ▼❛ss❡ ❧ä♥❣❡r ❜✐s ❡s ③✉r ❖❜❡r✢ä❝❤❡ ❞✐✛✉♥❞✐❡rt ✐st ✭s✐❡❤❡ ❉✐✛✉s✐♦♥s❦♦❡✣③✐❡♥t ✐♥ ❚❛❜✳

✸✳✶✮✱ ❥❡❞♦❝❤ ✐st ❡s ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❤ö❤❡r❡♥ ❆♥③❛❤❧ ❛♥ ▲❛❞✉♥❣❡♥ stär❦❡r ❛♥ ❞❡r ❖❜❡r✢ä❝❤❡
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✹✳✹✳ ❊■◆❋▲❯❙❙ ❇■◆➘❘❊❘ P❙❙✲▼■❙❈❍❯◆●❊◆ ❆❯❋ ❉❆❙ ❙❈❍■❈❍❚❲❆❈❍❙❚❯▼

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✷✻✿ ❆♥t❡✐❧ ❞❡r P❙❙❞ ▼♦❧❡❦ü❧❡ ΦP❙❙❞✱ ✜❧♠(80, 8 ❦❉❛✮ ✐♠ P❊▼ ❞❡r ✐♥ ❆❜❜✳ ✹✳✷✺
❣❡③❡✐❣t❡♥ ◆❡✉tr♦♥❡♥r❡✢❡①✐♦♥s♠❡ss✉♥❣❡♥ ✐♥ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r ❆❞s♦r♣t✐♦♥s③❡✐t ❞❡r P❙❙✲
❆❞s♦r♣t✐♦♥s❧ös✉♥❣ ✭s❝❤✇❛r③✱ ❧✐♥❦❡ ❖r❞✐♥❛t❡✮✳ ❉❡r ❆♥t❡✐❧ ❞❡r P❙❙❞ ▼♦❧❡❦ü❧❡ ✐♥ ❞❡r ❆❞s♦♣✲
t✐♦♥s❧ös✉♥❣ ❜❡trä❣t ΦP❙❙❞(80, 8 ❦❉❛) = 5%✳ ❉✐❡ ❞✉r❝❤❣❡③♦❣❡♥❡ s❝❤✇❛r③❡ ▲✐♥✐❡ ❡♥ts♣r✐❝❤t
❡✐♥❡♠ ❧✐♥❡❛r❡♥ ❋✐t✳ ✭●rü♥✱ r❡❝❤t❡ ❖r❞✐♥❛t❡✮ ❙❝❤✐❝❤t❞✐❝❦❡ d ✐♥ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r ❆❞s♦r♣t✐✲
♦♥s③❡✐t✳ ❉✐❡ ❣rü♥ ❣❡str✐❝❤❡❧t❡ ▲✐♥✐❡ ❞✐❡♥t ③✉r ❋ü❤r✉♥❣ ❞❡s ❆✉❣❡s✳ ❉✐❡ ✉♥t❡rs✉❝❤t❡♥ P❊▼s
❜❡st❡❤❡♥ ❛✉s N = 10 P❉❆❉▼❆✴P❙❙ ❙❝❤✐❝❤t♣❛❛r❡♥✳

❣❡❜✉♥❞❡♥ ✭✐♥ ❋♦r♠ ✈♦♥ t❛✐❧s✱ ❧♦♦♣s ✉♥❞ tr❛✐♥s✮ ✉♥❞ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡s ❋✐❧♠s ✐♠♠♦❜✐❧✳ ❇❡✐♠

❧❡✐❝❤t❡♠ P❙❙ ❤✐♥❣❡❣❡♥ ❞✐✛✉♥❞✐❡r❡♥ ❞✐❡ P❙❙ ▼♦❧❡❦ü❧❡ ✐♥ ❞❡♥ P❊▼ ❤✐♥❡✐♥✱ ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ♥❛❝❤

❡✐♥❡r ❣❡✇✐ss❡♥ ❩❡✐t ❛✉❝❤ ✇✐❡❞❡r ❛✉s ❞❡♠ ❋✐❧♠ ❤✐♥❛✉s✳

❆❜❜✳ ✹✳✷✼ ③❡✐❣t ❡✐♥❡♥ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❛✉s ❞❡♥ ❡❧❧✐♣s♦♠❡t✐s❝❤❡♥ ❉❛t❡♥ ❛✉s ❆❜❜✳ ✹✳✷✵ ❣❡✇♦♥✲

♥❡♥❡♥ ♠✐t ❞❡r ❛✉s ❞❡♥ ◆❡✉rt♦♥❡♥r❡✢❡①✐♦♥s❞❛t❡♥ ❜❡st✐♠♠t❡♥ ❙❝❤✐❝❤t❞✐❝❦❡ d ❜❡✐ N = 10

❙❝❤✐❝❤t♣❛❛r❡♥✳ ❇❡✐ ❞❡r ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❞❡r ❙❝❤✐❝❤t❞✐❝❦❡ ❞❡r ◆❡✉tr♦♥❡♥r❡✢❡①✐♦♥s❞❛t❡♥ ✐♥ ❆❜❜✳

✹✳✷✼ ✇✉r❞❡ ❞✐❡ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❙❝❤✇❡❧❧✉♥❣ ✐♥ ❲❛ss❡r ❜❡❞✐♥❣t❡ ✼✵✪✐❣❡ ❊r❤ö❤✉♥❣ ❞❡r ❙❝❤✐❝❤t❞✐❝❦❡

❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t✳ ▼✐t ❞❡r ❘❡❞✉③✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❆❞s♦r♣t✐♦♥s③❡✐t ❞❡r P❙❙ ❆❞s♦r♣t✐♦♥s❧ös✉♥❣ ❜❡✐

❡✐♥❡r ΦP❙❙❞(80, 8 ❦❉❛) = 5% ❜✐♥är❡♥ P❙❙✲▼✐s❝❤✉♥❣ ✈❡rr✐♥❣❡rt s✐❝❤ ❞✐❡ ❙❝❤✐❝❤t❞✐❝❦❡ ✉♥❞

♥ä❤❡rt s✐❝❤ ❞❡♠ ❲❡rt ❡✐♥❡r ❛✉s ❧❡✐❝❤t❡♥ P❙❙ ▼♦❧❡❦ü❧❡♥ ❣❡❜❛✉t❡♥ ▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t✳ ❆✉❢❣r✉♥❞

❧❡✐❝❤t ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤ ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥ P❙❙ ▼♦❧❡❦✉❧❛r♠❛ss❡♥ ✐st ❛♥ ❞✐❡s❡r ❙t❡❧❧❡ ❧❡❞✐❣❧✐❝❤ ❡✐♥❡

q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ Ü❜❡r❡✐♥st✐♠♠✉♥❣ ♠✐t ❞❡♥ ❡❧❧✐♣s♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❉❛t❡♥ ③✉ ❜❡♦❜❛❝❤t❡♥✱ ❥❡❞♦❝❤ ❦❡✐♥❡

◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡✳

❉❡r ❊✐♥✢✉ss ❞❡r ❩✉s❛♠♠❡♥s❡t③✉♥❣ ❞❡r P❙❙✲❆❞s♦r♣t✐♦♥s❧ös✉♥❣ ❛✉❢ ❞❛s ❙❝❤✐❝❤t✇❛❝❤st✉♠

❧ässt s✐❝❤ ❢♦❧❣❡♥❞❡r♠❛ÿ❡♥ ③✉s❛♠♠❡♥❢❛ss❡♥✿ ■♠ ●❡❣❡♥s❛t③ ③✉ ❞❡♥ ❆❞s♦rt✐♦♥s♣r♦③❡ss❡♥ ❜❡✐

P❉❆❉▼❆✲▼✐s❝❤✉♥❣❡♥✱ ③❡✐❣❡♥ ❞✐❡ ❡❧❧✐♣s♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ ▼❡ss✉♥❣❡♥ ✐♥ ❲❛ss❡r ❞❡✉t❧✐❝❤✱ ❞❛ss

❞✐❡ ❩✉s❛♠♠❡♥s❡t③✉♥❣ ❞❡s ❋✐❧♠s ❤✐❡r ♥✐❝❤t ❞❡r❥❡♥✐❣❡♥ ❞❡r ❆❞s♦r♣t✐♦♥s❧ös✉♥❣ ❡♥ts♣r✐❝❤t✳

❇❡r❡✐ts ❜❡✐ ❡✐♥❡♠ ❆♥t❡✐❧ ✈♦♥ ΦP❙❙(76 ❦❉❛) = 5% ❞❡s s❝❤✇❡r❡♥ P❙❙❞ ▼♦❧❡❦ü❧s ✭95% ❞❡r

▼♦❧❡❦ü❧❡ ✐♥ ❞❡r ❆❞s♦r♣t✐♦♥s❧ös✉♥❣ s✐♥❞ ❧❡✐❝❤t❡ P❙❙ ▼♦❧❡❦ü❧❡✮✱ ✜♥❞❡t ❡✐♥❡rs❡✐ts ❦❡✐♥ ❡①✲

♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡s ❲❛❝❤st✉♠ st❛tt ✉♥❞ ❞✐❡ ❲❛❝❤st✉♠s♣❛r❛♠❡t❡r N❧✐♥ ✉♥❞ ∆d❧✐♥ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✷✼✿ ❊❧❧✐♣s♦♠❡tr✐s❝❤❡ ✐♥✲s✐t✉ ▼❡ss✉♥❣❡♥ ✐♥ ❘❡✐♥st✇❛ss❡r ✭♦✛❡♥❡ ❙②♠❜♦❧❡✮ ♠✐t
✸✵ ♠✐♥ ❆❞s♦r♣t✐♦♥s③❡✐t ✭s✐❡❤❡ ❆❜❜✳ ✹✳✶✾✮ ✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ♠✐t ❞❡♥ ❛✉s ❆❜❜✳ ✹✳✷✺ ❞❡r ◆❡✉tr♦✲
♥❡♥r❡✢❡①✐♦♥s♠❡ss✉♥❣❡♥ ❜❡st✐♠♠t❡♥ ❙❝❤✐❝❤t❞✐❝❦❡♥ ❜❡✐ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ❆❞s♦r♣t✐♦♥s③❡✐t❡♥
✭✈♦❧❧❡ ❙②♠❜♦❧❡✱ ❣❡♠❡ss❡♥ ❜❡✐ ✸✪ r✳❤✳ ♠✐t ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣❡♠ ❲❛ss❡r❡✐♥tr❛❣✮✳ ❉✐❡ ▲✐♥✐❡♥ ❡♥t✲
s♣r❡❝❤❡♥ ❋✐ts ✇❡❧❝❤❡ ♥❛❝❤ ●❧✳ ✸✳✻✶ ❜❡r❡❝❤♥❡t ✇✉r❞❡♥✳

❞❡♥❡♥ s♦❧❝❤❡r P❊▼s✱ ✇❡❧❝❤❡ ❛✉ss❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ❛✉s s❝❤✇❡r❡♥ P❙❙ ▼♦❧❡❦ü❧❡♥ ♣rä♣❛r✐❡rt ✇✉r✲

❞❡♥✳ ◆❡✉tr♦♥❡♥r❡✢❡①✐♦♥s♠❡ss✉♥❣❡♥ ❜❡✐ ❜✐♥är❡♥ P❙❙✲▼✐s❝❤✉♥❣❡♥ ♠✐t s❝❤✇❡r❡♠ ❞❡✉t❡r✐❡r✲

t❡♠ P❙❙❞ ✉♥❞ ❧❡✐❝❤t❡♠ ♣r♦t♦♥✐❡rt❡♥ P❙❙ ❦♦♥♥t❡♥ ③❡✐❣❡♥✱ ❞❛ss ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❆❞s♦r♣t✐♦♥s③❡✐t

✈♦♥ ✸✵ ♠✐♥✱ ❛❜ ❡✐♥❡♠ ▼♦❧❡♥❜r✉❝❤ ✈♦♥ ΦP❙❙❞(80, 8 ❦❉❛) = 5% ✭ΦP❙❙(10, 6 ❦❉❛) = 95%✮

❧❡❞✐❣❧✐❝❤ ❞❛s s❝❤✇❡r❡ P❙❙❞ ✐♥ ❞✐❡ ▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t ❡✐♥❣❡❜❛✉t ✇✉r❞❡✳ ▼✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡r ❙tr❡✉❧ä♥❣❡♥✲

❞✐❝❤t❡ ❦♦♥♥t❡ ❞✐❡ ❣❡♥❛✉❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r P❙❙ ❜③✇✳ P❙❙❞ ▼♦❧❡❦ü❧❡ ✐♥ ❞❡♥ P❊▼ q✉❛♥t✐✜③✐❡rt

✉♥❞ ❞❛♠✐t ❞✐❡ ▼❡♥❣❡ ❛♥ ❞❡♣♦♥✐❡rt❡♠ ▼❛t❡r✐❛❧ ❜❡st✐♠♠t ✇❡r❞❡♥✳ ❊s ✇är❡ ③✉ ❡r✇❛rt❡♥

❣❡✇❡s❡♥✱ ❞❛ss ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❣❡r✐♥❣❡r❡♥ ❉✐✛✉s✐♦♥③❡✐t ❞❡r ❧❡✐❝❤t❡r❡♥ P❙❙ ▼♦❧❡❦ü❧❡✱ ❞✐❡s❡ ❞✐❡

❖❜❡r✢ä❝❤❡ s❝❤♥❡❧❧❡r ❡rr❡✐❝❤❡♥✱ ❛❧s ❞✐❡ s❝❤✇❡r❡♥ P❙❙❞ ▼♦❧❡❦ü❧❡✳ ❊✐♥❡ ❍②♣♦t❤❡s❡ ✐st✱ ❞❛ss

❞✐❡ ❧❡✐❝❤t❡♥ ▼♦❧❡❦ü❧❡ ❞✐❡ ❖❜❡r✢ä❝❤❡ ③✇❛r s❝❤♥❡❧❧❡r ❡rr❡✐❝❤❡♥✱ ✐♥ ❞✐❡ ▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t ❣❡❧❛♥❣❡♥

✉♥❞ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❋✐❧♠ ❞✐✛✉♥❞✐❡r❡♥✳ ❉❛❜❡✐ ❦ö♥♥❡♥ ❞✐❡s❡ ❣❡♠äÿ ❞❡r ■◆ ✉♥❞ ❖❯❚ ❉✐✛✉s✐♦♥

❬P♦r❝❡❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✱ P♦r❝❡❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✱ ▲❛✈❛❧❧❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪ ❞❡♥ ❋✐❧♠ ❛✉❝❤ ✇✐❡❞❡r ✈❡r❧❛s✲

s❡♥✳ ❯♠ ❞✐❡s❡ ❍②♣♦t❤❡s❡ ③✉ ✈❡r✐✜③✐❡r❡♥ ✇✉r❞❡ ❞✐❡ ❆❞s♦rt✐♦♥s③❡✐t ❞❡r P❙❙ ▼♦❧❡❦ü❧❡ ❜❡✐

❡✐♥❡r ❜✐♥är❡♥ P❙❙ ▼✐s❝❤✉♥❣ ♠✐t ΦP❙❙❞(80, 8 ❦❉❛) = 5% r❡❞✉③✐❡rt✳ ❊✐♥❡ ❘❡❞✉③✐❡r✉♥❣ ❞❡r

❆❞s♦r♣t✐♦♥s③❡✐t ③❡✐❣t t❛tsä❝❤❧✐❝❤ ❡✐♥❡ ❍❡r❛❜s❡t③✉♥❣ ❞❡r ❙tr❡✉❧ä♥❣❡♥❞✐❝❤t❡ ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❡✐♥❡♥

❊✐♥tr❛❣ ❛♥ ✒❧❡✐❝❤t❡♥✏ P❙❙ ▼♦❧❡❦ü❧❡♥ ✐♥ ❞❡♥ ❋✐❧♠✱ ✇❛s ❛❧s ❡✐♥ ■♥❞✐③ ❢ür ❞✐❡ ❘✐❝❤t✐❣❦❡✐t ❞❡r

❛✉❢❣❡st❡❧❧t❡ ❍②♣♦t❤❡s❡ ✐st✳

✼✹



❑❛♣✐t❡❧ ✺

❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss✉♥❣

P♦❧②❡❧❡❦tr♦❧②t♠✉❧t✐s❝❤✐❝❤t ✭P❊▼✮ ✇❡r❞❡♥ ❞✉r❝❤ s❡q✉❡♥t✐❡❧❧❡ ❆❞s♦r♣t✐♦♥ ✈♦♥ ❡♥t❣❡❣❡♥❣❡✲

s❡t③t ❣❡❧❛❞❡♥ P♦❧②❡❧❡❦tr♦❧②t❡♥ ✭P❊s✮ ❛✉❢ ❢❡st❡♥ ❙✉❜str❛t❡♥ ❤❡r❣❡st❡❧❧t✳ ❊s ✇✐r❞ ❞✐❡ P♦❧②✲

❡❧❡❦tr♦❧②t❛❞s♦r♣t✐♦♥✱ s♦✇✐❡ ❞❛s ❙❝❤✐❝❤t✇❛❝❤st✉♠ ✈♦♥ ▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t❡♥ ❜❡st❡❤❡♥❞ ❛✉s ❞❡♠

P♦❧②❦❛t✐♦♥ P♦❧②❞✐❛❧❧②❧❞✐♠❡t❤②❧❛♠♠♦♥✐✉♠ ✭P❉❆❉▼❆✮ ✉♥❞ ❞❡♠ P♦❧②❛♥✐♦♥ P♦❧②st②r♦❧s✉❧✲

❢♦♥❛t ✭P❙❙✮ ✉♥t❡rs✉❝❤t✳ ❆❧❧❡ ▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❜❡✐ ❘❛✉♠t❡♠♣❡r❛t✉r ✭❝❛✳ ✷✵◦❈✮ ♣rä♣❛✲

r✐❡rt✳ ❩✉❞❡♠ ❜❡trä❣t ❜❡✐ ❛❧❧❡♥ ♣rä♣❛r✐❡rt❡♥ P❊▼ ❞✐❡ P♦❧②❡❧❡❦tr♦❧②t♠♦♥♦♠❡r❦♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥

✶ ♠♠♦❧✴▲ ✉♥❞ ❞✐❡ ❙❛❧③❦♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥ ❞❡r ❆❞s♦r♣t✐♦♥s❧ös✉♥❣ ❧✐❡❣t ❜❡✐ c◆❛❈❧ = 100 ♠♠♦❧✴▲✳

❉❛♠✐t ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ st❛r❦❡♥ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣❡♥ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❡❧❡❦tr♦st❛t✐s❝❤❡♥ ❆❜s❝❤✐r♠✉♥❣

❣❡s❝❤✇ä❝❤t ✉♥❞ ❡♥tr♦♣✐s❝❤❡ ❊✛❡❦t❡ ❦ö♥♥❡♥ ❞✐❡ ❆❞s♦r♣t✐♦♥ ❛♥ ❞❡r P❊▼✲❖❜❡r✢ä❝❤❡ ❜❡✲

❡✐♥✢✉ss❡♥✳ P❉❆❉▼❆ ✉♥❞ P❙❙ ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡♥ s✐❝❤ ❜❡✐❞❡ ❤✐♥s✐❝❤t❧✐❝❤ ✐❤r❡r ▼♦♥♦♠❡r❧ä♥❣❡✱

✇♦❜❡✐ ❞✐❡ ✈♦♥ P❉❆❉▼❆ ♠✐t ✵✱✺✹ ♥♠ ❞♦♣♣❡❧t s♦ ❣r♦ÿ ✐st ✇✐❡ ❞✐❡ ✈♦♥ P❙❙ ✭✵✱✷✺ ♥♠✮✳ ❉❛

❜❡✐❞❡ P❊s st❛r❦❡ P♦❧②❡❧❡❦tr♦❧②t❡ s✐♥❞ ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❡✐♥❡♥ ❉✐ss♦③✐❛t✐♦♥s❣r❛❞ ✈♦♥ ♥❛❤❡③✉ ✶✵✵✪

❛✉❢✇❡✐s❡♥✱ ❤❛t P❙❙ ❞❛♠✐t ❡✐♥❡ ❞♦♣♣❡❧t s♦ ❤♦❤❡ ▲✐♥✐❡♥❧❛❞✉♥❣s❞✐❝❤t❡ ❛❧s P❉❆❉▼❆✳ ❆♥✲

❞❡rs ❛❧s ❜❡✐ ▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❛✉s P❊s ♠✐t ❜❡tr❛❣s♠äÿ✐❣ ❣❧❡✐❝❤❡r ▲✐♥✐❡♥❧❛❞✉♥❣s❞✐❝❤t❡

✭③✳❇✳ P❆❍✴P❙❙✮ ❤❡r❣❡st❡❧❧t ✇❡r❞❡♥✱ ✇ä❝❤st ❜❡✐ ❡✐♥❡♠ ❛s②♠♠❡tr✐s❝❤❡♥ ▲❛❞✉♥❣s✈❡r❤ä❧t♥✐s

❞✐❡ ❙❝❤✐❝❤t ③✉ ❇❡❣✐♥♥ ♠✐t ❞❡r ❆♥③❛❤❧ ❛♥ N ❞❡r ❆❞s♦r♣t✐♦♥ss❝❤r✐tt❡ ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r ❜✐s ❞❛s

❙❝❤✐❝❤t✇❛❝❤st✉♠ ❧✐♥❡❛r ✇✐r❞✳ ❆✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❡✐♥❣❡st❡❧❧t❡♥ ❙❛❧③❦♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥ ✐♥ ❞❡r ❆❞s♦r♣✲

t✐♦♥s❧ös✉♥❣ ✉♥❞ ❞❡r ▲❛❞✉♥❣s❛s②♠♠❡tr✐❡ ❞✐❡s❡s ❙②st❡♠s✱ st❡❧❧t s✐❝❤ ❞✐❡ ❋r❛❣❡ ✐♥ ✇✐❡ ✇❡✐t ❞❡r

P♦❧②♠❡r✐s❛t✐♦♥s❣r❛❞✱ ❛❧s♦ ❞✐❡ ❑❡tt❡♥❧ä♥❣❡ ❞❡r P❊s✱ ❊✐♥✢✉ss ❛✉❢ ❞❛s ❆❞s♦r♣t✐♦♥s✈❡r❤❛❧t❡♥

✉♥❞ ❞❛♠✐t ❛✉❢ ❞❛s ❙❝❤✐❝❤t✇❛❝❤st✉♠ ❤❛t✳ ❇❡st✐♠♠t ❞✐❡ ❊❧❡❦tr♦st❛t✐❦ ♦❞❡r ❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ❞✐❡

❆❞s♦r♣t✐♦♥ ❞❡r P❊s ❛♥ ❞❡r ❖❜❡r✢ä❝❤❡❄ ❆❞s♦r❜✐❡r❡♥ ❞✐❡ P❊s ❛❧s♦ ✢❛❝❤ ♦❞❡r ✐♥ ❣❡❦ä✉❧t❡r

❑♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥ ❞❡r ❖❜❡r✢ä❝❤❡ ✉♥❞ ✇✐❡ ä♥❞❡rt s✐❝❤ ❞✐❡s❡s ❱❡r❤❛❧t❡♥ ✐♥ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡s

P♦❧②♠❡r✐s❛t✐♦♥s❣r❛❞❡s❄

❯♠ ❞❛s ❙❝❤✐❝❤t✇❛❝❤st✉♠ ③✉ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥ ✇✐r❞ ♠✐tt❡❧s ❊❧❧✐♣s♦♠❡tr✐❡ ❞✐❡ ❙❝❤✐❝❤t❞✐❝❦❡ ✭d✮

✉♥❞ ❞❡r ❙❝❤✐❝❤t❞✐❝❦❡♥③✉✇❛❝❤s ✭∆d✮ ❜❡st✐♠♠t✳ ❉✐❡ q✉❛♥t✐❛t✐✈❡ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡r ❡❧❧✐s♣♦♠❡tr✐✲

s❝❤❡♥ ▼❡ss✉♥❣❡♥ ③❡✐❣t✱ ❞❛ss P❉❆❉▼❆✴P❙❙ ▼✉t❧✐s❝❤✐❝❤t❡♥ ♠✐♥❞❡st❡♥s ③✇❡✐ ❲❛❝❤st✉♠s✲

r❡❣✐♠❡s ❛✉❢✇❡✐s❡♥✳ ❩✉♥ä❝❤st ✇❛❝❤s❡♥ ❞✐❡s❡ ♣❛r❛❜♦❧✐s❝❤ ♠✐t ❞❡r ❆♥③❛❤❧ N ❛♥ ❞❡♣♦♥✐❡rt❡♥

P❉❆❉▼❆✴P❙❙ ❙❝❤✐❝❤t♣❛❛r❡♥✱ ❜✐s ❞❛s ❙❝❤✐❝❤t✇❛❝❤st✉♠ ♥❛❝❤ N❧✐♥ ❙❝❤✐❝❤t♣❛❛r❡♥ ✐♥ ❡✐♥

❧✐♥❡❛r❡s ❘❡❣✐♠❡ ü❜❡r❣❡❤t✱ ✇♦❜❡✐ ❞❡r ❙❝❤✐❝❤t❞✐❝❦❡♥③✉✇❛❝❤s ♣r♦ ❛❞s♦r❜✐❡rt❡♠ ❙❝❤✐❝❤t♣❛❛r

❡✐♥❡♥ ❦♦♥st❛♥t❡♥ ❲❡rt ✭∆d❧✐♥✮ ❛♥♥✐♠♠t✳ ❆✉❢❣r✉♥❞ ✐❤r❡r r❡❧❛t✐✈ ❡✐♥❢❛❝❤❡♥ ✉♥❞ ❣❡♥❛✉❡♥

❇❡st✐♠♠❜❛r❦❡✐t✱ ♥✉t③❡♥ ✇✐r N❧✐♥ ✉♥❞ ∆d❧✐♥ ❛❧s ❙❝❤✐❝❤t♣❛r❛♠❡t❡r ③✉r ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡s

✼✺



❑❆P■❚❊▲ ✺✳ ❩❯❙❆▼▼❊◆❋❆❙❙❯◆●

❙❝❤✐❝❤t✇❛❝❤st✉♠s✳ ❉❛s ♣❛r❛❜♦❧✐s❝❤❡ ❲❛❝❤st✉♠ ❧ässt s✐❝❤ ♠✐t ❡✐♥❡r ❆s②♠♠❡tr✐❡ ✐♠ ❆❞✲

s♦r♣t✐♦♥s✈❡r❤❛❧t❡♥ ✈♦♥ P❉❆❉▼❆ ✉♥❞ P❙❙ ❡r❦❧är❡♥✳ ❆❞s♦r❜✐❡rt P❉❆❉▼❆ ❛♥ ❞❡r ♦❜❡rs✲

t❡♥ P❙❙✲❙❝❤✐❝❤t✱ s♦ ✇✐r❞ ❢ü❤rt ❞✐❡s ③✉r ❡✐♥❡r ▲❛❞✉♥❣sü❜❡r❦♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ✉♥❞ ❤✐♥t❡r❧ässt

❡✐♥❡ ♣♦s✐t✐✈ ❣❡❧❛❞❡♥❡ ❖❜❡r✢ä❝❤❡ ❬●❤♦st✐♥❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❪✳ ❲ä❤r❡♥❞ ❡✐♥❡s P❙❙ ❆❞s♦r♣t✐♦♥s✲

s❝❤r✐tt❡s ❤✐♥❣❡❣❡♥✱ ♥❡✉tr❛❧✐s✐❡r❡♥ ❞✐❡ P❙❙ ▼♦❧❡❦ü❧❡ ❞✐❡ ❖❜❡r✢ä❝❤❡♥❧❛❞✉♥❣✳ ❉❛♠✐t ♥✐♠♠t

❞✐❡ ❞❡♣♦♥✐❡rt❡ ❙t♦✛♠❡♥❣❡ ♣r♦ ❛❞s♦r❜✐❡rt❡♠ P❉❆❉▼❆✴P❙❙✲❙❝❤✐❝❤t♣❛❛r ③✉✱ ❜✐s ♥❛❝❤ N❧✐♥

❙❝❤✐❝❤t♣❛❛r❡♥ ❞✐❡ P❙❙✲❑❡tt❡♥ ♥✐❝❤t ♠❡❤r ✐♥ ❞❡r ▲❛❣❡ s✐♥❞✱ ❞✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡♥ ❖❜❡r✢ä❝❤❡♥❧❛❞✉♥✲

❣❡♥ ③✉ ♥❡✉tr❛❧✐s✐❡r❡♥✳ ❉✐❡ ❊❧❡❦tr♦♥❡✉tr❛❧✐tät ✇✐r❞ ❞❛❜❡✐ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❊✐♥❧❛❣❡r✉♥❣ ♥❡❣❛t✐✈❡r

■♦♥❡♥ ❡rr❡✐❝❤t ❬●❤♦st✐♥❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❪✳ N❧✐♥ ✉♥❞ ∆d❧✐♥ ❢♦❧❣❡♥ ❜❡✐❞❡ ❡✐♥❡♠ ❣❡♠❡✐♥s❛♠❡♥ ▼❡✲

❝❤❛♥✐s♠✉s ✉♥❞ ❤ä♥❣❡♥ ❞❛❤❡r ❧✐♥❡❛r ✈♦♥❡✐♥❛♥❞❡r ❛❜✳ ❏❡ ❤ö❤❡r N❧✐♥ ✐st✱ ❞❡st♦ ❤ö❤❡r ✐st ❞✐❡

❖❜❡r✢ä❝❤❡♥❧❛❞✉♥❣s❞✐❝❤t❡ ❛♠ ❊♥❞❡ ❞❡s ♣❛r❛❜♦❧✐s❝❤❡♥ ❲❛❝❤st✉♠s❜❡r❡✐❝❤❡s ✉♥❞ ❞❡st♦ ❣rö✲

ÿ❡r ✇✐r❞ ∆d❧✐♥✳

❉❛♠✐t ❞❡r ❊✐♥✢✉ss ❞❡s P♦❧②♠❡r✐s❛t✐♦♥s❣r❛❞❡s ❛✉❢ ❞❛s ❙❝❤✐❝❤t✇❛❝❤st✉♠ ✉♥t❡rs✉❝❤t ✇❡r❞❡♥

❦❛♥♥✱ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤t❡ ✈♦♥ P❉❆❉▼❆ ✉♥❞ P❙❙ ✈❛r✐✐❡rt ✭Mw(P❉❆❉▼❆) =

24 ❦❉❛...322 ❦❉❛ ✉♥❞ Mw(P❙❙) = 8, 6 ❦❉❛...168 ❦❉❛✮✳ ❊✐♥❡ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡r ❙❝❤✐❝❤t♣❛r❛♠❡✲

t❡r N❧✐♥ ✉♥❞ ∆d❧✐♥ ❡r❣✐❜t ❜❡✐ ❤♦❤❡♥ ▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤t❡♥ ✈♦♥ P❉❆❉▼❆ ✉♥❞ P❙❙✱ ❞❛ss N❧✐♥

✉♥❞ ∆d❧✐♥ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♥ ❞❡♥ ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤t❡♥ ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❦♦♥st❛♥t ✭N❧✐♥ =

15 ✉♥❞ ∆d❧✐♥ = 12, 3± 1, 3 ♥♠✮ s✐♥❞✳ ❘❡❞✉③✐❡rt ♠❛♥ ❞❛s ▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤t ✈♦♥ P❉❆❉▼❆

❛✉❢ ❡✐♥❡♥ ❲❡rt ✉♥t❡r❤❛❧❜ ❡✐♥❡s ❙❝❤✇❡❧❧✇❡rt❡s ✈♦♥M t❤r❡s❤♦❧❞
w (P❉❆❉▼❆) = 80 ❦❉❛✱ s♦ ♥❡❤✲

♠❡♥ ∆d❧✐♥ ✉♥❞ N❧✐♥ ❛❜✳ ❉✐❡ ❉❛t❡♥ ❧❡❣❡♥ ♥❛❤❡✱ ❞❛ss ✉♥t❡r❤❛❧❜ ❞✐❡s❡s ❙❝❤✇❡❧❧✇❡rt❡s ♥✉r ❡✐♥

❚❡✐❧ ❡✐♥❡r P❉❆❉▼❆✲❑❡tt❡ ❛✉❢ ❞❡r ❖❜❡r✢ä❝❤❡ ❛❞s♦r❜✐❡rt ✉♥❞ ❞❡r ❘❡st ❛❧s t❛✐❧ ✐♥ ▲ös✉♥❣

r❛❣t✳ ❖❜❡r❤❛❧❜ ❞❡s ❙❝❤✇❡❧❧✇❡rt❡s ❛❞s♦r❜✐❡rt ♠✐♥❞❡st❡♥s ♥♦❝❤ ❡✐♥ ✇❡✐t❡r❡r ❆❜s❝❤♥✐tt ❞❡s

P❉❆❉▼❆ ▼♦❧❡❦ü❧s ❛♥ ❞❡r ❖❜❡r✢ä❝❤❡✳ ❲✐r ✈❡r♠✉t❡♥ ❞❛ss ❞✐❡s❡s ♠✐t ♠✐♥❞❡st❡♥s ❡✐♥❡♠

❧♦♦♣ ✭❙❝❤❧❛✉❢❡✮ ✐♥ ❞✐❡ ❆❞s♦r♣t✐♦♥s❧ös✉♥❣ r❛❣t✳

❇❡✐ ❡✐♥❡r ❱❡rr✐♥❣❡r✉♥❣ ❞❡s P❙❙ ▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤t❡s ✉♥t❡r❤❛❧❜ ❞❡s ❙❝❤✇❡❧❧✇❡rt❡s ✈♦♥

M t❤r❡s❤♦❧❞
w (P❙❙) = 25 ❦❉❛ st❡✐❣❡♥ ❤✐♥❣❡❣❡♥ ❞✐❡ ❙❝❤✐❝❤t♣❛r❛♠❡t❡r N❧✐♥ ✉♥❞ ∆d❧✐♥ ❛♥ ✭❞✐❡

❤ö❝❤st❡♥ ❲❡rt❡ ❜❡✐ Mw(P❙❙) = 8, 6 ❦❉❛ ❜❡tr❛❣❡♥ N❧✐♥ = 33 ✉♥❞ ∆d❧✐♥ = 28, 7 ♥♠✮ ✉♥❞

❡✐♥ ③✉sät③❧✐❝❤❡s ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡s ❲❛❝❤st✉♠sr❡❣✐♠❡ tr✐tt ❛✉❢✳ ■♥ ❞✐❡s❡♠ st❛r❦ ✇❛❝❤s❡♥❞❡♥

❇❡r❡✐❝❤ ✇❛❝❤s❡♥ ❞✐❡ ▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t❡♥ ❡rst ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧ ✭d ∼ eCN ✮ ✉♥❞ ❣❡❤❡♥ ♥❛❝❤ N❡①♣

❙❝❤✐❝❤t♣❛❛r❡♥ ✐♥ ❞❛s ♣❛r❛❜♦❧✐s❝❤❡ ❘❡❣✐♠❡ ü❜❡r ✉♥❞ ❤❛❜❡♥ ❛♥ ❞✐❡s❡r ❙t❡❧❧❡ ❡✐♥❡ ❙❝❤✐❝❤t❞✐✲

❝❦❡ ✈♦♥ d❡①♣(N❡①♣)✳ ◆❛❝❤ ✐♥s❣❡s❛♠t N❧✐♥ ❙❝❤✐❝❤t♣❛❛r❡♥ ❢♦❧❣t ❞❛s ❧✐♥❡❛r❡ ❲❛❝❤st✉♠✳ ◆❡✉✲

tr♦♥❡♥r❡✢❡①✐♦♥s♠❡ss✉♥❣❡♥ ♠✐t s❡❧❡❦t✐✈ ❞❡✉t❡r✐❡rt❡♥ P❙❙ ❙❝❤✐❝❤t❡♥ ③❡✐❣❡♥ ❡✐♥❡ ❉✐✛✉s✐♦♥

❞❡r ❧❡✐❝❤t❡♥ P❙❙ ❑❡tt❡♥ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡r ▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t✳ ❊✐♥ s♦❧❝❤❡s ❉✐✛✉s✐♦♥s✈❡r❤❛❧t❡♥ ✐st

t②♣✐s❝❤ ❢ür ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧ ✇❛❝❤s❡♥❞❡ ❙❝❤✐❝❤t❡♥ ✉♥❞ ✇✉r❞❡ ❜❡r❡✐ts t❤❡♦r❡t✐s❝❤ ✈♦r❤❡r❣❡s❛❣t

✭❬▲❛✈❛❧❧❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹✱ P♦r❝❡❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✱ P♦r❝❡❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪✮✳

❉❡r P❛r❛♠❡t❡r d❡①♣(N❡①♣) ❜❡trä❣t ✽✵ ♥♠ ❜❡✐ ❡✐♥❡♠ P❙❙ ▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤t ✈♦♥Mw(P❙❙) =

8, 6 ❦❉❛ ✉♥❞ ♥✐♠♠t ❜✐s ③✉♠ ❊rr❡✐❝❤❡♥ ❞❡s P❙❙✲❙❝❤✇❡❧❧✇❡rt❡s ♠✐t ❩✉♥❛❤♠❡ ✈♦♥Mw(P❙❙)

♠♦♥♦t♦♥ ❛❜✳ P❙❙✲❑❡tt❡♥ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤t ♦❜❡r❤❛❧❜ ❞❡s ❙❝❤✇❡❧❧✇❡rt❡s ✈♦♥

M t❤r❡s❤♦❧❞
w (P❙❙) ❜✐❧❞❡♥ ❦❧❛r ✈❡rt✐❦❛❧ ❧♦❦❛❧✐s✐❡rt❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡ ❙❝❤✐❝❤t❡♥ ♠✐t ❡✐♥❡r ●r❡♥③✢ä✲

❝❤❡♥✉♥s❝❤är❢❡ ✈♦♥ σ✐♥t = 2...4, 6 ♥♠✱ ✇✐❡ ❞✉r❝❤ ◆❡✉tr♦♥❡♥r❡✢❡①✐♦♥s♠❡ss✉♥❣❡♥ ❣❡③❡✐❣t

✇✐r❞✳ ❘ö♥t❣❡♥r❡✢❡①✐♦♥s♠❡ss✉♥❣❡♥ ❛♥ ▲✉❢t ③❡✐❣❡♥ ❡✐♥❡ ❤♦❤❡ ❙t❛❜✐❧✐tät ✉♥❞ ❞✐❡ ❙❝❤✐❝❤t❞✐❝❦❡

st✐♠♠t q✉❛❧✐t❛t✐✈ ♠✐t ❞❡♥ ❡❧❧✐♣s♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❉❛t❡♥ ü❜❡r❡✐♥✳ ❲ä❤r❡♥❞ ❞✐❡ ❖❜❡r✢ä❝❤❡♥r❛✉✲

✼✻



✐❣❦❡✐t ❞❡r ▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t❡♥ ❜❡✐ ▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤t❡♥ ♦❜❡r❤❛❧❜ ❞❡r s♣❡③✐✜s❝❤❡♥ ❙❝❤✇❡❧❧✇❡rt❡

♠✐t ❩✉♥❛❤♠❡ ❞❡s ▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤ts ❦♦♥st❛♥t ✐st✱ ③❡✐❣t s✐❝❤ ❜❡✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧ ✇❛❝❤s❡♥❞❡♥

▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t❡♥ ❡✐♥❡ ❩✉♥❛❤♠❡ ❞❡r ❖❜❡r✢ä❝❤❡♥r❛✉✐❣❦❡✐t ♠✐t ❞❡r ❆♥③❛❤❧ ❛♥ P❉❆❉▼❆✴P❙❙

❙❝❤✐❝❤t♣❛❛r❡♥ ✭✈♦♥ ❝❛✳ ✶✱✺ ♥♠ ✭N = 5✮ ❜✐s ❝❛✳ ✹✵ ♥♠ ✭❜❡✐ N = 15✮✮✳ ❘❛st❡r❦r❛❢t♠✐✲

❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡ ▼❡ss✉♥❣❡♥ ❦ö♥♥t❡♥ ❤✐❡r ✐♥ ❩✉❦✉♥❢t ③✉sät③❧✐❝❤ ❆✉❢s❝❤❧✉ss ü❜❡r ❞✐❡ ❧❛t❡r❛❧❡

❙tr✉❦t✉r✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❖❜❡r✢ä❝❤❡ ❧✐❡❢❡r♥✳

❯♠ ❞❡♥ ♠♦❧❡❦✉❧❛r❡♥ ▼❡❝❤❛♥✐s♠✉s ❞❡r ❆❞s♦r♣t✐♦♥s♣r♦③❡ss❡ ❜❡ss❡r ③✉ ✈❡rst❡❤❡♥✱ ✇❡r❞❡♥

P❊▼ ❛✉s ❜✐♥är❡♥ ▼✐s❝❤✉♥❣❡♥ ♣rä♣❛r✐❡rt✳ ❉✐❡s❡ s❡t③❡♥ s✐❝❤ ❛✉s ❡✐♥❡♠ ▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤t

♦❜❡r❤❛❧❜ ✉♥❞ ✉♥t❡r❤❛❧❜ ❞❡s ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ❙❝❤✇❡❧❧✇❡rt❡s ✭M t❤r❡s❤♦❧❞
w (P❉❆❉▼❆) = 80 ❦❉❛

❜③✇✳M t❤r❡s❤♦❧❞
w (P❙❙) = 25 ❦❉❛✮ ③✉s❛♠♠❡♥✳ ❉❛❜❡✐ ✇✐r❞ ❞❡r ▼♦❧❡♥❜r✉❝❤ ❞❡s s❝❤✇❡r❡♥ P❊s

✭ΦP❉❆❉▼❆(Mw(P❉❆❉▼❆) > 80 ❦❉❛) ❜③✇✳ ΦP❙❙(Mw(P❙❙) > 25 ❦❉❛)✮ ✈❛r✐✐❡rt✳ ■♠ ❋❛❧✲

❧❡ ❞❡r ❜✐♥är❡♥ P❉❆❉▼❆ ▼✐s❝❤✉♥❣ ❜❡✐♥❤❛❧t❡t ❞✐❡ ❆❞s♦r♣t✐♦♥s❧ös✉♥❣ ▼♦❧❡❦ü❧❡ ♠✐t ❞❡♥

▼♦❧❡❦✉❧❛r❣❡✇✐❝❤t❡♥ Mw(P❉❆❉▼❆) = 35 ❦❉❛ ✉♥❞ ✸✷✷ ❦❉❛✳ ❉❛❜❡✐ ✇✐r❞ ❞❡r ▼♦❧❡♥❜r✉❝❤

ΦP❉❆❉▼❆(322 ❦❉❛) ✈❛r✐✐❡rt ✉♥❞ ❞❛s ❙❝❤✐❝❤t✇❛❝❤st✉♠ ❤✐♥s✐❝❤t❧✐❝❤ ❞❡r ❙❝❤✐❝❤t♣❛r❛♠❡t❡r

N❧✐♥ ✉♥❞ ∆d❧✐♥ ✉♥t❡rs✉❝❤t ✭Mw(P❙❙) = 75, 6 ❦❉❛✮✳ ❊❧❧✐♣s♦♠❡tr✐s❝❤❡ ▼❡ss✉♥❣❡♥ ③❡✐❣❡♥

❡✐♥❡♥ ❧✐♥❡❛r❡♥ ❆♥st✐❡❣ ❞❡r ❙❝❤✐❝❤t♣❛r❛♠❡t❡r N❧✐♥ ✉♥❞ ∆d❧✐♥ ♠✐t ❊r❤ö❤✉♥❣ ❞❡s ▼♦❧❡♥❜r✉❝❤s

ΦP❉❆❉▼❆(322 ❦❉❛)✳ ❉❛r❛✉s ✇✐r❞ ❣❡❢♦❧❣❡rt✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❩✉s❛♠♠❡♥s❡t③✉♥❣ ✐♥ ❞❡r ❆❞s♦r♣t✐♦♥s✲

❧ös✉♥❣ ❞❡r❥❡♥✐❣❡♥ ✐♥ ❞❡r ▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t ❡♥ts♣r✐❝❤t✳ ❉❡♠ ③✉ ●r✉♥❞❡ ❧✐❡❣❡♥❞ ✇✐r❞ ❡✐♥❡ ❋♦r♠❡❧

③✉r ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r ❙❝❤✐❝❤♣❛r❛♠❡t❡r N❧✐♥ ✉♥❞ ∆d❧✐♥ ❡♥t✇✐❝❦❡❧t✱ ❞✐❡ ③✉♠✐♥❞❡st ❛✉❝❤ ❛✉❢

t❡r♥är❡ ▼✐s❝❤✉♥❣❡♥ ❛♥✇❡♥❞❜❛r ✐st✳ ❉❛♠✐t ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ❙❝❤✐❝❤t♣❛r❛♠❡t❡r N❧✐♥ ✉♥❞ ∆d❧✐♥

❜❡✐ ❜❡❦❛♥♥t❡♥ ▼♦❧❡♥❜rü❝❤❡♥ ΦP❉❆❉▼❆(Mw(P❉❆❉▼❆)) ✈♦r❤❡rs❛❣❡♥✳

❇✐♥är❡ P❙❙ ▼✐s❝❤✉♥❣❡♥ ✭Mw(P❙❙) = 8, 6 ❦❉❛ ✉♥❞ ✼✺✱✻ ❦❉❛ ❜❡✐ Mw(P❉❆❉▼❆) =

159 ❦❉❛✮ ③❡✐❣❡♥ ❡✐♥ ✈ö❧❧✐❣ ❛♥❞❡r❡s ❆❞s♦r♣t✐♦♥s✈❡r❤❛❧t❡♥✳ ❇❡r❡✐ts ❜❡✐ ❡✐♥❡♠ ΦP❙❙(76 ❦❉❛) =

0, 05% ③❡✐❣t s✐❝❤ ❡✐♥❡ ❘❡❞✉③✐❡r✉♥❣ ✈♦♥ d❡①♣ ✉♠ ✹✵✪✳ ❊r❤ö❤t ♠❛♥ ❞❡♥ ❆♥t❡✐❧ ❞❡r s❝❤✇❡✲

r❡♥ P❙❙ ▼♦❧❡❦ü❧❡ ✐♥ ❞❡r ❆❞s♦r♣t✐♦♥s❧ös✉♥❣✱ s♦ ✜♥❞❡t ♠❛♥ ❜❡✐ ΦP❙❙(76 ❦❉❛) = 5% ✉♥❞

❤ö❤❡r❡♥ ΦP❙❙(76 ❦❉❛) ❦❡✐♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡s ❲❛❝❤st✉♠ ♠❡❤r✳ ❉❡♠♥❛❝❤ ❜❡✜♥❞❡♥ s✐❝❤ ❦❡✐♥❡

❧❡✐❝❤t❡♥ P❙❙ ▼♦❧❡❦ü❧❡ ♠❡❤r ✐♥ ❞❡r ▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t✳ ❯♠ ❞✐❡s ③✉ ü❜❡r♣rü❢❡♥ ✇✉r❞❡♥ ◆❡✉✲

tr♦♥❡♥r❡✢❡①✐♦♥s♠❡ss✉♥❣❡♥ ❛♥ ❙❝❤✐❝❤t❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ♠✐t ❜✐♥är❡r P❙❙ ❆❞s♦r♣t✐♦♥s❧ös✉♥❣ ♠✐t

✒s❝❤✇❡r❡♥✏ ❞❡✉t❡r✐❡rt❡♥ P❙❙❞ ✭Mw(P❙❙❞) = 80, 8 ❦❉❛✮ ✉♥❞ ✒❧❡✐❝❤t❡♥✏ ♣r♦t♦♥✐❡rt❡♥ P❙❙

▼♦❧❡❦ü❧❡♥ ✭Mw(P❙❙) < 25 ❦❉❛✮ ♣rä♣❛r✐❡rt ✇✉r❞❡♥✱ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt✳ ❆✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❤ö❤❡r❡♥

❙tr❡✉❧ä♥❣❡♥❞✐❝❤t❡ ✈♦♥ P❙❙❞✱ ❦❛♥♥ ❞✐❡ ❩✉s❛♠♠❡♥s❡t③✉♥❣ ❞❡s ❋✐❧♠s ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❞❡r ❆♥t❡✐❧

❛♥ s❝❤✇❡r❡♥ P❙❙❞ ▼♦❧❡❦ü❧❡♥ ✐♥ ❞❡r ▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t ❜❡st✐♠♠t ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ▼❡ss✉♥❣❡♥ ❜❡✲

stät✐❣❡♥ ❞✐❡ ❡❧❧✐♣s♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❉❛t❡♥ ✉♥❞ ③❡✐❣❡♥✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❛❜ φP❙❙❞(80 ❦❉❛) = 5% ❦❡✐♥❡

✒❧❡✐❝❤t❡♥✏ P❙❙ ▼♦❧❡❦ü❧❡ ♠❡❤r ✐♥ ❞❡r ▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t ❜❡✜♥❞❡♥✳

❊✐♥❡ ♠ö❣❧✐❝❤❡ ❊r❦❧är✉♥❣ ❧✐❡❢❡rt ❞✐❡ ❚❤❡♦r✐❡ ❞❡r ■◆ ✉♥❞ ❖❯❚ ❉✐✛✉s✐♦♥ ♠✐♥❞✳ ❡✐♥❡s P♦✲

❧②❡❧❡❦tr♦❧②t❡s ✐♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧ ✇❛❝❤s❡♥❞❡♥ ❋✐❧♠❡♥ ❬▲❛✈❛❧❧❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹✱ P♦r❝❡❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✱

P♦r❝❡❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪✳ ❉❛❤❡r ✇✐r❞ ❞✐❡ ❆❞s♦r♣t✐♦♥s③❡✐t ❞❡r P❙❙ ❆❞s♦r♣t✐♦♥s❧ös✉♥❣✱ ✇❡❧❝❤❡

❡✐♥❡ ❜✐♥är❡ P❙❙ ▼✐s❝❤✉♥❣ ♠✐t ΦP❙❙(76 ❦❉❛) = 5% ❡♥t❤ä❧t ✈❛r✐✐❡rt✱ ✉♠ ✐♥ ❞❡♥ ❋✐❧♠ ❤✐♥✲

❡✐♥ ✉♥❞ ❤✐♥❛✉s ❞✐✛✉♥❞✐❡r❡♥❞❡ ♣r♦t♦♥✐❡rt❡ ❦✉r③❡ P❙❙ ❑❡tt❡♥ ③✉ ❜❡stät✐❣❡♥✳ ❉❡r ❆♥t❡✐❧

❞❡r P❙❙❞ ▼♦❧❡❦ü❧❡ ♠✐t Mw(P❙❙❞) = 80 ❦❉❛ ✐♥ ❞❡r ▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t ③❡✐❣t ♠✐t ❞❡r ❊r❤ö❤✉♥❣

❞❡r ❆❞s♦r♣t✐♦♥s③❡✐t ✭✈♦♥ ✺ ❜✐s ✸✵ ♠✐♥✮ ❡✐♥❡♥ ♠♦♥♦t♦♥❡♥ ❆♥st✐❡❣✳ ●❧❡✐❝❤③❡✐t✐❣ ❡r❤ö❤t s✐❝❤

❞✐❡ ❙❝❤✐❝❤t❞✐❝❦❡ ❜✐s ❝❛✳ ✶✷ ♠✐♥ ❆❞s♦r♣t✐♦♥s③❡✐t ✉♥❞ ❣❡❤t ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ✐♥ ❙ätt✐❣✉♥❣✳ ❱❡r✲

✼✼



❑❆P■❚❊▲ ✺✳ ❩❯❙❆▼▼❊◆❋❆❙❙❯◆●

❣❧❡✐❝❤t ♠❛♥ ❞✐❡ ❛✉s ❞❡♥ ◆❡✉tr♦♥❡♥r❡✢❡①✐♦♥s♠❡ss✉♥❣❡♥ ❜❡st✐♠♠t❡ ❙❝❤✐❝❤t❞✐❝❤t❡ ✉♥❞ ❞❡♥

❆♥t❡✐❧ ❞❡✉t❡r✐❡rt❡r P❙❙❞ ▼♦❧❡❦ü❧❡ ✐♠ ❋✐❧♠ ♠✐t ❞❡♥ ❛✉s ❞❡♥ ❡❧❧✐♣s♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ ▼❡ss✉♥✲

❣❡♥ ❜❡st✐♠♠t❡♥ ❙❝❤✐❝❤t❞✐❝❦❡♥✱ s♦ ③❡✐❣t s✐❝❤ q✉❛❧✐t❛t✐✈ ❡✐♥❡ ❣✉t❡ Ü❜❡r❡✐♥st✐♠♠✉♥❣✳ ❉✐❡

■◆ ✉♥❞ ❖❯❚ ❞✐✛✉♥❞✐❡r❡♥❞❡♥ ✒❧❡✐❝❤t❡♥✏ P❙❙ ▼♦❧❡❦ü❧❡ ❜❡❡✐♥✢✉ss❡♥ ❜❡✐♠ P❙❙ ❆❞s♦r♣t✐✲

♦♥s♣r♦③❡ss ❢ür ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧ ✇❛❝❤s❡♥❞❡ P❉❆❉▼❆✴P❙❙ ▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t❡♥ ❞❡♠♥❛❝❤ ❛✉❝❤ ❞✐❡

❲❛❝❤st✉♠s❦✐♥❡t✐❦✳ ❯♥t❡r❤❛❧❜ ✈♦♥ ✸✵ ♠✐♥ ♣r♦ ❆❞s♦r♣t✐♦♥ss❝❤r✐tt ❜❡✜♥❞❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ❦✉r③✲

❡♥ P❙❙ ▼♦❧❡❦ü❧❡ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡r ▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t ✉♥❞ s✐♥❞ r❡✈❡rs✐❜❡❧ ❛♥ ❢r❡✐❡♥ ❇✐♥❞✉♥❣sst❡❧❧❡♥

❣❡❜✉♥❞❡♥✱ ❞❡s♦r❜✐❡r❡♥ ❛❧s♦ ❛✉❝❤ ✇✐❡❞❡r✳ ❩✇❛r ❣❡❧❛♥❣❡♥ ❞✐❡ ♣r♦t♦♥✐❡rt❡♥ P❙❙ ▼♦❧❡❦ü❧❡

❛✉❢❣r✉♥❞ ✐❤r❡s ❣❡r✐♥❣❡♥ P♦❧②♠❡r✐s❛t✐♦♥s❣r❛❞❡s s❝❤♥❡❧❧❡r ❛♥ ❞✐❡ ❖❜❡r✢ä❝❤❡✱ ❞✐✛✉♥❞✐❡r❡♥

❛❜❡r ♥❛❝❤ ❡✐♥❡r ❣❡✇✐ss❡♥ ❩❡✐t ✇✐❡❞❡r ❛✉s ❞❡♠ ❋✐❧♠ ❤✐♥❛✉s✳ ❉✐❡ ❧❛♥❣s❛♠ ✐♥ ❞❡r ▲ös✉♥❣

❞✐✛✉♥❞✐❡r❡♥❞❡♥ ❞❡✉t❡r✐❡rt❡♥ ✒s❝❤✇❡r❡♥✏ P❙❙❞ ▼♦❧❡❦ü❧❡ ❤✐♥❣❡❣❡♥ ❜✐♥❞❡♥ ❡❧❡❦tr♦st❛t✐s❝❤

✐rr❡✈❡rs✐❜❡❧ ❛♥ ❞❡r ❖❜❡r✢ä❝❤❡ ✉♥❞ r❡❧❛①✐❡r❡♥ ❤ö❝❤st❡♥s ✉♠ ✐❤r❡ P♦s✐t✐♦♥✳ ❊❧❧✐♣s♦♠❡tr✐s❝❤❡
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P❉❆❉▼❆ s♦r❣t ❞❡♠♥❛❝❤ ❢ür ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡s ❆❞s♦r♣t✐♦♥s✈❡r❤❛❧t❡♥ ❜❡✐ ❣❡r✐♥❣❡♥ ▼♦❧❡✲
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P♦st❡r✷

❼ ❍❡❜❛ ❙✳ ▼♦❤❛♠❛❞✱ ▼✳ P❛ÿ✈♦❣❡❧✱ ❆✳ ❙✐❧❧ ✉♥❞ ❈✳ ❆✳ ❍❡❧♠✳

✒❙✉r❢❛❝❡ ❢♦r❝❡s ♦❢ ♣♦❧②❡❧❡❝tr♦❧②t❡ ♠✉❧t✐❧❛②❡rs ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❣r♦✇t❤ r❡❣✐♠❡s✳✏

❉P●✲❉r❡s❞❡♥ ✷✵✶✼

❼ P✳ ◆❡st❧❡r✱ ▼✳ P❛ÿ✈♦❣❡❧✱ ❆✳ ❙✐❧❧✱ ❆✳ ❆③✐♥❢❛r ✉♥❞ ❈✳ ❆✳ ❍❡❧♠✳

✒❆♥♥❡❛❧✐♥❣ ✐♥ ♣♦❧②❡❧❡❝tr♦❧②t❡ ♠✉❧t✐❧❛②❡rs✿ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❡♥t❛♥❣❧❡♠❡♥ts✳✏

❉P●✲❉r❡s❞❡♥ ✷✵✶✼

❼ ▼✳ P❛ÿ✈♦❣❡❧✱ P✳ ◆❡st❧❡r ✉♥❞ ❈✳ ❆✳ ❍❡❧♠✳

✒❊✛❡❝t ♦❢ ❇✐♥❛r② P♦❧②♠❡r ▼✐①t✉r❡s ♦♥ t❤❡ ●r♦✇t❤ ♦❢ P♦❧②❡❧❡❝tr♦❧②t❡ ▼✉❧t✐❧❛②❡rs✳✏

■❆❈■❙✲▼❛✐♥③ ✷✵✶✺

❼ P✳ ◆❡st❧❡r✱ ▼✳ P❛ÿ✈♦❣❡❧ ✉♥❞ ❈✳ ❆✳ ❍❡❧♠✳

✒■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ P♦❧②♠❡r ▼♦❧❡❝✉❧❛r ❲❡✐❣❤t ♦♥ t❤❡ P❛r❛❜♦❧✐❝ ❛♥❞ ▲✐♥❡❛r ●r♦✇t❤ ♦❢

P❉❆❉▼❆✴P❙❙ ▼✉❧t✐❧❛②❡rs✳✏ ■❆❈■❙✲▼❛✐♥③ ✷✵✶✺

❼ P✳ ◆❡st❧❡r✱ ▼✳ P❛ÿ✈♦❣❡❧✱ ❖✳ ❙♦❧t✇❡❞❡❧✱ ❍✳ ❆❤r❡♥s✱ ❘✳ ❑ö❤❧❡r ✉♥❞ ❈✳ ❆✳ ❍❡❧♠✳

✒■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ P♦❧②❝❛t✐♦♥ ▼♦❧❡❝✉❧❛r ❲❡✐❣❤t ❛♥❞ ❉✐✛✉s✐♦♥ ❇❛rr✐❡rs ♦♥ ■♥t❡r❞✐✛✉s✐♦♥

✐♥ P♦❧②❡❧❡❝tr♦❧②t❡ ▼✉❧t✐❧❛②❡rs✳✏ ❉P●✲❉r❡s❞❡♥ ✷✵✶✹

❼ ▼✳ P❛ÿ✈♦❣❡❧✱ P✳ ◆❡st❧❡r✱ ❘✳ ❑ö❤❧❡r ✉♥❞ ❈✳ ❆✳ ❍❡❧♠✳

✒■♥t❡r❞✐✛✉s✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ ♣♦❧②❡❧❡❝tr♦❧②t❡ ♠✉❧t✐❧❛②❡rs✿ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❦✐♥❞ ❛♥❞ ✇❡✐❣❤t ♦❢ ♣♦✲

❧②❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❜❛rr✐❡rs✳✏ ❉P●✲❘❡❣❡♥s❜✉r❣ ✷✵✶✸

❼ ▼✳ P❛ÿ✈♦❣❡❧✱ P✳ ◆❡st❧❡r✱ ❖✳ ❙♦❧t✇❡❞❡❧✱ ❘✳ ❑ö❤❧❡r ✉♥❞ ❈✳ ❆✳ ❍❡❧♠✳

✒❖♥ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ♣♦❧②❡❧❡❝tr♦❧②t❡ ♠✉❧t✐❧❛②❡rs✳✏ ❉P●✲❇❡r❧✐♥ ✷✵✶✷

✷P♦st❡r♣räs❡♥t❛t✐♦♥ ✉♥❞ ❍❡rst❡❧❧✉♥❣ ✈♦♥✳✳✳ ✐st ✉♥t❡rstr✐❝❤❡♥





❉❡❦❧❛r❛t✐♦♥

❍✐❡r♠✐t ❡r❦❧är❡ ✐❝❤✱ ❞❛ss ❞✐❡s❡ ❆r❜❡✐t ❜✐s❤❡r ✈♦♥ ♠✐r ✇❡❞❡r ❛♥ ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐s❝❤✲◆❛t✉r✇✐s✲

s❡♥s❝❤❛❢t❧✐❝❤❡♥ ❋❛❦✉❧tät ❞❡r ❊r♥st✲▼♦r✐t③✲❆r♥❞t✲❯♥✐✈❡rs✐tät ●r❡✐❢s✇❛❧❞ ♥♦❝❤ ❡✐♥❡r ❛♥❞❡✲

r❡♥ ✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t❧✐❝❤❡♥ ❊✐♥r✐❝❤t✉♥❣ ③✉♠ ❩✇❡❝❦❡ ❞❡r Pr♦♠♦t✐♦♥ ❡✐♥❣❡r❡✐❝❤t ✇✉r❞❡✳ ❋❡r♥❡r

❡r❦❧är❡ ✐❝❤✱ ❞❛ss ✐❝❤ ❞✐❡s❡ ❆r❜❡✐t s❡❧❜ststä♥❞✐❣ ✈❡r❢❛sst ✉♥❞ ❦❡✐♥❡ ❛♥❞❡r❡♥ ❛❧s ❞✐❡ ❞❛r✐♥

❛♥❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ❍✐❧❢s♠✐tt❡❧ ✉♥❞ ❍✐❧❢❡♥ ❜❡♥✉t③t ✉♥❞ ❦❡✐♥❡ ❚❡①t❛❜s❝❤♥✐tt❡ ❡✐♥❡s ❉r✐tt❡♥ ♦❤♥❡

❑❡♥♥③❡✐❝❤♥✉♥❣ ü❜❡r♥♦♠♠❡♥ ❤❛❜❡✳





❉❛♥❦s❛❣✉♥❣

❆♥ ❡rst❡r ❙t❡❧❧❡ ♠ö❝❤t❡ ✐❝❤ ♠✐❝❤ ❜❡✐ ♠❡✐♥❡r ▼❡♥t♦r✐♥ ✉♥❞ ❇❡tr❡✉❡r✐♥ Pr♦❢✳ ❉r✳ ❈❤r✐st✐❛♥❡

❆✳ ❍❡❧♠ ❣❛♥③ ❤❡r③❧✐❝❤ ❢ür ❞❛s ❱❡rtr❛✉❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t ③✉r Pr♦♠♦t✐♦♥ ❜❡❞❛♥❦❡♥✳

❉❡s✇❡✐t❡r❡♥ ♠ö❝❤t❡ ✐❝❤ ♠✐❝❤ ❜❡✐ ✐❤r ❢ür ❞✐❡ ✈✐❡❧❡♥ ✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t❧✐❝❤❡♥ ❉✐s❦✉ss✐♦♥❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡

❯♥t❡rstüt③✉♥❣ ③✉r ❋❡rt✐❣st❡❧❧✉♥❣ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ❜❡❞❛♥❦❡♥✳

◆❛tür❧✐❝❤ ♠ö❝❤t❡ ✐❝❤ ♠✐❝❤ ❛✉❝❤ ❜❡✐ ♠❡✐♥❡♥ ❑♦❧❧❡❣❡♥ ✉♥❞ ❑♦❧❧❡❣✐♥♥❡♥ ❜❡❞❛♥❦❡♥✱ ❞✐❡ ♠✐❝❤

✇ä❤r❡♥❞ ♠❡✐♥❡r ❩❡✐t ❛❧s ❉♦❦t♦r❛♥❞ ✐♥ ❞❡r ❆r❜❡✐ts❣r✉♣♣❡ ❜❡❣❧❡✐t❡t ❤❛❜❡♥✳ ❋♦❧❣❡♥❞❡ P❡rs♦✲

♥❡♥ s✐♥❞ ❤✐❡r❜❡✐ ③✉ ♥❡♥♥❡♥✿ ❖❧❛❢ ❙♦❧t✇❡❞❡❧✱ ❙t❡❢❛♥ ❇❧♦❝❦✱ P❡t❡r ◆❡st❧❡r✱ ❚❤♦♠❛s ❖rt♠❛♥♥✱

❍❡✐❦♦ ❆❤r❡♥s✱ ❆♥❞r❡❛s ●rö♥✐♥❣✱ ❋r❛♥❦ ▲❛✇r❡♥③✱ ❋❧♦r✐❛♥ ❇❡r❣✱ ❍❛r♠ ❲✉❧❢✱ ❍❡❜❛ ▼♦❤❛✲

♠❛❞✱ ❘❡♥❦♦ ❑❡♥s❜♦❝❦✱ ❆♥♥❡❦❛tr✐♥ ❙✐❧❧✱ ❙❡❜❛st✐❛♥ ❘✉♥❞❡✱ ❉❛♥✐❡❧ ❍✉♣❡❧✱ ❆♠✐r ❆③✐♥❢❛r✱

❍❛♥s✲❏♦❛❝❤✐♠ ❙❝❤♠✐❞t ✉♥❞ ❋r❛♥❦ ❙❝❤❡✛t❡r✳

❊✐♥ ❜❡s♦♥❞❡r❡r ❉❛♥❦ ❣❡❤t ❛♥ P❡t❡r ◆❡st❧❡r ❢ür ❞✐❡ ❊✐♥✇❡✐s✉♥❣ ✐♥ ❞✐❡ ▼❡t❤♦❞❡ ❞❡r ❊❧✲

❧✐♣s♦♠❡tr✐❡ ✉♥❞ ❢ür ❞✐❡ ❉✉r❝❤❢ü❤r✉♥❣ ❞❡r ❡❧❧✐♣s♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ ▼❡ss✉♥❣❡♥ ③✉r ❇❡st✐♠♠✉♥❣

❞❡r ❙❝❤✐❝❤t♣❛r❛♠❡t❡r ❜❡✐ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ P♦❧②♠❡r✐s❛t✐♦♥s❣r❛❞❡♥ ❞❡r P❉❆❉▼❆ ✉♥❞ P❙❙

▼✉❧t✐s❝❤✐❝❤t❡♥✳ ❩✉sät③❧✐❝❤ ♠ö❝❤t❡ ✐❝❤ ♠✐❝❤ ❜❡✐ ✐❤♠ ❢ür ❞✐❡ t❛t❦rä❢t✐❣❡ ❯♥t❡rstüt③✉♥❣ ❜❡✐

❞❡r P❧❛♥✉♥❣ ✉♥❞ ❉✉r❝❤❢ü❤r✉♥❣ ❞❡r ◆❡✉tr♦♥❡♥r❡✢❡①✐♦♥s♠❡ss✉♥❣❡♥ ❛♠ ❍❩❇ ✐♥ ❇❡r❧✐♥ ❜❡✲

❞❛♥❦❡♥✳

❋ür ❞✐❡ ❊✐♥✇❡✐s✉♥❣ ✐♥ ❞✐❡ ▼❡t❤♦❞❡ ❞❡r ❘ö♥t❣❡♥r❡✢❡①✐♦♥ ✉♥❞ ✐♥ ❞✐❡ Prä♣❛r❛t✐♦♥ ✈♦♥ P♦❧②✲

❡❧❡❦tr♦❧②t♠✉❧t✐s❝❤✐❝❤t❡♥ ❣✐❧t ♠❡✐♥ ❉❛♥❦ ❖❧❛❢ ❙♦❧t✇❡❞❡❧✱ ❞❡r ♠✐❝❤ ❜❡❤✉ts❛♠ ♠✐t ❞❡r ✭✇❡✐✲

❝❤❡♥✮ ▼❛t❡r✐❡ ✈❡rtr❛✉t ♠❛❝❤t❡ ✉♥❞ ♠✐r ❡✐♥❡♥ ❛♥❣❡♥❡❤♠❡♥ ❊✐♥st✐❡❣ ✐♥ ❞❛s ❢ür ♠✐❝❤ ♥❡✉❡

❋♦rs❝❤✉♥❣s❣❡❜✐❡t ❡r♠ö❣❧✐❝❤t❡✳ ❩✉❞❡♠ ❦♦♥♥t❡ ✐❝❤ ✐♠♠❡r ❛✉❢ s❡✐♥❡ ❧❛♥❣❥ä❤r✐❣❡ ❊r❢❛❤r✉♥❣

❜❡✐♠ ❆✉s✇❡rt❡♥ ❞❡r ❘ö♥t❣❡♥❞❛t❡♥ ③✉rü❝❦❣r❡✐❢❡♥ ✉♥❞ ❛✉❝❤ ♥❛❝❤ s❡✐♥❡r ❩❡✐t ❛♥ ❞❡r ❊r♥st✲

▼♦r✐t③✲❆r♥❞t ❯♥✐✈❡rs✐tät st❛♥❞ ❡r ❜❡✐ Pr♦❜❧❡♠❡♥ ♦❞❡r ❘ü❝❦❢r❛❣❡♥ ✐♠♠❡r ③✉r ❱❡r❢ü❣✉♥❣✳

❙❡❧❜st✈❡rstä♥❞❧✐❝❤ ♠ö❝❤t❡ ✐❝❤ ❛♥ ❞✐❡s❡r ❙t❡❧❧❡ ❛✉❝❤ ❞❡♥ ▼✐t❛r❜❡✐t❡r♥ ❞❡s ❍❡❧♠❤♦❧t③✲❩❡♥tr✉♠s

✐♥ ❇❡r❧✐♥ ❜❡❞❛♥❦❡♥✳ ▼❡✐♥❡♠ ❉❛♥❦ ❣✐❧t ③✉♥ä❝❤st ✉♥s❡r❡♥ ❧❛♥❣❥ä❤r✐❣❡♥ ▼❡ss♣❧❛t③❜❡tr❡✉❡r♥

❘❛❧❢ ❑ö❤❧❡r ✉♥❞ ❘♦❧❛♥❞ ❙t❡✐t③✱ ❞✐❡ ✉♥s ♥✐❝❤t ♥✉r ✐♥ ❦♦♠♣❡t❡♥t❡r ✉♥❞ ❤✉♠♦r✈♦❧❧❡r ❆rt ✉♥❞

❲❡✐s❡ ✐♥ ❞❛s ❱✻ ❡✐♥❣❡❛r❜❡✐t❡t✱ s♦♥❞❡r♥ ✉♥s ❛✉❝❤ ❡✐♥✐❣❡ ❚✐♣♣s ✉♥❞ ❚r✐❝❦s ✐♥ ❞❡r ❆✉s✇❡rt✉♥❣
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