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“Essentially, all models are wrong, but some are useful”

George E. P. Box





Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit werden räumlich eindimensionale hydrodynamische Mo-

delle und numerische Verfahren zur theoretischen, computergestützten Beschreibung

von anisothermen Plasmen untersucht und zur Untersuchung anwendungsbezogener

Argonentladungen eingesetzt.

Der Fokus der Arbeit liegt zum einen bei der Entwicklung und dem Vergleich ver-

schiedener hydrodynamischer Modelle zur Beschreibung anisothermer Plasmen und

zum anderen bei der Verbesserung impliziter numerischer Methoden zur Diskretisie-

rung von Mehr-Momenten-Modellen. Neben den häufig zur Modellierung anisother-

mer Plasmen eingesetzten Drift-Diffusionsmodellen, werden insbesondere auch Mehr-

Momenten-Modelle untersucht, deren Herleitung schwächere Annahmen erfordert als

die Herleitung von Drift-Diffusionsmodellen und die somit einen weiteren Anwen-

dungsbereich haben. Es wird ein neuartiger Ansatz zur Herleitung makroskopischer

Bilanzgleichungen für die Elektronen eingeführt, der – wie auch bekannte Zugänge –

auf einer Entwicklung der Geschwindigkeitsverteilungsfunktion der Elektronen nach

Legendre-Polynomen basiert. Ausgehend von der Boltzmann-Gleichung der Elektro-

nen führt der eingeführte Ansatz auf ein makroskopisches Vier-Momenten-Modell,

das Bilanzgleichungen für die Teilchendichte, die Teilchenstromdichte, die Energie-

dichte sowie die Energiestromdichte der Elektronen umfasst. Mit zusätzlichen Annah-

men führt dieser Zugang auf ein Drei-Momenten-Modell bzw. ein Drift-Diffusions-

modell, die sich beide von entsprechenden konventionellen Modellen unterscheiden.

Die Ionen und metastabilen Atome werden mit bekannten Mehr-Momenten-Modellen

bzw. Drift-Diffusionsmodellen beschrieben. Für die Dichten der angeregten, nichtme-

tastabilen Neutralteilchen werden Ratengleichungen gelöst. Das elektrische Feld wird

selbstkonsistent durch Lösung der Poisson-Gleichung bestimmt.

Zur numerischen Lösung der nichtlinear gekoppelten Systeme partieller Differen-

zialgleichungen werden, neben bekannten Finite-Differenzen-Verfahren, stabilisierte

Flux-Corrected-Transport (FCT) Verfahren zur Diskretisierung der Mehr-Momenten-

Modelle eingesetzt und untersucht. Es wird ein neues implizites Finite-Differen-

zen-FCT-Verfahren entwickelt und ein verbessertes implizites Finite-Elemente-FCT-

Verfahren eingeführt. Des Weiteren wird eine Anpassung des exponentiellen Diffe-
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renzenverfahrens nach Scharfetter und Gummel zur Diskretisierung des neuen Drift-

Diffusionsmodells vorgenommen. Der Vergleich der FCT-Verfahren am Beispiel einer

anomalen Glimmentladung in Argon zeigt, dass die neu eingeführten FCT-Verfahren

den bekannten Verfahren überlegen sind. Insbesondere werden bei anderen FCT-

Verfahren gelegentlich auftretende unphysikalische Artefakte in den numerischen Lö-

sungen vermieden. Weiterhin wird verdeutlicht, dass FCT-Verfahren nicht zur Be-

schreibung jeder Entladungssituation geeignet sind und z. B. RF-Entladungen besser

mit herkömmlichen Upwind-Verfahren beschrieben werden.

Der Vergleich der neuen Modellansätze zur Beschreibung der Elektronen mit kon-

ventionellen Modellen verdeutlicht, dass die neuen Modelle den konventionellen in Be-

zug auf die Genauigkeit überlegen sind und eine verbesserte Beschreibung des nicht-

lokalen Energietransports ermöglichen. Insbesondere der neue Drift-Diffusionsansatz

hat sich sowohl zur Beschreibung von Niederdruck- als auch von Atmosphärendruck-

entladungen etabliert.

Die entwickelten Modelle und Verfahren werden zur Beschreibung einer RF-Ent-

ladung bei Niederdruck, einer gepulsten Atmosphärendruckentladung sowie einer di-

elektrisch behinderten Entladungen bei Atmosphärendruck eingesetzt. Die Untersu-

chung der RF-Entladung zeigt, dass im Plasmabulk die Stufenionisation im Wesent-

lichen für die Elektronenproduktion verantwortlich ist, wogegen in der Plasmarand-

schicht die Grundzustandsionisation dominiert.

Mittels einer Analyse des Energiehaushalts der gepulsten Atmosphärendruckentla-

dung wird herausgestellt, dass im Entladungsvolumen die Energiebilanz der Elektro-

nen von unelastischen und superelastischen Stößen der Elektronen mit Neutralteil-

chen der oberen Energieniveaus dominiert wird und dagegen im Kathodengebiet die

Joulesche Heizung im Wesentlichen für den Energiegewinn der Elektronen verant-

wortlich ist. Die Ähnlichkeitsparameter der gepulsten Atmosphärendruckentladung

sind in grober Übereinstimmung mit Werten aus der Literatur.

Weiterhin wird untersucht, welche grundlegenden Prozesse zu experimentell beob-

achteten Schichtstrukturen in der dielektrisch behinderten Argonentladung führen.

Dazu wird eine detaillierten Analyse des Entladungsverhaltens durchgeführt und ge-

zeigt, dass die hohe Dichte metastabiler Atome während der gesamten quasiperiodi-

schen Entwicklung für die auftretenden Entladungsphänomene verantwortlich ist. Es

wird festgestellt, dass die Strom-Spannungscharakteristik der dielektrisch behinder-

ten Entladung sensitiv von den Chemo-Ionisationsprozessen abhängig ist.
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Notation

Abkürzungen

0D / 1D / 2D / 3D Null- / Ein- / Zwei- / Dreidimensional

CFL-Zahl / -Bedingung Courant-Friedrichs-Lewy-Zahl / -Bedingung

DBE Dielektrisch behinderte Entladung

FCT Flux-Corrected Transport

FDM Finite-Differenzen-Methode

FEM Finite-Elemente-Methode

LFA Lokale Feldnäherung

LMEA Lokale mittlere Energienäherung

PID Proportional-Integral-Derivative

RF Radiofrequenz

Indizes

e Elektronen

i Ionen

m Metastabile Teilchen

n Neutralteilchen (ohne metastabile Teilchen)

h Schwerteilchen der Spezies i, m und n

s Teilchen der Spezies e und h

Physikalische Konstanten

Symbol Wert Einheit (SI) Beschreibung

e0 1.60217646× 10−19 C Elementarladung

ε0 8.85418782× 10−12 F/m Elektrische Feldkonstante

kB 1.38065× 10−23 J/K Boltzmann-Konstante

me 9.10938215× 10−31 kg Elektronenmasse
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Bezeichnung physikalischer Größen

A Elektrodenfläche

bs Beweglichkeit der Spezies s

b̃s Beweglichkeit der Elektronenenergie

cs Schallgeschwindigkeit der Spezies s

Ds Diffusionskoeffizient der Spezies s

D̃e Energiediffusionskoeffizient der Elektronen

D Dicke des Dielektrikums

d Elektrodenabstand

E Elektrisches Feld

ε Mittlere Energie der Elektronen

εγ Mittlere Energie der Sekundärelektronen

εD Permittivität des Dielektrikums

f Frequenz

fs Geschwindigkeitsverteilungsfunktion der Spezies s

fl l-ter Entwicklungskoeffizient der Geschwindigkeitsverteilungsfunktion

Γs Teilchenstromdichte der Spezies s

Φ Elektrisches Potenzial

γ Sekundärelektronenemissionskoeffizient

Id Entladungsstrom

J Gesamtteilchenstromdichte

k Ratenkoeffizient

L Charakteristische Länge

ms Masse der Spezies s

N Grundgasdichte

ns Teilchendichte der Spezies s

νs Impulsübertragungsfrequenz der Spezies s

ωs Plasmafrequenz der Spezies s

p Gasdruck

ps Druck der Spezies s

Qs Energiestromdichte der Spezies s

q̇s Wärmestromdichte der Spezies s
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Notation

qs Ladung der Spezies s

Ss Quellterm der Spezies s

Se Quellterm der Energiebilanz der Elektronen

σ Elektrische Leitfähigkeit des Plasmas

t Zeit

T Periodenlänge

U Kinetische Energie

U0 Spannung an der gespeisten Elektrode

Ud Entladungsspannung

Um Speicherspannung

V0 Spannungsamplitude

r = (x, y, z), Ortsvektor im R
3

v = (vx, vy, vz), Geschwindigkeitsvektor im R
3

v̄s Mittlere Geschwindigkeit der Spezies s

vth,s Thermische Geschwindigkeit der Spezies s

ws Energiedichte der Spezies s

Tg Schwerteilchentemperatur

Ts Temperatur der Spezies s

τΦ Einschaltzeit für die Spannung

τM Maxwellsche Relaxationszeit

Operatoren

∂t Partielle Ableitung bezüglich t

∂x Partielle Ableitung bezüglich x

∇ = (∂x, ∂y, ∂z) Gradient bezüglich des Ortes

∇v = (∂vx , ∂vy , ∂vz) Gradient bezüglich der Geschwindigkeit

〈g〉 Mittelung von g über den Geschwindigkeitsraum

Ja, b, . . .K = max{a, b, . . . }
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1 Einleitung

Plasma – ein (teilweise) ionisiertes Gas – ist sowohl in der Natur als auch in vielen

technischen Geräten anzutreffen. Typische Beispiele für das natürliche Vorkommen

von Plasmen sind Polarlichter und die Sonne. Grundsätzlich muss zwischen Nieder-

temperaturplasmen (≈ 300–1000 K) und Hochtemperaturplasmen (≈ 108 K) unter-

schieden werden. Erstere stehen im Fokus dieser Arbeit und finden vorwiegend in

technischen Geräten Anwendung [1–5]. Ein wichtiges Einsatzgebiet von Hochtempe-

raturplasmen ist die Energieerzeugung in Fusionsreaktoren.

Die hier betrachteten anisothermen Niedertemperaturplasmen sind dadurch cha-

rakterisiert, dass die mittlere Energie der Elektronen signifikant größer ist als die

Temperatur der Schwerteilchen. Die mittlere Energie der Elektronen liegt in der

Größenordnung 1–10 eV (≈ 5 × 103–105 K), während die Schwerteilchentemperatur

typischerweise etwa 300 K beträgt. Anisotherme Plasmen dieser Art werden insbe-

sondere dann eingesetzt, wenn hohe Gastemperaturen vermieden werden müssen, wie

z. B. bei der Lichttechnik oder der Funktionalisierung von Oberflächen.

Ziel der Modellierung von Entladungsplasmen ist es, das raumzeitliche Verhal-

ten von Gasentladungen theoretisch zu beschreiben, um ergänzend zu experimentel-

len Versuchen physikalische Prozesse detailliert studieren zu können. In den letzten

Jahrzehnten wurde die Plasmamodellierung insbesondere auch unterstützend bei der

Entwicklung und Optimierung technischer Produkte eingesetzt. Mit Hilfe eines va-

lidierten Modells können umfangreiche Parameterstudien durchgeführt werden, die

zur Senkung von Entwicklungs- und Produktionskosten sowie zur Qualitätsverbesse-

rung beitragen können. Modelle zur theoretischen Beschreibung von Plasmen können

kategorisiert werden in [6–10]

• hydrodynamische Modelle1, bei denen jede berücksichtigte Spezies, wie Elek-

tronen, Ionen und Neutralteilchen, als Flüssigkeit beschrieben wird,

• kinetische Modelle, bei denen durch das Lösen kinetischer Gleichungen die Ver-

teilungsfunktionen aller relevanten Spezies bestimmt werden bzw. die Bewe-

1Hydrodynamische Modelle werden auch als Fluid-Modelle bezeichnet.
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1 Einleitung

gung einzelner Teilchen oder Teilchengruppen mittels Teilchenmethoden simu-

liert wird und

• sogenannte Hybrid-Modelle, bei denen diese beiden Ansätze kombiniert werden.

Der Vorteil hydrodynamischer Modelle gegenüber kinetischen Modellen ist, dass die-

se bei der Computersimulation vergleichsweise kurze Rechenzeiten erfordern. Jedoch

müssen bei der Modellbildung gewisse Annahmen getroffen werden, da die Betrach-

tung der Momente einer kinetischen Gleichung ein unendliches System hydrody-

namischer Gleichungen liefert, welches auf eine endliche Zahl von Gleichungen re-

duziert werden muss. Unter der Annahme, dass die Schwerteilchentemperatur be-

kannt ist, müssen zur Beschreibung der Schwerteilchen nur die ersten zwei Momente

(Teilchen- und Impulsbilanz) betrachtet werden. Die Elektronen bestimmen wesent-

lich den nichtlokalen2 Energietransport [11], so dass eine weitere Momentengleichung

(Energiebilanz) berücksichtigt werden sollte. Im Gegensatz dazu ist bei kinetischen

Modellen keine A-priori-Näherung erforderlich. Hybrid-Modelle versuchen die Vor-

teile beider Ansätze zu nutzen, indem z. B. Schwerteilchen und langsame Elektronen

mittels Fluid-Modellen und die schnellen Elektronen, deren totale Energie3 größer

als die Energieschwelle für unelastische Stöße ist, mit Hilfe eines kinetischen Modells

beschrieben werden [12–18]. In anderen Hybrid-Modellen werden die Transportkoef-

fizienten der Elektronen und die Ratenkoeffizienten der Elektronenstoßprozesse kine-

tisch bestimmt und zur Beschreibung der Schwerteilchen Fluid-Modelle eingesetzt [7].

Kinetische oder Hybrid-Modelle sollten insbesondere dann eingesetzt werden, wenn

die Geschwindigkeitsverteilungsfunktion der Elektronen stark von einer Gleichge-

wichtsverteilung abweicht und nichtlokale Effekte eine wesentliche Rolle spielen. Hy-

drodynamische Modelle eignen sich insbesondere zur Modellierung von Plasmen bei

moderaten und hohen Drücken, wenn die charakteristische Dimension des Systems

größer ist als die Energierelaxationslänge der Elektronen [19].

In dieser Arbeit werden hydrodynamische Modelle zur theoretischen Beschrei-

bung anisothermer Entladungsplasmen untersucht und angewendet. Einleitend wer-

den hierzu im Folgenden unter anderem einige wichtige Bemerkungen bezüglich der

Formulierung adäquater Modellgleichungen zusammengefasst. Zudem wird der aktu-

elle Stand der Forschung skizziert und es werden die Zielsetzung und die Strukturie-

rung der Arbeit motiviert.

2Der Ausdruck nichtlokal meint in diesem Zusammenhang, dass die Energieverteilungsfunktion
der Elektronen in einem Ortspunkt nicht nur von den lokalen Energiegewinn- und Energiever-
lustprozessen, sondern auch maßgeblich durch Energietransportprozesse beeinflusst wird.

3Die Summe der kinetischen Energie und der Potenzialenergie wird als totale Energie bezeichnet.
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Der grundlegende Ansatz hydrodynamischer Modelle besteht darin, geladene Teil-

chen und Neutralteilchen als Flüssigkeiten zu beschreiben, die in einem neutralen

Hintergrundgas transportiert werden. Zur Beschreibung des raumzeitlichen Verhal-

tens eines Plasmas werden für alle relevanten Spezies hydrodynamische Transportglei-

chungen gelöst. Für die Herleitung der Transportgleichungen werden die ersten Ge-

schwindigkeitsmomente einer kinetischen Gleichung – hier der Boltzmann-Gleichung4

– bestimmt, indem die kinetische Gleichung mit Potenzen der Geschwindigkeit mul-

tipliziert und über den Geschwindigkeitsraum integriert wird. Obgleich der analogen

Beschreibung von Plasmen und Flüssigkeiten gibt es zwei wesentliche Unterschie-

de, die bei der Modellierung berücksichtigt werden müssen. Zum einen ist Plasma

ein reaktives Medium, in dem Teilchen aufgrund von Stoß-, Strahlungs- und Wand-

wechselwirkungsprozessen erzeugt und vernichtet werden. Zum anderen bildet sich

aufgrund unterschiedlicher Transporteigenschaften der geladenen Teilchen beim Zün-

den einer Entladung ein Raumladungsfeld aus. Dieses hat einen wesentlichen Einfluss

auf die raumzeitliche Variation der Lösungsgrößen. Um das Raumladungsfeld in Ab-

hängigkeit von der Raumladungsdichte selbstkonsistent zu bestimmen, wird meist die

Poisson-Gleichung für das elektrische Potenzial gelöst. Derartige Modelle, bei denen

die Poisson-Gleichung gekoppelt mit den Fluid-Gleichungen gelöst wird, werden im

Folgenden als Fluid-Poisson-Modelle bezeichnet.

Eine hydrodynamische Beschreibung von Entladungsplasmen ist gerechtfertigt,

wenn die sogenannte Knudsen-Zahl5 Kn = le/L deutlich kleiner als Eins ist [20].

Die Knudsen-Zahl beschreibt das Verhältnis der mittleren freien Weglänge der Elek-

tronen le zu der charakteristischen Dimension L des Reaktors. Ist die Bedingung

le ≪ L verletzt, sollten die Resultate von Fluid-Modellen besonders kritisch betrach-

tet werden. Eine Übersicht über die Grenzen und typische Einsatzbereiche von Fluid-,

Hybrid- und kinetischen Modellen in Abhängigkeit von der Reaktorgröße und dem

Gasdruck ist in Abbildung 1.1 dargestellt.

Abhängig von der Frequenz, mit der sich das elektrische Feld ändert, können

hydrodynamische Zwei- bzw. Drei-Momenten-Modelle weiter vereinfacht werden. Ist

die Impulsübertragungsfrequenz einer Spezies wesentlich größer als die Feldände-

rungsfrequenz, kann die zugehörige Teilchenstromdichte quasistationär beschrieben

werden [21]. Dieser Ansatz wird als Drift-Diffusionsnäherung bezeichnet [22]. Häu-

fig wird sowohl zur Beschreibung der Schwerteilchen als auch der Elektronen die

Drift-Diffusionsnäherung verwendet [22–43]. Weiterhin finden insbesondere zur Mo-

4Die Boltzmann-Gleichung ist benannt nach Ludwig E. Boltzmann (1844–1906).
5Die Knudsen-Zahl ist benannt nach Martin H. Chr. Knudsen (1871–1949).
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Abbildung 1.1: Übersicht über Grenzen und Einsatzbereiche von Fluid-, Hybrid- und ki-
netischen Modellen in Anlehnung an Kolobov [19]. Es ist L: charakteristische Dimension
des Reaktors, λ: mittlere freie Weglänge, λε: Energierelaxationslänge, ICP: Inductively
Coupled Plasma, CCP: Capacitively Coupled Plasma, DC: Direct Current, ECR: Electron
Cyclotron Resonance, MEMS: Microelectromechanical Systems.

dellierung von RF-Entladungen Modelle Anwendung, in denen die zeitliche Änderung

der Schwerteilchenstromdichte berücksichtigt wird, die Elektronen aber mittels der

Drift-Diffusionsnäherung beschrieben werden [44–48]. Die Teilchenstromdichte der

Elektronen wird im Allgemeinen nur zur Modellierung von RF-Entladungen bei klei-

nem Gasdruck (p ≈ 1 Pa) zeitabhängig beschrieben [49–54].

Da die Elektronen wesentlich das Entladungsverhalten bestimmen, müssen die

Transportkoeffizienten der Elektronen und die Ratenkoeffizienten der Elektronenstoß-

prozesse möglichst exakt bestimmt werden. Hierzu wird üblicherweise die stationäre

Boltzmann-Gleichung für vorgegebene räumlich homogene elektrische Felder gelöst

und die resultierenden Koeffizienten als Funktion der mittleren Elektronenenergie ta-

bellarisch bereitgestellt [55]. Dieser Ansatz wird als lokale mittlere Energienäherung

(LMEA) bezeichnet und in vielen Fluid-Modellen verwendet [11, 20, 27, 33, 35, 37,

43, 49, 51, 56–67]. Gelegentlich kommen erweiterte Ansätze zum Einsatz, in denen

zusätzlich z. B. die Abhängigkeit der Koeffizienten von der Dichte metastabiler Ato-

me [37] oder der Gastemperatur und dem Ionisationsgrad [67] berücksichtigt wird.

Vor Einführung der LMEA wurden die Koeffizienten in der Regel als Funktion

der reduzierten elektrischen Feldstärke tabellarisiert [25, 26, 68, 69]. Dieser Ansatz

wird als lokale Feldnäherung (LFA) bezeichnet und beinhaltet die Annahme, dass zu

jedem Zeitpunkt der Entladung der Energiegewinn der Elektronen aus dem elektri-
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schen Feld exakt kompensiert wird durch den Energieverlust in Stoßprozessen [11].

Weitere Ansätze, wie die Bestimmung von Transportkoeffizienten in Abhängigkeit

von der Driftgeschwindigkeit und Leistungsaufnahme, werden unter anderem in [70]

diskutiert. Heute wird die LFA insbesondere noch bei der Modellierung von Strea-

merentladungen eingesetzt [39, 71–74]. Die Gültigkeit der LFA ist dann gewährleistet,

wenn die Stoßfrequenz der Elektronen groß genug ist, um die Annahme eines lokalen

Gleichgewichts der Elektronen mit dem elektrischen Feld zu rechtfertigen und die

Relaxationslänge der Elektronen groß gegenüber der räumlichen Änderungsrate des

elektrischen Feldes ist [75, 76]. Diese Voraussetzung ist jedoch in der Regel zumindest

im Kathodengebiet nicht erfüllt und die mittels der LFA bestimmten Transportko-

effizienten zeigen dort ein unphysikalisches Verhalten [18, 66, 76]. Ein detaillierter

Vergleich der lokalen Feldnäherung mit der lokalen mittleren Energienäherung für

Argon- und Sauerstoffplasmen bei Gasdrücken von 50–2500 Pa hat gezeigt, dass die

LMEA sowohl zur Beschreibung von Gleichspannungsentladungen als auch von RF-

Entladungen besser geeignet ist [66].

Ein aktueller Gegenstand der Plasmaforschung sind Atmosphärendruckplasmen [77,

78]. Diese finden zunehmend in vielen technischen Anwendungen Verwendung, wie

z. B. bei der Behandlung von Oberflächen [79–83], in der Lichttechnik [1, 64], bei der

Ozonerzeugung [84, 85] und in der Plasmamedizin [47, 86–89]. Da die Feldänderungs-

frequenz in den meisten Atmosphärendruckplasmaquellen wesentlich kleiner als die

Impulsübertragungsfrequenzen der geladenen und neutralen Teilchen im Plasma ist,

werden bei der anwendungsbezogenen Modellierung in der Regel Drift-Diffusionsmo-

delle basierend auf der LMEA eingesetzt [38, 85, 90–93]. Seltener findet die LFA zur

Bestimmung der Transport- und Ratenkoeffizienten Anwendung [73, 94–96]. Gele-

gentlich werden kinetische Modelle zur Beschreibung von Atmosphärendruckplasmen

verwendet [97–99].

Werden im Drift-Diffusionsansatz die konsistent aus der Lösung der stationären

Boltzmann-Gleichung im Rahmen der LMEA als Funktion der mittleren Energie be-

reitgestellten Transportkoeffizienten für die Teilchendichte und die Energiedichte der

Elektronen verwendet [66],[55], kann in vielen Fällen das raumzeitliche Verhalten des

Entladungsprozesses numerisch nicht beschrieben werden. Es treten unphysikalische

Lösungssituationen auf, die zu einem Abbruch der Modellrechnungen führen. Dies

scheint der Grund dafür zu sein, dass insbesondere bei der Modellierung komplexer

Entladungsverhalten im Allgemeinen die Energietransportkoeffizienten der Elektro-

nen unter vereinfachenden Annahmen bestimmt werden [28, 100, 101]. Es ist an-
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zumerken, dass dem Autor keine detaillierte Diskussion des Einflusses dieser ver-

einfachenden Annahmen bekannt ist. Im Rahmen dieser Arbeit werden am Beispiel

ausgewählter Entladungssituationen Vergleiche durchgeführt und mögliche Ursachen

der Probleme aufgezeigt. Des Weiteren wird für den hier betrachteten Fall räumlich

eindimensionaler Entladungsmodelle ein neuartiger Modellansatz vorgeschlagen, bei

dem die genannten Probleme nicht auftreten.

Aufgrund der Komplexität von Fluid-Modellen müssen im Allgemeinen numerische

Methoden verwendet werden, um diese zu lösen. Nur für stark vereinfachte Modelle,

in denen Nichtlinearitäten vernachlässigt und die Koeffizienten als konstant angenom-

men werden, können analytische Lösungen gefunden werden [63, 102, 103]. Bei der

Diskretisierung der Modellgleichungen kommen sowohl klassische Finite-Differenzen-

Methoden (FDM) [22, 46, 52, 104] und Finite-Elemente-Methoden (FEM) [28, 32,

33, 35, 50] als auch moderne Verfahren höherer Ordnung, wie beispielsweise ENO6-

Verfahren [53, 54], FCT7-Verfahren [105–121] und TVD8-Verfahren [122, 123] zum

Einsatz. Klassische Diskretisierungsverfahren unterliegen der Beschränkung, dass ei-

ne sehr feine räumliche Auflösung verwendet werden muss, um hinreichend genaue

Lösungen zu erreichen. Dieser Nachteil wird von modernen Verfahren umgangen, in-

dem nichtlineare Ansätze verfolgt werden.

Zielsetzung dieser Arbeit ist zum einen die Umsetzung und der Vergleich verschiede-

ner hydrodynamischer Modelle zur Beschreibung anisothermer Plasmen, wobei außer

Drift-Diffusionsmodellen insbesondere auch ein Zwei-Momenten-Modell zur Beschrei-

bung der Schwerteilchen gekoppelt mit einem Drei-Momenten-Modell zur Beschrei-

bung der Elektronen untersucht werden sollen. Anders als bei den weitaus häufiger

eingesetzten Drift-Diffusionsmodellen wird bei diesen Mehr-Momenten-Modellen die

Zeitableitung in der Bilanzgleichung für die Teilchenstromdichte nicht vernachlässigt.

Mehr-Momenten-Modelle werden bei der Modellierung von Plasmen bei niedrigen

Drücken und von Hochfrequenzentladungen benötigt, wenn die Feldänderungsfre-

quenz in der gleichen Größenordnung oder größer als die Impulsübertragungsfrequenz

der Teilchen ist. Zum anderen sollen numerische Methoden zur Diskretisierung von

Mehr-Momenten-Modellen verglichen, bewertet und verbessert werden. Dabei sollen

implizite Methoden eingesetzt werden, um die restriktiven Stabilitätsbedingungen

expliziter Verfahren an die Zeitschrittweite zu umgehen. Die entwickelten Methoden

6ENO = Essentially Non-Oscillatory
7FCT = Flux-Corrected Transport
8TVD = Total Variation Diminishing
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und Verfahren sollen zur theoretischen Beschreibung anwendungsbezogener Argon-

plasmen eingesetzt werden.

Die Herleitung allgemeiner Momentengleichungen und die Einführung eines neuen

Modellansatzes erfolgt in dem Kapitel 2. Um die Systeme nichtlinear gekoppelter

partieller Differenzialgleichungen mit geeigneten Randbedingungen abschließen zu

können und um eine adäquate numerische Beschreibung zu ermöglichen, werden die

Differenzialgleichungssysteme in dem Kapitel 3 klassifiziert. Die verwendeten Rand-

bedingungen werden in dem Kapitel 4 angegeben. Anschließend werden in dem Ka-

pitel 5 numerische Verfahren zur Diskretisierung der Modellgleichungen vorgestellt,

wobei insbesondere auf FCT-Verfahren eingegangen wird. Es wird ein neues implizi-

tes FDM-basiertes FCT-Verfahren eingeführt und ein Ansatz zur Verbesserung eines

impliziten FEM-basierten FCT-Verfahrens vorgeschlagen. Der Vergleich und die Be-

wertung der hergeleiteten Modelle und numerischen Verfahren erfolgt in dem Kapi-

tel 6 am Beispiel einer anomalen Glimmentladung in Argon bei Niederdruck. Darüber

hinaus werden in dem Kapitel 6 anwendungsbezogene Entladungssituationen sowohl

bei Niederdruck als auch bei Atmosphärendruck modelliert. Dabei liegt der Schwer-

punkt auf der Analyse des Verhaltens von Mikroentladungen in einer dielektrisch

behinderten Entladung in Argon.
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2 Herleitung der Modellgleichungen

Die Auswahl eines adäquaten theoretischen Modells zur Beschreibung von Gasent-

ladungen erfordert die Kenntnis der physikalischen Effekte, die für die betrachtete

Entladungssituation relevant sind. Dazu zählen sowohl Oberflächenprozesse, wie z. B.

die Sekundärelektronenemission, als auch Volumenprozesse. Aus diesem Grund wer-

den in diesem Kapitel zunächst einige grundlegende Eigenschaften der wichtigsten

Entladungstypen zusammengefasst. Dabei wird in Anlehnung an [124] vorgegangen.

Prinzipiell muss zwischen selbsterhaltenden und nichtselbsterhaltenden Entladun-

gen unterschieden werden. Letztere können nur mit Hilfsmitteln, wie z. B. einer ex-

ternen Aufheizung der Kathode oder externen Ionisationsquellen, fortbestehen und

sind nicht Gegenstand dieser Arbeit. Selbsterhaltende Entladungen können auf unter-

schiedliche Weise gezündet werden. Häufig werden Gleichspannungsquellen, kapazitiv

oder induktiv gekoppelte RF-Spannungen und Mikrowellen verwendet. Insbesondere

in modernen Anwendungen kommen dielektrisch behinderte Entladungen zum Ein-

satz, die in der Regel mit Frequenzen im Kilohertzbereich betrieben werden.

Gleichspannungsentladungen zwischen zwei Elektroden werden basierend auf ihrer

Strom-Spannungscharakteristik klassifiziert [124, 125]. Abbildung 2.1 zeigt die qua-

litative Abhängigkeit der Zündspannung von dem Entladungsstrom. In dem Bereich

Strom
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Abbildung 2.1: Strom-Spannungscharakteristik für Gleichspannungsentladungen, die zwi-
schen zwei Elektroden gezündet werden nach Raizer [124]

AB treten ausschließlich nichtselbsterhaltende Entladungen auf. Ist die Zündspan-

nung erreicht, kommt es zu einer Townsend-Entladung1 – einer Dunkelentladung, die

1Die Townsend-Entladung ist benannt nach John S. E. Townsend (1868–1957).
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bei sehr kleinem Strom I ≈ 10−10–10−5 A brennt. Bei der Townsend-Entladung wird

eine kleine Anzahl freier Elektronen durch das elektrische Feld beschleunigt, so dass

es zu einer schwachen Leitfähigkeit des Gases kommt. Bei höherem Strom treten in

dem Bereich DE sogenannte normale Glimmentladungen auf. Diese sind dadurch

charakterisiert, dass bei einer Änderung des Entladungsstroms die Stromdichte auf

der Kathode gleich bleibt und sich lediglich die Fläche ändert, durch die der Strom

fließt. Ist die gesamte Elektrodenfläche belegt, steigt der Strom bei wachsender Span-

nung an (Bereich EF ) und es kommt zu einer anomalen Glimmentladung. Aufgrund

der stark steigenden Stromdichte erhitzt sich die Kathode bei einer weiteren Erhö-

hung der Spannung. Dieser Effekt hat schließlich den Übergang FG von einer Glimm-

zu einer Bogenentladung zur Folge. Bogenentladungen sind durch einen hohen Strom

I > 1 A bei geringen Spannungen von einigen 10 V charakterisiert. Glimmentladun-

gen und Bogenentladungen unterscheiden sich insbesondere in zwei Punkten. Zum

einen werden bei Glimmentladungen durch einschlagende Ionen Elektronen aus der

Kathode herausgelöst, wogegen bei Bogenentladungen die thermische Emission von

Elektronen eine wesentliche Rolle spielt. Zum anderen sind Glimmentladungen aniso-

therm, wogegen sich Bogenentladungen in der Regel im thermodynamischen Gleich-

gewicht befinden. Die im Rahmen dieser Arbeit untersuchten Entladungsplasmen

können als Glimmentladungen klassifiziert werden bzw. zeigen charakteristische Ei-

genschaften einer Glimmentladung.

In dieser Arbeit wird ein hydrodynamischer Ansatz zur Modellierung von anisother-

men Entladungsplasmen verfolgt. Ausgehend von einer kinetischen Gleichung werden

Bilanzgleichungen für makroskopische Größen abgeleitet und diese anstelle der kine-

tischen Gleichung gelöst. Bei der Herleitung der Bilanzgleichungen müssen gewisse

Annahmen getroffen werden, um ein geschlossenes, lösbares System zu erhalten. In

dem Abschnitt 2.1 werden die hier verwendeten Annahmen diskutiert und allgemeine

Bilanzgleichungen zur Beschreibung der Elektronen und der Schwerteilchen in einem

anisothermen Plasma vorgestellt. Auf die Bestimmung des elektrischen Feldes, das

aufgrund der extern angelegten Spannung und des Raumladungspotenzials bei der

Modellierung zu berücksichtigen ist, wird in Abschnitt 2.2 eingegangen.

Nach Einführung der allgemeinen Momentengleichungen wird in Abschnitt 2.3 auf

Fluid-Modelle eingegangen, die auf der hier verwendeten räumlich eindimensionalen

Plasmabeschreibung basieren. Insbesondere werden Probleme, die bei konventionel-

len Modellen auftreten können, diskutiert und alternative Ansätze vorgeschlagen.
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2 Herleitung der Modellgleichungen

2.1 Hydrodynamische Bilanzgleichungen

In einem Gas mit Ns Komponenten genügt die Geschwindigkeitsverteilungsfunktion

fs(r,v, t) jeder Spezies s der Boltzmann-Gleichung [126, 127]

∂tfs + v · ∇fs + F s/ms · ∇vfs =
Ns∑

i=1

dfs

dt

∣
∣
∣
∣
∣

(s,i)

col

. (2.1)

In dieser Gleichung ist r = (x, y, z) ∈ R
3 ein Ortspunkt und v = (vx, vy, vz) ∈

R
3 die Geschwindigkeit. Der Vektor F s = qs(E + v × B), mit dem elektrischen

Feld E und der magnetischen Flussdichte B, bezeichnet die Lorentzkraft2, die auf

Teilchen der Spezies s mit der elektrischen Ladung qs und der Masse ms wirkt. Die

Geschwindigkeitsverteilungsfunktion fs ist so definiert, dass die Anzahl der Teilchen

der Spezies s, die sich zum Zeitpunkt t in dem Volumenelement dr = dx dy dz um

r und dem Geschwindigkeitsbereich dv = dvx dvy dvz um v aufhalten, gegeben ist

mit fs(r,v, t) dr dv. Das heißt, zum Zeitpunkt t ist die Teilchendichte ns(r, t) der

Spezies s im Punkt r gegeben durch

ns(r, t) =
∫

fs(r,v, t) dv . (2.2)

Der Term dfs/dt|(s,i)
col in Gleichung (2.1) beschreibt die Änderungsrate von fs durch

Stöße mit der i-ten Spezies. Hier und im Folgenden sind Volumenintegrale der Form

∫

. . . dv =
∫∫∫

. . . dvx dvy dvz (2.3)

als Integrale über den gesamten Geschwindigkeitsraum zu verstehen, sofern nichts

anderes angegeben ist.

Im Folgenden wird die magnetische Kraftkomponente vernachlässigt, so dass F s =

qsE ist. Die Änderung der Verteilungsfunktion durch elastische, unelastische und su-

perelastische Stöße mit Schwerteilchen der Spezies h wird durch Stoßintegrale Cel
h (fs)

und C in
h,r(fs) beschrieben. Es wird somit die kinetische Gleichung

∂tfs + v · ∇fs +
qs

ms

E · ∇vfs =
∑

h

(

Cel
h (fs) +

∑

r

C in
h,r(fs)

)

(2.4)

betrachtet. Um ausgehend von dieser Gleichung hydrodynamische Bilanzgleichungen

2Die Lorentzkraft ist benannt nach Hendrik A. Lorentz (1853–1928). In der Literatur wird gele-
gentlich auch nur die magnetische Komponente als Lorentzkraft bezeichnet.
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2.1 Hydrodynamische Bilanzgleichungen

für makroskopische Größen – sogenannte Momente – abzuleiten, werden Mittelungen

über die Geschwindigkeit v von skalaren Funktionen Θ = Θ(v) der Form

〈Θ〉s :=
∫

Θfs dv

/∫

fs dv =
1

ns

∫

Θfs dv (2.5)

betrachtet. Wird die Gleichung (2.4) mit Θ multipliziert und über den Geschwindig-

keitsraum integriert, resultiert nach geschickter Umformung (vgl. Anhang B.1) der

Ausdruck

∂t

(

ns〈Θ〉s
)

+∇ ·
(

ns〈Θv〉s
)

− ns
qs

ms

〈E · ∇vΘ〉s

=
∫

Θ
∑

h

(

Cel
h (fs) +

∑

r

C in
h,r(fs)

)

dv . (2.6)

Diese Gleichung beschreibt für Θ = 1 das raumzeitliche Verhalten der Teilchendichte

ns (Moment nullter Ordnung), für Θ = vk das raumzeitliche Verhalten der Teilchen-

stromdichten Γk,s = ns〈vk〉s in Richtung k = x, y, z (Momente erster Ordnung) und

für Θ = msv
2/2 das raumzeitliche Verhalten der Energiedichte ws = nsms〈v2〉s/2

(Moment zweiter Ordnung). Ausgehend von der allgemeinen Momentengleichung

(2.6) werden im Folgenden für alle relevanten Spezies Bilanzgleichungen hergelei-

tet, die für die betrachteten Entladungsplasmen eine hinreichend genaue Beschrei-

bung des raumzeitlichen Verhaltens ermöglichen. Es sei darauf hingewiesen, dass jede

Momentengleichung ein Moment höherer Ordnung enthält und geeignete Annahmen

zum Abschluss des Systems getroffen werden müssen. Mögliche Ansätze werden z. B.

in Robson et al. [103, 128] diskutiert. Die im Rahmen dieser Arbeit vorausgesetz-

ten Annahmen werden folgend bei der Diskussion der jeweiligen Momentengleichung

genannt.

2.1.1 Bilanzgleichungen für die Elektronen

Einleitend wurde bemerkt, dass für eine korrekte Beschreibung der Elektronen, zu-

sätzlich zu der Teilchendichte und der Teilchenstromdichte, auch die Energiedichte

bilanziert werden muss. Für diese drei Erhaltungsgrößen wird nun ein geeignetes

System partieller Differenzialgleichungen hergeleitet.
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2 Herleitung der Modellgleichungen

Bilanzierung der Teilchendichte

Wird die Funktion Θ = 1 in die Gleichung (2.6) eingesetzt, resultiert unmittelbar die

Kontinuitätsgleichung für die Teilchendichte ne(r, t) der Elektronen

∂tne +∇ · Γe = Se . (2.7)

Diese Gleichung beschreibt die zeitliche Änderung der Elektronendichte (Term ∂tne)

in einem Punkt r infolge von ein- und ausströmenden Teilchen (Term ∇ · Γe) sowie

durch Teilchenstöße (Term Se) in diesem Punkt. Die rechte Seite der Gleichung (2.7)

kann bei geeigneter Bestimmung von Ratenkoeffizienten k (vgl. Anhang B.5) ge-

schrieben werden als

Se =
∑

r∈Rg
e

krge,r

Ns∏

i=1

n
βi,r

i

︸ ︷︷ ︸

Gewinnprozesse

−
∑

r∈Rl
e

krge,r

Ns∏

i=1

n
βi,r

i

︸ ︷︷ ︸

Verlustprozesse

. (2.8)

Hier beschreibt Rg
e bzw. Rl

e die Menge aller Indizes derjenigen Reaktionsprozesse, die

Elektronen erzeugen (gain) bzw. vernichten (loss). Die Faktoren ge,r ∈ N
+ entspre-

chen der Anzahl der Elektronen, die in Reaktion r erzeugt bzw. vernichtet werden

und βi,r ∈ N gibt an, wie viele Teilchen der i-ten Teilchensorte an Reaktion r beteiligt

sind.

Bilanzierung der Teilchenstromdichte

Wie im Anhang B.2 beschrieben, können ausgehend von der allgemeinen Momenten-

gleichung (2.6) mit Θ = vk, k = x, y, z die Impulsbilanzgleichungen

∂tΓk,e +∇ ·
(

Γk,ev̄e

)

+ ∂k

(
pe

me

)

= − e0

me

neEk − νeΓk,e , k = x, y, z (2.9)

zur Bestimmung der Teilchenstromdichte Γe(r, t) = ne(r, t)v̄e(r, t) der Elektronen

hergeleitet werden. Mit v̄e := 〈v〉e wird die mittlere (gerichtete) Geschwindigkeit der

Elektronen bezeichnet. Die Gleichungen (2.9) beschreiben die zeitliche Änderungen

der drei Komponenten der Teilchenstromdichte (Term ∂tΓk,e) in einem Punkt r infol-

ge des Impulsstroms (Terme ∇· (Γk,ev̄e) und ∂kpe/me), der Wirkung des elektrischen

Feldes (Term −e0neEk/me) und der Impulsdissipation durch Stoßprozesse mit der

Impulsübertragungsfrequenz der Elektronen νe (Term −νeΓk,e) in diesem Punkt. Auf

die Bestimmung der Impulsübertragungsfrequenz wird im Anhang B.5 eingegangen.
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2.1 Hydrodynamische Bilanzgleichungen

Bei der Herleitung von (2.9) wurde die übliche Annahme verwendet, dass die Ver-

teilungsfunktion über die Relativgeschwindigkeit ṽe = v− v̄e der Elektronen isotrop

ist, das heißt nur vom Betrag der Geschwindigkeit abhängig ist und somit in alle

Richtungen gleiche Eigenschaften aufweist. Andernfalls müsste anstelle des skalaren

Drucks pe = mene〈ṽ2
e〉e/3 der Spannungstensor pkl,e = neme〈ṽkṽl〉, k, l = x, y, z be-

rücksichtigt werden. Dieser kann jedoch nur bei Kenntnis der Verteilungsfunktion

exakt bestimmt werden [129]. Approximationen höherer Ordnung können z. B. mit

der Methode von Chapman und Enskog erreicht werden [126]. Der skalare Druck pe

ist aufgrund der Beziehung 〈ṽ2
e〉e = 〈v2〉e − v̄2

e gegeben durch

pe =
2

3
we −

me

3
nev̄

2
e , (2.10)

wobei we die Energiedichte der Elektronen bezeichnet.

Bilanzierung der Energiedichte

Um eine Bilanzgleichung zur Bestimmung der Energiedichte we(r, t) der Elektro-

nen abzuleiten, wird in der allgemeinen Momentengleichung (2.6) die Funktion Θ =

me〈v2〉e/2 eingesetzt. Dieses Vorgehen liefert wie im Anhang B.3 dokumentiert die

Gleichung

∂twe +∇ ·
(

(we + pe)v̄e + q̇e

)

= −e0E · Γe + S̃e (2.11)

mit der Wärmestromdichte q̇e = neme〈ṽ2
e ṽe〉e/2 der Elektronen. Die Gleichung (2.11)

beschreibt die zeitliche Änderung der Energiedichte (Term ∂twe) in einem Punkt r

infolge des Energiestroms (Term ∇·((we +pe)v̄e +q̇e)), der Energieeinkopplung durch

das elektrische Feld (Term −e0E ·Γe) sowie durch Teilchenstöße (Term S̃e) in diesem

Punkt. Analog zu dem Teilchengewinn und -verlust wird auch der Energiegewinn und

-verlust durch Stoßprozesse in der Form

S̃e =
∑

r∈R̃g
e

hrkr

Ns∏

i=1

n
βi,r

i −
∑

r∈R̃l
e

hrkr

Ns∏

i=1

n
βi,r

i − neP
el (2.12)

beschrieben. Die beiden ersten Terme beschreiben den Energiegewinn und Energie-

verlust in unelastischen Stoßprozessen mit der Energieschwelle hr, wobei anregende,

abregende und ionisierende Stöße berücksichtigt werden. Der zusätzliche Term neP
el

berücksichtigt den Energieverlust in elastischen Stößen, wobei die Verlustfrequenz

P el als Funktion der mittleren Energie der Elektronen gegeben ist (vgl. Anhang B.5).

Wie bei der Herleitung der Impulsbilanzgleichung wird auch bei der Herleitung der
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2 Herleitung der Modellgleichungen

Gleichung (2.11) zur Approximation des Druckterms eine isotrope Verteilung der

thermischen Geschwindigkeitskomponente angenommen.

Die Wärmestromdichte q̇e ist ein Moment dritter Ordnung und kann im Rah-

men eines Drei-Momenten-Modells für die Momente nullter, erster und zweiter Ord-

nung nicht exakt bestimmt werden. Wird analog zur Approximation des Druckterms

die Annahme einer isotropen Geschwindigkeitsverteilungsfunktion getroffen, folgt

q̇e = neme〈ṽ2
e ṽe〉e/2 = 0. Dieser Ansatz wird gelegentlich genutzt [52, 56], jedoch

kann die Wärmestromdichte in vielen Fällen nicht vernachlässigt werden [9, 103, 130].

Häufig wird eine Näherung gemäß des Fourierschen Gesetzes3

q̇e = −κe∇Te , (2.13)

mit der Wärmeleitfähigkeit κe und der mittleren Energie der Relativbewegung

me

2
〈ṽ2

e〉e =
3

2
kBTe (2.14)

verwendet [20, 27, 28, 32, 33, 57]. Die Gleichung (2.13) resultiert, wenn die ers-

te Näherung der Chapman-Enskog-Methode zur Approximation der Wärmestrom-

dichte verwendet wird [126] bzw. wenn in der Momentengleichung dritter Ordnung

für die Wärmestromdichte unter anderem die Zeitableitung vernachlässigt und eine

geschwindigkeitsunabhängige Impulsübertragungsfrequenz der Elektronen angenom-

men wird [21]. Die Wärmeleitfähigkeit ist in diesem Fall gegeben durch [21]

κe =
5

2

nek
2
BTe

meνe

. (2.15)

Aufgrund der Beziehungen

ε =
3

2
kBTe und De =

kBTe

meνe

(2.16)

für die mittlere Energie ε = we/ne und den Diffusionskoeffizienten4 De der Elektro-

nen, die dann gültig sind, wenn die Geschwindigkeitsverteilungsfunktion der Elek-

tronen einer Maxwell-Verteilung entspricht und die Impulsübertragungsfrequenz νe

3Das Fouriersche Gesetz ist benannt nach Jean B. J. Fourier (1768–1830).
4Diffusion wird hier als isotrop angenommen, so dass der Diffusionskoeffizient ein Skalar ist.

30



2.1 Hydrodynamische Bilanzgleichungen

konstant ist [55, 124], wird häufig der Ausdruck

q̇e = −2

3

κe

kB

∇ε mit κe = −5

2
kBDene (2.17)

zur Bestimmung der Wärmestromdichte verwendet [27, 28, 33]. Im Rahmen die-

ser Arbeit durchgeführte Untersuchungen haben gezeigt, dass die Approximation

ε = 3kBTe/2 nur einen geringen Einfluss auf die Ergebnisse der betrachteten Ent-

ladungssituation hat, die Modellergebnisse aber sensitiv gegenüber Variationen der

Wärmeleitfähigkeit κe sind. Auf diesen Aspekt wird in Abschnitt 2.3 genauer einge-

gangen. An dieser Stelle sei lediglich bemerkt, dass eine adäquate Beschreibung des

Wärme- bzw. Energietransports der Elektronen wesentlich für eine genaue Beschrei-

bung des Entladungsverhaltens ist. Aufgrund dieser Tatsache werden gelegentlich

alternative Ansätze verfolgt, die z. B. auf einer nichtlokalen Beschreibung des Wärme-

transports [131–133] oder der Analyse vereinfachter analytischer Modelle [9, 103, 134]

beruhen. Diese Ansätze können jedoch nicht unmittelbar auf allgemeinere Entla-

dungsmodelle übertragen werden.

2.1.2 Bilanzgleichungen für Ionen und angeregte Teilchen

Aufgrund des schnellen Energieaustausches der Schwerteilchen in elastischen Stößen

kann die Schwerteilchentemperatur Tg als konstant angenommen werden. Aus die-

sem Grund müssen lediglich Bilanzgleichungen zur Bestimmung der Teilchendichte

nh und den Komponenten der Teilchenstromdichte Γk,h, k = x, y, z von Schwerteil-

chen der Spezies h gelöst werden. Analog zu der Herleitung der Bilanzgleichungen

für die Teilchendichte und die Teilchenstromdichte der Elektronen kann das folgende

Zwei-Momenten-Modell zur Beschreibung des raumzeitlichen Verhaltens der Schwer-

teilchen im Plasma hergeleitet werden

∂tnh +∇ · Γh = Sh (2.18a)

∂tΓk,h +∇ ·
(

Γk,hv̄h

)

+ ∂k

(
ph

mh

)

=
qh

mh

nhEk − νhΓk,h . (2.18b)

Die rechte Seite der Gleichung (2.18a) ist in der Form (2.8) gegeben und beschreibt

den Gewinn und Verlust von Teilchen in Stoßprozessen. Abgesehen von den meta-

stabilen Atomzuständen des Argon wird für die weiteren angeregten Zustände in

dem Quellterm zusätzlich der Gewinn und Verlust durch Strahlungsprozesse berück-

sichtigt. Hierbei findet zur Beschreibung der Resonanzstrahlung der Ansatz einer
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2 Herleitung der Modellgleichungen

effektiven Lebensdauer basierend auf der Holsteinschen Strahlungstheorie [135–137]

Anwendung. Aufgrund der langen Lebensdauer metastabiler Teilchen werden für die-

se keine Strahlungsprozesse berücksichtigt. Der Term qhnhEk/mh verschwindet im

Fall neutraler Teilchen, da diese die Ladung qh = 0 haben. Für die strahlenden ange-

regten Zustände des Argon wird der Teilchentransport durch Diffusion vernachlässigt

und die Reaktionsgleichung

∂tnh = Sh (2.19)

gelöst. Diese Vereinfachung ist infolge der kurzen Lebensdauer der nichtmetastabilen

Neutralteilchen gerechtfertigt. Die weitere Diskussion in diesem Abschnitt bezieht

sich somit auf die Ionen und metastabilen Atomzuständen des Argon, für die das

System (2.18) gelöst wird.

Schwerteilchen besitzen in einem anisothermen Plasma, in dem die Schwerteilchen-

temperatur signifikant kleiner als die mittlere Energie der Elektronen ist, näherungs-

weise eine Maxwell-Verteilung [21]. Somit ist der Druck ph jeder Schwerteilchenspezies

gegeben durch

ph = nhkBTg . (2.20)

Die Impulsübertragungsfrequenzen νh der Ionen und der metastabilen Teilchen kann

gemäß den Relationen [21]

νh =
|qh|
mhbh

(Ionen) (2.21a)

νh =
kBTg

mhDh

(metastabile Atome) (2.21b)

bestimmt werden. Hier bezeichnen bh und Dh die Beweglichkeiten und die Diffusions-

koeffizienten von Teilchen der Teilchensorte h. Für die Ionen resultiert die Gleichheit

der beiden Ausdrücke in (2.21) aus der Annahme einer Maxwell-Verteilung, da in

diesem Fall die Einstein-Relation5

Dh =
kBTg

|qh|
bh (2.22)

gilt [21]. Auf die Bestimmung der Beweglichkeiten und Diffusionskoeffizienten der

Schwerteilchen wird im Anhang B.5 eingegangen.

5Die Einstein-Relation ist benannt nach Albert Einstein (1879–1955).
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2.2 Bestimmung des elektrischen Potenzials

Zur Modellierung des Transports von Ladungsträgern in Entladungsplasmen wird

eine genaue Beschreibung des elektrischen Feldes E benötigt. Um den Einfluss von

Raumladungen adäquat zu berücksichtigen wird die Poisson-Gleichung

−ε0∆Φ(r, t) =
Ns∑

s=1

qsns(r, t) (2.23)

zur Bestimmung des elektrischen Potenzials Φ gelöst. Hier bezeichnet ε0 die elektri-

sche Feldkonstante (Permittivität des Vakuums). Das elektrische Feld wird gemäß

der Gleichung

E(r, t) = −∇Φ(r, t) (2.24)

bestimmt.

2.3 Fluid-Poisson-Modelle im räumlich eindimensionalen Fall

In der vorliegenden Arbeit werden räumlich eindimensionale Entladungsgeometrien

betrachtet. Ein großer Vorteil von 1D-Modellen gegenüber 2D- und 3D-Modellen ist,

dass aufgrund der wesentlich kürzeren Rechenzeiten eine detaillierte Reaktionskinetik

berücksichtigt und eine lange zeitliche Entwicklung beschrieben werden kann. Dies

erlaubt die Modellierung komplexer Entladungsphänomene, die mit 2D- oder 3D-

Modellen nicht beschrieben werden können. Des Weiteren eignen sich 1D-Modelle

besser für die Entwicklung und den Test numerischer Verfahren, die dann gegebe-

nenfalls auf mehrere Raumdimensionen verallgemeinert werden können. Der Einsatz

räumlich eindimensionaler Entladungsmodelle ist insbesondere zur Modellierung an-

omaler Glimmentladungen mit planparallel angeordneten Elektroden gerechtfertigt,

deren Fläche groß gegenüber dem Elektrodenabstand ist [49]. Ist der Radius der

Entladung vergleichbar oder kleiner als der Elektrodenabstand bzw. bedeckt das

Plasma, wie beispielsweise in normalen Glimmentladungen, nicht die gesamte Ober-

fläche der Elektroden, müssen die Ergebnisse von 1D-Modellen kritisch betrachtet

werden [40, 138].

Die Geometrien der im Rahmen dieser Arbeit modellierten Entladungstypen sind

in Abbildung 2.2 dargestellt. Bei der Modellierung von Gleichspannungsentladungen

(vgl. Abschnitt 6.2) und RF-Entladungen (vgl. Abschnitt 6.3) wird die in Abbil-

dung 2.2a dargestellte Entladungsgeometrie verwendet. Zum Zünden der Entladung
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x = 0 x = dx

gespeiste
Elektrode

geerdete
Elektrode a)

D

x = 0 x = dx

gespeiste
Elektrode

geerdete
Elektrode b)

Abbildung 2.2: Entladungsgeometrien mit planparallel angeordneten metallischen Elektro-
den (a) und mit einseitigem Dielektrikum (b)

wird an der gespeisten Elektrode bei x = 0 eine externe Spannung der Form

Φ(0, t) = V0

(

1− e−t/τΦ

)

(Gleichspannungsentladungen) (2.25)

bzw.

Φ(0, t) = V0 sin(2πft)− Vbias (RF-Entladungen) (2.26)

angelegt. Hier bezeichnet V0 die Spannungsamplitude, τΦ ist eine Zeitkonstante, die

der Einschaltzeit der Spannungsquelle entspricht und f ist die Frequenz der angeleg-

ten Spannung. Die Bias-Spannung Vbias ist ungleich Null, wenn die beiden Elektroden

unterschiedlich große Flächen haben. Hierauf wird in Abschnitt 6.3 genauer einge-

gangen. An der geerdeten Elektrode bei x = d ist Φ(d, t) = 0, der Elektrodenabstand

d variiert.

Die Abbildung 2.3 zeigt eine Entladungskonfiguration, die zur Erzeugung homo-

gener Glimmentladungen bei atmosphärem Druck entwickelt wurde [139, 140] und

hier bei der Modellierung einer Argonhochdruckglimmentladung eingesetzt wird (vgl.

Abschnitt 6.4). Das Entladungsgebiet entspricht der in Abbildung 2.2a dargestellten

Geometrie. Die Entladungsspannung Φ(0, t) = Ud(t) wird in Abhängigkeit von der

extern vorgegebenen Pulsspannung U0(t) durch das Lösen der gewöhnlichen Diffe-

renzialgleichungen, die den externen Schaltkreis beschreiben, bestimmt.

Zur Modellierung asymmetrischer Mikroentladungen in dielektrisch behinderten

Entladungen [141] (vgl. Abschnitt 6.5) findet die Entladungsgeometrie 2.2b Anwen-
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Abbildung 2.3: Ersatzschaltkreis der Entladungskonfiguration einer gepulsten Atmosphä-
rendruckentladung (links) mit extern vorgegebenem Spannungspuls (rechts)

dung. An der gespeisten Elektrode wird die sinusförmige Spannung

Φ(0, t) = V0 sin(2πft) (2.27)

mit der Frequenz f vorgegeben und die geerdete Elektrode (x = d+D ) ist mit einer

dielektrischen Schicht der Dicke D bedeckt. Die Spannung Φ(d, t) am Dielektrikum

kann aus den Eigenschaften des Dielektrikums abgeleitet werden. Hierauf wird in

Abschnitt 4.4 genauer eingegangen.

Nachdem nun allgemeine hydrodynamische Gleichungen zur Beschreibung des raum-

zeitlichen Verhaltens der Ladungsträger und angeregten Teilchen sowie die Poisson-

Gleichung zur Bestimmung des elektrischen Potenzials angegeben und die betrachte-

ten Entladungsgeometrien vorgestellt wurden, sollen im Folgenden angepasste Fluid-

Modelle für den hier betrachteten eindimensionalen Fall diskutiert werden. Zunächst

werden die in den Abschnitten 2.1 und 2.2 vorgestellten Modellgleichungen zusam-

mengefasst und der Einfluss der Bestimmung der Wärmestromdichte untersucht. An-

schließend wird ein neues Vorgehen zur Beschreibung der Elektronen vorgeschlagen.

2.3.1 Hydrodynamisches Mehr-Momenten-Modell

Die in den Abschnitten 2.1.1 und 2.1.2 aufgeführten Bilanzgleichungen zur Bestim-

mung der Teilchendichte und Teilchenstromdichten der Elektronen und Schwerteil-

chen sowie die Bilanzgleichung zur Bestimmung der Energiedichte der Elektronen

und die Poisson-Gleichung für das elektrische Potenzial stellen ein System nichtli-

near gekoppelter partieller Differenzialgleichungen dar. Mit der Gleichung (2.17) zur

Bestimmung der Wärmestromdichte der Elektronen kann dieses im räumlich eindi-
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2 Herleitung der Modellgleichungen

mensionalen Fall wie folgt zusammengefasst werden

Elektronen:

∂tne(x, t) + ∂xΓe(x, t) = Se(x, t) (2.28a)

∂tΓe(x, t) + ∂x

(

2

3
Γe(x, t)v̄e(x, t) +

2

3me

we(x, t)

)

= − e0

me

ne(x, t)E(x, t)− νe(x, t)Γe(x, t) (2.28b)

∂twe(x, t) + ∂x

(

5

3
we(x, t)v̄e(x, t)−

me

3
Γe(x, t)v̄

2
e (x, t) + q̇e(x, t)

)

= −e0Γe(x, t)E(x, t) + S̃e(x, t) (2.28c)

Ionen und metastabile Atome:

∂tnh(x, t) + ∂xΓh(x, t) = Sh(x, t) (2.28d)

∂tΓh(x, t) + ∂x

(

Γh(x, t)v̄h(x, t) +
kBTg

mh

nh(x, t)

)

=
qh

mh

nh(x, t)E(x, t)− νh(x, t)Γh(x, t) (2.28e)

angeregte Teilchen (ohne metastabile Atome):

∂tnh(x, t) = Sh(x, t) (2.28f)

elektrisches Potenzial:

− ε0∂
2
xΦ(x, t) =

Ns∑

s=1

qsns(x, t) . (2.28g)

Um den Einfluss der Bestimmung der Wärmestromdichte der Elektronen in diesem

Mehr-Momenten-Modell (TMM) zu untersuchen, wurde der stationäre Zustand einer

anomalen Glimmentladung in Argon zwischen planaren Elektroden mit 1 cm Abstand

bei einem Gasdruck von p = 1 Torr, einer Schwerteilchentemperatur von Tg = 300 K

und einer äußeren Spannung von V0 = −250 V für unterschiedliche Näherungen der

Wärmeleitfähigkeit κe der Elektronen berechnet. Die Parameter dieser Modellsituati-

on sind im Anhang A in der Tabelle A.5, und die berücksichtigten Reaktionsprozesse
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2.3 Fluid-Poisson-Modelle im räumlich eindimensionalen Fall

in den Tabellen A.2 und A.3 zusammengefasst. Dieses Modell wird im Folgenden als

Referenzmodell bezeichnet. Die Wärmeleitfähigkeit wird bestimmt gemäß

κe = κν :=
5

2

nek
2
BTe

meνe

bzw. κe = κDe :=
5

2
kBDene . (2.29)

Des Weiteren motiviert die in Abschnitt 2.3.3 durchgeführte Betrachtung der Drift-

Diffusionsnäherung die Bestimmung der Wärmeleitfähigkeit gemäß

κe = κDeps :=
3

2

D̃e

ε
kBne (2.30)

mit dem Energiediffusionskoeffizienten D̃e [66]. Die Koeffizienten νe, De und D̃e sind

hier als Funktion der mittleren Energie der Elektronen gegeben (vgl. Anhang B.5).

In Abbildung 2.4 sind die Elektronendichte und die mittlere Elektronenenergie im

stationären Zustand dargestellt. Die Ergebnisse zeigen, dass sich Änderungen in der
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Abbildung 2.4: Vergleich der mittleren Energie (links) und der Dichte (rechts) der Elek-
tronen für verschiedene Approximationen der Wärmeleitfähigkeit κe

Bestimmung der Wärmeleitfähigkeit insbesondere auf den Verlauf der mittleren Ener-

gie im Kathodengebiet auswirken. Dies ist darauf zurückzuführen, dass der Gradient

der mittleren Energie dort groß ist. Die Darstellung des axialen Verlaufs der Elek-

tronendichte macht zudem deutlich, dass die Beschreibung der Wärmestromdichte

einen starken Einfluss auf das Entladungsverhalten in dem gesamten Entladungsge-

biet hat.

Aufgrund der Sensitivität der Modellergebnisse gegenüber den Annahmen zur Be-

stimmung des Wärmestroms bzw. der Wärmeleitfähigkeit wurde im Rahmen dieser
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2 Herleitung der Modellgleichungen

Arbeit untersucht, ob das betrachtete System von Momentengleichungen zur Be-

schreibung der Elektronen anstatt über die Wärmestromdichte, durch eine geeignete

alternative Approximation der Energiestromdichte

Qe =
5

3
wev̄e −

me

3
Γev̄

2
e + q̇e =

(

5

3
ε− me

3
v̄2

e

)

Γe + q̇e (2.31)

abgeschlossen werden kann. Eine Möglichkeit der Herleitung eines expliziten Aus-

drucks für die Energiestromdichte bietet die Entwicklung der stationären Boltzmann-

Gleichung in Legendre-Polynomen (hierauf wird in Abschnitt 2.3.3 genauer eingegan-

gen). Dieser Ansatz führt auf die Drift-Diffusionsnäherung für die Energiestromdich-

te [142]

QDDA
e = −∂x

(

D̃ene

)

− b̃eEne (2.32)

mit dem Diffusionskoeffizienten D̃e und der Beweglichkeit b̃e der Energiedichte [66].

Wird anstelle des Ausdrucks (2.31) die Gleichung (2.32) in der Energiebilanzglei-

chung der Elektronen (2.28c) verwendet und werden die Transportkoeffizienten D̃e

und b̃e dabei konsistent als Funktion der mittleren Energie der Elektronen bestimmt,

zeigen die Modellergebnisse der zuvor betrachteten Entladungssituation ein unphysi-

kalisches Verhalten. In Abbildung 2.5 ist die mittlere Energie der Elektronen während

der zeitlichen Entwicklung bei t = 1 ns für das Referenzmodell gezeigt. Die darge-
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Abbildung 2.5: Mittlere Energie der Elektronen bei Verwendung der Drift-Diffusionsnähe-
rung zur Bestimmung von Qe (QDDA) im Vergleich mit den Ergebnissen des Modells (2.28)
mit κe = κDe (QTMM)

stellten Ergebnisse verdeutlichen, dass dieser Ansatz zur Beschreibung der betrach-

teten Entladungssituation ungeeignet ist. Aufgrund der oszillierenden Lösungsgrößen

kommt es nach wenigen Zeitschritten zu einem Abbruch der Modellrechnungen.
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2.3 Fluid-Poisson-Modelle im räumlich eindimensionalen Fall

Eine mathematische Betrachtung der Modellgleichungen deutet darauf hin, dass

das Problem (2.28) bei Verwendung der Drift-Diffusionsnäherung (2.32) nicht sachge-

mäß gestellt ist. Die Lösungsgröße Γe, die den Transport der Teilchen beschreibt, hat

bei Verwendung von (2.32) keinen direkten Einfluss auf den Transport der Energie.

Im Gegensatz dazu zeigt Gleichung (2.31), dass die Energiestromdichte zumindest

dort proportional zu Γe ist, wo q̇e klein gegenüber den übrigen Termen in (2.32)

ist. Des Weiteren kann das System partieller Differenzialgleichungen (2.28) bei Ver-

wendung von (2.32) nicht als hyperbolisch, parabolisch oder elliptisch klassifiziert

werden.6

Um die genannten Probleme, die bei dem eben betrachteten hydrodynamischen Mo-

dell auftreten zu umgehen, wird ein weiterer, neuartiger Ansatz zur Herleitung ma-

kroskopischer Bilanzgleichungen verfolgt. Hierauf wird in dem folgenden Abschnitt

eingegangen.

2.3.2 Vier-Momenten-Modell zur Beschreibung der Elektronen

Unter der Annahme, dass die Richtung des elektrischen Feldes parallel zu der betrach-

teten Ortskoordinate x ist und Inhomogenitäten, die nichtparallel zu der Feldrichtung

auftreten, gering sind,7 kann die Geschwindigkeitsverteilungsfunktion der Elektronen

bezüglich vx/|v| = cos(θ) nach Legendre-Polynomen8 entwickelt werden

fe(x,v, t) =
∞∑

l=0

f̃l(x, |v|, t)Pl

(

cos(θ)
)

. (2.33)

Hier bezeichnet θ den Winkel zwischen der Feldrichtung und der Richtung der Ge-

schwindigkeit v. Wird (2.33) mit einer endlichen Anzahl Nl an Entwicklungstermen

in die Boltzmann-Gleichung (2.4) eingesetzt und die Entwicklungskoeffizienten f̃l

gemäß der Beziehung

fl(x, U, t) = 2π

(

2

me

)3/2

f̃l

(

x, |v|, t
)

(2.34)

in den Raum der kinetischen Energie U = mev
2/2 der Elektronen transformiert,

resultiert mit Integration über den Energieraum und geeigneter Approximation der

Stoßintegrale das folgende Vier-Momenten-Modell (4MM) zur Beschreibung der zeit-

6Die Untersuchung wurde mittels des in Kapitel 3 beschriebenen Vorgehens durchgeführt.
7Im hier betrachteten 1D-Fall ist dies natürlich ohnehin vorausgesetzt.
8Die Legendre-Polynome sind benannt nach Adrien-Marie Legendre (1752–1833).
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2 Herleitung der Modellgleichungen

lichen Änderung der Teilchendichte ne, der Teilchenstromdichte Γe, der Energiedichte

we sowie der Energiestromdichte Qe der Elektronen

∂tne(x, t) + ∂xΓe(x, t) = Se(x, t) (2.35a)

∂tΓe(x, t) + ∂x

(

2

3me

we(x, t) + ξ2(x, t)Γe(x, t)v̄e(x, t)

)

= − e0

me

E(x, t)ne(x, t)− νe(x, t)Γe(x, t) (2.35b)

∂twe(x, t) + ∂xQe(x, t) = −e0Γe(x, t)E(x, t) + S̃e(x, t) (2.35c)

∂tQe(x, t) + ∂x

(

ξ̃0(x, t)ne(x, t) + ξ̃2(x, t)Qe(x, t)v̄e(x, t)

)

= −e0

(

5

3me

we(x, t) + ξ1(x, t)ne(x, t)

)

E(x, t)− ν̃e(x, t)Qe(x, t) . (2.35d)

Die Koeffizienten ξ1, ξ2, ξ̃0, ξ̃2, νe und ν̃e dieses Systems sind gemäß

ξ1(x, t) =
4

15me

∫ ∞

0
U3/2f2(x, U, t) dU

/

ne(x, t) (2.36a)

ξ2(x, t) =
4

15me

∫ ∞

0
U3/2f2(x, U, t) dU

/
Γe(x, t)2

ne(x, t)
(2.36b)

ξ̃0(x, t) =
2

3me

∫ ∞

0
U5/2f0(x, U, t) dU

/

ne(x, t) (2.36c)

ξ̃2(x, t) =
4

15me

∫ ∞

0
U5/2f2(x, U, t) dU

/
Qe(x, t)Γe(x, t)

ne(x, t)
(2.36d)

νe(x, t) =
2

3me

∫ ∞

0
U3/2f1(x, U, t)

(

le(U)
)−1

dU
/

Γe(x, t) (2.36e)

ν̃e(x, t) =
2

3me

∫ ∞

0
U5/2f1(x, U, t)

(

le(U)
)−1

dU
/

Qe(x, t) (2.36f)

gegeben. Hier ist le die mittlere freie Weglänge der Elektronen (vgl. Gleichung (B.23)

im Anhang B.4). Die Herleitung dieses Systems wird im Anhang B.4 näher erläu-

tert. Im Rahmen der hydrodynamischen Modellierung werden die Koeffizienten (2.36)

mittels Lösung der stationären, räumlich homogenen Boltzmann-Gleichung der Elek-

tronen bestimmt und als Funktion der mittleren Energie der Elektronen in dem

Fluid-Modell verwendet. Die entsprechenden Ausdrücke sind im Anhang B.5 ange-

geben. Zur Bestimmung der Koeffizienten findet eine modifizierte Form des in [143]

veröffentlichten Verfahrens Anwendung. Die Berechnung der Koeffizienten war nicht

Gegenstand dieser Arbeit und wurde von D. Loffhagen durchgeführt.

Es sei darauf hingewiesen, dass für ξ2 = 2/3 die Impulsbilanzgleichung (2.35b) des
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2.3 Fluid-Poisson-Modelle im räumlich eindimensionalen Fall

Vier-Momenten-Modells (4MM) für die Elektronen in Übereinstimmung mit der Im-

pulsbilanzgleichung (2.28b) des Drei-Momenten-Modells (3MMk) für die Elektronen

ist. Das Vier-Momenten-Modell (2.35) für die Elektronen wird ergänzt durch die Glei-

chungen (2.28d)–(2.28g) des Mehr-Momenten-Modells (2.28) für die Schwerteilchen

und das elektrische Potenzial.

2.3.3 Drift-Diffusionsmodell

Es wurde bereits bemerkt, dass die Zeitableitung in der Impulsbilanzgleichung für die

Elektronen (2.28b) bzw. (2.35b) vernachlässigt werden kann, wenn die Annahme ge-

rechtfertigt ist, dass sich die Teilchenstromdichte der Elektronen zu jedem Zeitpunkt

der Entladung quasistationär einstellt. Wie Abbildung 2.6 zeigt, liegen die Werte

der Dissipationsfrequenz der Energiestromdichte ν̃e in der gleichen Größenordnung

wie die Werte der Impulsübertragungsfrequenz νe der Elektronen. Somit ist auch die
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Abbildung 2.6: Impulsübertragungsfrequenz und Dissipationsfrequenz der Energiestrom-
dichte der Elektronen als Funktion der mittleren Energie

Vernachlässigung des Terms ∂tQe in der Gleichung (2.35d) unter den gleichen Vor-

aussetzungen gerechtfertigt. Wie im Anhang B.4 näher beschrieben wird, führt die

Vernachlässigung der Terme ∂tΓe und ∂tQe auf die Drift-Diffusionsnäherungen

Γe = − 1

νe

∂x

((
2ε

3me

+ ξ1

)

ne

)

− e0

meνe

Ene (2.37a)

Qe = − 1

ν̃e

∂x

(

ξ̃1ne

)

− e0

ν̃e

(

5

3

ε

me

+ ξ1

)

Ene (2.37b)
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2 Herleitung der Modellgleichungen

für die Teilchenstromdichte und die Energiestromdichte der Elektronen mit den Ko-

effizienten (2.36) und

ξ̃1(x, t) =
2

3me

∫ ∞

0
U5/2

(

f0(x, U, t) +
2

5
f2(x, U, t)

)

dU

/

ne(x, t) . (2.38)

Damit ergeben sich die Bilanzgleichungen

∂tne(x, t) + ∂xΓe(x, t) = Se(x, t) (2.39a)

∂twe(x, t) + ∂xQe(x, t) = −e0Γe(x, t)E(x, t) + S̃e(x, t) (2.39b)

zur Bestimmung der Teilchendichte und der Energiedichte der Elektronen, wobei Γe

und Qe in Drift-Diffusionsnäherung durch (2.37a) bzw. (2.37b) gegeben sind.

In Analogie zu dem konventionellen Drei-Momenten-Modell für die Elektronen

(3MMk), in dem die Bilanzgleichungen (2.28a)–(2.28c) mit der Wärmestromdich-

te (2.17) gelöst werden, kann aus dem Vier-Momenten-Modell (2.35) unmittelbar ein

neues Drei-Momenten-Modell für die Elektronen (3MMn) hergeleitet werden. Da-

zu wird zwar die zeitabhängige Bilanzgleichung (2.35b) für die Teilchenstromdichte

berücksichtigt, die Bilanzgleichung (2.35d) für die Energiestromdichte Qe der Elek-

tronen aber ersetzt durch die Drift-Diffusionsnäherung (2.37b). Anders als der zuvor

betrachtete Ansatz, bei dem der Ausdruck (2.32) für die Energiestromdichte in der

Energiebilanzgleichung (2.28c) des konventionellen Drei-Momenten-Modells verwen-

det wird, kann das 3MMn-Modell zur Beschreibung von Plasmen eingesetzt werden.

Ein Vergleich der verschiedenen Modelle zur Beschreibung der Elektronen erfolgt in

Abschnitt 6.2.1.

Die Herleitung der neuen Drift-Diffusionsnäherung (2.37) basiert auf den zeitab-

hängigen Bilanzgleichungen für die Teilchen- und die Energiestromdichte der Elek-

tronen. Im Gegensatz dazu wird bei der Herleitung der konventionellen Drift-Dif-

fusionsnäherung die Zeitableitung der kinetischen Gleichung für die f1-Komponente

der Energieverteilungsfunktion der Elektronen vernachlässigt und der resultierende

explizite Ausdruck für f1 in die Gleichung

Γe(x, t) =
1

3

(

2

me

)1/2 ∫ ∞

0
Uf1(x, U, t) dU (2.40)
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2.3 Fluid-Poisson-Modelle im räumlich eindimensionalen Fall

für die Teilchenstromdichte bzw. die Gleichung

Qe(x, t) =
1

3

(

2

me

)1/2 ∫ ∞

0
U2f1(x, U, t) dU (2.41)

für die Energiestromdichte eingesetzt (vgl. Anhang B.4). Dieses Vorgehen liefert die

Ausdrücke

Γe = −∂x

(

Dene

)

− beE ne (2.42a)

Qe = −∂x

(

D̃ene

)

− b̃eE ne (2.42b)

mit den Diffusionkoeffizienten

De(x, t) =
1

3ne(x, t)

(

2

me

)1/2 ∫ ∞

0
Ule(U)

(

f0(x, U, t) +
2

5
f2(x, U, t)

)

dU (2.43a)

D̃e(x, t) =
1

3ne(x, t)

(

2

me

)1/2 ∫ ∞

0
U2le(U)

(

f0(x, U, t) +
2

5
f2(x, U, t)

)

dU (2.43b)

sowie den Beweglichkeiten

be(x, t) = − e0

3ne(x, t)

(

2

me

)1/2 ∫ ∞

0
le(U)

(

U∂Uf0(x, U, t)

+ U
2

5
∂Uf2(x, U, t) +

3

5
f2(x, U, t)

)

dU (2.43c)

b̃e(x, t) = − e0

3ne(x, t)

(

2

me

)1/2 ∫ ∞

0
Ule(U)

(

U∂Uf0(x, U, t)

+ U
2

5
∂Uf2(x, U, t) +

3

5
f2(x, U, t)

)

dU (2.43d)

für die Teilchen- und Energiedichte der Elektronen [66]. Diese Koeffizienten werden

analog zu (2.36) bestimmt und in dem Fluid-Modell als Funktion der mittleren Ener-

gie verwendet. Es sei darauf hingewiesen, dass (2.42b) in Übereinstimmung mit der

bereits zuvor genannten Approximation (2.32) der Energiestromdichte der Elektro-

nen ist.

Werden auch die Zeitableitung der Impulsbilanzgleichung für die Schwerteilchen

und zusätzlich in dieser Gleichung der Term ∂x(Γhv̄h) vernachlässigt, ergibt sich zu-

sammenfassend das Drift-Diffusionsmodell
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2 Herleitung der Modellgleichungen

Elektronen:

∂tne(x, t) + ∂xΓe(x, t) = Se(x, t) (2.44a)

∂twe(x, t) + ∂xQe(x, t) = −e0Γe(x, t)E(x, t) + S̃e(x, t) (2.44b)

Ionen und metastabile Atome:

∂tnh(x, t) + ∂x

(

−Dh(x, t)∂xnh(x, t)

+ sgn(qh)bh(x, t)E(x, t)nh(x, t)
)

= Sh(x, t) (2.44c)

angeregte Teilchen (ohne metastabile Atome):

∂tnh(x, t) = Sh(x, t) (2.44d)

elektrisches Potenzial:

− ε0∂
2
xΦ(x, t) =

Ns∑

s=1

qsns(x, t) . (2.44e)

Die Teilchen- und Energiestromdichten der Elektronen in (2.44a) und (2.44b) wird

gemäß (2.37) (neues Drift-Diffusionsmodell, DDAn) bzw. gemäß (2.42) (konventio-

nelles Drift-Diffusionsmodell, DDAk) bestimmt.

Die vorgestellte Form der konventionellen Drift-Diffusionsnäherung ist nur sehr ein-

geschränkt anwendbar. In vielen Entladungssituationen treten während der zeitlichen

Entwicklung negative Werte der mittleren Elektronenenergie auf und es kommt zu ei-

nem unphysikalischen Lösungsverhalten. Aus diesem Grund werden in der Literatur

anstelle der konsistenten Energietransportkoeffizienten (2.43b) und (2.43d) häufig die

vereinfachenden Ausdrücke

b̃e =
5

3
beε und D̃e =

5

3
Deε (2.45)

verwendet [28, 100, 101]. Diese Näherung ist dann gültig, wenn die Impulsüber-

tragungsfrequenz konstant ist und die Energieverteilungsfunktion der Elektronen ei-

ner Maxwell-Verteilung entspricht [11]. Das DDAk-Modell mit Verwendung von (2.45)

zur Bestimmung der Energietransportkoeffizienten wird folgend als DDA5/3 bezeich-
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2.3 Fluid-Poisson-Modelle im räumlich eindimensionalen Fall

net. In dem Abschnitt 6.2.2 wird am Beispiel einer Niederdruckglimmentladung in

Argon der Einfluss der Näherung (2.45) diskutiert und es werden die Vorteile des neu-

en Drift-Diffusionsmodells vorgestellt. Welchen Einfluss die Drift-Diffusionsannahme

für die Elektronen und die Schwerteilchen auf die Ergebnisse der betrachteten Ent-

ladungssituation hat wird in dem Abschnitt 6.2.3 untersucht.

In dem Kapitel 2 wurden allgemeine Momentengleichungen hergeleitet und neue An-

sätze zum Abschluss der Momentengleichungen für den betrachteten eindimensiona-

len Fall vorgestellt. Die Tabellen 2.1 und 2.2 zeigen eine Übersicht über die betrach-

teten Mehr-Momenten- und Drift-Diffusionsmodelle. In dem nachfolgenden Kapitel

wird der Typ des jeweiligen Systems partieller Differenzialgleichungen festgestellt.

Dies ist erforderlich, um adäquate Randbedingungen und geeignete Diskretisierungs-

verfahren auswählen zu können.
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Tabelle 2.1: Übersicht über Modellgleichungen der Mehr-Momenten-Modelle

Bezeichnung Modell Elektronen Schwerteilchen

TMM Mehr-Momenten-
Modell

Teilchendichtebilanz (2.28a)
Teilchenstrombilanz (2.28b)
Energiedichtebilanz (2.28c)
Wärmestrom (2.17)

Teilchendichtebilanz (2.28d) bzw. (2.28f)
Teilchenstrombilanz (2.28e)

4MM Vier-Momenten-Modell
für die Elektronen

Teilchendichtebilanz (2.35a)
Teilchenstrombilanz (2.35b)
Energiedichtebilanz (2.35c)
Energiestrombilanz (2.35d)

analog zu TMM

3MMn neues
Drei-Momenten-Modell
für die Elektronen

Teilchendichtebilanz (2.35a)
Teilchenstrombilanz (2.35b)
Energiedichtebilanz (2.35c)
Energiestrom (2.37b)

analog zu TMM

3MMk konventionelles
Drei-Momenten-Modell
für die Elektronen

analog zu TMM analog zu TMM
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Tabelle 2.2: Übersicht über Modellgleichungen der Drift-Diffusionsmodelle

Bezeichnung Modell Elektronen Schwerteilchen

DDA Drift-Diffusionsmodell Teilchendichtebilanz (2.44a)
Teilchenstrom (2.42a)
Energiedichtebilanz (2.44b)
Energiestrom (2.42b) mit (2.45)

Teilchendichtebilanz (2.44c) bzw. (2.44d)

DDAn neues
Drift-Diffusionsmodell
für die Elektronen

Teilchendichtebilanz (2.44a)
Teilchenstrom (2.37a)
Energiedichtebilanz (2.44b)
Energiestrom (2.37b)

analog zu DDA

DDAk konventionelles
Drift-Diffusionsmodell
für die Elektronen

Teilchendichtebilanz (2.44a)
Teilchenstrom (2.42a)
Energiedichtebilanz (2.44b)
Energiestrom (2.42b)

analog zu DDA

DDA5/3 vereinfachtes
Drift-Diffusionsmodell
für die Elektronen

analog zu DDA analog zu DDA
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3 Klassifizierung der Modellgleichungen

In Kapitel 2 wurden mit dem Mehr-Momenten-Modell (2.28), dem Vier-Momenten-

Modell für die Elektronen (2.35) und dem Drift-Diffusionsmodell (2.44) drei mathe-

matische Modelle zur theoretischen Beschreibung von Gasentladungsplasmen vor-

gestellt. Aufgrund der nichtlinearen Kopplung der Modellgleichungen untereinander

und der nichtkonstanten Transport- und Ratenkoeffizienten können diese Systeme

partieller Differenzialgleichungen analytisch nicht gelöst werden, so dass eine nume-

rische Beschreibung unumgänglich ist. Lediglich stark vereinfachte Modelle, die nur

eine bestimmte Region der Entladung – wie z. B. das Kathodengebiet [102] oder ein

asymptotisches Gebiet [103] – beschreiben, erlauben die Angabe einer exakten Lö-

sung.

Um die Auswahl eines adäquaten Diskretisierungsverfahrens und insbesondere auch

die notwendige Ergänzung der Differenzialgleichungen mit der korrekten Anzahl an

Randbedingungen zu ermöglichen, werden die Modellgleichungen der Systeme (2.28),

(2.35) und (2.44) in diesem Kapitel genauer analysiert. Sowohl die Wahl des nume-

rischen Verfahrens als auch die Anzahl und die Art der vorzugebenden Randbedin-

gungen hängen von dem Typ der Differenzialgleichungen ab. In dem Abschnitt 3.1

wird ein allgemeines Vorgehen zur Klassifizierung eines gegebenen Systems parti-

eller Differenzialgleichungen erläutert. Anschließend werden in dem Abschnitt 3.2

die Bilanzgleichungen des Mehr-Momenten-Modells (2.28), in dem Abschnitt 3.3 das

Vier-Momenten-Modell (2.35), in dem Abschnitt 3.4 die Bilanzgleichungen des Drift-

Diffusionsmodells (2.44) und in dem Abschnitt 3.5 die Poisson-Gleichung untersucht.

3.1 Klassifizierung von Systemen partieller

Differenzialgleichungen

Bei der Einführung der mathematischen Theorie zur Klassifizierung von Systemen

partieller Differenzialgleichungen wird in Anlehnung an Hirsch [144] und Wesse-

ling [145] vorgegangen. Ausgangspunkt des Vorgehens ist die Tatsache, dass jedes

System partieller Differenzialgleichungen als ein System erster Ordnung in m unbe-
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3.1 Klassifizierung von Systemen partieller Differenzialgleichungen

kannten Variablen U = (U1, . . . , Um) in der Form

d∑

α=1

Aα∂xαU = R (3.1)

geschrieben werden kann [144]. Hier bezeichnet d ∈ N+ die Summe der Zeit- und

Raumdimensionen, R = (R1, . . . , Rm) ist der Vektor der rechten Seiten und Aα =

Aα(r, t,U ), α = 1, . . . , d, sind Matrizen der Dimension m ×m. Zur Klassifizierung

von Systemen der Form (3.1) werden die Matrizen Aα in einem Punkt (r0, t0,U 0)

eingefroren und untersucht, wie viele wellenartige Lösungen der Form

U = Û eiν·r , (3.2)

mit der Amplitude Û und dem Wellenvektor ν ∈ R
d, des homogenen Systems

d∑

α=1

Aα∂xαU = 0 (3.3)

existieren. Der Wellenvektor ν beschreibt die Richtung, in die sich die entsprechende

Welle ausbreitet und wird auch als charakteristische Normale bezeichnet [144]. Mit

Einsetzen des Ausdrucks (3.2) in die Gleichung (3.3) folgt unmittelbar, dass eine

Funktion U der Form (3.2) genau dann eine Lösung von (3.3) ist, wenn nichttriviale

Lösungen des linearen Gleichungssystems

[
d∑

α=1

ναAα

]

Û = 0 (3.4)

existieren. Dies ist genau dann der Fall, wenn für ν = (ν1, . . . , νd) die Gleichung

det

[
d∑

α=1

ναAα

]

= 0 (3.5)

erfüllt ist. Da die linke Seite dieser Gleichung ein Polynom m-ten Grades in ν be-

schreibt, existieren maximal m Lösungen νk, k = 1, . . . ,m. Systeme partieller Diffe-

renzialgleichungen der Form (3.1) heißen in dem Punkt (r0, t0,U 0)

• hyperbolisch, wenn m reelle Lösungen νk von (3.5) existieren und alle zugehö-

rigen Lösungen Û
k

von (3.3) linear unabhängig sind,

• parabolisch, wenn alle Lösungen νk von (3.5) reell sind, aber nur (m − 1) der
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3 Klassifizierung der Modellgleichungen

zugehörigen Lösungen von (3.3) linear unabhängig sind und

• elliptisch, wenn (3.5) keine reellen Lösungen besitzt.

Kann das System in keine dieser drei Klassen eingeteilt werden, wird es als hybrid

bezeichnet [145].

3.2 Analyse des Mehr-Momenten-Modells

3.2.1 Bilanzgleichungen für die Elektronen

Um das System partieller Differenzialgleichungen (2.28a)–(2.28c) zur Beschreibung

der Elektronen nach dem beschriebenen Vorgehen klassifizieren zu können, muss die-

ses als quasilineares System partieller Differenzialgleichungen erster Ordnung in der

Form (3.1) geschrieben werden. Dazu ist es nützlich, anstelle der Erhaltungsgrö-

ßen U = U (V ), zugehörige primitive Variablen V zu betrachten. Für die drei

Erhaltungsgrößen Teilchendichte ne, Teilchenstromdichte Γe = nev̄e und Energie-

dichte we = menev̄
2
e/2 + 3pe/2 ist z. B. V = (ne, v̄e, pe) eine geeignete Wahl. Wird

die Wärmestromdichte der Elektronen in der Form (2.17) approximiert, können die

Gleichungen (2.28a)–(2.28c) wegen ε = we/ne mit Einführung der Hilfsvariablen

ε̇ := ∂x(we/ne) geschrieben werden als

A0∂tU + ∂xF (U ) = R(U) . (3.6)

Hier ist U = (ne,Γe, we, ε̇) der Vektor der Lösungsvariablen,

F (U) =











Γe

2
3
Γev̄e + 2

3
we

me

5
3
wev̄e − me

3
Γev̄

2
e − 2

3
κe

kB
ε̇

we

ne











(3.7)

ist eine Flussfunktion, die von U abhängt aber keine weiteren Ableitungen von U

enthält und R = (Se,−e0neE/me − νeΓe,−e0ΓeE + S̃e, ε̇) ist der Vektor der rechten

Seiten. Die Matrix A0 ist gegeben durch

A0 :=




I

...

· · · 0



 , (3.8)
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3.2 Analyse des Mehr-Momenten-Modells

wobei I die (3× 3)-Einheitsmatrix ist. Mit den Jacobi-Matrizen1 P := ∂U/∂V und

A2 := ∂F /∂V bezüglich des Vektors der primitiven Variablen V = (ne, v̄e, pe, ε̇)

sowie der Matrix A1 := A0P kann (3.6) in der quasilinearen Form

A1∂tV + A2∂xV = R (3.9)

geschrieben werden. Nach den Betrachtungen in Abschnitt 3.1 müssen zur Klassifi-

zierung des Systems (3.9) die Nullstellen der Gleichung

det
(

A1ν1 + A2ν2

)

= 0 (3.10)

bestimmt werden. Diese sind gegeben durch2

ν1 = −2

3
ν2v̄e ±

ν2

3

(

9pe +menev̄
2
e

mene

)1/2

und ν2 = 0 , (3.11)

wobei ν2 = 0 zweifache Nullstelle ist. Somit sind alle Nullstellen der Gleichung (3.10)

reell, es sind jedoch nur drei der vier zugehörigen Lösungen der Gleichung

(

A1ν1 + A2ν2

)

Û = 0 (3.12)

linear unabhängig. Gemäß der in Abschnitt 3.1 eingeführten Klassifizierung ist das

System partieller Differenzialgleichungen (2.28a)–(2.28c) damit parabolisch.

In den betrachteten Entladungsplasmen kann die Situation eintreten, dass zu-

mindest lokal ε̇ = 0 ist. In diesem Fall reduziert sich (3.9) auf ein quasilineares

System für die drei primitiven Variablen V = (ne, v̄e, pe). Die drei Nullstellen der

Gleichung (3.10) sind dann gegeben durch

ν1 = −ν2v̄e ± ν2

(

5

3

pe

mene

)1/2

und ν1 = −ν2v̄e . (3.13)

Die zugehörigen Lösungen der Gleichung (3.12) sind in diesem Fall offensichtlich

linear unabhängig. Daraus folgt, dass das betrachtete System zur Beschreibung der

Elektronen hyperbolisch ist, sofern ε̇ = 0 gilt. Ebenso können die Gleichungen (2.28a)

und (2.28b) für gegebene mittlere Energie der Elektronen ε als hyperbolisch identi-

fiziert werden (vgl. Abschnitt 3.2.2). Systeme partieller Differenzialgleichungen mit

1Jacobi-Matrizen sind benannt nach Carl G. J. Jacobi (1804–1851).
2Die Berechnung der Determinanten, die Bestimmung der Nullstellen sowie der Test auf lineare

Unabhängigkeit wurde mit dem Computeralgebrasystem Mathematica durchgeführt.
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3 Klassifizierung der Modellgleichungen

dieser Eigenschaft werden als hyperbolisch-parabolische Systeme3 bezeichnet.

Insbesondere bei Annäherung an den stationären Zustands einer Glimmentladung,

das heißt es ist ∂tΓe = 0, kann abhängig von den Entladungsbedingungen die Situa-

tion eintreten, dass die Relationen

∂x(Γev̄e) = 0 und we =
3

2
pe (3.14)

zumindest lokal näherungsweise erfüllt sind. Wird die Klassifizierung unter Berück-

sichtigung von ∂tΓe = 0 sowie (3.14) durchgeführt und auch hier wieder angenommen,

dass ε̇ = 0 ist, ergeben sich die Nullstellen

ν1 = −ν2v̄e und ν2 = 0 , (3.15)

wobei ν2 = 0 zweifache Nullstelle ist. In diesem Fall ist das System (2.28a)–(2.28c)

also auch dann parabolisch, wenn die Wärmestromdichte in Gleichung (2.28c) ver-

schwindet.

Werden die Momentengleichungen für die Elektronen anstatt über die Wärme-

stromdichte durch Verwendung des Ausdrucks (2.32) für die Energiestromdichte ab-

geschlossen, liefert die Nullstellensuche

ν1 = −2

3
ν2v̄e ± i

√
2

3
ν2v̄e und ν2 = 0 (3.16)

mit der imaginären Einheit i =
√
−1, wobei ν2 = 0 zweifache Nullstelle ist. So-

mit kann das System in diesem Fall nicht nach der in Abschnitt 3.1 angegebenen

Klassifikation eingeordnet werden und wird als hybrid bezeichnet.

3.2.2 Bilanzgleichungen für die Schwerteilchen

Bei der Klassifizierung der Bilanzgleichungen (2.28d)–(2.28e) für die Ionen und meta-

stabilen Teilchen wird analog zu Abschnitt 3.2.1 vorgegangen. Die Gleichungen (2.28f)

für die neutralen nichtmetastabilen Teilchen stellen ein System gewöhnlicher Differen-

zialgleichungen erster Ordnung dar, das für geeignete Anfangswerte ohne die Vorgabe

weiterer Randbedingungen mit Standardverfahren für gewöhnliche Differenzialglei-

chungen gelöst werden kann. Bei der Auswahl des Verfahrens sollte berücksichtigt

3Hyperbolisch-parabolische Systeme werden in der Literatur auch als unvollständig parabolische
Systeme bezeichnet [146–148]. Ein prominentes Beispiel eines unvollständig parabolischen Sys-
tems sind die kompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen.
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3.3 Analyse des Vier-Momenten-Modells

werden, dass das zu lösende System, abhängig von der Modellsituation, steif sein

kann.

Zur Klassifizierung von (2.28d)–(2.28e) werden die primitiven Variablen V =

(nh, v̄h) anstelle der Erhaltungsgrößen U = (nh,Γh) betrachtet. Mit Einführung der

Jacobi-Matrizen P := ∂U/∂V und A2 := ∂F /∂V für die Flussfunktion

F =




Γh

Γhv̄h + kBTg

mh
nh



 (3.17)

können die Gleichungen (2.28d)–(2.28e) geschrieben werden als

A1∂tV + A2∂xV = R . (3.18)

Hier ist A1 = P und R = (Sh, qhnhE/mh− νhΓh) der Vektor der rechten Seiten. Die

Nullstellen der Gleichung

det
(

A1ν1 + A2ν2

)

= 0 (3.19)

sind gegeben durch

ν1 = −ν2v̄h ± ν2

(

kBTg

mh

)1/2

. (3.20)

Mit der linearen Unabhängigkeit der zugehörigen Lösungen von

(

A1ν1 + A2ν2

)

Û = 0 (3.21)

folgt, dass das System (2.28d)–(2.28e) zur Beschreibung der Ionen und metastabilen

Atome hyperbolisch ist.

Tritt die Situation ein, dass für die Schwerteilchen die Terme ∂tΓh und ∂x(Γhv̄h)

vernachlässigt werden können, liefert die Gleichung (3.19) die zweifache Nullstelle

ν1 = 0. In diesem Fall ist das System (2.28d)–(2.28e) somit parabolisch.

3.3 Analyse des Vier-Momenten-Modells

Das System partieller Differenzialgleichungen (2.35) kann vektoriell geschrieben wer-

den als

∂tU + ∂xF (U ) = R(U ) (3.22)
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3 Klassifizierung der Modellgleichungen

mit dem Vektor der Erhaltungsgrößen U = (ne,Γe, we, Qe) sowie der Flussfunktion

F und der rechten Seite R gemäß

F =











Γe

ξ2Γev̄e + 2
3

we

me

Qe

ξ̃2Qev̄e + ξ̃0ne











und R =











Se

− e0

me
Ene − νeΓe

−e0EΓe + S̃e

−e0

(
5

3 me
+ ξ1ne

)

E − ν̃eQe











. (3.23)

Da der Druck pe nicht explizit in diesem System auftaucht, ist zur Klassifizierung die

Verwendung der primitiven Variablen V = (ne, v̄e, we, v̂e) mit v̂e = Qe/we nahelie-

gend. In der zugehörigen quasilinearen Form

A1∂tV + A2∂xV = R (3.24)

sind die Matrizen A1 und A2 gegeben durch A1 = ∂U/∂V und A2 = ∂F /∂V .

Aufgrund der zusätzlichen Kopplung der zeitabhängigen Bilanzgleichungen für die

Teilchendichte, die Teilchenstromdichte sowie die Energiedichte der Elektronen mit

der zeitabhängigen Bilanzgleichung für die Energiestromdichte können die Nullstellen

des Systems

det
(

A1ν1 + A2ν2

)

= 0 (3.25)

nicht mehr übersichtlich dargestellt werden. Das Computeralgebrasystem Mathe-

matica liefert für diese zwar noch einen länglichen geschlossenen Ausdruck, der

jedoch zu keiner eindeutigen Klassifikation führt und hier nicht angegeben werden

soll. Werden für gegebenes we die Teilchen- und die Impulsbilanzgleichung separat

betrachtet, ergeben sich die Nullstellen

ν1 = −ν2v̄eξ2 ± ν2v̄2

√

ξ2(ξ2 − 1) . (3.26)

Das reduzierte System für ne und Γe ist somit hyperbolisch, falls ξ2 > 1. Für ξ2 = 1,

ist ν1 = −ν2v̄e zweifache Nullstelle und das System somit parabolisch. Die grafische

Darstellung des Koeffizienten ξ2 in Abbildung B.2 im Anhang B.5 zeigt, dass die

Bedingung ξ2 ≥ 1 für ε > 5 eV erfüllt ist. Andernfalls existieren keine reellen Null-

stellen und das System ist formal elliptisch. Umgekehrt liefert die Betrachtung des

reduzierten Systems für die Energiedichte und die Energiestromdichte für gegebenes

ne und v̄e die Nullstellen

ν1 = −ν2v̄eξ̃2 und ν1 = 0 . (3.27)
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3.4 Analyse des Drift-Diffusionsmodells

Das entkoppelte System für die Energiegleichungen ist somit hyperbolisch.

Weiter ist die Betrachtung des Drei-Momenten-Modells (3MMn) für die Teilchen-,

Strom- und Energiedichte basierend auf dem Vier-Momenten-Modell interessant. Wie

in Abschnitt 2.3.3 diskutiert, führt die Vernachlässigung der Zeitableitung in Glei-

chung (2.35d) ohne weitere Annahmen auf den expliziten Ausdruck (2.37b) für Qe.

Wird dieser anstelle der Gleichung (2.35d) zum Abschluss der Momentengleichungen

verwendet, lässt sich das zugehörige System partieller Differenzialgleichungen als pa-

rabolisch klassifizieren, sofern die Bedingung ξ2 > 1 erfüllt ist. Die Nullstellen der

Gleichung 3.25 sind bei Verwendung von (2.37b) gegeben durch

ν1 = −ν2v̄eξ2 ± ν2v̄2

√

ξ2(ξ2 − 1) und ν2 = 0 , (3.28)

wobei ν2 = 0 zweifache Nullstelle ist.

3.4 Analyse des Drift-Diffusionsmodells

Die Bilanzgleichungen, die im Rahmen des Drift-Diffusionsmodells (2.44) zur Be-

schreibung der Elektronen und Schwerteilchen gelöst werden, können alle in der Form

∂tu+ ∂x

(

−D∂xu+ vdu
)

= R (3.29)

geschrieben werden, wobei u die jeweilige Lösungsvariable, D den Diffusionskoeffi-

zienten und vd die Driftgeschwindigkeit der jeweiligen Teilchensorte bzw. die Drift-

geschwindigkeit der Energiedichte der Elektronen bezeichnet. Für die metastabilen

Teilchen ist vd = 0 und für die strahlenden Zustände entfällt auch der Term −D∂xu.

Die Einordnung von partiellen Differenzialgleichungen der Form (3.29) kann mit

dem Standardverfahren zur Klassifizierung linearer partieller Differenzialgleichungen

zweiter Ordnung vorgenommen werden [149]. Es ist bekannt, dass Gleichungen der

Form (3.29) parabolisch sind [144]. Ist jedoch der Driftterm vdu groß gegenüber dem

Diffusionsterm −D∂xu, so dass die Péclet-Zahl4

Pe = L
|vd|
D

, (3.30)

die das Verhältnis der Geschwindigkeit zu der Diffusion in einem System mit der

charakteristischen Dimension L repräsentiert, deutlich größer als Eins ist, dominiert

der hyperbolische Anteil der Gleichung (3.29). In diesem Fall können insbesondere

4Die Péclet-Zahl ist benannt nach Jean C. E. Péclet (1793–1857).
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3 Klassifizierung der Modellgleichungen

nahe der Ränder und im Bereich steiler Gradienten numerische Probleme auftreten,

wenn zur Diskretisierung von (3.29) Standardverfahren für parabolische Differenzial-

gleichungen verwendet werden [65],[150].

3.5 Poisson-Gleichung

Die Poisson-Gleichung (2.23), die zur Bestimmung des elektrischen Potenzials gelöst

wird, ist bekanntermaßen elliptisch. In dem hier betrachteten räumlich eindimen-

sionalen Fall reduziert sich diese partielle Differenzialgleichung auf eine gewöhnli-

che Differenzialgleichung zweiter Ordnung, die zu jedem Zeitpunkt gekoppelt mit

den Bilanzgleichungen für die Teilchendichten aller Spezies und die Energiedichte

der Elektronen sowie gegebenenfalls den Bilanzgleichungen für die Stromdichten der

Elektronen, Ionen und metastabilen Atome und die Energiestromdichte der Elektro-

nen zu lösen ist. Dabei kann zur Lösung der Poisson-Gleichung ein Standardverfahren

für Zweipunkt-Randwertprobleme, wie z. B. die Galerkin-Finite-Elemente-Methode,

eingesetzt werden [151]. Es sei jedoch angemerkt, dass Konvergenzprobleme auftreten

können, wenn die Poisson-Gleichung implizit gekoppelt mit den Bilanzgleichungen ge-

löst wird. Aus diesem Grund werden in der Regel semi-implizite Kopplungsverfahren

eingesetzt [152, 153]. Auf das im Rahmen dieser Arbeit verwendete Vorgehen wird

in Abschnitt 5.3 genauer eingegangen.

Die in dem Kapitel 3 durchgeführten Betrachtungen haben gezeigt, dass sich das

qualitative Verhalten der Lösungen der Bilanzgleichungen, abhängig von der Domi-

nanz hyperbolischer bzw. parabolischer Terme, sowohl im Ort als auch in der Zeit

stark ändern kann. Diese Tatsache ist bei der Auswahl der Randbedingungen und

der numerischen Verfahren zur Diskretisierung der Modellgleichungen zu berücksich-

tigen [144, 147, 148, 154].
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Die Vorgabe von Anfangswerten und Randbedingungen ist erforderlich, um die in

dem Kapitel 2 hergeleiteten Systeme partieller Differenzialgleichungen eindeutig lö-

sen zu können. Als Anfangszustand des Gases kann beispielsweise zum Zeitpunkt

t = 0 eine räumlich homogene Dichteverteilung aller Spezies und eine konstante mitt-

lere Elektronenenergie in einem quasineutralen Plasma angenommen werden. Eine

Schwierigkeit bei der Spezifizierung von Randbedingungen besteht darin, dass diese

sowohl physikalisch sinnvoll als auch mathematisch und numerisch beschreibbar sein

müssen. Physikalisch sinnvoll meint an dieser Stelle, dass die Randbedingungen die

stattfindenden Plasma-Wand-Wechselwirkungen, wie z. B. die Emission und Rekom-

bination von Teilchen, näherungsweise beschreiben müssen. Des Weiteren ist zu be-

achten, dass bei einer ungünstigen Wahl der Randbedingungen mathematisch nicht-

sachgemäß gestellte Probleme resultieren können, für die keine Lösung existiert [155].

Bei der Auswahl der Randbedingungen ist zu berücksichtigen, dass die Anzahl der

vorzugebenden Randbedingungen von dem Typ der jeweiligen Differenzialgleichung

abhängt. Dazu wurde in Kapitel 3 eine Klassifizierung der betrachteten Differenzial-

gleichungen vorgenommen. Grundsätzlich gelten die folgenden Regeln [144, 145]:

• Bei hyperbolischen Systemen partieller Differenzialgleichungen erster Ordnung

entspricht die Anzahl der vorzugebenden Randbedingungen der Anzahl der cha-

rakteristischen Wellen, die an einem Randpunkt in das Lösungsgebiet münden.

• Bei parabolischen und elliptischen Differenzialgleichungen müssen an allen Rän-

dern Randbedingungen vorgegeben werden.

• Bei hyperbolisch-parabolischen Systemen, wie z. B. das System (2.28), müssen

außer den Randbedingungen, die auf den hyperbolischen Teil zurückzuführen

sind, auf allen Rändern zusätzliche Bedingungen für die parabolische Gleichung

vorgegeben werden.

Diese Betrachtungen zeigen, dass sowohl bei hyperbolischen als auch bei hyper-

bolisch-parabolischen Systemen nicht alle Lösungsgrößen auf allen Rändern durch

die Randbedingungen spezifiziert werden können. Aus diesem Grund müssen bei den
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numerischen Berechnungen zusätzlich zu den physikalischen Randbedingungen auch

sogenannte numerische Randbedingungen vorgegeben werden. Hierauf wird in dem

Abschnitt 4.5 genauer eingegangen. In dem folgenden Abschnitt 4.1 wird gezeigt, wie

die Anzahl der vorzugebenden physikalischen Randbedingungen mittels Bestimmung

der charakteristischen Wellen hyperbolischer Systeme partieller Differenzialgleichun-

gen bestimmt werden kann. Daran anschließend werden die Randbedingungen für die

Elektronen (Abschnitt 4.2), die Schwerteilchen (Abschnitt 4.3) und das elektrische

Potenzial (Abschnitt 4.4) spezifiziert.

4.1 Charakteristische Wellen hyperbolischer

Differenzialgleichungssysteme

Wie in Kapitel 4 einleitend bemerkt, erfordert die Bestimmung der Anzahl der

vorzugebenden Randbedingungen für hyperbolische Bilanzgleichungen eine Analy-

se der charakteristischen Wellen an den entsprechenden Rändern des Lösungsge-

biets [144, 145, 156, 157]. Auch bei hyperbolisch-parabolischen Systemen kann analog

vorgegangen werden, indem bei der Analyse nur die hyperbolischen Terme berück-

sichtigt werden und zusätzliche Randbedingungen für die Gleichungen vorgegeben

werden, die parabolische Terme enthalten [154, 158–160].Es wird also ein System

von Bilanzgleichungen für m Erhaltungsgrößen U = (U1, . . . , Um) der Form

∂tU +
d∑

α=1

∂xαF α(U ) = R (4.1)

betrachtet. Hier ist d ∈ N+ die Anzahl der Raumdimensionen, F α : R
m → R

m, α =

1, . . . , d, sind Flussfunktionen, die von U abhängig sind aber keine Ableitungen von

U enthalten und R = (R1, . . . , Rm) ist der Vektor der rechten Seiten inklusive evtl.

vorhandener parabolischer Terme, das heißt Ableitungen höherer Ordnung als Eins.

Wie für die Klassifizierung der Differenzialgleichungen (vgl. Kapitel 3), ist es auch für

die Analyse charakteristischer Wellen nützlich, anstelle der abgeleiteten Erhaltungs-

größen U = U(V ), zugehörige primitive Variablen V = (V1, . . . , Vm) zu betrachten.

Mit den Matrizen

P :=
∂U

∂V
, Q1 :=

∂F 1

∂V
und A1 := P−1Q1 (4.2)
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4.1 Charakteristische Wellen hyperbolischer Differenzialgleichungssysteme

kann das System (4.1) geschrieben werden als

∂tU + ∂x1F 1(U) +
d∑

α=2

∂xαF α(U ) = R (4.3)

⇔ ∂tU + PP−1Q1∂x1V +
d∑

α=2

∂xαF α(U ) = R (4.4)

⇔ ∂tU + PA1∂x1V +
d∑

α=2

∂xαF α(U ) = R . (4.5)

Aufgrund der vorausgesetzten Hyperbolizität des Systems 4.1 hat die Matrix A1

genau m reelle Eigenwerte λ1 ≤ · · · ≤ λm mit m zugehörigen linearunabhängigen

Eigenvektoren und ist somit diagonalisierbar [161]. Es existiert also eine invertierbare

Matrix S und eine Diagonalmatrix Λ derart, dass

Λ = S−1A1 S ⇒ A1 = SΛS−1 . (4.6)

Somit kann die Gleichung (4.5) geschrieben werden als

∂tU + PSΛS−1∂x1V +
d∑

α=2

∂xαF α(U ) = R (4.7)

⇔ ∂tU + PSL +
d∑

α=2

∂xαF α(U ) = R , (4.8)

wobei L = (L1, . . . ,Lm) = ΛS−1∂x1V der Vektor der Amplituden der charakteris-

tischen Wellen mit den zugehörigen charakteristischen Geschwindigkeiten λ1, . . . , λm

ist, die in Richtung x1 in das Lösungsgebiet münden bzw. das Lösungsgebiet in diese

Richtung verlassen. Es gelten folgende Regeln [157]:

• λk > 0 bedeutet, dass die zugehörige charakteristische Welle das Lösungsge-

biet verlässt. In einem Randpunkt mit dieser Eigenschaft ist eine numerische

Randbedingung vorzugeben.

• λk < 0 bedeutet, dass die zugehörige charakteristische Welle in das Lösungsge-

biet mündet. In einem Randpunkt mit dieser Eigenschaft ist eine physikalische

Randbedingung vorzugeben.

Die Untersuchung für gegebenenfalls weitere berücksichtigte Raumdimensionen er-

folgt analog.

Mit der Auswertung der λk in einem Randpunkt des Lösungsgebiets kann also
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4 Anfangswerte und Randbedingungen

festgestellt werden, ob eine physikalische oder eine numerische Randbedingung vor-

zugeben ist. Das Vorgehen ist am Beispiel einer Raumdimension in Abbildung 4.1

veranschaulicht. In der dargestellten Situation münden zum Zeitpunkt t = tk drei

x = 0 x = d

tk

x

t

λ1 < 0
λ2 < 0

λ3 < 0

λ1 > 0

λ2 > 0

λ3 < 0

•

•

Abbildung 4.1: Charakteristische Wellen an den Randpunkten x = 0 und x = d zum
Zeitpunkt t = tk

charakteristische Wellen bei x = 0 in das Lösungsgebiet und in dem Randpunkt

x = d mündet eine Welle in das Gebiet und zwei verlassen das Lösungsgebiet. So-

mit sind zum betrachteten Zeitpunkt in dem Randpunkt x = 0 drei physikalische

Randbedingungen und bei x = d eine physikalische sowie zwei numerische Randbe-

dingungen vorzugeben. Bei den betrachteten Problemstellungen kann sich infolge des

dynamischen Entladungsverhaltens die Richtung charakteristischer Wellen natürlich

zeitlich schnell ändern, so dass diese zu jedem Zeitpunkt ausgewertet werden müssen.

4.2 Randbedingungen für die Elektronen

In dem Kapitel 2 wurden mit den drei Momentengleichungen (2.28a)–(2.28c), den vier

Momentengleichungen (2.35) und dem Drift-Diffusionsmodell (2.44a)–(2.44b) drei

Systeme partieller Differenzialgleichungen zur Beschreibung der Elektronen angege-

ben. In dem Kapitel 3 wurde gezeigt, dass das System (2.28a)–(2.28c) hyperbolisch-

parabolisch ist. Die Anzahl der vorzugebenden Randbedingungen hängt folglich von

der Richtung der charakteristischen Wellen an den Rändern des Lösungsgebiets ab.

Die Drift-Diffusionsgleichungen (2.44a) und (2.44b) sind bekanntermaßen parabo-

lisch, so dass an beiden Randpunkten für jede Gleichung eine Randbedingung vor-

zugeben ist. Das Vier-Momenten-Modell (2.35) konnte nicht eindeutig klassifiziert

werden. Aufgrund der Tatsache, dass die separierten Teilsysteme für Teilchen und

Energie unter den genannten Voraussetzungen jeweils hyperbolisch sind, werden für
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4.2 Randbedingungen für die Elektronen

dieses System bei den Modellrechnungen Randbedingungen analog zu dem Drei-

Momenten-Modell (2.28a)–(2.28c) vorgegeben.

Um die zu den drei Modellgleichungen (2.28a)–(2.28c) gehörenden Amplituden Lk

der charakteristischen Wellen zu bestimmen, werden in Anlehnung an das Vorgehen

in Kapitel 3 die primitiven Variablen V = (ne, v̄e, pe) und die Flussfunktion

F =








Γe

2
3
Γev̄e + 2

3
we

me

5
3
wev̄e − me

3
Γev̄

2
e








(4.9)

eingeführt. Hier wird die Wärmestromdichte q̇e vernachlässigt, woraus nach den Be-

trachtungen in Abschnitt 3.2.1 die Hyperbolizität des Systems folgt und somit das

in Abschnitt 4.1 vorgestellte Verfahren zur Bestimmung der Lk angewendet werden

kann. Die dort angegebenen Matrixoperationen1 liefern mit Einführung der Schall-

geschwindigkeit der Elektronen

ce =

√

5

3

pe

me ne

(4.10)

das Ergebnis

L =








λ1

(

∂xpe − cemene∂xv̄e

)

λ2

(

c2
eme∂xne − ∂xpe

)

λ3

(

∂xpe + cemene∂xv̄e

)







, (4.11)

mit

λ1 = v̄e − ce , λ2 = v̄e und λ3 = v̄e + ce . (4.12)

Somit ergeben sich die in der Tabelle 4.1 zusammengefassten Bedingungen, die an

den beiden Randpunkten mit der äußeren Einheitsnormalen ν zu jedem Zeitpunkt

ausgewertet werden müssen, um die Anzahl der erforderlichen physikalischen Randbe-

dingungen zu ermitteln. In der betrachteten räumlich eindimensionalen Entladungs-

geometrie ist ν = −1 bei x = 0 und ν = 1 bei x = d. Bei der angegebenen Anzahl

der vorzugebenden Randbedingungen wurde berücksichtigt, dass infolge des para-

bolischen Terms in der Energiebilanzgleichung, für diese in jedem Fall eine weitere

Randbedingung zu setzen ist. Ist in einem Randpunkt die Anzahl der erforderlichen

Randbedingungen kleiner als Drei, sind geeignete numerische Randbedingungen zu

ergänzen, um alle Lösungsgrößen auf dem Rand bestimmen zu können.

1Die Berechnung der Lk wurde mit dem Computeralgebrasystem Mathematica durchgeführt.
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4 Anfangswerte und Randbedingungen

Tabelle 4.1: Anzahl der in jedem Randpunkt vorzugebenden physikalischen Randbedin-
gungen für die Elektronen (Drei-Momenten-Modell)

|v̄e| < ce |v̄e| > ce

v̄e · ν < 0 3 3

v̄e · ν > 0 2 1

Nach der Klärung der Anzahl der erforderlichen Randbedingungen für die Elek-

tronen werden folgend die in dieser Arbeit verwendeten physikalischen Randbedin-

gungen angegeben. An der Kathode ist die Sekundäremission von Elektronen durch

auftreffende Ionen ein wesentlicher Prozess [69]. Werden alle weiteren Oberflächen-

effekte vernachlässigt, ist die Stromdichte der Elektronen an der Kathode gegeben

durch

Γe · ν = −γ
∑

i

JΓi · ν, 0K , (4.13)

wobei über alle Ionenspezies summiert wird. Hier ist γ der effektive Sekundärelek-

tronenemissionskoeffizient, der sowohl von den Materialeigenschaften als auch von der

Ionenenergie abhängig ist [72]. In der Regel wird γ jedoch als konstant angenommen.

Wird zusätzlich zu der Sekundäremission auch die Reflexion von Elektronen an der

Wand berücksichtigt, ergibt sich die Randbedingung [162]

Γe · ν = (1− re)
(

J−beE · νne, 0K +
1

4
vth,ene−

1

2
∂x

(

Dene

)

· ν
)

− γ
∑

i

JΓi · ν, 0K (4.14)

mit dem materialabhängigen Reflexionskoeffizienten re und der thermischen Ge-

schwindigkeit der Elektronen [124]

vth,e =

√

8kBTe

πme

. (4.15)

Dieser Ausdruck für die thermische Geschwindigkeit resultiert mit der Annahme ei-

ner Maxwellverteilung für die Geschwindigkeitsverteilungsfunktion der Elektronen

an der Wand mit der Elektronentemperatur Te. Da die Diskretisierung des Diffusi-

onsterms De∂xne/2 in (4.14) oftmals zu numerischen Problemen führt [162], ist es

empfehlenswert, die Randbedingung (4.14) äquivalent umzuformen (vgl. Anhang C)

zu [162]

Γe · ν =
1− re

1 + re

(

|beEne|+
1

2
vth,ene

)

− 2

1 + re

γ
∑

i

JΓi · ν, 0K . (4.16)
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Diese Umformung ist jedoch nur dann möglich, wenn Γe mittels der Drift-Diffusions-

näherung bestimmt wird. Für die neue Drift-Diffusionsnäherung (2.37a) ergibt sich

auf analoge Weise der Ausdruck

Γe · ν =
1− re

1 + re

(
e0

meνe

|E|ne +
1

2
vth,ene

)

− 2

1 + re

γ
∑

i

JΓi · ν, 0K . (4.17)

Die Gleichung (4.16) bzw. (4.17) wird bei Verwendung des Drift-Diffusionsmodells als

Robin-Randbedingung für die Elektronendichte verwendet.2 Wird die Impulsbilanz-

gleichung (2.28b) für die Teilchenstromdichte der Elektronen gelöst, kann (4.14) als

Dirichlet-Randbedingung für Γe gesetzt werden. Dabei ist zu beachten, dass (4.14)

eine Approximation der Teilchenstromdichte an der Wand darstellt, die auf anderen

Annahmen beruht als die Impulsbilanzgleichung (2.28b). Es hat sich gezeigt, dass die

Randbedingung

Γe · ν = (1− re)
(

J−beE · νne, 0K +
1

4
vth,ene

)

− γ
∑

i

JΓi · ν, 0K (4.18)

eine geeignetere Beschreibung darstellt. Dieser Ausdruck wird bei Verwendung des

Mehr-Momenten-Modells als Randbedingung für die Elektronen verwendet. Des Wei-

teren hat es sich als günstig erwiesen, die Gleichung (4.18) als Randbedingung für

die Teilchendichte zu setzen, falls der Elektronenstrom an dem entsprechenden Rand-

punkt auf die Wand gerichtet ist, das heißt falls v̄e · ν > 0 gilt. Ist gemäß Tabelle 4.1

die Vorgabe weiterer physikalischer Randbedingungen erforderlich, wird näherungs-

weise der Gradient der Teilchendichte zu Null gesetzt.

Zusätzlich zu den Randbedingungen für die Teilchendichte und die Stromdichte,

sind zu jedem Zeitpunkt in beiden Randpunkten Randbedingungen für die Energie-

bilanzgleichung (2.28c) bzw. (2.44b) vorzugeben. Analog zu der Bedingung (4.16) für

die Teilchenstromdichte, kann für die Energiestromdichte der Elektronen die Rand-

bedingung

Qe · ν =
1− re

1 + re

(

|b̃eEne|+
1

2
ṽth,ene

)

− 2

1 + re

γεγ
∑

i

JΓi · ν, 0K (4.19)

2Bei Vergleichen zwischen Drift-Diffusionsmodell und Mehr-Momenten-Modell werden für das
Drift-Diffusionsmodell die Randbedingungen gesetzt, die auch für das Mehr-Momenten-Modell
verwendet werden.
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mit der mittleren Energie der Sekundärelektronen εγ und

ṽth,e = 2kBTe

√

8kBTe

πme

(4.20)

hergeleitet werden. Der Ausdruck (4.20) ergibt sich unmittelbar mit der Annahme

einer Maxwellverteilung für die Geschwindigkeitsverteilungsfunktion der Elektronen

an der Wand mit der Elektronentemperatur Te. Die Gleichung (4.19) bzw. der analoge

Ausdruck

Qe · ν =
1− re

1 + re




e0

ν̃e

(
5

3
+ ξ1

)

|E|ne +
1

2
ṽth,ene



− 2

1 + re

γεγ
∑

i

JΓi · ν, 0K (4.21)

für die neue Drift-Diffusionsnäherung (2.37b) wird bei Verwendung des Drift-Diffu-

sionsmodells als Robin-Randbedingung für die Energiedichte verwendet.

Für die Energiebilanzgleichung (2.28c) des Mehr-Momenten-Modells werden die

vereinfachten Randbedingungen

ε = εγ (Kathode) (4.22a)

∂xε = 0 (Anode) (4.22b)

mit der mittleren Energie der Sekundärelektronen εγ gesetzt. Das heißt es wird an-

genommen, dass die Sekundärelektronen an der Kathode dominieren und der Gra-

dient der mittleren Elektronenenergie an der Anode vernachlässigt werden kann.

Eine Übersicht über die in den jeweiligen Modellen zur Beschreibung der Elektronen

verwendeten Randbedingungen ist in der Tabelle 4.2 aufgeführt. In Abhängigkeit da-

Tabelle 4.2: Übersicht über Randbedingungen für die Elektronen

Modell Randbedingungen
Kathode

Randbedingungen
Anode

4MM (4.22a), (4.18), p
∂xne = 0, p
∂xQe = 0

(4.22b), (4.18), p
∂xne = 0, p
∂xQe = 0

3MMk / 3MMn (4.22a), (4.18), p
∂xne = 0

(4.22b), (4.18), p
∂xne = 0

DDAk / DDA5/3 (4.16) (4.16)

DDAn (4.17) (4.17)
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von, wie viele physikalische Randbedingungen erforderlich sind, werden diese in der

angegebenen Reihenfolge vorgegeben und gegebenenfalls durch numerische Randbe-

dingungen (vgl. Abschnitt 4.5) ergänzt.

4.3 Randbedingungen für die Schwerteilchen

Zur Beschreibung der Ionen und metastabilen Neutralteilchen wurden in Kapitel 2

das Zwei-Momenten-Modell (2.28d)–(2.28e) und die Drift-Diffusionsgleichung (2.44c)

hergeleitet. Für das System gewöhnlicher Differenzialgleichungen für die nichtmeta-

stabilen Neutralteilchen sind – außer den vorzugebenden Anfangswerten – keine wei-

teren Randbedingungen erforderlich.

Um die Anzahl der erforderlichen physikalischen Randbedingungen für das hyper-

bolische System partieller Differenzialgleichungen (2.28d)–(2.28e) zu ermitteln, wer-

den analog zu dem Vorgehen in Abschnitt 3.2.2 die primitiven Variablen V = (nh, v̄h)

und die Flussfunktion

F =




Γh

Γhv̄h + kBTg

mh
nh



 (4.23)

eingeführt. Die anschließende Durchführung der in Abschnitt 4.1 angegebenen Matrix-

operationen liefert für die Amplituden L der charakteristischen Wellen das Ergebnis

L =




λ1

(

ch∂xnh − nh∂xv̄h

)

λ2

(

ch∂xnh + nh∂xv̄h

)



 , (4.24)

mit

λ1 = v̄h − ch , λ2 = v̄h + ch (4.25)

und der Schallgeschwindigkeit ch =
√

kBTg/mh der Schwerteilchen. Die Tatsache,

dass in einem Randpunkt für jedes λk > 0, k = 1, 2 eine physikalische Randbe-

dingung vorgegeben werden muss, liefert die in der Tabelle 4.3 zusammengefassten

Tabelle 4.3: Anzahl der in jedem Randpunkt vorzugebenden physikalischen Randbedin-
gungen für die Schwerteilchen (Zwei-Momenten-Modell)

|v̄h| < ch |v̄h| > ch

v̄h · ν < 0 1 2

v̄h · ν > 0 1 0

Ergebnisse. Hier sind geeignete numerische Randbedingungen zu ergänzen, sofern

die Anzahl der erforderlichen physikalischen Randbedingungen in einem Randpunkt
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kleiner als Zwei ist.

Folgend werden die verwendeten physikalischen Randbedingungen für die Schwer-

teilchen angegeben. Für diese stellt der Ausdruck

Γh · ν = (1− rh)
(

Jsgn(qh)bhE · νnh, 0K +
1

4
vth,hnh −

1

2
Dh∂xnh · ν

)

(4.26)

eine geeignete Randbedingung dar [162]. Hier bezeichnet

vth,h =

√

8kBTg

πmh

(4.27)

die thermische Geschwindigkeit der jeweiligen Schwerteilchenspezies. Die Randbe-

dingung (4.26) beschreibt die partielle Reflexion von Teilchen an der Wand aufgrund

eines Driftstroms, eines thermischen Stroms und eines Diffusionsstroms auf die Wand.

Analog zu der Herleitung von (4.16), kann der Ausdruck (4.26) äquivalent umgeformt

werden zu [162]

Γh · ν =
1− rh

1 + rh

(

|sgn(qh)bhEnh|+
1

2
vth,hnh

)

, (4.28)

sofern die Schwerteilchen mittels der Drift-Diffusionsnäherung (2.44c) beschrieben

werden. Der Ausdruck (4.28) wird bei Verwendung des Drift-Diffusionsmodells als

Robin-Randbedingung für die Teilchendichte der Schwerteilchen verwendet.3 Wird

die Impulsbilanzgleichung (2.28e) für die Schwerteilchen gelöst, wird der Diffusions-

term in (4.26) vernachlässigt und die vereinfachte Randbedingung

Γh · ν = (1− rh)
(

Jsgn(qh)bhE · νnh, 0K +
1

4
vth,hnh

)

(4.29)

als Dirichlet-Randbedingung für die Teilchenstromdichte gesetzt. In dem Fall, dass

der Teilchenstrom einer Schwerteilchenspezies von der Wand weggerichtet ist und

zusätzlich die mittlere Geschwindigkeit dieser Spezies größer als ch ist, wird als zu-

sätzliche Randbedingung angenommen, dass der Gradient der Teilchendichte ver-

schwindet. Eine Übersicht über die in dem Mehr-Momenten-Modell (2.28) sowie in

dem Drift-Diffusionsmodell (2.44) vorgegeben Randbedingungen für die Ionen und

metastabilen Atome ist in der Tabelle 4.4 angegeben. In Abhängigkeit davon, wie

viele physikalische Randbedingungen erforderlich sind, werden diese in der angege-

3Bei Vergleichen zwischen Drift-Diffusionsmodell und Mehr-Momenten-Modell werden für das
Drift-Diffusionsmodell die Randbedingungen gesetzt, die auch für das Mehr-Momenten-Modell
verwendet werden.
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4.3 Randbedingungen für die Schwerteilchen

Tabelle 4.4: Übersicht über Randbedingungen für die Schwerteilchen

Modell Randbedingungen
Kathode

Randbedingungen
Anode

TMM (4.29),
∂xnh = 0

(4.29),
∂xnh = 0

DDA (4.28) (4.28)

benen Reihenfolge vorgegeben und gegebenenfalls durch numerische Randbedingun-

gen (vgl. Abschnitt 4.5) ergänzt. Für die gewöhnlichen Differenzialgleichungen zur

Bestimmung der Dichten der strahlenden angeregten Atome sind – außer den An-

fangswerten – keine Randbedingungen vorzugeben.

Um den Einfluss der vereinfachten Randbedingungen (4.18), (4.22) und (4.29), die bei

der Lösung der Mehr-Momenten-Modelle zum Einsatz kommen, gegenüber den von

Hagelaar et al. [162] eingeführten Randbedingungen (4.16), (4.19) und (4.28) zu un-

tersuchen, wurde das DDA-Modell (vgl. Tabelle 2.2) für die bereits in Abschnitt 2.3.1

betrachtete Entladungssituation einer anomalen Glimmentladung in Argon bei einem

Gasdruck von p = 1 Torr, einer Schwerteilchentemperatur von Tg = 300 K sowie ei-

nem Elektrodenabstand von d = 1 cm und einer angelegten Gleichspannung von

V0 = −250 V gelöst. Die Abbildung 4.2 zeigt die Ladungsträgerdichten im stationä-

ren Zustand bei Verwendung der vereinfachten Randbedingungen im Vergleich mit

den Resultaten bei Verwendung der Hagelaar-Randbedingungen für die Elektronen
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Abbildung 4.2: Einfluss der vereinfachten Randbedingungen für die Elektronen (links) und
die Schwerteilchen (rechts) am Beispiel einer anomalen Glimmentladung in Argon
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4 Anfangswerte und Randbedingungen

bzw. die Schwerteilchen. Die dargestellten Ergebnisse zeigen, dass eine Variation der

Randbedingungen für die Elektronen einen wesentlichen quantitativen Einfluss auf

die Teilchendichten hat, der qualitative Verlauf sich jedoch kaum ändert. Der Einfluss

der Randbedingungen für die Schwerteilchen ist vernachlässigbar. Der beobachtete

Unterschied ist auf die Änderung der Randbedingung für die Elektronendichte an

der Kathode bei x = 0 zurückzuführen. Obwohl der Diffusionsbeitrag hier eine un-

tergeordnete Rolle spielt, ist der effektive Einstrom der Elektronen – und somit auch

die Dichte der Elektronen – im Falle der DDA-Randbedingungen geringer.

4.4 Randbedingungen für das elektrische Potenzial

Für das Zweipunkt-Randwertproblem zur Bestimmung des elektrischen Potenzials

ist in beiden Randpunkten eine Randbedingung vorzugeben. Wie bereits in Ab-

schnitt 2.3 diskutiert, wird die Spannung an einer metallischen Elektrode vorgegeben

bzw. durch das Lösen von gewöhnlichen Differenzialgleichungen bestimmt. In diesem

Fall wird für die Poisson-Gleichung (2.28g) folglich eine Dirichlet-Randbedingung der

Form

Φ(x0, t) = U0(t), x0 = 0, d (4.30)

gesetzt, wobei U0(t) ≡ 0 ist, falls die entsprechende Elektrode geerdet ist.

Als Randbedingung auf der Oberfläche einer dielektrisch beschichteten Elektro-

de, wie z. B. für die in Abbildung 2.2b gezeigte Entladungskonfiguration, wird das

Gaußsche Gesetz4 für das elektrische Feld [163]

εDED(x0, t) · ν − ε0E(x0, t) · ν = σ(x0, t) (4.31)

verwendet, das in dieser Form den Effekt der Oberflächenaufladung beschreibt [164].

Hier bezeichnet εD die Permittivität des Dielektrikums, ED ist das elektrische Feld im

Dielektrikum und ν die äußere Einheitsnormale. Die Oberflächenladung σ in einem

Randpunkt x0 ergibt sich aus der Akkumulation positiver bzw. negativer Ladungs-

träger und wird gemäß der Gleichung

∂tσ(x0, t) =
∑

s

qsΓs(x0, t) · ν (4.32)

4Das Gaußsche Gesetz ist benannt nach Johann C. F. Gauß (1777–1855).
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4.5 Numerische Randbedingungen

bestimmt [164]. Da im Innern des Dielektrikums die Gleichung

∂2
xΦ(x, t) = 0 (4.33)

erfüllt ist, kann aus (4.31) eine Randbedingung für Φ abgeleitet werden. Dies wird im

Folgenden am Beispiel der in Abbildung 2.2b dargestellten Geometrie gezeigt. Wegen

(4.33) und Φ(d+D, t) ≡ 0 gilt offenbar

ED(d, t) = −∂xΦ(d, t) =
Φ(d, t)− 0

D
. (4.34)

Aufgrund der Stetigkeitsbedingung lim
h→0

Φ(d+h, t) = lim
h→0

Φ(d−h, t) kann ED in (4.31)

durch den Ausdruck (4.34) substituiert werden. Damit resultiert für das Potenzial Φ

bei x = d die Robin-Randbedingung

εD

D
Φ(d, t) + ε0∂xΦ(d, t) = σ(d, t). (4.35)

Ist die bei x = 0 positionierte Elektrode mit einem Dielektrikum der Dicke D be-

schichtet, ergibt sich analog bei x = D die Randbedingung

εD

D

(

Φ(D, t)− U0(t)
)

− ε0∂xΦ(D, t) = σ(D, t) (4.36)

zur Bestimmung von Φ(D, t), wobei U0(t) die an der gespeisten Elektrode vorgegebene

Spannung ist.

4.5 Numerische Randbedingungen

Numerische Randbedingungen sind für diejenigen Lösungsgrößen zu setzen, für die

keine physikalischen Randbedingungen vorgegeben werden dürfen. Die Bestimmung

aller Lösungsgrößen in den Randpunkten ist erforderlich, da die Randwerte wiederum

in die Bestimmung der Werte im Innern des Lösungsgebiets einfließen. Eine Möglich-

keit zur Bestimmung der Randwerte liefern Extrapolationsansätze [165]. Typische

Vorgehensweisen sind in Abbildung 4.3 veranschaulicht.

Alternativ kann auf dem Rand das mit Vernachlässigung der rechten Seiten aus (4.8)

resultierende System partieller Differenzialgleichungen

∂tV + SL = 0 (4.37)
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Abbildung 4.3: Extrapolation nullter Ordnung (a), erster Ordnung (b) und logarithmische
Extrapolation (c) zur Bestimmung der Randwerte

gelöst werden. Dieses liefert geeignete Approximationen für die zu einmündenden

Wellen gehörenden Lk, in Abhängigkeit von den Lk ausströmender charakteristi-

scher Wellen [154, 158–160].

In dieser Arbeit wird zur Bestimmung der Teilchen- und Energiestromdichten auf

dem Rand ein linearer Extrapolationsansatz bezüglich der Ortskoordinate verwen-

det. Um zu vermeiden, dass bei steilen Gradienten die Teilchendichten in den Rand-

punkten negativ werden, werden diese logarithmisch extrapoliert. Dazu wird beim

Lösen der linearen Gleichungssysteme, die aus der Diskretisierung des Differenzial-

gleichungen resultieren, zunächst der Randwert des letzten Zeitpunktes gesetzt und

anschließend eine logarithmische Extrapolation (vgl. Abbildung 4.3c) gemäß

u0 = u1 exp

(

∆x1

∆x2

(

ln(u1)− ln(u2)
)
)

(4.38)

durchgeführt. In (4.38) sind u1 und u2 die Werte der zu extrapolierenden Variablen

in den beiden randnächsten Gitterpunkten und ∆x1,2 bezeichnet den Gitterabstand

der ersten bzw. zweiten Gitterzelle.

Basierend auf dem in Kapitel 3 festgestellten Typ der betrachteten Moellgleichun-

gen wurden in dem Kapitel 4 die in dieser Arbeit genutzen Randbedingungen zum

Abschluss der Modellgleichungen aufgeführt. Damit ist die formale Problemstellung

vollständig geklärt, so dass numerische Verfahren zum Lösen der Modelle diskutiert

werden können. Wie die in diesem Kapitel betrachteten Randbedingungen für makro-

skopische Größen auch in kinetischen Modellen genutzt werden können, wird in [166]

gezeigt.
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5 Numerische Lösungsverfahren

In diesem Kapitel werden numerische Lösungsverfahren zur Diskretisierung der in

Kapitel 2 vorgestellten Modellgleichungen diskutiert. In Abschnitt 5.1 werden ex-

plizite sowie (semi-) implizite Zeitschrittverfahren vorgestellt, die dann bei den in

Abschnitt 5.2 behandelten Diskretisierungsverfahren für die Modellgleichungen An-

wendung finden. Bei der Auswahl von Verfahren zur Diskretisierung der Bilanzglei-

chungen sind insbesondere folgende Kriterien zu berücksichtigen:

• Das Diskretisierungsverfahren muss positivitätserhaltend sein, wenn die physi-

kalische Größe diese Eigenschaft hat (wie z. B. die Dichte).

• Bei dem Transport von Teilchen darf sich die absolute Teilchenanzahl nicht

ändern (Erhaltungseigenschaft).

• Das Diskretisierungsverfahren muss für praktikable Werte der Orts- und Zeit-

schrittweiten stabil sein.

Außer diesen allgemeinen Forderungen müssen numerische Verfahren zur Beschrei-

bung von Entladungsplasmen zusätzliche Voraussetzungen erfüllen. Das qualitative

Verhalten der Lösungsvariablen ändert sich nicht nur in Abhängigkeit von Gasdruck,

Elektrodenabstand und angelegter Spannung stark, sondern variiert – wie in Kapi-

tel 3 gezeigt – häufig auch in Raum und Zeit zwischen diffusiv, driftdominiert und

reaktionsdominiert. Aus diesem Grund sind Verfahren, die traditionell zur Diskreti-

sierung hyperbolischer Gleichungen eingesetzt werden – wie z. B. die Lax–Wendroff-

Methode1 [167] – in den meisten Fällen ungenau bzw. instabil [52]. Es müssen Stabili-

sierungstechniken eingesetzt werden, um unphysikalische Oszillationen in den nume-

rischen Lösungen zu vermeiden. Zu modernen stabilisierten Diskretisierungsverfah-

ren zählen MUSCL2 [168], ENO/WENO3 [169–172], PPM4 [173] sowie flusslimitierte

unstetige Galerkin-Verfahren [174, 175]. Bei der Plasmamodellierung kommen vor-

wiegend Upwind-Verfahren [22, 60], exponentielle Finite-Differenzen-Verfahren [25–

1Die Lax–Wendroff-Methode ist benannt nach Peter D. Lax (*1926) und Burton Wendroff (*1930).
2MUSCL = Monotone Upstream-centered Schemes for Conservation Laws
3ENO = Essentially Non-Oscillatory, WENO = Weighted-ENO
4PPM = Piecewise Parabolic Method
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27, 30, 36, 67], ENO-Verfahren [53, 54], flusslimitierte Finite-Differenzen- und Finite-

Volumen-Verfahren [122, 123] sowie Flux-Corrected-Transport (FCT) Verfahren [105–

115, 117–121, 176, 177] zur Anwendung. Letztere können sowohl auf Basis Finiter-

Differenzen (FD-FCT) als auch auf Basis Finiter-Elemente (FE-FCT) eingesetzt

werden und basieren zumeist auf expliziten Zeitschrittverfahren [178–180]. Impli-

zite FE-FCT-Verfahren wurden erstmals von Kuzmin et al. in [181] eingeführt und

unter anderem von Ducasse et al. [111] zur Modellierung eines Streamers eingesetzt.

FCT-Verfahren haben sich bei der Modellierung von Plasmen als besonders geeignet

erwiesen, da diese sowohl zur Diskretisierung von hyperbolischen als auch von para-

bolischen Erhaltungsgleichungen angewendet werden können.

In dieser Arbeit werden insbesondere implizite FCT-Verfahren auf der Basis der

Finite-Differenzen-Methode (FDM) und der Finite-Elemente-Methode (FEM) un-

tersucht. Der Fokus liegt bei der Entwicklung impliziter Verfahren, da diese auch

dann angewendet werden können, wenn (lokal) sehr feine Ortsgitter verwendet wer-

den müssen bzw. die Teilchengeschwindigkeiten groß sind, so dass explizite Verfahren

aufgrund der CFL-Bedingung5 [182] und der aus dem parabolischen Term resultie-

renden Stabilitätsbedingung [183] gar nicht oder nur sehr eingeschränkt anwendbar

sind. In dem folgenden Abschnitt 5.1 werden zunächst allgemeine Zeitschrittverfahren

diskutiert bevor in dem Abschnitt 5.2 auf Ortsdiskretisierungsverfahren eingegangen

wird und ein neues implizites FD-FCT-Verfahren sowie ein verbessertes implizites

FE-FCT vorgestellt werden. Die neuen Ansätze werden anhand eines Testbeispiels

mit den bekannten Verfahren verglichen und bewertet. Wie die numerischen Verfah-

ren zur Diskretisierung der im Rahmen dieser Arbeit betrachteten Modellgleichungen

zur Beschreibung von Plasmen eingesetzt werden, wird in dem Abschnitt 5.3 ange-

geben. Schließlich wird in dem Abschnitt 5.4 die programmtechnische Umsetzung

erläutert.

5.1 Zeitschrittverfahren

5.1.1 Explizite und implizite Zeitschrittverfahren

Jede der in Kapitel 2.1 hergeleiteten Bilanzgleichungen kann in der Form

∂tu(x, t) + ∂xF (x, t) = R(x, t) in Ω× (0, T ] ⊂ R×R+ (5.1)

5Die CFL-Bedingung ist benannt nach Richard Courant (1888–1972), Kurt O. Friedrichs (1901–
1982) und Hans Lewy (1904–1988).
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mit der Flussfunktion F und dem Quellterm R geschrieben werden. Hier bezeichnet u

die jeweilige abhängige Variable. Wird das Zeitgitter
{

tk | tk = tk−1+∆tk, t0 = 0, k =

1, 2, . . .
}

eingeführt und die Gleichung (5.1) bezüglich der Zeit mit einem allgemeinen

θ-gewichteten Einschrittverfahren diskretisiert, resultiert die semi-diskrete Gleichung

uk+1 + ∆tk+1

(

θ∂xF
k+1 + (1− θ)∂xF

k
)

= uk + ∆tk+1

(

θRk+1 + (1− θ)Rk
)

(5.2)

mit den Abkürzungen uk = u(x, tk), F k = F (x, tk) und Rk = R(x, tk). Dieses Ver-

fahren entspricht für θ = 1/2 dem Crank-Nicolson-Verfahren6 [184], das die Konsis-

tenzordnung zwei besitzt. Für θ 6= 1/2 ist die Konsistenzordnung von (5.2) gleich

Eins. Das θ-Verfahren ist für θ ≥ 1/2 unbedingt stabil. Jedoch treten für θ < 1 in

der Praxis häufig Oszillationen auf [185], die insbesondere bei gekoppelten Systemen

zu Instabilitäten führen. Ein stabileres Verfahren, das auf äquidistanten Zeitgittern

ebenfalls von der Ordnung O(∆t2) ist, resultiert, wenn die Zeitableitung in (5.1)

gemäß

∂tu(x, tk) ≈ 3u(x, tk)− 4u(x, tk−1) + u(x, tk−2)

3∆tk −∆tk−1

(5.3)

approximiert wird und die Flussfunktion F sowie die Funktion R bei tk+1 ausgewertet

werden. Es folgt dann

3uk+1 + δtk+1∂xF
k+1 = 4uk − uk−1 + δtk+1R

k+1 , δtk+1 = 3∆tk+1 −∆tk . (5.4)

Für große Werte von ∆t treten jedoch auch bei diesem Verfahren gelegentlich Oszil-

lationen auf, die durch Verwendung des impliziten Eulerverfahrens (θ = 1 in (5.2))

vermieden werden können.

Zeitschrittverfahren höherer Ordnung, wie z. B. das Runge-Kutta-Verfahren, erfor-

dern die mehrfache Auswertung des Flusses F und der rechte Seite R pro Zeitschritt

und sind somit rechenaufwendiger. Zudem muss aufgrund der nichtlinearen Kopp-

lung der Modellgleichungen eine fehlerbehaftete Entkopplung bzw. eine Linearisie-

rung durchgeführt werden, so dass die höhere Ordnung des Verfahrens von unterge-

ordneter Bedeutung ist. Dieser Effekt ist in Abbildung 5.1 zu beobachten.7 Sowohl

das Eulerverfahren als auch das Verfahren (5.4) konvergieren linear. Der große re-

6Das Crank-Nicolson-Verfahren ist benannt nach John Crank (1916–2006) und Phyllis Nicolson
(1917–1968).

7Zum Vergleich der Verfahren wurde das Referenzmodell (vgl. Tabelle A.5 im Anhang A) mit der
reduzierten Reaktionskinetik aus Becker et al. [65] (vgl. Tabelle A.4 im Anhang A) gelöst, um
die Rechenzeit zu verkürzen. Da die exakte Lösung dieses Modells nicht bestimmt werden kann,
wurde hier eine Vergleichslösung mit der Zeitschrittweite ∆t = 0.02 ps bestimmt.
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Abbildung 5.1: Relative Fehler des impliziten Eulerverfahrens (Verfahren (5.2) mit θ = 1)
und des Verfahrens (5.4) zweiter Ordnung in der Startphase (t = 5 ns) sowie bei Erreichen
des stationären Zustandes (t = 50 µs) am Beispiel der Elektronendichte für unterschiedliche
Zeitschrittweiten

lative Fehler des Verfahrens (5.4) zum Zeitpunkt t = 50µs bei der Zeitschrittweite

∆t = 20 ns rührt daher, dass dieses Verfahren bei Erreichen des stationären Zustan-

des oszillierende Ergebnisse liefert. Die Resultate zeigen, dass der relative Fehler des

Verfahrens (5.4) im Allgemeinen zwar geringer ist, die theoretische Konvergenzord-

nung zwei jedoch nicht erreicht wird. Da insbesondere bei Erreichen eines stationären

Zustands der Fehler auch bei der Verwendung großer Zeitschrittweiten gering sein

sollte, wird hier das implizite Eulerverfahren zur Diskretisierung der Bilanzgleichun-

gen bezüglich der Zeit bevorzugt.

5.1.2 Schrittweitensteuerung bei expliziten Verfahren

Werden explizite Zeitschrittverfahren verwendet, so ist aufgrund der entsprechen-

den Stabilitätsbedingungen die Zeitschrittweite durch verfahrensabhängige Stabili-

tätsbedingungen beschränkt. Unter zusätzlicher Berücksichtigung der physikalischen

Zeitskalen kann der Zeitschritt auf Basis dieser Stabilitätsbedingungen adaptiv ange-

passt werden [186, 187]. Bei hohen Teilchengeschwindigkeiten oder (lokal) sehr feinen

Ortsgittern sind die Stabilitätsbedingungen jedoch so restriktiv, dass aufgrund der

kleinen Zeitschritte unakzeptabel lange Rechenzeiten auftreten. Das Problem langer

Rechenzeiten bei lokaler Gitterverfeinerung kann in vielen Fällen durch den Einsatz
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lokaler Zeitschrittweiten umgangen werden. Bei der Diskretisierung von Erhaltungs-

gleichungen wird dieser Ansatz jedoch nicht empfohlen, da die Erhaltungseigenschaft

des numerischen Verfahrens bei der Verwendung unterschiedlicher Zeitschrittweiten

in benachbarten Gitterpunkten nicht mehr gewährleistet ist [188]. Aus diesem Grund

liegt der Fokus dieser Arbeit insbesondere auf der Entwicklung und dem Einsatz im-

pliziter Verfahren, die keinen oder nur weniger restriktiven Stabilitätsbedingungen

unterliegen.

5.1.3 Schrittweitensteuerung bei impliziten Verfahren

Wird ein implizites Zeitschrittverfahren eingesetzt, müssen im Allgemeinen keine

Stabilitätsbedingungen berücksichtigt werden. Dies hat den großen Vorteil, dass die

Zeitschrittweite den physikalischen Prozessen angepasst werden kann. Ein automa-

tisches Verfahren zur Schrittweitenkontrolle sollte nur dann einen kleinen Zeitschritt

wählen, wenn dieser zur hinreichend genauen Beschreibung benötigt wird. Insbeson-

dere für die Modellierung des Startverhaltens einer Gleichspannungsentladung ist

dies von großem Nutzen. Unmittelbar nach dem Einschalten einer Spannungsquelle

sind sehr kleine Zeitschrittweiten erforderlich, um die schnellen physikalischen Pro-

zesse zu erfassen. Dagegen kann die Zeitschrittweite bei Erreichen des stationären

Zustandes, wenn nur noch langsamere Diffusionsprozesse die Lösung beeinflussen,

wesentlich größer gewählt werden.

In der Literatur ist eine große Anzahl von Verfahren zur adaptiven Schrittweiten-

kontrolle bekannt. Viele basieren auf Abschätzungen des Diskretisierungsfehlers, der

einen guten Indikator zur Wahl der Zeitschrittweite liefert [189]. Alternative Verfah-

ren nutzen die PID8-Controller-Theorie, bei der die relative Änderung einer Indika-

torvariablen in jedem Zeitschritt begrenzt wird [190]. Im Folgenden werden für die

gegebene Problemstellung angepasste Varianten dieser beiden Verfahren vorgestellt

und anhand des Referenzmodells bewertet.

Fehlerabschätzungsbasierte Schrittweitensteuerung

Ziel der fehlerabschätzungsbasierten Schrittweitensteuerung ist es, den Zeitschritt

adaptiv so anzupassen, dass mit möglichst wenigen Zeitschritten eine vorgegebene

Genauigkeit erreicht wird. Ist der Zeitschritt hinreichend klein, kann der Diskretisie-

rungsfehler in jedem Zeitschritt abgeschätzt werden, indem zwei mit unterschiedli-

chen Zeitschrittweiten berechnete Lösungen verglichen werden. Dieses Verfahren wird

8PID = Proportional-Integral-Derivative
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auch als Richardson-Extrapolation bezeichnet [185]. Alternativ kann der Diskretisie-

rungsfehler abgeschätzt werden, indem numerische Lösungen verglichen werden, die

mit Zeitschrittverfahren unterschiedlicher Ordnungen bestimmt wurden. Aufgrund

der bedingten Einsetzbarkeit von Verfahren höherer Ordnung (vgl. Abschnitt 5.1.1)

wird hier auf die zuerst genannte Methode zurückgegriffen und das Vorgehen im Fol-

genden kurz erläutert.

Sind uk+1 und ûk+1 mit den Zeitschritten ∆t und ∆t/m, m ∈ N bestimmte Nä-

herungslösungen einer Finite-Differenzen-Approximation der Ordnung p zum Zeit-

punkt tk+1, so kann der Diskretisierungsfehler ǫk+1 zu diesem Zeitpunkt wie folgt

abgeschätzt werden [185]

ǫk+1 ≈ ûk+1 − uk+1

mp − 1
. (5.5)

Um eine vorgegebene Genauigkeit TOL zu erreichen, wird in jedem Zeitschritt eine

Zeitschrittweite ∆t∗ bestimmt gemäß [191]

∆t∗ = ∆t




TOL

mp ‖ǫk+1‖





1/(p+1)

(5.6)

und ∆t durch ∆t∗ ersetzt, falls ∆t∗ zehn Prozent größer oder kleiner als ∆t ist. Das

genaue Vorgehen zur adaptiven Anpassung des Zeitschrittes ist in der Abbildung 5.2

veranschaulicht. Da in jedem Zeitschritt9 zusätzliche m Zeitschritte zur Abschät-

zung des Diskretisierungsfehlers erforderlich sind, sollte der Parameter m nicht zu

groß gewählt werden. Bei der Modellierung von Entladungsplasmen hat es sich als

geeignet erwiesen, den Parameter m = 2 und den relativen Fehler in der mittleren

Elektronenenergie als Grundlage für die Schrittweitensteuerung zu verwenden.

PID-basierte Schrittweitensteuerung

Bei der PID-basierten Schrittweitensteuerung wird die relative Änderung einer vor-

zugebenden Indikatorvariablen in jedem Zeitschritt gesteuert [190]. Der Vorteil dieses

Zugangs ist, dass kein zusätzlicher Rechenaufwand zur Abschätzung des Diskretisie-

rungsfehlers nötig ist und ein Zeitschritt nur mehrfach gerechnet werden muss, wenn

mit der aktuellen Zeitschrittweite die relative Änderung der Indikatorvariablen zu

groß ist. Das Vorgehen kann wie folgt zusammengefasst werden [189]:

9Prinzipiell kann die Anpassung der Zeitschrittweite auch z. B. nur jeden zehnten Zeitschritt durch-
geführt werden. Dieses Vorgehen kann jedoch leicht dazu führen, dass der kumulierte Diskreti-
sierungsfehler erheblich größer wird.
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tk, uk und ∆tk bekannt

Setze ∆tnew = ∆tk

Bestimme uk+1 mit ∆tk+1 = ∆tnew

Bestimme ûk+1 mit ∆tk+1 = ∆tnew/m

Bestimme ǫk+1 = ûk+1−uk+1

mp−1

Bestimme ∆t∗ = ∆tnew
(

TOL
mp‖ǫk+1‖

)1/(p+1) Setze ∆tnew = ∆t∗

∆tnew

∆t∗ ≫ 1 ?

∆tnew

∆t∗ ≪ 1 ?

Setze ∆tk+1 = ∆tnew Setze ∆tk+1 = ∆t∗

Setze tk+1 = tk + ∆tk+1

Setze uk+1 = ûk+1

Ja

Nein

Nein Ja

•

•

Abbildung 5.2: Flussdiagramm der fehlerabschätzungsbasierten Schrittweitensteuerung

0. Setze ∆t∗ = ∆tk

1. Setze ∆tk+1 = ∆t∗ und bestimme uk+1 mit der Zeitschrittweite ∆tk+1

2. Bestimme die relative Änderung einer Indikatorvariablen u zum Zeitpunkt tk+1

gemäß

∆uk+1 =

∥
∥
∥uk+1 − uk

∥
∥
∥

‖uk+1‖ (5.7)

3. Ist ∆uk+1 > TOL, so verwerfe uk+1 und gehe zu 1. mit

∆t∗ =
TOL

∆uk+1
∆tk+1 (5.8)

4. Andernfalls bestimme neue Zeitschrittweite ∆tk+1 gemäß

∆tk+1 =

(

∆uk−1

∆uk

)kP
(

TOL

∆uk

)kI
(

(∆uk−1)2

∆uk∆uk−2

)kD

∆t∗ (5.9)

und gehe zu 1.
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Auch für die PID-basierte Schrittweitensteuerung hat sich die mittlere Energie der

Elektronen als geeignete Indikatorvariable erwiesen. Bei der Bestimmung der Zeit-

schrittweite wurde die maximale relative Änderung in allen Gitterpunkten mit einer

Toleranz von TOL = 10−5 bzw. TOL = 10−6 limitiert. Nach den Empfehlungen von

Valli et al. [190] werden in (5.9) die Konstanten kP = 0.075, kI = 0.175 und kD = 0.01

verwendet.

Vergleich der Schrittweitensteuerungen

Um die Einsetzbarkeit und die Effizienz der zuvor vorgestellten Verfahren zur Schritt-

weitensteuerung für die betrachteten Modellgleichungen bewerten zu können, werden

diese am Beispiel des Referenzmodells10 getestet. Das Modell beschreibt den Zünd-

prozess einer anomalen Glimmentladung in Argon bei einem Gasdruck von 1 Torr,

einer Schwerteilchentemperatur von 300 K und einer angelegten Gleichspannung von

−250 V. Die zeitliche Entwicklung des Plasmas wird in Abschnitt 6.1 näher erläu-

tert. Zum Verständnis sei hier nur angemerkt, dass das Entladungsverhalten in eine

Einschaltphase, eine Townsendsche Entladungsphase, eine Zündphase und einen sta-

tionären Zustand unterteilt werden kann. Als Zeitschrittverfahren wird das implizite

Eulerverfahren verwendet, so dass bei der fehlerabschätzungsbasierten Schrittweiten-

steuerung p = 1 ist. Die Schrittweitensteuerung erfolgt bei beiden Verfahren auf Basis

des relativen Fehlers bzw. der relativen Änderung in der Elektronendichte11.

Die adaptiv bestimmten Zeitschrittweiten der fehlerabschätzungsbasierten Schritt-

weitensteuerung (SSt.1) und der PID-basierten Schrittweitensteuerung (SSt.2) und

die zugehörigen relativen Fehler sind für TOL = 10−5 und TOL = 10−6 in der

Abbildung 5.3 dargestellt. Die in Klammern angegebenen Prozentwerte geben die

Rechenzeiten der Verfahren mit Schrittweitensteuerung im Vergleich mit der Re-

chenzeit bei Verwendung der konstanten Zeitschrittweite ∆t = 1 ps an. Im Ver-

gleich mit den relativen Fehlern bei Verwendung der konstanten Zeitschrittweiten

∆t = 10 ps und ∆t = 1 ps ist zu sehen, dass unmittelbar nach dem Einschalten der

Spannungsquelle (t ≈ 0–100 ns) und bei dem Zünden der Entladung (t ≈ 1–30µs)

10Zum Vergleich der Verfahren wurde das Referenzmodell (vgl. Tabelle A.5 im Anhang A) mit der
reduzierten Reaktionskinetik aus Becker et al. [65] (vgl. Tabelle A.4 im Anhang A) gelöst, um
die Rechenzeit zu verkürzen. Da die exakte Lösung dieses Modells nicht bestimmt werden kann,
wurde hier eine Vergleichslösung mit der Zeitschrittweite ∆t = 0.02 ps bestimmt.

11In ersten Studien wurde die Elektronendichte als Indikatorvariable verwendet. Bei der Model-
lierung komplexerer Entladungssituationen hat sich jedoch die mittlere Energie der Elektronen
als geeignetere Indikatorvariable erwiesen. Die getroffenen Aussagen bezüglich der Vorteile der
genannten Verfahren behalten ihre Gültigkeit.
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 ∆t = 10 ps
 ∆t = 1 ps
 SSt.1: TOL = 1e−5 (4 %)
 SSt.1: TOL = 1e−6 (10 %)
 SSt.2: TOL = 1e−5 (4 %)
 SSt.2: TOL = 1e−6 (15 %)

Abbildung 5.3: Adaptiv angepasste Zeitschrittweiten der fehlerabschätzungsbasierten
(SSt.1) und der PID-basierten (SSt.2) Schrittweitensteuerung (oben) sowie zugehörige re-
lative Fehler (unten)

sehr kleine Zeitschrittweiten erforderlich sind, um eine akzeptable Genauigkeit zu

erzielen. Während der Townsendschen Entladungsphase (t ≈ 0.1–1µs) und bei dem

Erreichen des stationären Zustands (t > 30µs) kann dagegen ein deutlich größerer

Zeitschritt gewählt werden. Die Ergebnisse zeigen, dass sowohl die fehlerabschät-

zungsbasierte als auch die PID-basierte Schrittweitensteuerung zu einer deutlichen

Verkürzung der Rechenzeit bei gleichzeitiger Reduktion der Fehler führen. Da bei der

PID-basierten Steuerung der zusätzliche Rechenaufwand zur Abschätzung des Dis-

kretisierungsfehlers entfällt, liefert diese Methode für die betrachtete Modellsituation

bei gleichen Rechenzeiten deutlich genauere Ergebnisse. Wird die relative Änderung

TOL = 10−6 verwendet, reduziert sich die Rechenzeit etwa um das Siebenfache ge-

genüber der konstanten Zeitschrittweite ∆t = 1 ps und der Fehler wird gleichzeitig

etwa eine Größenordnung kleiner.
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Probleme können auftreten, wenn schnelle Änderungen in dem dynamischen Ver-

halten der zeitlichen Entwicklung auftreten. In diesem Fall ist unter Umständen die

Bedingung ∆uk+1 > TOL in Schritt 3. des PID-Verfahrens häufig verletzt und es

tritt der Effekt auf, dass sich die Zeitschrittweite sprunghaft nach oben bzw. unten

ändert. Aus diesem Grund hat sich bei der Modellierung von Atmosphärendruckent-

ladungen (vgl. Kapitel 6) die fehlerabschätzungsbasierte Schrittweitensteuerung als

geeigneter erwiesen.

Des Weiteren kann bei Verwendung des PID-Verfahrens der Fall eintreten, dass

die Zeitschrittweite, aufgrund einer großen relativen Änderung, trotz „gutartigem“

Lösungsverlauf, der eine deutlich größere Zeitschrittweite erlauben würde, stark li-

mitiert wird. Somit ist die Verwendung der fehlerabschätzungsbasierten Schrittwei-

tensteuerung zu empfehlen, wenn wenig Kenntnis über den zeitlichen Verlauf der

Lösungsgrößen vorliegt bzw. wenn der dynamische Lösungsverlauf starken Schwan-

kungen unterliegt. Die PID-basierte Schrittweitensteuerung ist überlegen, wenn sich

die Lösungsgrößen zeitlich nur langsam ändern.

5.2 Ortsdiskretisierungsverfahren

Die Anwendung eines Ortsdiskretisierungsverfahrens ist erforderlich, um die auftre-

tenden räumlichen Ableitungen durch geeignete Approximationen zu ersetzen. Zu-

sammen mit den in Abschnitt 5.1 beschriebenen Zeitschrittverfahren wird damit eine

gegebene Differenzialgleichung in ein System algebraischer Gleichungen überführt,

das numerisch gelöst werden kann. Es sind drei klassische Diskretisierungsansätze zu

unterscheiden:

• die Finite-Differenzen-Methode (FDM), bei der das Lösungsgebiet in endlich

viele Zellen unterteilt wird und alle auftretenden Ableitungen in den Knoten-

punkten durch Differenzenquotienten ersetzt werden,

• die Finite-Elemente-Methode (FEM), bei der die Variationsformulierung einer

gegebenen Differenzialgleichung betrachtet wird und die Ansatz- und Testfunk-

tionen als Linearkombination vorgegebener, knotenweise definierter Basisfunk-

tionen dargestellt werden und

• die Finite-Volumen-Methode (FVM), bei der das Lösungsgebiet in endlich viele

Volumina unterteilt und über jedes Volumen integriert wird. Volumenintegrale

über Divergenzterme werden durch Anwendung des Gaußschen Integralsatzes
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in Oberflächenintegrale transformiert, deren Werte schließlich als Flüsse in die

benachbarten Volumina aufgefasst werden.

Ein Vorteil der FEM und der FVM gegenüber der FDM ist, dass aufgrund der lokalen,

knoten- bzw. volumenbasierten Betrachtung die Verwendung unstrukturierter Gitter

und die Berücksichtigung komplexer Geometrien deutlich einfacher ist. Die FVM ist

der FDM und der FEM insofern überlegen, als dass die Erhaltungseigenschaft „au-

tomatisch“ erfüllt wird. Dennoch werden bei der Modellierung von Niedertempera-

turplasmen vorwiegend Finite-Differenzen-Verfahren und Finite-Elemente-Verfahren

eingesetzt und nur vereinzelt Finite-Volumen-Verfahren angewendet.

In den folgenden Abschnitten werden implizite Finite-Differenzen- und Finite-

Elemente-Verfahren zur Diskretisierung der betrachteten Modellgleichungen disku-

tiert. Insbesondere werden verbesserte, im Rahmen dieser Arbeit entwickelte FD-

FCT- und FE-FCT-Verfahren zum Lösen der Mehr-Momenten-Modelle vorgestellt.

Die betrachteten Verfahren werden in Abschnitt 6.1 am Beispiel des Referenzmodells

einer anomalen Glimmentladung verglichen und bewertet.

5.2.1 Finite-Differenzen-Verfahren

Nach Anwendung des in Abschnitt 5.1 beschriebenen impliziten Eulerverfahrens kann

jede der betrachteten Bilanzgleichungen in der Form

uk+1 + ∆tk+1∂xF
k+1 = uk + ∆tk+1R

k+1 (5.10)

geschrieben werden (vgl. Gleichung (5.2)). Die Flussfunktion F k = F (x, tk) ist in der

Form

F k = cuk −Dout∂x

(

Dinuk
)

(5.11)

gegeben, wobei der parabolische Term −Dout∂x

(

Dinuk
)

, mit dem äußeren Diffusi-

onskoeffizienten Dout und dem inneren Diffusionskoeffizienten Din, nicht in jedem

Fall auftritt. In dem hyperbolischen Term cuk bezeichnet der Koeffizient c z. B. die

Driftgeschwindigkeit. Mit Einführung des Ortsgitters (vgl. Abbildung 5.4)

{

xj |xj = xj−1 + ∆xj, x0 = 0, j = 1, . . . , Nx − 1, xNx−1 = d
}

(5.12)

sowie den Notationen uk
j = u(xj, tk), F k

j = F (xj, tk) und Rk
j = R(xj, tk) kann (5.10)
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. . . . . .
x

x0 = 0 x1
xj−1 xj xj+1 xNx−2 xNx−1 = d

• • • • • • •

∆x1 ∆xj ∆xNx−1

δxj

•

Abbildung 5.4: Ortsgitter für das Intervall [0, d]

diskretisiert werden gemäß

uk+1
j +

∆tk+1

δxj

(

F k+1
j+ 1

2

− F k+1
j− 1

2

)

= uk
j + ∆tk+1R

k+1
j (5.13)

mit δxj = xj+ 1
2
− xj− 1

2
. Um die geforderte Erhaltungseigenschaft zu erfüllen, ist

es wesentlich, die Diskretisierung (5.13) zu verwenden und nicht die ebenfalls nahe

liegende alternative Form

uk+1
j +

∆tk+1

∆xj + ∆xj+1

(

F k+1
j+1 − F k+1

j−1

)

= uk
j + ∆tk+1R

k+1
j . (5.14)

Letztere sichert nicht, dass der Fluss von xj nach xj+1 gleich dem Fluss von xj+1

nach xj ist.

Wird F k
j+ 1

2

in (5.13) mit einem zentralen Differenzenquotienten zweiter Ordnung

diskretisiert, ergibt sich die Darstellung

F k
j+ 1

2
= −

Dout
j+ 1

2

∆xj+1

(

Din
j+1u

k
j+1 −Din

j u
k
j

)

+
cj+ 1

2

2

(

uk
j + uk

j+1

)

. (5.15)

Bei Verwendung dieses Diskretisierungsschemas können in den numerischen Lösungen

jedoch unphysikalische Oszillationen auftreten, wenn die lokale Péclet-Zahl

Pej =
δxj|cj|

2Dout
j Din

j

(5.16)

in einem Punkt xj größer als Eins ist [150]. Enthält die Gleichung keinen paraboli-

schen Term, das heißt es ist Dout ≡ 0 bzw. Din ≡ 0, muss in jedem Fall mit einem

unphysikalischen Lösungsverhalten gerechnet werden. Dieses Problem kann mit Ver-

wendung des sogenannten Upwind-Schemas [192] umgangen werden. Bei diesem wird

der hyperbolische Term abhängig von der Strömungsrichtung, das heißt dem Vorzei-
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chen von c, wie folgt diskretisiert

F k
j+ 1

2
=







−
Dout

j+ 1
2

∆xj+1

(

Din
j+1u

k
j+1 −Din

j u
k
j

)

+ cj+ 1
2
uk

j falls cj+ 1
2
> 0

−
Dout

j+ 1
2

∆xj+1

(

Din
j+1u

k
j+1 −Din

j u
k
j

)

+ cj+ 1
2
uk

j+1 sonst.

(5.17)

Dies kann kürzer geschrieben werden als

F k
j+ 1

2
= −

Dout
j+ 1

2

∆xj+1

(

Din
j+1u

k
j+1 −Din

j u
k
j

)

+ Jcj+ 1
2
, 0Kuk

j − J−cj+ 1
2
, 0Kuk

j+1 . (5.18)

Das Upwind-Schema unterliegt jedoch bekanntermaßen einer hohen numerischen

Dämpfung, das heißt es führt zu einem hohen Dispersionsfehler. Im Rahmen dieser

Arbeit hat sich dies insbesondere bei der Diskretisierung der Teilchenbilanzgleichung

der Elektronen als problematisch erwiesen. Als Ausweg kann zur Beschreibung der

Elektronen ein Upwind-Verfahren zweiter Ordnung verwendet werden. Dazu wird

F k
j+ 1

2

bestimmt gemäß

F k
j+ 1

2
= −

Dout
j+ 1

2

∆xj+1

(

Din
j+1u

k
j+1 −Din

j u
k
j

)

+ cj+ 1
2
uk

j+ 1
2

(5.19)

und ein linearer Extrapolationsansatz zur Approximation von uk
j+ 1

2

verwendet, der

sich ebenfalls an der Strömungsrichtung orientiert:

uk
j+ 1

2
=







uk
j + (uk

j − uk
j−1)

∆xj+1

2∆xj

falls cj+ 1
2
> 0

uk
j+1 − (uk

j+2 − uk
j+1)

∆xj+1

2∆xj+2

sonst.
(5.20)

Zur Diskretisierung von Drift-Diffusionsgleichungen, wie sie in den betrachteten

Drift-Diffusionsmodellen zur Beschreibung der Ladungsträger auftreten (vgl. Ab-

schnitt 2.3.3), wird häufig ein exponentielles Diskretisierungsschema verwendet, wel-

ches auf eine Arbeit von Scharfetter und Gummel [193] zurückgeht. Mit der Annahme,

dass F k
j+ 1

2

, Din, Dout und c zu einem Zeitpunkt tk auf dem Intervall [xj, xj+1] konstant

sind, kann die gewöhnliche Differenzialgleichung zweiter Ordnung

F k
j+ 1

2
= −Dout∂x

(

Dinu(x, tk)
)

+ cu(x, tk) (5.21)
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mit den Randbedingungen u(xj, tk) = uk
j und u(xj, tk) = uk

j+1 analytisch gelöst und

der resultierende Ausdruck zur Approximation von F k
j+ 1

2

verwendet werden.12 Es

ergibt sich das Diskretisierungsschema

F k
j+ 1

2
=

cj+ 1
2

Dout
j+ 1

2




Din

j u
k
j

1− exp
(

−µj+ 1
2

) +
Din

j+1u
k
j+1

1− exp
(

µj+ 1
2

)



 , (5.22)

wobei µj+ 1
2

= ∆xj+1cj+ 1
2
/(Dout

j+ 1
2

Din
j+ 1

2

) ist. Dieses exponentielle Verfahren konvergiert

für Pej → 0 gegen eine zentrale Differenzendiskretisierung des parabolischen Terms

−Dout∂x

(

Dinu
)

und für Pej →∞ gegen eine Upwind-Diskretisierung des hyperboli-

schen Terms cu [194].

5.2.2 FCT-Verfahren auf der Basis finiter Differenzen

Die grundlegende Idee der von Boris et al. in [178] eingeführten FCT-Verfahren zum

numerischen Lösen partieller Differenzialgleichungen der Form

∂tu(x, t) + ∂x

(

c(x, t)u(x, t)
)

= R(x, t) (5.23)

besteht darin, mittels geeigneter Limitierungsfaktoren die „optimale Mischung“ ei-

nes monotonen Verfahrens niedriger Ordnung und eines Verfahrens höherer Ordnung

zur Diskretisierung des Flusses F = cu zu erreichen. Dabei sind die Limitierungs-

faktoren nichtlineare Funktionen der Lösungsvariablen u, da nach dem Theorem von

Godunov13 stabile lineare Diskretisierungsverfahren zur Diskretisierung von partiel-

len Differenzialgleichungen der Form (5.23) die maximale Konvergenzordnung eins

bezüglich des räumlichen Diskretisierungsfehlers besitzen [145]. Das allgemeine Ver-

fahren kann wie folgt zusammengefasst werden [188]:

1. Bestimme eine Lösung niedriger Ordnung, die keine Oszillationen aufweist.

2. Bestimme antidiffusive Flüsse auf Basis einer Lösung hoher Ordnung, die Oszil-

lationen aufweisen darf.

3. Limitiere die antidiffusiven Flüsse und korrigiere die Lösung niedriger Ordnung

so, dass keine neuen Extrema erzeugt und bestehende nicht verstärkt werden.

12Die analytische Lösung der Differenzialgleichung (5.21) wurde mit Hilfe des Computeralgebrasys-
tems Mathematica bestimmt.

13Sergei K. Godunov (*1929) formulierte dieses Theorem im Russischen in Math. Sbornik, 47:271–
306, 1959.
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Dieses Vorgehen hat zur Folge, dass in Bereichen, in denen u glatt ist, die Flüsse

hoher Ordnung und in Bereichen steiler Gradienten die Flüsse niedriger Ordnung

dominieren. Zur Veranschaulichung eines typischen Lösungsverhaltens sind in der

Abbildung 5.5 die Lösungen der drei aufgeführten Verfahrensschritte für das später

betrachtete Testproblem (5.23) dargestellt. Hier wird deutlich, dass die limitierte Lö-
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0

5

10

15

x

u

 

 

 exakt
 uLow
 uHigh
 uFCT

Abbildung 5.5: Beispiel der Verfahrensweise von FCT-Verfahren. Gezeigt ist die mit dem
ETBFCT-Verfahren [195] berechnete Lösung der Gleichung (5.23) für c = 1 und R = 0
nach 900 Zeitschritten mit ∆t = 0.001 und ∆x = 0.025. Die Anfangswerte sind wie in
(5.39) gewählt.

sung (uFCT) genauer ist als die Lösung niedriger Ordnung (uLow) und dass die bei

der Lösung hoher Ordnung (uHigh) auftretenden Oszillationen unterdrückt werden.

Ein weiterer Vorteil von FCT-Verfahren ist, dass durch den Limitierungsschritt auch

nichtlineare Instabilitäten vermieden bzw. reduziert werden [196], die insbesondere

bei nichtlinear gekoppelten Systemen partieller Differenzialgleichungen auftreten kön-

nen. Denn aufgrund der nichtlinearen Kopplung können bei der Verwendung linearer

Diskretisierungsschemata auch dann Instabilitäten auftreten, wenn die entsprechen-

den linearen Stabilitätsbedingungen erfüllt sind [197]. Mögliche Probleme, die bei der

Verwendung von FCT-Verfahren auftreten können, sind das sogenannte Clipping und

das Terracing [198, 199]. Bei dem Clipping werden evtl. auftretende Maxima zu stark

limitiert. Der Terracing-Effekt zeigt sich durch ein stufenartiges Lösungsverhalten,

das insbesondere an ansteigenden oder abfallenden Flanken auftritt. Clipping und

Terracing sind jedoch keine FCT-spezifischen Probleme, sondern treten z. B. auch in

PPM-, MUSCL- und TVD14-Verfahren auf, wenn die Limiter über- bzw. unterschätzt

14TVD = Total Variation Diminishing
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werden [198]. Um zu erreichen, dass durch die Limitierung keine physikalischen Ef-

fekte unterdrückt werden, ist es wesentlich, nur den Korrekturschritt 3., nicht aber

die Lösungen niedriger und hoher Ordnung zu limitieren [196].

Basierend auf den grundlegenden Arbeiten von Boris et al. [178, 195, 196, 200,

201] sowie den Weiterentwicklungen von Zalesak [202] und Odstrčil [203, 204] wer-

den im Folgenden sowohl ein neues explizites (EFCT) als auch ein neues implizites

(IFCT) FD-FCT-Verfahren entwickelt und an einem Testbeispiel mit dem ETBFCT-

Verfahren [179, 195] und dem YDFCT-Verfahren [179, 204] verglichen. Sowohl bei

ETBFCT als auch bei YDFCT wird in jedem Zeitschritt tk → tk+1 zunächst ei-

ne Lösung uk+ 1
2 bei tk+ 1

2
bestimmt und anschließend der volle Zeitschritt durch-

geführt [179]. Bei YDFCT wird dabei in dem ersten Halbschritt die Lösung hoher

Ordnung teilweise geglättet, um den bei ETBFCT auftretenden Terracing-Effekt zu

umgehen. Dieser Ansatz wird auch hier verfolgt. Um den Rechenaufwand zu redu-

zieren, wird jedoch kein Zwischenschritt vorgenommen. Ausgehend von der Differen-

zialgleichung (5.23) mit dem Fluss F = cu wird bei dem EFCT-Verfahren in jedem

Zeitschritt tk → tk+1 wie folgt vorgegangen:

1. Bestimme eine Lösung uH gemäß

uH
j = uk

j −
∆tk+1

δxj

(

F k
j+ 1

2
− F k

j+ 1
2

)

+ ηj+ 1
2
∆uk

j+1 − ηj− 1
2
∆uk

j + ∆tk+1R
k
j . (5.24a)

2. Bestimme eine Lösung uL gemäß

uL
j = uk

j −
∆tk+1

δxj

(

F k
j+ 1

2
− F k

j+ 1
2

)

+ ζj+ 1
2
∆uk

j+1 − ζj− 1
2
∆uk

j + ∆tk+1R
k
j (5.24b)

und antidiffusive Flüsse

Aj+ 1
2

= µj+ 1
2
∆uH

j+1 . (5.24c)

3. Limitiere die antidiffusiven Flüsse mit dem Boris-Book-Limiter [196]

Ãj+ 1
2

= sgn(∆uL
j+1)

r
0,

min
{

sgn(∆uL
j+1)∆u

L
j , |Aj+ 1

2
|, sgn(∆uL

j+1)∆u
L
j+2

}z
(5.24d)

und bestimme die finale Lösung uk+1 gemäß

uk+1
j = uL

j −
(

Ãj+ 1
2
− Ãj− 1

2

)

. (5.24e)
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Hier und im Folgenden bezeichnet ∆uj = uj − uj−1 die Differenz zweier Funktions-

werte in benachbarten Gitterpunkten. Die noch freien Parameter η, ζ und µ können

so festgelegt werden, dass der Amplitudenfehler

Eamp(k̄) = 1− |G(k̄)|2 (5.25)

und der relative Phasenfehler

Eph(k̄) =
x̄n(k̄)− x̄a

x̄a

(5.26)

minimal werden. Der Amplitudenfehler (5.25) ist definiert als die Amplitude einer

unphysikalischen Dämpfung bzw. eines instabilen Anwachsens, wobei G den Verstär-

kungsfaktor einer wellenartigen Störung der Form exp(ikx− ωt) mit der Wellenzahl

k̄ und der Kreisfrequenz ω bezeichnet. Der Phasenfehler (5.26) ist definiert als die

relative Differenz der Wegstrecke x̄n(k̄) in der numerischen Lösung und der Wegstre-

cke x̄a in der analytischen Lösung, welche eine gegebene Harmonische in der Zeit

∆t propagiert [196, 203]. Für die betrachtete Differenzialgleichung (5.23) ist offenbar

x̄a = c∆t. Die von der Wellenzahl k abhängige Größe x̄n kann mittels der Relati-

on [196]

tan
(

k x̄n(k̄)
)

= −
Im
(

G(k̄)
)

Re
(

G(k̄)
) (5.27)

bestimmt werden. Um den Verstärkungsfaktor G des EFCT-Verfahrens (5.24) zu be-

stimmen, wird das zugehörige homogene nichtlimitierte Differenzenschema betrach-

tet. Dieses ergibt sich mit Ãj+ 1
2

= Aj+ 1
2
. Zudem wird ein äquidistantes Gitter und c

als konstant angenommen. Sukzessives Ersetzen von uH und uL durch uk führt damit

auf das Differenzenschema

uk+1
j = uk

j −
C

2

(

uk
j+1 − uk

j−1

)

+ (ζ − µ)
(

uk
j+1 − 2uk

j + uk
j−1

)

+ µ
C

2

(

uk
j+2 − 2uk

j+1 + 2uk
j−1 − uk

j−2

)

− µη
(

uk
j+2 − 4uk

j+1 + 6uk
j − 4uk

j−1 + uk
j−2

)

, (5.28)

wobei C = c∆t/∆x die CFL-Zahl ist. Das Einsetzen einer wellenartigen Lösung

uk
j = ξkeijβ (5.29)
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mit dem Phasenwinkel β = k̄∆x in (5.28) liefert nach einer länglichen Rechnung (vgl.

Anhang D.1) für G = ξk+1/ξk den Ausdruck

G = 1− 2(ζ − µ)
(

1− cos(β)
)

− 2µη
(

3− 4 cos(β) + cos(2β)
)

− iC
(

(1 + 2µ) sin(β)− µ sin(2β)
)

. (5.30)

Mit einem Entwicklungsansatz für die trigonometrischen Funktionen können Eamp

und Eph dargestellt werden in der Form

Eamp = aamp
1 β2 + aamp

2 β4 +O(β6) (5.31)

Eph = aph
1 β

2 + aph
2 β

4 +O(β5) . (5.32)

Die Parameter ζ, µ und η können so gewählt werden, dass aamp
1 = aph

1 = aph
2 = 0

ist, der Amplitudenfehler also von der Ordnung vier und der Phasenfehler von der

Ordnung fünf bezüglich β ist. Diese von C abhängigen Werte sind gegeben durch15

ζ =
1

6

(

1 + 2C2
)

, µ =
1

6

(

1− C2
)

und η =
1

5

(

1 + C2
)

. (5.33)

Bei der Verwendung des EFCT-Verfahrens (5.24) zur Lösung von Problemen mit

nichtkonstanten Koeffizienten wird Cj+ 1
2

= ∆t(cj + cj+1)/(2δxj+1) zur Bestimmung

der Parameter (5.33) verwendet.

Eine genauere Analyse des Verstärkungsfaktors (5.30) zeigt, dass die strikte von

Neumannsche Stabilitätsbedingung16 [144, 205]

|G(k̄)|2 ≤ 1 ∀ k̄ ∈ R (5.34)

genau dann erfüllt ist, wenn maxj{|Cj| ≤ 1} gilt. Die Funktion |G|2 des ETBFCT-,

YDFCT-, EFCT- und IFCT-Verfahrens ist in Abhängigkeit vom Phasenwinkel β

und von der CFL-Zahl C in Abbildung 5.6 dargestellt. Hier wird ersichtlich, dass die

Funktion |G|2 der drei betrachteten expliziten FD-FCT-Verfahren für C > 1 nicht

mehr der von Neumannschen Stabilitätsbedingung (5.34) genügt. Somit unterliegen

diese Verfahren der Bedingung an die Zeitschrittweite

∆t ≤ max
j

{

∆xj

|cj|

}

. (5.35)

15Zur Herleitung dieser Werte wurde das Computeralgebrasystem Mathematica verwendet.
16Die von Neumannsche Stabilitätsbedingung ist benannt nach John von Neumann (1903–1957).
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Abbildung 5.6: Darstellung der Funktion |G|2 in Abhängigkeit von dem Phasenwinkel β
und von der CFL-Zahl C für ETBFCT, YDFCT, EFCT und IFCT

Diese Beschränkung kann durch die Verwendung impliziter Zeitschrittverfahren, wie

z. B. dem IFCT-Verfahren, umgangen werden. Dieses Verfahren wird nachfolgend be-

schrieben.

In der Literatur sind nur wenige implizite FD-FCT-Verfahren dokumentiert. Bo-

ris et al. [196] haben REVFCT entwickelt, welches auf dem Crank-Nicolson-Verfahren

basiert. Dieses Verfahren wurde im Rahmen dieser Arbeit getestet, hat sich aber auf-

grund des stark auftretenden Terracing-Effekts für die Plasmamodellierung als nicht

anwendbar erwiesen. Patnaik et al. [206] wenden FCT-Verfahren zum Lösen der kom-

pressiblen Eulergleichungen an und lösen dabei eine zusätzliche elliptische Gleichung

implizit, um die Abhängigkeit der CFL-Zahl von der Schallgeschwindigkeit zu umge-

hen. Die Stabilitätsbedingung (5.35) bleibt jedoch bestehen. Steinle und Morrow [106]

schlagen ein implizites FD-FCT-Verfahren vor. Bei diesem wird eine Lösung vierter

Ordnung implizit und die monotone Lösung niedriger Ordnung mit dem expliziten

Upwind-Verfahren bestimmt. Dabei werden zur Bestimmung der expliziten Lösung

hinreichend viele zusätzliche kleinere Zeitschritte ausgeführt, um die Stabilität zu si-

89



5 Numerische Lösungsverfahren

chern. Dieser Ansatz scheint für die betrachteten Problemstellungen nur beschränkt

anwendbar zu sein. Weitere implizite FD-FCT-Verfahren sind nicht bekannt.

Basierend auf dem gleichen Konzept wie das EFCT-Verfahren wird in dieser Arbeit

das folgende implizite FD-FCT-Verfahren (IFCT) eingeführt:

1. Bestimme eine Lösung uH gemäß

uH
j = uk

j −
∆tk+1

δxj

(

FH
j+ 1

2
−FH

j+ 1
2

)

+ ηj+ 1
2
∆uH

j+1− ηj− 1
2
∆uH

j + ∆tk+1R
H
j . (5.36a)

2. Bestimme eine Lösung uL gemäß

uL
j = uk

j −
∆tk+1

δxj

(

F L
j+ 1

2
− F L

j+ 1
2

)

+ ζj+ 1
2
∆uL

j+1 − ζj− 1
2
∆uL

j + ∆tk+1R
H
j (5.36b)

und antidiffusive Flüsse

Aj+ 1
2

= µj+ 1
2
∆uH

j+1 . (5.36c)

3. Limitiere die antidiffusiven Flüsse mit dem Boris-Book-Limiter [196]

Ãj+ 1
2

= sgn(∆uL
j+1)

r
0,

min
{

sgn(∆uL
j+1)∆u

L
j , |Aj+ 1

2
|, sgn(∆uL

j+1)∆u
L
j+2

}z
(5.36d)

und bestimme die finale Lösung uk+1 gemäß

uk+1
j = uL

j −
(

Ãj+ 1
2
− Ãj− 1

2

)

. (5.36e)

Aufgrund der impliziten Behandlung der Flüsse, kann für dieses Verfahren keine

zusammenhängende Darstellung der Form (5.28) gefunden werden. Stattdessen wird

der zugehörige Verstärkungsfaktor durch sukzessive Bestimmung der zu den Schritten

1., 2. und 3. gehörenden Verstärkungsfaktoren hergeleitet. Für das nichtlimitierte

Differenzenschema ergibt sich der Ausdruck

G =
1

1 + 2ζ
(

1− cos(β)
)

+ iC sin(β)
+

2µ
(

1− cos(β)
)

1 + 2η
(

1− cos(β)
)

+ iC sin(β)
. (5.37)

Die Funktion |G|2 ist für die verwendeten Parameter

ζ =
|C|
2
, µ =

|C|
2

und η = min{1, 1/|C|} (5.38)
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in der Abbildung 5.6 (rechts unten) dargestellt. Die Abbildung zeigt, dass auch für

dieses Verfahren die von Neumannsche Stabilitätsbedingung (5.34) nicht für belie-

biges C erfüllt ist. Dies ist darauf zurückzuführen, dass der Korrekturschritt 3. in

(5.36) expliziten Charakter hat. Da bei der Korrektur der implizit bestimmten Lö-

sung jedoch die Erzeugung neuer Minima und Maxima durch den Boris-Book-Limiter

ausgeschlossen wird, ist das Verfahren auch für C > 1 stabil.

Eine optimale Bestimmung der Parameter ζ, µ und η basierend auf der Mini-

mierung des Amplituden- und des Phasenfehlers ist für das IFCT-Verfahren nicht

möglich. Aus diesem Grund wird ζ so gewählt, dass die zu dem Schritt 2. in (5.36)

gehörende Systemmatrix die M-Matrixeigenschaften (vgl. Anhang D.2) erfüllt. Diese

Bedingung sichert, dass das Verfahren positivitätserhaltend ist [207] und führt un-

mittelbar auf ζj+ 1
2

= |Cj+ 1
2
|/2. Für den Parameter µ hat sich die Wahl µj+ 1

2
= ζj+ 1

2

als geeignet erwiesen. Der Parameter η ist insbesondere dann zur Vermeidung des

Terracing-Effekts erforderlich, wenn |C| klein ist. Aus diesem Grund wird ηj+ 1
2

=

min{1, 1/|Cj+ 1
2
|} gesetzt.

Zum Test der betrachteten FD-FCT-Verfahren wird folgend die Gleichung (5.23)

mit c ≡ 1, R ≡ 0 und der Anfangsbedingung

u(x, 0) =







1 + ex falls 0 ≤ x < 2.5

10 falls 5 ≤ x < 7

2 sonst

(5.39)

sowie der Randbedingung u(0, t) = 2 gelöst. Die Ergebnisse von ETBFCT, YDFCT,

EFCT und IFCT sind für verschiedene Werte der CFL-Zahl C = ∆t/∆x in Abbil-

dung 5.7 dargestellt. Der Vergleich der Verfahren macht deutlich, dass EFCT diffusi-

ver als die übrigen Verfahren ist. Dies ist darauf zurückzuführen, dass die zugehörige

Funktion |G|2 für C ≪ 1 kleiner und der Amplitudenfehler (5.25) somit größer als

der Fehler der übrigen Verfahren ist (vgl. Abbilung 5.6). Das IFCT-Verfahren ist für

C = 0.01 genauer als EFCT und YDFCT, was auf einen kleinen Amplitudenfehler

für C ≪ 1 zurückzuführen ist und erreicht eine ähnliche Genauigkeit wie das explizite

ETBFCT. Für C = 1 sind alle expliziten Verfahren sehr genau, da in diesem Fall

für diese |G(k̄)|2 = 1∀ k̄ und somit Eamp = 0 ist. Im Gegensatz zu IFCT sind die

expliziten Verfahren für C > 1 instabil. Mit wachsender CFL-Zahl C wird das IFCT-

Verfahren diffusiver, was auf die starke Dämpfung des zugrunde liegenden impliziten

Euler-Verfahrens zurückzuführen ist. Der Terracing-Effekt ist ausschließlich bei dem

ETBFCT-Verfahren zu beobachten. Das Problem der hohen Diffusivität von IFCT
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Abbildung 5.7: Vergleich der Verfahren IFCT (5.36), EFCT (5.24), YDFCT [204] und
ETBFCT [195] für C = 0.01 (mit ∆t = 0.001 und ∆x = 0.1), C = 0.1 (mit ∆t = 0.01 und
∆x = 0.1), C = 1 (mit ∆t = ∆x = 0.01) sowie C = 10 (mit ∆t = 0.1 und ∆x = 0.01)

für große C ist bei der Modellierung der betrachteten Gasentladungen von unterge-

ordneter Bedeutung. Denn es wird nicht – wie in dem verwendeten Testbeispiel –

ein Anfangsprofil über einen langen Zeitraum transportiert, sondern es spielen auch

Diffusions- und Reaktionsprozesse eine wesentliche Rolle. Zur Umgehung des Pro-

blems können z. B. BDF17-Verfahren höherer Ordnung eingesetzt werden [145].

Es kann zusammengefasst werden, dass das im Rahmen dieser Arbeit entwickelte

EFCT-Verfahren für das betrachtete Testbeispiel Ergebnisse liefert, die frei von un-

physikalischen Stufen, jedoch geringfügig diffusiver als die Resultate der Vergleichs-

verfahren ETBFCT und YDFCT sind. Gegenüber dem ebenfalls „stufenfreien“ YD-

FCT-Verfahren hat EFCT den Vorteil, dass der zusätzliche Halbschritt entfällt und

der Rechenaufwand somit halbiert wird. Damit eignet sich EFCT insbesondere zur

Beschreibung von Prozessen, bei denen physikalische Diffusions- und Reaktionspro-

zesse – so wie in den betrachteten Entladungsplasmen – die numerische Diffusion

kompensieren. Bei CFL-Zahlen größer als Eins ist keines der expliziten Verfahren an-

wendbar. Das IFCT-Verfahren umgeht diese Beschränkung und ist ebenfalls frei von

dem Terracing-Effekt. Für CFL-Zahlen C < 1 hat IFCT auch auf groben Ortsgittern

eine hohe Genauigkeit, die vergleichbar mit der von ETBFCT ist. Somit ist IFCT in

17BDF = Backward Differentiation Formula

92



5.2 Ortsdiskretisierungsverfahren

jedem Fall den expliziten Verfahren vorzuziehen. Ein Vergleich von IFCT mit den in

Abschnitt 5.2.4 betrachteten FCT-Verfahren auf der Basis finiter Elemente erfolgt in

Abschnitt 6.1 am Beispiel einer Gasentladung.

5.2.3 Finite-Elemente-Verfahren

Die Finite-Elemente-Methode (FEM) ist ein Diskretisierungsverfahren, das insbe-

sondere bei der Lösung elliptischer partieller Differenzialgleichungen Anwendung fin-

det, aber auch zur Lösung hyperbolischer und parabolischer Probleme eingesetzt

wird [150, 208–211]. Um eine gegebene partielle Differenzialgleichung mit der FEM

zu lösen, muss zunächst die zugehörige Variationsformulierung18 hergeleitet werden.

Dazu wird die Differenzialgleichung mit Testfunktionen v aus einem geeigneten Tes-

traum V multipliziert und über das Lösungsgebiet integriert. Ist die gegebene Glei-

chung zeitabhängig, wird üblicherweise mittels der FEM eine Semidiskretisierung be-

züglich der Ortsvariablen vorgenommen und das resultierende System gewöhnlicher

Differenzialgleichungen mit einem geeigneten Zeitschrittverfahren gelöst. Alternativ

können Raum-Zeit-Elemente genutzt und eine vollständige Diskretisierung mittels

der FEM vorgenommen werden [211]. In dieser Arbeit wird der erstgenannte Ansatz

verfolgt.

Die Multiplikation der betrachteten partiellen Differenzialgleichung (5.1) mit v ∈
V und die anschließende Integration über das Lösungsgebiet führt auf die Gleichung

∫ d

0
∂tu(x, t)v(x) dx+

∫ d

0
∂xF (x, t)v(x) dx =

∫ d

0
R(x, t)v(x) dx . (5.40)

Wird der zweite Term auf der linken Seite dieser Gleichung partiell integriert und

ein geeigneter Ansatzraum U festgelegt, resultiert die Variationsformulierung:

Finde für alle t ∈ (0, T ] ein u(·, t) ∈ U , so dass

∫ d

0
∂tu(x, t)v(x) dx−

∫ d

0
F (x, t)∂xv(x) dx

+ F (x, t)v(x)
∣
∣
∣
∣

d

0
=
∫ d

0
R(x, t)v(x) dx ∀ v ∈ V . (5.41)

Zur Diskretisierung dieser Aufgabenstellung werden U und V durch endliche Teil-

räume Uh = span{ϕ0, . . . , ϕNx−1} ⊂ U und Vh = span{ψ0, . . . , ψNx−1} ⊂ V appro-

ximiert. FE-Verfahren, bei denen Uh = Vh ist, werden als Galerkin-FEM19 (GFEM)

18Die Variationsformulierung wird in der Literatur auch als schwache Formulierung bezeichnet.
19Die Galerkin-FEM ist benannt nach Boris G. Galerkin (1871–1945).
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und jene, bei denen Uh 6= Vh ist, als Petrov-Galerkin-FEM (PGFEM) bezeichnet. Ist

die Flussfunktion F linear in u, führt die Darstellung von u als Linearkombination

der Basisfunktionen ϕj gemäß

u(x, t) ≈ uh(x, t) =
Nx−1∑

j=0

uj(t)ϕj(x) (5.42)

auf ein System gewöhnlicher Differenzialgleichungen der Form

M
d

dt
uh(t) +Kuh(t) = f (5.43)

für uh = (u0, . . . , uNx−1). Dieses System kann mit einem expliziten oder impliziten

Zeitschrittverfahren bezüglich t diskretisiert und numerisch gelöst werden. In (5.43)

bezeichnet M die Massenmatrix, K die Steifigkeitsmatrix und f ist der Lastvektor.

Ist die Flussfunktion F in der betrachteten Problemstellung gegeben als

F (x, t) = −Dout(x)∂x

(

Din(x)u(x, t)
)

+ c(x)u(x, t) , (5.44)

so hat die Steifigkeitsmatrix die Einträge

Kij =
∫ d

0

(

Dout(x)∂x

(

Din(x)ϕj(x)
)

− c(x)ϕj(x)
)

∂xψi(x) dx . (5.45)

Die Massenmatrix und der Lastvektor haben die Form

Mij =
∫ d

0
ϕj(x)ψi(x) dx und f i =

∫ d

0
R(x)ψi(x) dx . (5.46)

Sind die Koeffizienten und die rechte Seite der gegebenen Differenzialgleichung zeit-

abhängig, so ergibt sich auch die Zeitabhängigkeit der Steifigkeitsmatrix K sowie des

Lastvektors f .

Die Basisfunktionen ϕj und ψj werden so gewählt, dass sie – nach einer Zerlegung

des Lösungsgebiets [0, d] in Nx − 1 Teilintervalle [xj, xj+1] – nur auf [xj−1, xj+1] ver-

schieden von Null sind. Dies führt dazu, dass die Massen- und die Steifigkeitsmatrix

schwachbesetzt sind und die resultierenden linearen Gleichungssysteme effizient ge-

löst werden können. Üblich sind unter anderem die in Abbildung 5.8 dargestellten

linearen Basisfunktionen.

Ist F nichtlinear in u, kann die von Fletcher in [212] eingeführte Group-FEM

verwendet werden, bei der nicht nur für die Lösungsvariable, sondern auch für die
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x

ϕ
ϕ0

ϕj ϕNx−1

x0 = 0 . . . xj−1 xj xj+1 . . . xNx−1 = d

1

•

•

Abbildung 5.8: Lineare Basisfunktionen auf dem Intervall [0, d]

Flussfunktion F ein Entwicklungsansatz der Form (5.42) durchgeführt wird [213]. In

dieser Arbeit wird jedoch ein Ansatz verfolgt, bei dem jede Bilanzgleichung separat

als lineare Differenzialgleichung betrachtet wird (vgl. Abschnitt 5.3).

Wie bei der FDM, ist auch bei der FEM die Anwendung einer Stabilisierungs-

technik erforderlich, wenn driftdominierte parabolische bzw. hyperbolische Differen-

zialgleichungen gelöst werden. Dabei kommen unter anderem PGFEM [214–219],

Taylor-GFEM [220, 221], unstetige GDEM und PGFEM [174, 222–226], Streamline-

Diffusion-FEM [227, 228], die verallgemeinerte GFEM [229], SOLD20-Verfahren [230]

und FE-FCT-Verfahren [188] zum Einsatz. Die Arbeit [231] von John und Schmey-

er bietet einen guten Überblick über populäre Ansätze. Am Beispiel verschiedener

Testprobleme wird in [231] gezeigt, dass FE-FCT-Verfahren den übrigen stabilisier-

ten FE-Verfahren überlegen sind.

Im Folgenden wird ein implizites FE-FCT-Verfahren zum numerischen Lösen des

Mehr-Momenten-Modells (2.28) adaptiert. Ein stabilisiertes Petrov-Galerkin-Verfah-

ren zum Lösen von Drift-Diffusionsmodellen wurde in [65] veröffentlicht.

5.2.4 FCT-Verfahren auf der Basis finiter Elemente

Finite-Elemente-basierte FCT-Verfahren wurden von Parrot und Christie [232] und

Löhner et al. [180, 233, 234] eingeführt. Ein verbessertes explizites FE-FCT-Verfahren

wurde von Georghiou et al. [235] vorgestellt und bei der Modellierung einer Streamer-

Entladung angewendet [31, 119]. In einer Reihe von Arbeiten haben Kuzmin et al. [181,

236–239] implizite FE-FCT-Verfahren entwickelt. Das in [236] publizierte Verfahren

haben Ducasse et al. in [111] zur Modellierung einer Streamer-Entladung eingesetzt.

Die veröffentlichten Ergebnisse zeigen, dass das Verfahren zwar gute Ergebnisse lie-

fert, jedoch sporadisch der in dem Abschnitt 5.2.2 diskutierte Terracing-Effekt auf-

tritt. Nach Vorstellung dieses Verfahrens wird im Folgenden ein Ansatz zur Umge-

20SOLD = Spurious Oscillations at Layers Diminishing
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hung des Terracing-Effekts vorgeschlagen.

FE-FCT-Verfahren basieren auf der gleichen Idee wie die in Abschnitt 5.2.2 be-

trachteten FD-FCT-Verfahren. In jedem Zeitschritt werden zur Erhöhung der Genau-

igkeit einer Lösung uL niedriger Ordnung limitierte antidiffusive Flüsse verwendet,

die auf Basis einer Lösung uH hoher Ordnung bestimmt werden. Im Rahmen dieser

Arbeit werden das Verfahren von Kuzmin et al. [181] (FEFCT) und eine eigene modi-

fizierte Variante (FEFCTs) zur Diskretisierung der hyperbolischen Gleichungen des

Mehr-Momenten-Modells (2.28) angewendet. Die Lösung hoher Ordnung wird mit

der in Abschnitt 5.2.3 beschriebenen GFEM bestimmt, wobei als Ansatz- und Test-

funktionen die in der Abbildung 5.8 dargestellten linearen Basisfunktionen verwendet

werden. Zur Diskretisierung der Gleichung (5.43) wird das implizite Eulerverfahren

verwendet. Damit ergibt sich das in jedem Zeitschritt zu lösende lineare Gleichungs-

system
(

M + ∆tk+1K
)

uk+1 = Muk + f k+1 . (5.47)

Das Verfahren niedriger Ordnung muss positivitätserhaltend sein. Aus diesem Grund

wird gefordert, dass die entsprechende Systemmatrix die M-Matrixeigenschaften (vgl.

Anhang D.2) erfüllt. Ein solches Verfahren kann aus (5.47) konstruiert werden, indem

die konsistente Massenmatrix M durch die diagonalisierte21 Matrix ML mit

ML = diag{(ML)i}, (ML)i =
Nx∑

j=1

Mij für i = 1, . . . , Nx (5.48)

ersetzt wird und die konsistente Steifigkeitsmatrix K so modifiziert wird, dass alle

positiven Nebendiagonalelemente verschwinden. Letzteres kann durch Addition eines

künstlichen Diffusionsoperators D mit

Dij = Dji = −max{Kij, 0, Kji} ∀ j 6= i und Dii = −
Nx∑

j=1,j 6=i

Dij (5.49)

erreicht werden. Somit ergibt sich mit KL := K +D das System

(

ML + ∆tk+1KL

)

uk+1 = MLuk + f k+1 . (5.50)

21Die Diagonalisierung der Massenmatrix wird auch als mass lumping bezeichnet.
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Statt dieses zu lösen und erst anschließend die antidiffusiven Flüsse A zu berücksich-

tigen, wird direkt das flusskorrigierte System

(

ML + ∆tk+1KL

)

uk+1 = MLuk + fk+1 + αA(uH,uk) (5.51)

gelöst. Hier ist α der Zalesak-Limiter [202] und A(uH,uk) gegeben durch

A(uk,uH) = −
(

(M −ML) + ∆tk+1(K −KL)
)

uH + (M −ML)uk . (5.52)

Für α = 0 entspricht die Lösung von (5.51) der Lösung niedriger Ordnung von (5.50)

und für α = 1 der Lösung hoher Ordnung von (5.47). Für die Bestimmung der Limiter

ist es nützlich, die antidiffusiven Flüsse in einem Knotenpunkt xi darzustellen als die

Summe aller Beiträge aus benachbarten Knoten xj

Ai =
∑

j 6=i

aij , aji = −aij . (5.53)

Die limitierten antidiffusiven Flüsse werden dann bestimmt gemäß

Ãi =
∑

j 6=i

αijaij . (5.54)

Die Limiter αij sind so konstruiert, dass das FCT-Verfahren positivitätserhaltend

ist, sofern das Verfahren niedriger Ordnung diese Eigenschaft besitzt [236]. In jedem

Knoten xi wird αij nach dem folgenden Vorgehen bestimmt:

1. Bestimme die Summe aller positiven und negativen antidiffusiven Beiträge

P±
i =

∑

j 6=i

max
min

{

0, aij

}

. (5.55a)

2. Bestimme die maximale und minimale zulässige Änderung

Q±
i = u

max
min
i − uk

i , mit u
max
min
i = max

min{uk
j}, xj Nachbarknoten von xi . (5.55b)

3. Bestimme obere Schranken für die Limiter so, dass keine neuen Maxima oder

Minima in dem Knoten xi erzeugt werden

R±
i =







min
{

1, (ML)i Q
±
i /P

±
i

}

falls P±
i 6= 0

0 sonst.
(5.55c)
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4. Bestimme den Limiter αij gemäß

αij =







min{R+
i , R

−
j } falls aij ≥ 0

min{R+
j , R

−
i } sonst.

(5.55d)

Um zu vermeiden, dass die antidiffusiven Flüsse diffusiv wirken, wird empfohlen eine

Vorlimitierung gemäß

aij = 0 falls aij(u
k
i − uk

j ) < 0 (5.56)

vorzunehmen [236]. Das FEFCT-Verfahren kann wie folgt zusammengefasst werden:

1. Bestimme mit (5.47) eine Lösung hoher Ordnung.

2. Bestimme antidiffusive Flüsse gemäß (5.52).

3. Lösche alle antidiffusiven Flüsse, die gradientabwärts gerichtet sind gemäß (5.56).

4. Bestimme die Limiter gemäß (5.55).

5. Bestimme uk+1 durch Lösen des Gleichungssystems (5.51).

Zum Test des FEFCT-Verfahrens wird die Gleichung (5.23) mit c ≡ 1, R ≡ 0 sowie

der Anfangsbedingung (5.39) und der Randbedingung u(0, t) = 2 gelöst. Die Ergeb-

nisse nach 900 Zeitschritten mit ∆t = 0.001 und ∆x = 0.1 sind in der Abbildung 5.9

dargestellt. Dabei bezeichnet uHigh die nichtkorrigierte Lösung hoher Ordnung und

0 2 4 6 8 10
0
2
4
6
8

10
12

x

u

uHigh
uFCT
exakt

Abbildung 5.9: Mit FEFCT berechnete Lösung des Testproblems nach 900 Zeitschritten
mit ∆t = 0.001 und ∆x = 0.1

uFCT die korrigierte Lösung des FCT-Verfahrens. Die Abbildung macht deutlich,

dass die korrigierte Lösung uFCT zwar nicht die in der Lösung hoher Ordnung auf-

tretenden Oszillationen aufweist, aber im Bereich des exponentiellen Anstiegs der
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Terracing-Effekt auftritt.

Basierend auf dem beim IFCT-Verfahren (5.36) verfolgten Ansatz wird auch hier

versucht dieses Problem zu umgehen, indem der Lösung hoher Ordnung künstliche

Diffusion hinzugefügt wird. Dazu wird in (5.47) anstelle der konsistenten Steifigkeits-

matrix analog zu 5.50 die modifizierte Matrix KL eingesetzt. Die Massenmatrix wird

jedoch nicht modifiziert. Die entsprechenden Ergebnisse dieses impliziten Verfahrens

FEFCTs für das Testproblem sind in der Abbildung 5.10 gezeigt. Die dargestell-
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x

u
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Abbildung 5.10: Mit FEFCTs berechnete Lösung des Testproblems nach 900 Zeitschritten
mit ∆t = 0.001 und ∆x = 0.1

te Lösung „hoher Ordnung“ (uHigh) weist keine Oszillationen auf und ist deutlich

ungenauer als die korrigierte Lösung (uFCT). Die Lösung von FEFCTs ist nur un-

wesentlich ungenauer als die Lösung von FEFCT.

Diese Beobachtung zeigt, dass das FCT-Konzept auch dann zum Erfolg führt, wenn

die Lösung „hoher Ordnung“ zu diffusiv ist. Diese Tatsache ist darauf zurückzufüh-

ren, dass die korrigierte Lösung auf Basis der Lösung niedriger Ordnung bestimmt

wird und immer antidiffusive Flüsse zur Korrektur dieser angewendet werden, sofern

keine neuen Minima oder Maxima erzeugt werden.

5.3 Diskretisierung der Modellgleichungen

Die Diskretisierung der Modellgleichungen mit dem impliziten Eulerverfahren führt

zusammen mit der Ortsdiskretisierung in jedem Zeitschritt auf ein nichtlineares Glei-

chungssystem der Form

G(U k+1,U k) = 0 , (5.58)

wobei U k ∈ R
NUNx der Vektor aller NU Lösungsgrößen in jedem der Nx Gitterpunkte

zum Zeitpunkt tk und G : RNUNx → R
NUNx eine nichtlineare Funktion der Lösungs-
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größen ist, die von dem verwendeten Modell und der entsprechenden Diskretisierung

abhängig ist. Zur Lösung dieses Systems kann ein Verfahren zur Lösung nichtlinearer

Gleichungen, wie z. B. das Newton-Verfahren22, eingesetzt werden. Bei der Lösung

stark nichtlinear gekoppelter Gleichungen kann es jedoch vorteilhaft sein, die Glei-

chungen entkoppelt zu lösen und alle nichtlinearen Terme zu linearisieren, indem

die Kopplungsgröße als gegeben angenommen und durch den aktuellsten bekannten

Wert approximiert wird. In dieser Arbeit wird letzterer Ansatz verfolgt. Die gekop-

pelte Lösung aller Modellgleichungen wurde ebenfalls getestet.23 Es hat sich jedoch

gezeigt, dass die durchzuführenden Newton-Iterationen sehr langsam bzw. gar nicht

konvergieren.

Zur Lösung der linearen Gleichungssysteme in jedem Zeitschritt wird die in An-

hang D.3 vorgestellte modifizierte Variante des Thomas-Algorithmus24 eingesetzt.

Der Thomas-Algorithmus ermöglicht das effiziente Lösen tridiagonaler linearer Glei-

chungssysteme. Die vorgenommene Modifikation erlaubt die implizite Berücksichti-

gung der in Abschnitt 4.5 beschriebenen linearen Extrapolationsbedingung.

Folgend wird gezeigt, wie die in den Abschnitten 5.1 und 5.2 vorgestellten Zeit-

und Ortsdiskretisierungsverfahren zur Diskretisierung der betrachteten Plasmamo-

delle eingesetzt werden. Dabei wird zunächst auf die Mehr-Momenten-Modelle (2.28)

und (2.35) und anschließend auf das Drift-Diffusionsmodell (2.44) sowie die Kopplung

mit der Poisson-Gleichung eingegangen.

5.3.1 Diskretisierung der Mehr-Momenten-Modelle

Zur Diskretisierung der Teilchen- und Impulsbilanzgleichungen der Mehr-Momenten-

Modelle TMM, 4MM, 3MMn und 3MMk (vgl. Tabelle 2.1) werden Upwind-Verfahren

erster und zweiter Ordnung auf der Basis finiter Differenzen, das FEFCT-Verfah-

ren (5.57) oder die eigens entwickelten Verfahren IFCT (5.36) und FEFCTs einge-

setzt. Bei der Verwendung von Upwind-Verfahren werden die Bilanzgleichungen für

die Schwerteilchen mit dem Verfahren (5.18) erster Ordnung und die Teilchen- und

Impulsbilanzgleichung der Elektronen mit dem Upwind-Verfahren (5.19) zweiter Ord-

nung diskretisiert. Die parabolische Energiebilanzgleichung der Elektronen (2.28c)

wird in jedem Fall mit dem Upwind-Verfahren (5.18) erster Ordnung diskretisiert.

22Das Newton-Verfahren ist benannt nach Isaac Newton (1643–1727).
23Zum gekoppelten Lösen aller Modellgleichungen wurden diese mit einem Diskretisierungsver-

fahren bezüglich des Orts diskretisiert und das resultierende nichtlineare System gewöhnlicher
Differenzialgleichungen mit dem Softwarepaket ODEPACK [240] gelöst.

24Der Thomas-Algorithmus ist benannt nach Llewellyn H. Thomas (1903–1992).
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Ein Vergleich und die Bewertung der Verfahren zur Diskretisierung des TMM-Modells

erfolgt im Abschnitt 6.1 am Beispiel einer anomalen Glimmentladung in Argon.

Bei Verwendung des Vier-Momenten-Modells (2.35) zur Beschreibung der Elektro-

nen werden alle Bilanzgleichungen der Elektronen mit dem Upwind-Verfahren zweiter

Ordnung (5.19) diskretisiert. Ergebnisse des 4MM-Modells werden im Abschnitt 6.2.1

diskutiert.

Die räumliche Diskretisierung der Poisson-Gleichung erfolgt analog zur Diskre-

tisierung des Diffusionsterms in (5.18) mit einem zentralen Differenzenquotienten.

Die Raumladung bei tk+1 wird dabei durch den bekannten Wert bei tk approxi-

miert. Auf einen semi-impliziten Ansatz, der eingesetzt werden kann wenn die Teil-

chenstromdichten mittels der Drift-Diffusionsnäherung approximiert werden, wird

in Abschnitt 5.3.3 eingegangen. Das verwendete Berechnungsschema für das Mehr-

Momenten-Modell (2.28) bzw. das Vier-Momenten-Modell (2.35) für die Elektronen

kann wie folgt zusammengefasst werden:

1. Löse die Poisson-Gleichung bei tk+1

1a) Φk+1 = SOL
(

Uk+1
0 , nk

s

)

1b) Ek+1 = −∂xΦ
k+1

2. Löse die Bilanzgleichungen für die Schwerteilchen tk → tk+ 1
2

2a) n
k+ 1

2
h = SOL

(

nk
h, v̄

k
h, S

k+ 1
2

h

)

2b) Γ
k+ 1

2
h = SOL

(

n
k+ 1

2
h ,Γk

h , v̄
k
h, E

k+1
)

2c) v̄
k+ 1

2
h = Γ

k+ 1
2

h /n
k+ 1

2
h

3. Löse die Bilanzgleichungen für die Elektronen tk → tk+ 1
2

3a) n
k+ 1

2
e = SOL

(

nk
e , v̄

k
e , S

k+ 1
2

e

)

3b) Γ
k+ 1

2
e = SOL

(

n
k+ 1

2
e ,Γk

e , v̄
k
e , w

k
e , E

k+1,Γ
k+ 1

2
i

)

3c) w
k+ 1

2
e = SOL

(

n
k+ 1

2
e ,Γ

k+ 1
2

e , v̄k
e , w

k
e , Q

k
e , S̃

k
e , E

k+1
)

3d) Q
k+ 1

2
e = SOL

(

n
k+ 1

2
e , v̄k

e , Q
k
e , E

k+1
)

3e) v̄
k+ 1

2
e = Γ

k+ 1
2

e /n
k+ 1

2
e

4. Löse die Bilanzgleichungen für die Schwerteilchen tk → tk+1

4a) nk+1
h = SOL

(

nk
h, v̄

k
h, S

k+1
h

)
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4b) Γk+1
h = SOL

(

nk+1
h ,Γk

h , v̄
k+ 1

2
h , Ek+1

)

4c) v̄k+1
h = Γk+1

h /nk+1
h

5. Löse die Bilanzgleichungen für die Elektronen tk → tk+1

5a) nk+1
e = SOL

(

nk
e , v̄

k+ 1
2

e , Sk+1
e

)

5b) Γk+1
e = SOL

(

nk+1
e ,Γk

e , v̄
k+ 1

2
e , wk

e , E
k+1,Γk+1

i

)

5c) wk+1
e = SOL

(

nk+1
e ,Γk+1

e , v̄
k+ 1

2
e , wk

e , Q
k
e , S̃

k
e , E

k+1
)

5d) Qk+1
e = SOL

(

nk+1
e , v̄

k+ 1
2

e , Qk
e , E

k+1
)

5e) v̄k+1
e = Γk+1

e /nk+1
e

Hier bezeichnet SOL die jeweilige Lösungsprozedur. Die Schritte (3d) und (5d) ent-

fallen, wenn ein Drei-Momenten-Modell zur Beschreibung der Elektronen eingesetzt

wird. Für die strahlenden, nichtmetastabilen Niveaus des Argon, ist lediglich die Teil-

chenbilanzgleichung gemäß der Schritte (2a) bzw. (4a) zu lösen, wobei die Geschwin-

digkeit v̄h identisch Null ist. In diesem Fall entfällt die Diskretisierung bezüglich x

und es wird lediglich die Änderung der Teilchendichten durch Stoß- und Strahlungs-

prozesse mittels des Quellterms Sh berücksichtigt.

Zur Bestimmung der Transport- und Ratenkoeffizienten, die von der mittleren

Elektronenenergie abhängig sind, wird der bekannte Wert εk verwendet. Die Quell-

terme Sα, α = e, h werden semi-implizit behandelt. Das heißt, bei der Lösung der

Teilchenbilanzgleichung für eine Spezies s werden die Prozesse implizit bestimmt,

an denen die jeweilige Spezies als Stoßpartner beteiligt ist. Ebenso wird der Verlust

durch Strahlungsprozesse gemäß dieses Schemas implizit beschrieben. Damit ergibt

sich für den Quellterm Ss einer Spezies s die Darstellung

Sk+1
s ≈

(

Sl
s

)k
nk+1

s +
(

Sr
s

)k
. (5.59)

Der Term Sl
s wird auf der linken Seite, das heißt implizit, und der Term Sr

s auf

der rechten Seite, das heißt explizit, des in jedem Zeitschritt zu lösenden linearen

Gleichungssystems berücksichtigt.

5.3.2 Diskretisierung des Drift-Diffusionsmodells

Die Diskretisierung des Drift-Diffusionsmodells (2.44) erfolgt mittels Finite-Differen-

zen-Verfahren. Dabei wird für die Diffusionsgleichungen zur Beschreibung metasta-

biler Teilchen, analog zur Diskretisierung des Diffusionsterms in (5.18), ein zentraler
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Differenzenquotient verwendet. Bei der Diskretisierung der Drift-Diffusionsgleichun-

gen zur Beschreibung der Ladungsträger und der Energiebilanzgleichung (2.44b) der

Elektronen kommt das exponentielle Finite-Differenzen-Verfahren (5.22) zum Ein-

satz, das auf das Verfahren von Scharfetter und Gummel [193] zurückgeht. Die Be-

handlung der Poisson-Gleichung, der Transport- und Ratenkoeffizienten sowie der

Quellterme erfolgt analog zu dem in Abschnitt (5.3.1) beschriebenen Vorgehen. Das

verwendete Berechnungsschema kann wie folgt zusammengefasst werden:

1. Löse die Poisson-Gleichung bei tk+1

1a) Φk+1 = SOL
(

Uk+1
0 , nk

s

)

1b) Ek+1 = −∂xΦ
k+1

2. Löse die Bilanzgleichungen für die Schwerteilchen tk → tk+1

2a) nk+1
h = SOL

(

nk
h, S

k+1
h , Ek+1

)

3. Löse die Bilanzgleichungen für die Elektronen tk → tk+1

3a) nk+1
e = SOL

(

nk
e , ε

k, Sk+1
e

)

3b) wk+1
e = SOL

(

wk
e , ε

k,Γk+1
e , S̃k

e , E
k+1

)

3c) εk+1 = wk+1
e /nk+1

e

Hier wird zur Bestimmung der Teilchendichten der nichtmetastabilen, strahlenden

Zustände in dem Schritt (2a) lediglich der Einfluss von Stoß- und Strahlungspro-

zessen berücksichtigt, da das elektrische Feld die Neutralteilchen nicht beeinflusst.

Diffusionsprozesse werden aufgrund der kurzen Lebensdauer der nichtmetastabilen

Teilchen vernachlässigt.

Der im folgenden Abschnitt diskutierte semi-implizite Kopplungsansatz wurde im

Rahmen dieser Arbeit umgesetzt, bei den Modellrechnungen zu den gezeigten Er-

gebnisse jedoch nicht genutzt, da dieser Ansatz nur bei Verwendung der Drift-Diffu-

sionsnäherung eingesetzt werden kann.

5.3.3 Semi-implizite Kopplung der Poisson-Gleichung

Wird die Poisson-Gleichung entkoppelt von den Bilanzgleichungen gelöst und das

elektrische Feld während des Transports geladener Teilchen als konstant angenom-

men, werden insbesondere bei der Modellierung von RF-Entladungen Instabilitäten
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5 Numerische Lösungsverfahren

beobachtet [22, 241], wenn der Zeitschritt ∆t größer als die Maxwellsche Relaxa-

tionszeit25 τM = ε0/σ ist. Eine Erklärung dieser Instabilitäten liefert die genauere

Betrachtung der Gleichung

∂tρ+ ∂xJ = ∂tρ+ ∂x(σE) = 0 (5.60)

für die Raumladungsdichte ρ. Hier ist J =
∑

s qsΓs die Gesamtteilchenstromdichte.

Unter der Annahme einer konstanten Plasmaleitfähigkeit σ resultiert unmittelbar die

Differenzialgleichung

∂tρ = − σ
ε0

ρ = − ρ

τM

(5.61)

mit der analytischen Lösung ρ(t) = ρ0 exp(−t/τM). Das heißt, die Maxwellsche Rela-

xationszeit bestimmt das zeitliche Verhalten der Raumladungsdichte. Wird die Glei-

chung (5.61) mit einem expliziten Einschrittverfahren diskretisiert, muss der Zeit-

schritt ∆t der Bedingung

∆t ≤ τM =
ε0

σ
(5.62)

genügen, um ein unphysikalisches Verhalten der numerischen Lösung auszuschlie-

ßen. Ist die Ladungsträgerkonzentration in der Entladung hoch, müssen sehr kleine

Zeitschritte gewählt werden um die Bedingung (5.62) zu erfüllen. Zur Umgehung

dieses Problems nutzen einige Autoren [24, 30, 36, 60] eine implizite Kopplung der

Poisson-Gleichung mit den Bilanzgleichungen. Wie bereits bemerkt, erfordert dieses

Vorgehen jedoch einen sehr hohen Rechenaufwand und ist nur für vereinfachte Model-

le anwendbar. Ein semi-implizites Verfahren, welches nicht der Beschränkung (5.62)

unterliegt und bei dem die Poisson-Gleichung dennoch entkoppelt von den Bilanz-

gleichungen gelöst werden kann, wurde von Ventzek et al. in [152, 241] eingeführt.

Dieses ist jedoch nur dann anwendbar, wenn die Teilchenflüsse mittels der Drift-

Diffusionsnäherung bestimmt werden. In diesem Fall kann die Raumladungsdichte ρ

zu dem Zeitpunkt t+ ∆t approximiert werden als

ρ(t+ ∆t) ≈ ρ(t) + ∆t∂tρ(t)

= ρ(t)−∆t∂xJ(t)

= ρ(t)−∆t∂x

∑

s

qs

(

−∂x(Dsns) + sgn(qs)bsEns

)

. (5.63)

25Die Größe τM = ε0/σ wird in der Literatur auch als dielektrische Relaxationszeit bezeichnet.
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Damit ergibt sich die modifizierte Poisson-Gleichung zur Bestimmung des elektri-

schen Potenzials Φk+1 zum Zeitpunkt tk+1

−∂x

((

1 +
∆t

ε0

∑

s

|qs|bsn
k
s

)

∂xΦ
k+1

)

=
1

ε0

(

ρk + ∆t
∑

s

qs∂
2
x(Dsn

k
s)
)

. (5.64)

Diese Gleichung kann in Schritt (1a) des in Abschnitt 5.3.2 aufgeführten Berech-

nungsschemas anstelle der klassischen Poisson-Gleichung gelöst werden.

Der Vergleich von Modellrechnungen für das Drift-Diffusionsmodell mit expliziter

und semi-impliziter Kopplung hat gezeigt, dass der semi-implizite Ansatz lediglich

bei der Beschreibung von RF-Entladungen bei Niederdruck eine deutliche Vergröße-

rung der Zeitschrittweite etwa um den Faktor zehn ermöglicht. Bei der Modellierung

von Gleichspannungsentladungen bei Niederdruck und von Atmosphärendruckentla-

dungen wurde kein Vorteil der semi-impliziten Beschreibungsweise beobachtet.

5.4 Programmtechnische Umsetzung

Die vorgestellten Modelle und numerischen Verfahren wurden im Rahmen dieser

Arbeit in einem Fortran-Programm umgesetzt. Das entwickelte Programm ist mo-

dular aufgebaut und basiert auf einer Fortran-Bibliothek, die von dem Autor in

Zusammenarbeit mit G. Grubert entwickelt wurde und allen Mitarbeitern des INP

Greifswald e.V. zur Verfügung steht. Die Bibliothek umfasst unter anderem Routi-

nen zur Gittergenerierung, zum Lösen linearer Gleichungssysteme und insbesondere

zur automatisierten Generierung der Quellterme für vorgegebene Reaktionsschema-

ta. Der modulare Programmaufbau erlaubt die schnelle Anpassung und Erweiterung

der Modelle und numerischen Verfahren. Änderungen des Reaktionsschemas und Mo-

difikationen der berücksichtigten Spezies können über nutzerfreundliche Konfigura-

tionsdateien ohne Eingriff in den Quellcode vorgenommen werden. Die Vorgabe der

Stoß- und Strahlungsprozesse erfolgt in der Form

Ar + e −→ Ar+ + e + e .

Die Bezeichnungen der Spezies sind in einer Konfigurationsdatei als Liste anzuge-

ben. Die Ratenkoeffizienten können als Konstante bzw. tabellarisch als Funktion des

Orts, der Schwerteilchentemperatur, der mittleren Elektronenenergie oder der redu-

zierten elektrischen Feldstärke E/N vorgegeben werden. Die Transportkoeffizienten

aller Spezies sind ebenfalls als Konstante oder tabellarisiert als Funktion der mittle-

ren Elektronenenergie bzw. der reduzierten elektrischen Feldstärke vorzugeben. Die
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5 Numerische Lösungsverfahren

Bereitstellung der Transport- und Ratenkoeffizienten sowie die Kompilation des Re-

aktionsschemas war nicht Gegenstand dieser Arbeit und wurde von D. Loffhagen mit

der in [66] dargestellten Vorgehensweise durchgeführt.

Die Abbildung 5.11 zeigt ein Flussdiagramm des Berechnungsschemas, das in dem

entwickelten Programm umgesetzt wurde. Wie bereits erwähnt, erfolgt die Lösung

Lösen der 0D Boltzmann-Gleichung

zur Bestimmung von Transport-

und Ratenkoeffizienten der Elektronen

Festlegung der Entladungsparameter,

atomaren Daten, Transport-

und Ratenkoeffizienten,

Wandparameter

t = 0

Lösen der Poisson-Gleichung

bei t+∆t

Update der Transport- und Ratenkoeffizienten

Bestimmung der Quellterme

Anpassen der

Zeitschrittweite

Lösen der Bilanzgleichungen für

Schwerteilchen und Elektronen

Anpassen der

Zeitschrittweite

t = t+∆t

∆t zu groß?

t = Tend ?

Stopp

Nein

Ja

Ja

Ja

Nein

•

•

Abbildung 5.11: Flussdiagramm des Berechnungsschemas

der Boltzmann-Gleichung der Elektronen separat und ist kein Modul des entwickelten

Programms. Die Festlegung der Entladungsparameter erfolgt in einer Konfigurations-

datei. In dieser sind außer allen entladungsrelevanten Größen, wie Elektrodenabstand,

Gasdruck und äußere Spannung, unter anderem auch die Orts- und Zeitschrittweiten
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sowie die zu nutzende Schrittweitensteuerung mit den entsprechenden Fehlertoleran-

zen und das Diskretisierungsverfahren zu spezifizieren.

In den Kapiteln 2–5 wurden mathematisch-physikalische Modelle zur hydrodynami-

schen Beschreibung von anisothermen Entladungsplasmen sowie numerische Verfah-

ren zur Diskretisierung der Modellgleichungen vorgestellt. In dem folgenden Kapitel 6

werden die Modelle und Verfahren zur theoretischen Beschreibung ausgewählter Ent-

ladungssituationen eingesetzt. Dabei wird zum einen die Anwendbarkeit und Effizi-

enz der Verfahren und Modelle untersucht und zum anderen werden physikalische

Fragestellungen zu anwendungsrelevanten Entladungssituationen diskutiert.
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6 Ergebnisse der Modellierung anisothermer

Argonplasmen

In diesem Kapitel werden die hergeleiteten Modelle unter Anwendung der entwi-

ckelten numerischen Lösungsverfahren zur Modellierung von anwendungsrelevanten

anisothermen Argonplasmen eingesetzt. In dem folgenden Abschnitten 6.1 werden

zunächst die numerischen Verfahren zur Diskretisierung der hyperbolischen Bilanz-

gleichungen verglichen und bewertet. Anschließend werden in dem Abschnitt 6.2 die

betrachteten Fluid-Modelle diskutiert. Der Vergleich der numerischen Verfahren und

der hydrodynamischen Modelle erfolgt am Beispiel des Referenzmodells einer anoma-

len Glimmentladung in Argon bei Niederdruck.

In dem Abschnitt 6.3 werden Ergebnisse der hydrodynamischen Beschreibung ei-

ner RF-Entladung bei Niederdruck gezeigt. Das dabei verwendete räumlich eindi-

mensionale Entladungsmodell basiert auf der Geometrie des Plasmareaktors PULVA-

INP [242, 243]. Resultate von Untersuchungen einer gepulsten Atmosphärendruckent-

ladung, die zur Erzeugung homogener Glimmentladungen verwendet wurde [139, 140]

sowie von Mikroentladungen in dielektrisch behinderten Atmosphärendruckentladun-

gen [141] werden in den Abschnitten 6.4 und 6.5 gezeigt.

In dem verwendeten Reaktionsschema für Argon werden die wesentlichen an- und

abregenden Elektron-Neutralteilchenstoßprozesse, Rekombination, Stoßprozesse zwi-

schen Schwerteilchen sowie Strahlungsprozesse berücksichtigt. Die betrachteten Spe-

zies und Prozesse sind im Anhang A in den Tabellen A.1–A.3 zusammengefasst

und in Abbildung 6.1 veranschaulicht. Die atomaren Argonzustände werden in der

Paschen-Notation (vgl. z. B. [244]) und die Excimer-Moleküle in Anlehnung an Mil-

let et al. [245] bezeichnet.

6.1 Anwendbarkeit von FCT-Verfahren

Die Anwendbarkeit der in Abschnitt 5.2 vorgestellten FCT-Verfahren bei der Model-

lierung von Entladungsplasmen wird folgend am Beispiel des Referenzmodells einer

anomalen Glimmentladung in Argon bei einem Gasdruck von 1 Torr, einem Elektro-

denabstand von 1 cm und einer angelegten Gleichspannung von −250 V untersucht.
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Elektronenstoßprozesse:
An-/Abregung
Ionisation
Rekombination

Stoßprozesse zwischen
Schwerteilchen:

Chemo-Ionisation
Ladungsaustausch
Quenching

Strahlungsprozesse
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]
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Abbildung 6.1: Reaktionsschema der berücksichtigten Stoß- und Strahlungsprozesse

Die bei der Modellierung berücksichtigten Reaktionsprozesse sind in den Tabellen A.2

und A.3 zusammengefasst, die Entladungsparameter sind in der Tabelle A.5 angege-

ben. Bevor genauer auf den Vergleich der Verfahren eingegangen wird, soll zunächst

das raumzeitliche Verhalten der betrachteten Entladungssituation diskutiert werden.

Als Grundlage der Berechnungen dient das Mehr-Momenten-Modell (2.28) (TMM-

Modell in Tabelle 2.1).

Die Abbildung 6.2 zeigt die Teilchendichten und die Stromdichten der Elektronen

und Ar+-Ionen sowie das elektrische Potenzial zu charakteristischen Zeitpunkten der

Entladung. Auf das Verhalten der mittleren Energie der Elektronen wird in dem

Abschnitt 6.2 eingegangen. Die dargestellten Ergebnisse wurden nach dem in Ab-

schnitt 5.3.1 angegebenen Berechnungsschema mit dem IFCT- bzw. dem FEFCTs-

Verfahren berechnet. Dabei wurde die konstante Zeitschrittweite ∆t = 20 ps und

Nx = 501 äquidistante Gitterpunkte verwendet. Die zeitliche Entwicklung der Entla-

dung kann in eine Einschaltphase, eine Townsendsche Entladungsphase, eine Zünd-

phase sowie einen stationären Zustand eingeteilt und wie folgt charakterisiert wer-

den [65]. An der gespeisten Elektrode bei x = 0 (Kathode) liegt nach wenigen Nano-

sekunden die maximale Spannung von −250 V an. Getrieben durch das anwachsende

elektrische Feld fliegen die Elektronen in Richtung Anode (x = 1 cm) und erzeu-
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Abbildung 6.2: Vergleich von IFCT und FEFCTs zu charakteristischen Zeitpunkten der
zeitlichen Entwicklung einer anomalen Glimmentladung
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gen dort durch Stöße mit Neutralteilchen im Grundzustand geringfügig Ar+-Ionen

(Zündphase, t ≈ 0–1µs). Die Ar+
2 -Ionen spielen in der betrachteten Niederdruckent-

ladung eine untergeordnete Rolle und werden hier nicht weiter betrachtet. Ebenfalls

getrieben durch das elektrische Feld werden die Ionen zur Kathode hin beschleu-

nigt und lösen dort durch Sekundärelektronenemission Elektronen aus, die wiederum

in Richtung Anode driften (Townsendsche Entladungsphase, t ≈ 1–10µs). Durch

das Anwachsen der Elektronendichte kommt es verstärkt zu einer Grundzustands-

ionisation durch Elektronenstoßprozesse und schließlich zum Zünden der Entladung

(Zündphase, t ≈ 10–30µs). Durch das Anwachsen der Ladungsträgerdichten gewinnt

die Raumladung an Bedeutung und es bildet sich entsprechend dem dargestellten Po-

tenzialverlauf ein nichtkonstantes elektrisches Feld aus. Der stationäre Zustand stellt

sich nach etwa 5 ms ein. Dieser ist durch die positive Raumladungszone (Kathoden-

gebiet) und einen quasineutralen Bereich (negatives Glimmlicht) charakterisiert, der

sich etwa vom Zentrum der Entladung bis kurz vor die Anode ausstreckt.

Die dargestellten Ergebnisse verdeutlichen die komplexe Interaktion der verschiede-

nen Lösungsgrößen und das unterschiedliche qualitative Lösungsverhalten. Der Ver-

gleich der Ergebnisse des IFCT- und des FEFCTs-Verfahrens zeigt, dass beide Me-

thoden sowohl qualitativ als auch quantitativ das Entladungsverhalten gleicherma-

ßen beschreiben. Geringe Unterschiede sind in der Approximation des Gradienten in

der Ionendichte (t = 1µs) und in den Ladungsträgerdichten im stationären Zustand

zu beobachten. Mit dem FEFCT-Verfahren konnten aufgrund des stark auftreten-

den Terracing-Effekts und des damit verbundenen unphysikalischen Lösungsverlaufs

keine Ergebnisse erzielt werden. Für ein vereinfachtes Entladungsmodell werden Va-

rianten von IFCT, FEFCT und FEFCTs in [246] verglichen.

Aufgrund der Abweichungen, die bei der Beschreibung der Ionendrift von der An-

ode zur Kathode und der Elektronen bei Erreichen des stationären Zustands auf-

treten, werden diese Situationen im Folgenden genauer untersucht. Dazu werden

die Teilchen- und Impulsbilanzleichungen mit dem IFCT-, dem FEFCTs sowie dem

Upwind-Verfahren für Nx = 501 und Nx = 2501 gelöst. Zur Diskretisierung der Ener-

giebilanzgleichung der Elektronen kommt in jedem Fall das Upwind-Verfahren und

zur Diskretisierung der Poisson-Gleichung das zentrale Finite-Differenzen-Verfahren

mit der jeweiligen Anzahl an Gitterpunkten zum Einsatz. Die Zeitschrittweite beträgt

∆t = 2 ps. In Abbildung 6.3 sind die Ergebnisse für die Ar+-Ionendichte bei t = 1µs

dargestellt. Hier wird deutlich, dass sowohl IFCT als auch FEFCTs den steilen Gra-

dienten bei Verwendung des gröberen Ortsgitters deutlich genauer approximieren als

das Upwind-Verfahren. Die Ergebnisse beider FCT-Verfahren sind für das grobe und
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Abbildung 6.3: Vergleich von IFCT (links) und FEFCTs (rechts) mit dem Upwind-
Verfahren bei t = 1 µs für Nx = 501 und Nx = 2501

das feinere Ortsgitter nahezu identisch. In der mit FEFCTs mit Nx = 501 bestimm-

ten Ionendichte zeigt sich im Maximum eine unphysikalische „Ecke“, die bei IFCT

und feinerem Gitter nicht auftritt. Die Ergebnisse des Upwind-Verfahrens sind bei

Verwendung des gröberen Gitters zu diffusiv und konvergieren bei Verkleinerung von

∆x gegen die Lösung der FCT-Verfahren. Dies zeigt, dass insbesondere das IFCT-

Verfahren gut zur Beschreibung des driftdominierten Transports der Ionen geeignet

ist.

Die Ergebnisse der drei betrachteten Verfahren für die Elektronendichte bei t =

100µs sind in der Abbildung 6.4 dargestellt. Die Vergrößerung des Bereichs unmittel-

bar vor der Kathode zeigt, dass insbesondere in dieser Region Abweichungen auftre-

ten. Sowohl IFCT als auch FEFCTs überschätzen die Elektronendichte bei Verwen-

dung des gröberen Gitters an der Wand, was zu einer höheren Dichte im Entladungs-

volumen führt. Auch hier zeigt sich ein Vorteil von IFCT gegenüber FEFCTs. Bei

Verwendung des feineren Ortsgitters treten bei FEFCTs vor Erreichen des statio-

nären Zustands numerische Instabilitäten in der Bestimmung der Ar+
2 -Dichte auf,

die zu einem Abbruch der Modellrechnungen führen. Sowohl IFCT als auch das

Upwind-Verfahren bestimmen für Nx = 2501 vor der Kathode deutlich geringere

Elektronendichten als auf dem gröberen Gitter. Dieser Unterschied ist auf den Ein-

fluss der Extrapolationsrandbedingung zurückzuführen, die an diesem Randpunkt

für die Teilchenbilanzgleichung wirksam wird. Die Ergebnisse des IFCT-Verfahrens

auf dem feineren Ortsgitter weisen unmittelbar vor der Kathode gedämpfte Oszilla-

tionen auf, die durch den expliziten Charakter des antidiffusiven Korrekturschritts

verursacht werden. Durch den effektiven Limitierungsalgorithmus bleibt die Lösung
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Abbildung 6.4: Vergleich von IFCT (links) und FEFCTs (rechts) mit dem Upwind-
Verfahren bei t = 100 µs für Nx = 501 und Nx = 2501. Die unteren Grafiken zeigen
eine Vergrößerung des Gebiets unmittelbar vor der Kathode.

dennoch stabil. Im Entladungsvolumen stimmen die Resultate des IFCT- und des

Upwind-Verfahrens gut überein. Die numerische Beschreibung der metastabilen Teil-

chen bereitet keine Probleme. Aufgrund ihrer Neutralität wird der Teilchentransport

nicht durch das elektrische Feld beeinflusst, so dass das Lösungsverhalten durch Stoß-

und Strahlungsprozesse bzw. durch Diffusion dominiert wird.

Zusammenfassend lässt sich die Aussage treffen, dass die beiden betrachteten impli-

ziten FCT-Verfahren geeignet sind, die betrachtete Entladungssituation zu beschrei-

ben, sofern moderate Gitterweiten verwendet werden. Insbesondere zur Beschreibung

eines driftdominierten Transports auf groben Ortsgittern zeigen sich deutliche Vortei-

le gegenüber klassischen Diskretisierungsverfahren, wobei IFCT überlegen gegenüber

FEFCTs ist. Bei der Verwendung hinreichend kleiner Zeit- und Ortsschrittweiten lie-

fern alle betrachteten Verfahren die gleiche konvergente Lösung.
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6 Ergebnisse der Modellierung anisothermer Argonplasmen

Es ist zu erwarten, dass sich die entwickelten FCT-Verfahren insbesondere zur

Modellierung von Streamer-Entladungen eignen, bei denen steile Dichtegradienten

und hohe Driftgeschwindigkeiten auftreten. Da die impliziten Verfahren nicht der

CFL-Bedingung an die Zeitschrittweite unterliegen und der Terracing-Effekt vermie-

den werden konnte, ist zu erwarten, dass IFCT und FEFCTs Vorteile gegenüber

den z. B. in [111, 116, 119] genutzten FCT-Verfahren haben. Dazu sollte in weiteren

Arbeiten ein direkter Vergleich der Verfahren für die jeweilige Entladungssituation

durchgeführt werden. Ein Vorteil von FEFCTs gegenüber IFCT ist, dass das Ver-

fahren unmittelbar auf mehrdimensionale Geometrien verallgemeinert werden kann.

Der Einsatz von IFCT zur Modellierung mehrdimensionaler Entladungssituationen

ist mit dem Einsatz von Dimensionssplitting-Verfahren [247] möglich.

Probleme wurden im Rahmen dieser Arbeit bei dem Einsatz von FCT-Verfahren

zur Modellierung von RF-Entladungen beobachtet. Bei schnellen Änderungen der

Drift-Richtung treten in vielen Fällen unphysikalische Effekte auf, die sich aufgrund

der starken Kopplung der Lösungsgrößen unmittelbar auf das gesamte Lösungsver-

halten auswirken und somit zum Abbruch der Modellrechnungen führen.

Weiterhin wurde festgestellt, dass sich die Verwendung von FCT-Verfahren negativ

auf die Effizienz der Verfahren zur automatischen Schrittweitensteuerung auswirkt.

Da die Limiter unter anderem abhängig von der Zeitschrittweite sind, führt eine Än-

derung in ∆t unmittelbar auch zu einer Änderung des Lösungsverlaufs. Dieser Effekt

führt dazu, dass eine automatische Vergrößerung der Zeitschrittweite nur beschränkt

stattfindet.

6.2 Vergleich und Diskussion der Fluid-Modelle

In diesem Abschnitt werden die in Kapitel 2 vorgestellten Fluid-Modelle ausführlich

diskutiert und die jeweiligen Ergebnisse miteinander verglichen. Es wird der Ein-

fluss der betrachteten Modelle zur Beschreibung der Elektronen analysiert, wobei

in dem Abschnitt 6.2.1 insbesondere auf die Anwendbarkeit und die Genauigkeit

des vorgestellten Vier-Momenten-Modells (2.35) und der daraus abgeleiteten Drift-

Diffusionsbeschreibung (2.37) eingegangen wird. Zur Bewertung der Ergebnisse der

Drift-Diffusionsmodelle wird auf Resultate der Lösung der Boltzmann-Gleichung für

vorgegebene axial inhomogene elektrische Felder zurückgegriffen. Ferner wird in dem

Abschnitt 6.2.2 der Einfluss der vereinfachenden Näherung (2.45) auf die Ergebnisse

des konventionellen Drift-Diffusionsmodells analysiert. In dem Abschnitt 6.2.3 wird

untersucht wie sich die Drift-Diffusionsnäherung auf die Ergebnisse des Referenzmo-
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6.2 Vergleich und Diskussion der Fluid-Modelle

dells einer anomalen Glimmentladung auswirkt.

6.2.1 Beschreibung der Elektronen

Die Untersuchung der Anwendbarkeit des Vier-Momenten-Modells (2.35) sowie des

neuen Drift-Diffusionsmodells (2.44) mit den Teilchen- und Energiestromdichten der

Elektronen (2.37) wird auf Basis des Modells einer anomalen Argonglimmentladung

mit einem Elektrodenabstand von 1 cm bei einem Gasdruck von 1 Torr und einer

angelegten Gleichspannung von −250 V durchgeführt. Alle weiteren Entladungspa-

rameter sind im Anhang A in der Tabelle A.5 angegeben.

Modellrechnungen mit dem Vier-Momenten-Modell 4MM und dem neuen Drei-

Momenten-Modell 3MMn haben gezeigt, dass die Zeitschrittweite zur Vermeidung

numerischer Instabilitäten etwa um den Faktor zehn kleiner gewählt werden muss

als bei den übrigen Fluid-Modellen. Dieses Problem tritt trotz der Anwendung ei-

nes impliziten Zeitschrittverfahrens für jede der vier Bilanzgleichungen auf und ist

vermutlich auf den verwendeten Ansatz zur Linearisierung der Gleichungen zurückzu-

führen, bei dem die Kopplungsgrößen explizit einbezogen werden (vgl. Abschnitt 5.3).

Fortführende Arbeiten sollten diese Fragestellung mittels Stabilitätsanalysen klären.

Um hier trotz der geschilderten Problematik ein Vergleich der Modelle durchführen

zu können, wird die Entladung mit einer reduzierten Reaktionskinetik beschrieben, in

der zusätzlich zu den Elektronen und Ar+-Ionen nur ein summarischer metastabiler

Zustand Ar∗ berücksichtigt wird. Die miteinbezogenen Prozesse sind im Anhang A

in der Tabelle A.4 aufgeführt. Ein Vorteil des reduzierten reaktionskinetischen Mo-

dells bezüglich der Rechenzeit ist, dass sich bereits nach etwa 100µs ein stationärer

Zustand einstellt. Wird das erweiterte reaktionskinetische Modell mit den in den Ta-

bellen A.2 und A.3 aufgeführten Stoß- und Strahlungsprozessen verwendet, stellt sich

ein stationärer Zustand erst nach etwa 5 ms ein (vgl. Abschnitt 6.1). Dieser Unter-

schied ist auf die künstliche Lebensdauer (vgl. Prozess Nr. 7 in Tabelle A.4) zurück-

zuführen, die in dem reduzierten Modell verwendet wird. Ohne diesen Verlust ange-

regter Teilchen kommt es zu einem unbeschränkten Wachstum der Ar∗-Dichten im

Entladungsvolumen durch anregende Elektronenstoßprozesse. Dieses Problem tritt

bei Verwendung des erweiterten Modells aufgrund der genaueren Beschreibung der

stufenweisen Anregung und der Chemo-Ionisationsprozesse nicht auf. Das weitere

Anwachsen der Dichten angeregter Atome für t > 100µs führt verstärkt zur Stu-

fenionisation im negativen Glimmlicht und damit zu einem weiteren Anwachsen der

Ladungsträger bis sich schließlich ein Gleichgewichtszustand einstellt. Die zeitliche
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6 Ergebnisse der Modellierung anisothermer Argonplasmen

Entwicklung des Zündprozesses für t < 100µs wird durch beide reaktionskinetischen

Modelle in gleicher Weise beschrieben, da hier die Stufenionisation von untergeord-

neter Bedeutung ist [66].

Im Weiteren wird untersucht wie sich die in Kapitel 2 hergeleiteten unterschied-

lichen Beschreibungsweisen für die Elektronen auf die Modellergebnisse auswirken.

Dabei werden die in der Tabelle 2.1 zusammengefassten Mehr-Momenten-Modelle

4MM, 3MMn und 3MMk sowie die in der Tabelle 2.2 zusammengefassten Drift-

Diffusionsmodelle DDAn, DDAk und DDA5/3 untersucht. Die Ionen und metasta-

bilen Neutralteilchen werden in jedem Fall mit den Momentengleichungen (2.28d)

und (2.28e) für die Teilchendichte und die Stromdichte bestimmt. Für die nicht-

metastabilen Neutralteilchen werden die Ratengleichungen (2.28f) gelöst. Wie in Ab-

schnitt 5.3.1 beschrieben, wurde bei den Modellrechnungen das Upwind-Verfahren zur

Diskretisierung der hyperbolischen Bilanzgleichungen und das exponentielle Finite-

Differenzen-Verfahren zur Diskretisierung der Drift-Diffusionsgleichungen eingesetzt.

Dabei wurde die konstante Zeitschrittweite ∆t = 2 ps sowie 251 äquidistante Gitter-

punkte verwendet.

Die Ergebnisse der unterschiedlichen Beschreibungsweisen der Elektronen zu cha-

rakteristischen Zeitpunkten der zeitlichen Entwicklung der Entladung werden in der

Abbildung 6.5 gezeigt. Dargestellt sind die Teilchendichte, die Teilchenstromdichte

und die mittlere Energie der Elektronen. Die physikalischen Aspekte der zeitlichen

Entwicklung sind in Übereinstimmung mit dem in Abschnitt 6.1 diskutierten Ent-

ladungsverlauf, so dass hier lediglich auf die bisher nicht betrachtete raumzeitliche

Entwicklung der mittleren Energie ε eingegangen wird. Bei t = 1µs ist ein Anwachsen

von ε vor der Kathode zu beobachten. Die an der Kathode emittierten Sekundärelek-

tronen werden durch das konstante elektrische Feld beschleunigt und gewinnen somit

an Energie. Aufgrund der kleinen Elektronendichte ist der Energieverlust in unelas-

tischen Stößen noch gering. Durch das Anwachsen der Elektronendichte vor der An-

ode finden vermehrt unelastische Stöße zwischen Elektronen und Schwerteilchen im

Grundzustand statt, was in dieser Region zu einer Reduktion der mittleren Energie

führt. Mit dem Durchbruch der Entladung bei t = 10µs treten deutliche Unterschiede

in den Ergebnissen der betrachteten Modelle auf, die bei dem Erreichen des statio-

nären Zustands am ausgeprägtesten sind. Außer den quantitativen Unterschieden in

Teilchendichte, Stromdichte und maximaler mittlerer Energie sind insbesondere zwei

qualitative Abweichungen zu beobachten. Die Ergebnisse von 4MM, 3MMn, DDAn

und DDAk weisen zum einen zwei Regionen mit konstanter Stromdichte auf, woge-

gen 3MMk und DDA5/3 nur eine solche voraussagen. Zum anderen zeigt der mit

116



6.2 Vergleich und Diskussion der Fluid-Modelle

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

1

2

3

4x 10
4

x [cm]

T
ei

lc
he

nd
ic

ht
e 

[c
m−

3 ]

 

 

 4MM
 3MMn
 DDAn
 3MMk
 DDAk
 DDA5/3

t = 1 µs

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

5

10

15x 10
11

x [cm]

S
ro

m
di

ch
te

 [1
/(

cm
2  s

)]

 

 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
4

6

8

10

12

14

x [cm]

M
itt

le
re

 E
ne

rg
ie

 [e
V

]

 

 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

1

2

3x 10
8

x [cm]

T
ei

lc
he

nd
ic

ht
e 

[c
m−

3 ]

 

 

t = 10 µs

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

2

4

6x 10
14

x [cm]

S
ro

m
di

ch
te

 [1
/(

cm
2  s

)]

 

 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

10

20

30

x [cm]

M
itt

le
re

 E
ne

rg
ie

 [e
V

]

 

 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

1

2

3

4
x 10

9

x [cm]

T
ei

lc
he

nd
ic

ht
e 

[c
m−

3 ]

 

 

t = 100 µs

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

5

10

15x 10
14

x [cm]

S
ro

m
di

ch
te

 [1
/(

cm
2  s

)]

 

 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

10

20

30

x [cm]

M
itt

le
re

 E
ne

rg
ie

 [e
V

]

 

 

Abbildung 6.5: Vergleich der Ergebnisse der Modelle zur Beschreibung der Elektronen bei
t = 1 µs, t = 10 µs und t = 100 µs. Dargestellt ist die Teilchendichte (links), die Teilchen-
stromdichte (mitte) und die mittlere Energie (rechts) der Elektronen.

4MM, 3MMn, DDAn und DDAk bestimmte axiale Verlauf von ε ein Minimum im

Übergangsbereich vom Kathodengebiet zum negativen Glimmlicht (x ≈ 0.37 cm),

wogegen die mit 3MMk und DDA5/3 bestimmte mittlere Energie nur ein Maximum

vor der Kathode hat und von dort bis zur Anode monoton fällt. Das Anwachsen

der mittleren Energie vor der Kathode wird verursacht durch die starke Beschleuni-

gung der Sekundärelektronen in dem Raumladungsfeld. Mit dem Eindringen in das

Plasmavolumen nimmt die Beschleunigung ab und die Elektronen verlieren ihre Ener-

gie in unelastischen Stoßprozessen. Das Auftreten eines Plateaus in der Stromdichte

und das Minimum in ε in dem Übergangsbereich vom Kathodengebiet zum negativen

Glimmlicht kann durch den Effekt der Vermischung von schnellen Elektronen mit den

langsamen Plasmaelektronen erklärt werden. Ergebnisse sogenannter Beam-Modelle,

bei denen schnelle und langsame Elektronen separat beschrieben werden [248, 249],
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6 Ergebnisse der Modellierung anisothermer Argonplasmen

zeigen, dass der zweite Anstieg in der Stromdichte durch den Beitrag der langsamen

Elektronen verursacht wird, wogegen unmittelbar vor der Kathode der Strom der

schnellen Elektronen dominiert [248]. Die Tatsache, dass lediglich die Modelle 4MM,

3MMn, DDAn und DDAk diesen Effekt beschreiben ist darauf zurückzuführen, dass

nur in diesen der Energietransport konsistent mit dem jeweiligen Modellansatz be-

schrieben wird. In den Modellen 3MMk und DDA5/3 werden zusätzliche Annahmen

zur Bestimmung der Wärmeleitfähigkeit bzw. der Energietransportkoeffizienten ver-

wendet. Hierauf wird in Abschnitt 6.2.2 genauer eingegangen.

Die in Abbildung 6.5 (unten) gezeigten Ergebnisse des stationären Zustands zeigen,

dass die Resultate der in dieser Arbeit neu eingeführten Modelle 4MM, 3MMn und

DDAn qualitativ und quantitativ gut übereinstimmen, wogegen 3MMk und DDA5/3

eine kleinere und DDAk eine wesentlich höhere Elektronendichte voraussagen. Die Er-

gebnisse von 3MMk und DDA5/3 stimmen qualitativ wiederum grob überein. Diese

Beobachtung wirft die Frage auf, wie genau die Resultate der Modelle sind. Da exakte

Lösungen nicht bestimmt werden können, werden hier Ergebnisse kinetischer Modell-

rechnungen zum Vergleich hinzugezogen. Mit einem Entwicklungsansatz wurde die

Boltzmann-Gleichung 2.4 in einer Raumdimension für ein vorgegebenes, axial inho-

mogenes elektrisches Feld gelöst.1 Dabei wurde als Vorgabe das stationäre Feld des

4MM-Modells verwendet, wobei die auftretende Feldumkehr „abgeschnitten“ und vor

der Anode (x = 1 cm) ein konstantes Restfeld von −0.2 V/cm angenommen wurde.

Das stationäre Feld des 4MM-Modells sowie das als Eingangsgröße in dem kinetischen

Programm zur Lösung der Boltzmann-Gleichung verwendete modifizierte Feld sind

in der Abbildung 6.6a dargestellt. Die Modifikation des elektrischen Feldes war erfor-

derlich, um Probleme zu umgehen, die bei dem Vorhandensein einer Feldumkehr bei

der Lösung der Boltzmann-Gleichung auftreten können [250]. So wie die Boltzmann-

Gleichung, wurden auch die Drift-Diffusionsmodelle DDAn, DDAk und DDA5/3 für

die Elektronen unter Vorgabe des modifizierten elektrischen Feldes gelöst. Das heißt,

es wurde kein selbstkonsistentes Fluid-Poisson-Modell, sondern lediglich die entkop-

pelten Drift-Diffusionsgleichungen für die Teilchen- und die Energiedichte der Elek-

tronen gelöst. Für die Mehr-Momenten-Modelle 4MM, 3MMn und 3MMk konnte

mit diesem Ansatz kein konvergentes Ergebnis erzielt werden. Die Resultate der drei

Drift-Diffusionsmodelle für die mittlere Energie der Elektronen sind in der Abbil-

dung 6.6b im Vergleich mit der Lösung der Boltzmann-Gleichung dargestellt. Die

Abbildung zeigt, dass die mit dem kinetischen Modell berechnete mittlere Energie

1Die kinetischen Modellrechnungen wurden von F. Sigeneger (INP Greifswald e.V.) durchgeführt.
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Abbildung 6.6: Stationäres Feld des 4MM-Modells und modifiziertes elektrisches Feld (a)
sowie Vergleich der Ergebnisse der Drift-Diffusionsmodelle mit der Lösung der Boltzmann-
Gleichung (b). Ē bezeichnet den mittleren relativen Unterschied zwischen Fluid-Modell und
kinetischem Modell in der mittleren Energie der Elektronen.

ein lokales Minimum in dem Übergangsbereich vom Kathodengebiet zum negati-

ven Glimmlicht aufweist. Dies lässt darauf schließen, dass die konsistenten Modelle

weitaus besser in der Lage sind nichtlokale Effekte zu beschreiben als die in der Lite-

ratur üblicherweise verwendeten Modelle 3MMk und DDA5/3. Auch Nicoletopoulos

und Robson [134] haben die Beobachtung gemacht, dass Fluid-Modelle in der Lage

sind nichtlokale Effekte zu beschreiben, wenn der Energietransport der Elektronen

hinreichend genau beschrieben wird. Der von Robson et al. [103] postulierte Ansatz

erfordert jedoch empirische, problemspezifische Anpassungen gewisser Parameter zur

Bestimmung der Wärmestromdichte der Elektronen [103, 134] und ist – anders als die

hier vorgeschlagenen konsistenten Modelle – nicht generell einsetzbar. Ein Vergleich

der in Abbildung 6.6b angegebenen relativen Unterschiede zwischen den Lösungen

der Fluid-Modelle und der Lösung der Boltzmann-Gleichung für die mittlere Ener-

gie zeigt, dass die Resultate des neu eingeführten DDAn-Modells deutlich besser mit

der Lösung der Boltzmann-Gleichung übereinstimmen als die Ergebnisse der beiden

anderen Drift-Diffusionsmodelle.

Zusammenfassend lässt sich schlussfolgern, dass die vorgestellten konsistenten Mo-

dellansätze den konventionellen Fluid-Modellen zur Beschreibung der Elektronen in

Bezug auf die Genauigkeit überlegen sind. Jedoch ist dem Autor keine eindeutige

Dokumentation eines Minimums im axialen Verlauf der mittleren Elektronenenergie

im Übergangsbereich vom Kathodengebiet zum negativen Glimmlicht bekannt. Es

wurden lediglich Hinweise auf einen nichtmonotonen Verlauf von ε gefunden. Experi-

mentelle Untersuchungen des axialen Verlaufs der mittleren Elektronenenergie wur-
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6 Ergebnisse der Modellierung anisothermer Argonplasmen

den unter anderem von Zu et al. [251] und Baithwaite et al. [252] durchgeführt. Die

publizierten Ergebnisse bestätigen den nichtmonotonen Verlauf der mittleren Elek-

tronenenergie im negativen Glimmlicht. Des Weiteren haben Bogaerts et al. [253] die

mittlere Energie der Elektronen in einer Argonglimmentladung bei unterschiedlichen

Gasdrücken und Spannungen mittels eines 2D-Hybrid-Modells bestimmt. Auch hier

zeigen die Modellergebnisse einen nichtmonotonen Verlauf der mittleren Energie.

Die Überlegenheit des DDAn-Modells gegenüber den konventionellen Drift-Diffu-

sionsmodellen DDAk und DDA5/3 lässt erwarten, dass das Vier-Momenten-Modell

4MM von den betrachteten Modellen die genauesten Ergebnisse liefert. Um diese

Annahme zu bestätigen oder zu widerlegen, muss in weiteren Arbeiten z. B. ein

Vergleich der Ergebnisse der Fluid-Modelle mit Resultaten von selbstkonsistenten

Hybrid-Modellen durchgeführt werden. Des Weiteren sind zur effizienten Nutzung

des Vier-Momenten-Modells 4MM und des Drei-Momenten-Modells 3MMn weitere

Arbeiten erforderlich, um die zuvor genannten Probleme bezüglich der numerischen

Stabilität dieser beiden Modelle zu umgehen.

In dem folgenden Abschnitt wird der Frage nachgegangen, was die Ursache der Un-

terschiede in den Modellergebnissen ist. Weiterhin wird genauer untersucht, welche

Auswirkungen die häufig verwendete nichtkonsistente Beschreibung des Energietrans-

ports der Elektronen hat. Dazu werden die Ergebnisse der Drift-Diffusionsmodelle

DDAn, DDAk und DDA5/3 für die zuvor betrachtete Entladungssituation analy-

siert, wobei hier das im Anhang A in den Tabellen A.2 und A.3 zusammengefasste

erweiterte reaktionskinetische Modell mit den Entladungsparametern aus der Tabel-

le A.5 Anwendung findet.

6.2.2 Einfluss der Energietransportkoeffizienten

Die bisherigen Betrachtungen haben verschiedene Möglichkeiten der Beschreibung

des Elektronentransports aufgezeigt. In dem Abschnitt 6.2.1 wurde deutlich, dass

das qualitative Verhalten der Modellergebnisse insbesondere von der Bestimmung

der Energietransportkoeffizienten der Elektronen abhängig ist. Diesbezüglich wer-

den im Folgenden weitere Untersuchungen durchgeführt und zur Beschreibung der

Elektronen die drei Drift-Diffusionsmodelle DDAn, DDAk und DDA5/3 (vgl. Ta-

belle 2.2) genauer analysiert. Die Schwerteilchen werden ebenfalls mittels des Drift-

Diffusionsmodells (2.44) beschrieben. Die Untersuchungen werden am Beispiel des

bereits zuvor betrachteten Referenzmodells einer anomalen Glimmentladung durch-

geführt, wobei das erweiterte reaktionskinetische Modell (vgl. Tabellen A.2 und A.3 in
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Anhang A) Anwendung findet. Die Entladungsparameter sind in der Tabelle A.5 zu-

sammengefasst. Die Abbildung 6.7 zeigt den räumlichen Verlauf der mittleren Ener-

gie der Elektronen zwischen den beiden Elektroden bei x = 0 (Kathode) und bei

x = 1 cm (Anode) zu den Zeitpunkten t = 1µs, t = 10µs, t = 100µs sowie bei

t = 400µs. Für DDAn und DDA5/3 ist zusätzlich der stationäre Zustand dargestellt,

der für p = 1 Torr und V0 = −250 V nach etwa 5 ms erreicht wird. Während der
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Abbildung 6.7: Vergleich der Ergebnisse des neuen Drift-Diffusionsmodells (DDAn),
des konventionellen Drift-Diffusionsmodells (DDAk) und des konventionellen Drift-
Diffusionsmodells mit vereinfachten Energietransportkoeffizienten (DDA5/3). Dargestellt
ist der axiale Verlauf der mittleren Elektronenenergie bei t = 1 µs (a), t = 10 µs (b),
t = 100 µs (c) sowie bei t = 400 µs (d). Für DDAn und DDA5/3 ist zusätzlich der statio-
näre Zustand (gepunktete Linien) dargestellt.

Townsendschen Entladungsphase (t ≈ 0.1 − 1µs) liefern alle Ansätze nahezu glei-

che Ergebnisse (vgl. Abbildung 6.7a). Mit dem Durchbruch der Entladung kommt

es zu größeren Abweichungen in den Ergebnissen, die auf die stärkere Variation der

mittleren Energie im Entladungsgebiet zurückzuführen sind (vgl. Abbildung 6.7b

und 6.7c). Die in Abbildung 6.7c dargestellten Ergebnisse zum Zeitpunkt t = 100µs
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6 Ergebnisse der Modellierung anisothermer Argonplasmen

stimmen weitgehend mit den in Abbildung 6.5 gezeigten stationären Resultaten des

reduzierten Reaktionsmodells der gleichen Entladungssituation überein. Mit Annä-

hern an den stationären Zustand (vgl. Abbildung 6.7d) zeigen sowohl die Ergebnisse

des DDAn-Modells als auch die Ergebnisse des DDAk-Modells ein Minimum der

mittleren Energie im Übergangsbereich vom Kathodengebiet zum negativen Glimm-

licht (x ≈ 0.3 cm) und ein Maximum im negativen Glimmlicht. Die Ergebnisse des

DDA5/3-Modells zeigen dagegen einen monoton fallenden Verlauf der mittleren Ener-

gie vom Energiemaximum im Kathodengebiet bis zu der geerdeten Elektrode bei

x = 1 cm. Bei dem DDAk-Modell tritt vor Erreichen des stationären Zustands, etwa

bei t = 443µs, das Problem auf, dass die mittlere Energie im Minimum bei x ≈ 0.3 cm

negative Werte annimmt. Dieses unphysikalische Verhalten führt aufgrund der star-

ken Abhängigkeit der Transport- und Ratenkoeffizienten von der mittleren Energie

ε zu einem Abbruch der Berechnungen, so dass mit DDAk kein stationärer Zustand

bestimmt werden kann. Der in Abbildung 6.7d dargestellte stationäre Zustand für

DDAn und DDA5/3 verdeutlicht, dass sich das in DDAn auftretende Minimum wei-

ter ausprägt, die Werte von ε jedoch zu jedem Zeitpunkt positiv bleiben.

Eine Erklärung des qualitativen Unterschieds der Modellergebnisse liefert eine ge-

nauere Betrachtung des Quotienten P̃e/Pe, wobei

Pe = L
|E be|
De

und P̃e = L
|E b̃e|
D̃e

(6.1)

die Péclet-Zahlen (vgl. Gleichung (3.30)) des Teilchen- bzw. Energietransports be-

zeichnen. Für das betrachtete Modell ist L = 1 cm. Bei Verwendung der vereinfachten

Energietransportkoeffizienten (2.45) im Rahmen des Modells DDA5/3 folgt unmit-

telbar
P̃e

Pe
=
LE

LE

be

De

De

be

= 1 . (6.2)

Das heißt, Teilchen und Energie haben in diesem Fall unabhängig von den Werten

der mittleren Energie die gleichen Transporteigenschaften. Werden die Energietrans-

portkoeffizienten dagegen – wie in den Modellen DDAn und DDAk – konsistent als

Funktion der mittleren Energie bestimmt, variiert auch der in Abbildung 6.8 darge-

stellte Quotient P̃e/Pe mit der mittleren Energie.

Die raumzeitliche Änderung von P̃e/Pe während des Entladungsprozesses ist zu-

sammen mit dem entsprechenden Verlauf der mittleren Elektronenenergie ε in der

Abbildung 6.9 dargestellt. Die Ergebnisse zeigen, dass ε sowohl bei dem DDAn-

Modell als auch bei dem DDAk-Modell zu jedem Zeitpunkt des Entladungsverlaufs
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Abbildung 6.8: Vergleich des Quotienten P̃e/Pe für DDAn und DDAk in Abhängigkeit von
der mittleren Energie der Elektronen ε

genau dort groß ist, wo P̃e/Pe < 1 und in den Regionen klein ist, in denen P̃e/Pe > 1

ist. Qualitativ zeigen P̃e/Pe und ε in beiden Modellen das gleiche Verhalten. Je-

doch liegt der maximale Wert von P̃e/Pe im DDAn-Modell etwa bei 1.3 und im

DDAk-Modell etwa bei 2.1. Unphysikalische Ergebnisse treten bei Verwendung des

DDAk-Modells genau dann auf, wenn der Quotient P̃e/Pe deutlich größer als Zwei

ist. Somit scheint eine Überschätzung von P̃e/Pe bei Verwendung der konventionel-

len Drift-Diffusionsnäherung die Ursache für die auftretenden Probleme zu sein. Die

Abbildung 6.8 zeigt, dass der Quotient P̃e/Pe den Wert 1.4 bei dem hier eingeführten

alternativen Ansatz nicht überschreitet, so dass kein unphysikalisches Lösungsverhal-

ten auftritt.

Die konsistente Beschreibungsweise des Energietransports wirkt sich, außer auf

den qualitativen Verlauf der mittleren Energie, auch wesentlich auf den qualitativen

und quantitativen Verlauf der Teilchendichten und der Teilchenstromdichten aus. In

der Abbildung 6.10 sind die mittels DDAn und DDA5/3 bestimmten stationären

Ergebnisse für die Teilchendichten und die Teilchenstromdichten der Ladungsträger

dargestellt. Die Abbildung zeigt, dass die mittels des DDAn-Modells bestimmten

Dichten im negativen Glimmlicht etwa um den Faktor fünf größer sind als die mittels

des DDA5/3 bestimmten Dichten. Im Kathodengebiet liefert dagegen das DDA5/3-

Modell größere Werte für die Dichten der Elektronen und Ar+-Ionen. Die Ar+
2 -Ionen

spielen in der betrachteten Niederdruckentladung keine Rolle. Der qualitative Ver-

lauf der Teilchenstromdichten unterscheidet sich insbesondere durch das bereits in

dem Abschnitt 6.2.1 diskutierte Plateau im Übergangsbereich vom Kathodengebiet

zum negativen Glimmlicht. Die Gesamtstromdichten von DDAn und DDA5/3 un-
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Abbildung 6.9: Vergleich von DDAn und DDAk (oben) und der konventionellen Drift-
Diffusionsnäherung DDAk (unten)

terscheiden sich etwa um den Faktor 1.7, wobei DDA5/3 die betragsmäßig größere

Gesamtstromdichte liefert.

Die von dem DDAn-Modell vorausgesagte größere Elektronendichte im negativen

Glimmlicht spiegelt sich in den Dichten der neutralen Argonatome wider. Diese sind

in der Abbildung 6.11 dargestellt. Die mit dem DDAn-Modell bestimmten Dichten

weisen ein Maximum im Kathodengebiet und ein zweites ausgeprägtes Maximum im

negativen Glimmlicht auf. Dagegen zeigen die mit dem DDA5/3-Modell bestimmten

Dichten lediglich ein Maximum und fallen von diesem monoton in Richtung Anode

ab. Die Existenz eines zweiten Maximums in der Dichte metastabiler Argonatome

in einer Niederdruckglimmentladung wurde experimentell von Bogaerts et al. [254]

nachgewiesen, konnte mit dem dort verwendeten hybriden Monte-Carlo-Fluid-Modell

aus [14] aber nicht beschrieben werden [254]. Dies zeigt, dass das qualitative Entla-

dungsverhalten von dem neuen Drift-Diffusionsmodell genauer beschrieben wird.
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Abbildung 6.10: Ergebnisse von DDAn (durchgezogene Linie) und DDA5/3 (gestrichel-
te Linie) für die Teilchendichten (links) und die Teilchenstromdichten der Ladungsträger
(rechts)
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Abbildung 6.11: Ergebnisse von DDAn (links) und DDA5/3 (rechts) für die Dichten der
angeregten Spezies

Zur Klärung der physikalischen Prozesse, die zu dem bei Verwendung von DDAn

bzw. DDA5/3 auftretenden Entladungsverhalten führen, sind in der Abbildung 6.12

die wesentlichen Elektronenerzeugungsraten dargestellt. Anschließend wird auf die

Unterschiede im Energiehaushalt der Elektronen eingegangen. Die Rekombination

geladener Teilchen spielt in der betrachteten Entladungssituation keine Rolle, so

dass der Ladungsträgergewinn vollständig durch die Divergenz des Teilchenstroms

kompensiert wird. Die Abbildung 6.12 zeigt, dass im Kathodengebiet die Grund-

zustandsionisation den wesentlichen Prozess der Ladungsträgererzeugung ausmacht.

Dies ist auf die geringe Dichte angeregter Teilchen im Kathodengebiet zurückzufüh-

ren. In den Stößen mit Neutralteilchen im Grundzustand verlieren die Elektronen
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Abbildung 6.12: Elektronenerzeugungs- und Elektronenvernichtungsraten im stationären
Zustand bei Verwendung des DDAn-Modells (links) und des DDA5/3-Modells (rechts)

ihre Energie und es kommt vermehrt zu anregenden Stößen, was zu einer Zunahme

der Dichte der angeregten Argonatome führt (vgl. Abbildung 6.11). Damit gewinnen

Chemo- und Stufenionisationsprozesse an Bedeutung. Diese dominieren die Elektro-

nenproduktion im negativen Glimmlicht. Aufgrund der vom DDA5/3-Modell voraus-

gesagten geringeren mittleren Elektronenenergie (vgl. Abbildung 6.7) und geringeren

Elektronendichte im negativen Glimmlicht, sind die Raten der anregenden und ioni-

sierenden Stöße in diesem Modell kleiner als im DDAn-Modell (vgl. Abbildung 6.12).

Die Wechselwirkung zwischen dem Anstieg der Elektronenproduktionsraten und dem

damit verbundenen Anwachsen der anregenden Elektron-Neutralteilchenstöße führt

letztendlich zu dem vom DDAn-Modell vorausgesagten ausgeprägten Maximum in

den Dichten der Neutralteilchen und der Ladungsträger im negativen Glimmlicht.

Dabei wird die Ladungsträgerproduktion von den Prozessen

Ar[1s5] + e −→ Ar+ + 2e und Ar[1s5] + Ar[1s5] −→ Ar+ + e + Ar[1p0]

dominiert. Der wesentliche Gewinn metastabiler Ar[1s5]-Atome erfolgt über den un-

elastischen Stoßprozess

Ar[1p0] + e −→ Ar[1s5] + e

sowie den Strahlungsübergang

Ar[2p] −→ Ar[1s5] + hν

bei einer Wellenlänge von 763–912 nm. Im Gegensatz dazu kommt es im DDA5/3-

Modell zu keinem zweiten Anstieg der Elektronenproduktionsraten, so dass der be-

schriebene Wechselwirkungsprozess nicht stattfindet.
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Die in Abbildung 6.13 dargestellten Energiegewinn- und Energieverlustraten der

Elektronen veranschaulichen, dass sich die vom DDAn-Modell vorhergesagte hohe

Anregungsrate im negativen Glimmlicht in einem dort stattfindenden starken Ener-

gieverlust durch anregende Stoßprozesse widerspiegelt. Im Kathodengebiet dominiert
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Abbildung 6.13: Energiegewinn- und Energieverlustraten im stationären Zustand bei Ver-
wendung des DDAn-Modells (links) und des DDA5/3-Modells (rechts)

dagegen der Energiegewinn durch die Joulesche Heizung in dem dort vorherrschenden

elektrischen Feld. Die Tatsache, dass sich die Energieeinkopplung durch das elektri-

sche Feld und der Energiegewinn und Energieverlust in Stoßprozessen bei weitem

nicht kompensieren zeigt, dass der Energietransport eine wesentliche Rolle in dem

Entladungsverhalten spielt. Dies wird durch den in Abbildung 6.13 dargestellten

Verlauf der Divergenz des Energiestroms bestätigt und steht im Gegensatz zu der

Situation in einer positiven Säule, in der die Divergenz des Energiestroms keine Rol-

le spielt (vgl. Abschnitt 6.4). Die vereinfachte Beschreibung des Energietransports

im Rahmen des DDA5/3-Modells führt dazu, dass die Anregungsraten im negativen

Glimmlicht deutlich geringer sind und somit auch der Energieverlust in Stoßprozessen

kaum stattfindet. Die Modelle DDAn und DDA5/3 liefern lediglich im Kathodenge-

biet ein vergleichbares Verhalten des Energiehaushalts.

Der qualitative Unterschied in den Modellergebnissen von DDAn und DDA5/3

tritt in vergleichbarer Weise bei der Beschreibung der von Gamez et al. [255] expe-

rimentell und von Bogaerts et al. [253] mittels eines Hybrid-Modells untersuchten

Gleichspannungsglimmentladung in Argon bei einem Gasdruck von 1 Torr und einer

angelegten Spannung von−515 V auf. Die Entladungsparameter dieser Modellsituati-

on sind in der Tabelle 6.1 zusammengefasst. Die Gastemperatur wurde experimentell

gemessen [255] und wird als räumlich variierendes Profil (vgl. Abbildung 6.14) in den
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Tabelle 6.1: Entladungsparameter der von Bogaerts et al. untersuchten Modellsituation

Parameter Bedeutung Wert

p Gasdruck 1 Torr

Tg Schwerteilchentemperatur vgl. Abbildung 6.14

d Elektrodenabstand 5 cm

V0 angelegte Spannung −515 V

τΦ Einschaltzeit 10−9

γ Sekundärelektronenemissionskoeffizient 0.07

εγ mittlere Energie der Sekundärelektronen 5 eV

re Reflexionskoeffizient der Elektronen 0.3

ri Reflexionskoeffizient der Ionen 5× 10−4

rm Reflexionskoeffizient der metastabilen Teilchen 0.3

durchgeführten Modellrechnungen vorgegeben.

Die Abbildung 6.15 zeigt die mit DDAn und DDA5/3 bestimmten stationären Er-

gebnisse für die mittlere Energie der Elektronen und die Dichten der Ladungsträger.

Mit dem DDAk-Modell konnte aufgrund der bereits diskutierten Probleme kein sta-

tionärer Zustand gefunden werden. Wie in dem zuvor betrachteten Referenzmodell

tritt auch hier in den mittels DDAn bestimmten Ergebnissen für die mittlere Energie

ein Minimum im Übergangsbereich vom Kathodengebiet zum negativen Glimmlicht

auf und die mit DDA5/3 bestimmte mittlere Energie fällt von dem Maximum im

Kathodengebiet monoton in Richtung der Anode bei x = 5 cm ab. Die Darstellung

der Ladungsträgerdichten in Abbildung 6.15b zeigt einen qualitativ ähnlichen Ver-

lauf der Ergebnisse von DDAn und DDA5/3, wobei DDAn im negativen Glimmlicht

größere Teilchendichten voraussagt.

Die Teilchendichten der angeregten Atome sind in der Abbildung 6.16 dargestellt.

Auch hier ist wieder der Effekt zu beobachten, dass die mittels DDAn bestimm-

ten Teilchendichten ein zweites Maximum im negativen Glimmlicht bei x ≈ 1.5 cm
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Abbildung 6.14: Vorgegebener ortsabhängiger Verlauf der Gastemperatur
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Abbildung 6.15: Vergleich der Ergebnisse von DDAn (durchgezogene Linie) und DDA5/3
(gestrichelte Linie). Dargestellt ist die mittlere Energie mit einer Vergrößerung des Katho-
dengebiets (a) und die Dichten der Ladungsträger (b).
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Abbildung 6.16: Vergleich der Ergebnisse von DDAn (links) und DDA5/3 (rechts) für die
Dichten der angeregten Argonatome

aufweisen, wogegen die mittels DDA5/3 bestimmten Dichten – entgegen dem von

Bogaerts et al. [254] experimentell beobachteten Verhalten – monoton abfallen.

In den Abschnitten 6.2.1 und 6.2.2 wurde der Einfluss der Beschreibungsweise der

Elektronen genauer untersucht. Es wurde gezeigt, dass das qualitative Entladungs-

verhalten wesentlich durch die Konsistenz der Beschreibung des Energietransports

beeinflusst wird. Die Abbildung 6.5 hat verdeutlicht, dass zum einen die konsistenten

Modelle 4MM, 3MMn und DDAn und zum anderen die Modelle 3MMk und DDA5/3,

in denen vereinfachende Annahmen zur Bestimmung des Energietransports verwen-

det werden, qualitativ und quantitativ ähnliche Ergebnisse liefern. Die Resultate des

ebenfalls konsistenten Modells DDAk unterscheiden sich deutlich von den Ergebnis-
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6 Ergebnisse der Modellierung anisothermer Argonplasmen

sen der übrigen Modelle. Die Unterschiede zwischen den Ergebnissen der Modelle

4MM, 3MMn und DDAn sowie zwischen den Ergebnissen der Modelle 3MMk und

DDA5/3 im stationären Zustand sind insbesondere auch auf die Unterschiede in der

Anzahl der vorzugebenden physikalischen und numerischen Randbedingungen (vgl.

Kapitel 4) zurückzuführen.

Die durchgeführten Untersuchungen haben gezeigt, dass die qualitativen Unter-

schiede in den Ergebnissen der konsistenten Modelle DDAn und DDAk sowie des ver-

einfachten Modells DDA5/3 auf die unterschiedliche Beschreibung der Energietrans-

portkoeffizienten und die damit verbundenen Unterschiede im Ionisations- und Ener-

giehaushalt zurückzuführen sind. Die konsistenten Drift-Diffusionsmodelle DDAn

und DDAk sind dem vereinfachten Modell DDA5/3 vorzuziehen. Mit dem neuen

Modell DDAn werden numerische Probleme umgangen, die bei der Verwendung des

konventionellen Modells DDAk auftreten können. Des Weiteren sind die Ergebnisse

von DDAn in besserer Übereinstimmung mit den Resultaten des kinetischen Modells,

so dass das DDAn-Modell dem DDAk-Modell vorzuziehen ist. Zur effizienten Nut-

zung der neu eingeführten Mehr-Momenten-Modelle 4MM und 3MMn sind weitere

Arbeiten erforderlich.

Um ein adäquates Modell zur Beschreibung einer gegebenen Entladungssituation

auswählen zu können, muss der Frage nachgegangen werden, welchen Einfluss die

Drift-Diffusionsnäherung auf die Modellergebnisse hat. Dazu werden im Folgenden

die Ergebnisse des konventionellen Mehr-Momenten-Modells TMM (vgl. Tabelle 2.1)

und des konventionellen Drift-Diffusionsmodells DDA (vgl. Tabelle 2.2) genauer un-

tersucht und miteinander verglichen. Da aus Stabilitätsgründen ein alternativer An-

satz zum effizienten Lösen der neu eingeführten Mehr-Momenten-Modelle umgesetzt

werden muss, wird für diese eine entsprechende Untersuchung in weiteren Arbeiten

durchgeführt.

6.2.3 Einfluss der Drift-Diffusionsnäherung

Die Untersuchung des Einflusses der Drift-Diffusionsnäherung erfolgt am Beispiel

des zuvor betrachteten Referenzmodells mit den Entladungsparametern aus der Ta-

belle A.5 und unter Berücksichtigung der in den Tabellen A.2 und A.3 zusammen-

gefassten Reaktionsprozesse. Zur Lösung dieses Modells wird das Mehr-Momenten-

Modell (2.28) (im Folgenden bezeichnet als TMM) sowie das Drift-Diffusionsmo-

dell (2.44) (im Folgenden bezeichnet als DDA) eingesetzt. Da hier der Fokus auf

der Analyse des Einflusses der Drift-Diffusionsnäherung und nicht des Energietrans-
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6.2 Vergleich und Diskussion der Fluid-Modelle

ports liegt, werden die Elektronen mittels des DDA5/3-Modells beschrieben. Es wird

gezeigt, dass die in diesem Modell verwendete Näherung (2.45) für die Energietrans-

portkoeffizienten konsistent mit dem in dem TMM-Modell verwendeten Ansatz (2.17)

zur Bestimmung der Wärmestromdichte der Elektronen ist.

Für die Energiestromdichte des DDA-Modells mit den Energietransportkoeffizien-

ten (2.45) ergibt sich gemäß der Gleichung (2.42b) der Ausdruck

QDDA
e = −5

3
∂x

(

Deεne

)

− 5

3
beεEne =

5

3
εΓe −

5

3
Dene∂xε . (6.3)

Die in dem Mehr-Momenten-Modell in Gleichung (2.28c) auftretende Energiestrom-

dichte kann in der Form

QTMM
e =

5

3
εΓe −

5

3
Dene∂xε−

me

3
v̄2

e Γe (6.4)

geschrieben werden. Bis auf den Term mev̄
2
e/3 in Gleichung (6.4) sind QDDA

e und

QTMM
e somit identisch. Insbesondere macht der Vergleich von (6.3) und (6.4) deut-

lich, dass die vereinfachte, nichtkonsistente Bestimmung des Energiediffusionskoef-

fizienten gemäß D̃e = 5εDe/3 auf die in dem TMM-Modell verwendete Form des

Wärmestroms führt.

Die Abbildung 6.17 zeigt den Einfluss der einzelnen Terme Qe,j in den Gleichun-

gen (6.3) und (6.4) im stationären Zustand des hier betrachteten Referenzmodells.

Hier wird deutlich, dass der Einfluss des Terms meΓev̄
2
e/3 in der Gleichung 6.4 ver-
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Abbildung 6.17: Beiträge zur Energiestromdichte der Elektronen im stationären Zustand
bei Verwendung des Mehr-Momenten-Modells (links) und des Drift-Diffusionsmodells
(rechts)
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6 Ergebnisse der Modellierung anisothermer Argonplasmen

nachlässigbar ist. Diese Tatsache ist auf die kleine Masse und die moderaten Werte

der mittleren Geschwindigkeit der Elektronen zurückzuführen. Die wesentlichen Bei-

träge zum Energiestrom liefert der Wärmestrom q̇e = −5Dene∂xε/3 und der Term

5εΓe/3.

Bei der Herleitung der Drift-Diffusionsnäherung für die Teilchenstromdichten (vgl.

Abschnitt 2.3) wird die Annahme getroffen, dass die Zeitableitung in der Impulsbi-

lanzgleichung vernachlässigt werden kann. Für die Impulsbilanzgleichung (2.28b) der

Elektronen führt diese Annahme unmittelbar auf die Beziehung

ΓTMM
e = − 1

νe

∂x

(

2

3
Γev̄e +

2

3me

we

)

− e0

me νe

neE . (6.5)

Dieser Ausdruck ist zu vergleichen mit der im DDA-Modell verwendeten Drift-Dif-

fusionsnäherung gemäß Gleichung (2.42a)

ΓDDA
e = −∂x

(

Dene

)

− beE ne . (6.6)

Die Abbildung 6.18 zeigt, dass der Term 2Γev̄e/3 in Gleichung (6.5) im stationären

Zustand der betrachteten Entladungssituation keinen Einfluss hat. Das Vernachläs-

sigen dieses Terms in (6.5) liefert wegen we = εne den Ausdruck

ΓTMM
e = − 1

νe

∂x

(

2 ε

3me

ne

)

− e0

me νe

neE . (6.7)

An dieser Stelle ist anzumerken, dass die neue Drift-Diffusionsnäherung DDAn (vgl.

Gleichung (2.37a)) dieser Form entspricht, wobei in (2.37a) durch den Koeffizienten

ξ1 zusätzlich der hier vernachlässigte Anisotropiebeitrag 2Γev̄e/3 berücksichtigt wird.

Die konventionelle Drift-Diffusionsnäherung (6.6) ist dagegen nur dann in Überein-

stimmung mit (6.7), wenn die Impulsdissipationsfrequenz νe räumlich konstant ist.

In diesem Fall folgen für den Diffusionskoeffizienten und die Beweglichkeit die Bezie-

hungen [21]

De =
1

3
〈v2/νe〉e =

1

3 νe

〈v2〉e =
2ε

3me νe

und be =
e0

me νe

(6.8)

und somit die Gleichheit von (6.6) und (6.7). Jedoch ist aufgrund der räumlich stark

variierenden mittleren Energie die Annahme einer konstanten Impulsdissipationsfre-

quenz in den betrachteten Entladungssituationen nicht gerechtfertigt, was – neben

dem Einfluss der Randbedingungen – zu den Abweichungen in den Modellergeb-

132



6.2 Vergleich und Diskussion der Fluid-Modelle

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−4

−2

0

2

4
x 10

16

x [cm]

Γ e,
j [1

/(
cm

2  s
)]

 

 

− e0

me
Ene/νe

− 2
3

1
me

∂x(we)/νe

− 2
3

(
∂x

we

me
+ ∂x(Γev̄e)

)
/νe

Γ
TMM
e

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−4

−2

0

2

4
x 10

16

x [cm]

Γ e,
j [1

/(
cm

2  s
)]

 

 

−beEne

−De∂xne

−∂x(Dene)

Γ
DDA
e

Abbildung 6.18: Beiträge zur Teilchenstromdichte der Elektronen im stationären Zu-
stand bei Verwendung des Mehr-Momenten-Modells (links) und des Drift-Diffusionsmodells
(rechts)

nissen des TMM-Modells und des DDA-Modells führt. Die Feststellung, dass das

konventionelle Drift-Diffusionsmodell unter Umständen zu fehlerbehafteten Ergeb-

nissen führt, hat auch Bløtekjær [256] bei dem Vergleich von Halbleitermodellen

gemacht. Werden die Transportkoeffizienten in dem konventionellen, konsistenten

Drift-Diffusionsmodell DDAk nicht mittels der LMEA, sondern raum- und zeitab-

hängig im Rahmen eines Hybrid-Modells durch Lösung der Boltzmann-Gleichung

bestimmt, tritt die beschriebene Problematik nicht auf.

Die Abbildung 6.18 zeigt weiterhin, dass sich der diffusive Beitrag und der Driftbei-

trag zur Elektronenstromdichte weitgehend kompensieren. Im Kathodengebiet domi-

niert die Drift, wogegen im negativen Glimmlicht aufgrund des dort schwachen elek-

trischen Feldes der Diffusionsbeitrag dominiert. Die Tatsache, dass Γe als Differenz

zweier wesentlich größeren Beiträge bestimmt wird macht deutlich, dass eine genaue

Beschreibung sowohl der Drift als auch der Diffusion erforderlich ist. Vor diesem

Hintergrund zeigt der Vergleich der Terme ∂x(Dene) und De∂xne in Abbildung 6.18,

dass wegen der räumlich nichtkonstanten mittleren Energie der Diffusionskoeffizient

nicht aus der partiellen Ableitung herausgezogen werden darf. Mit anderen Wor-

ten, der thermoelektrische Effekt, dass der Teilchenstrom durch den Gradienten der

mittleren Energie beeinflusst wird, kann nicht vernachlässigt werden.
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6 Ergebnisse der Modellierung anisothermer Argonplasmen

Für die Ionen und metastabilen Schwerteilchen folgt mit dem Vernachlässigen der

Zeitableitung in der Impulsbilanzgleichung (2.28e) der Ausdruck

ΓTMM
h = − 1

νh

∂x

(

Γhv̄h +
kBTg

mh

nh

)

+
qh

mh νh

nhE . (6.9)

In dem Fall, dass die Schwerteilchentemperatur Tg räumlich konstant ist, stimmt

dieser Ausdruck bis auf den Term ∂x(Γhv̄h)/νh mit der Drift-Diffusionsnäherung

ΓDDA
h = −Dh∂xnh + sgn(qh)bhE nh (6.10)

überein, da der Diffusionskoeffizient Dh, die Beweglichkeit bh und die Impulsübertra-

gungsfrequenz νh der Schwerteilchen in der Beziehung

Dh =
kBTg

|qh|
bh =

kBTh

mh νh

(6.11)

stehen (vgl. Abschnitt 2.1.2). In der Abbildung 6.19 ist zu sehen, dass der Term

∂x(Γhv̄h)/νh für die Ar+-Ionen einen schwachen Einfluss im Kathodengebiet hat und

im negativen Glimmlicht vernachlässigt werden kann. Die Stromdichte der meta-
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Abbildung 6.19: Beiträge zur Teilchenstromdichte der Ar+-Ionen bei Verwendung des
Mehr-Momenten-Modells (links) und des Drift-Diffusionsmodells (rechts)

stabilen Atome wird im gesamten Gebiet von dem Diffusionsbeitrag dominiert. Das

heißt, für diese bietet das Drift-Diffusionsmodell eine gute Beschreibung, solange die

Zeitableitung der Teilchenstromdichte eine untergeordnete Rolle spielt.

Die Ionenstromdichte wird nahezu im gesamten Entladungsgebiet von dem Drift-

beitrag dominiert. Lediglich in einer kleinen Umgebung des Punktes, in dem das
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6.2 Vergleich und Diskussion der Fluid-Modelle

elektrische Feld identisch Null ist (x ≈ 0.6 cm), ist der Diffusionsbeitrag von Bedeu-

tung.

Die Abbildung 6.19 zeigt, dass der Ionentransport von dem TMM-Modell und

dem DDA-Modell in gleicher Weise beschrieben wird. Die kleineren Abweichungen

sind auf Unterschiede in dem stationären elektrischen Feld zurückzuführen, die von

dem Einfluss der Randbedingungen sowie des Elektronentransports hervorgerufen

werden. Diese Aussage wird durch die in Abbildung 6.20 gezeigten Ergebnisse bestä-

tigt. Hier ist die zeitliche Entwicklung des über alle Ortspunkte gemittelten relativen
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Abbildung 6.20: Relativer Unterschied zu den Ergebnissen des TMM-Modells in der Elek-
tronendichte (links) und der Ionendichte (rechts) bei Verwendung des DDA-Modells nur
für die Elektronen, nur für die Schwerteilchen und für alle Spezies

Unterschieds zwischen den Ergebnissen des DDA-Modells und den Ergebnissen des

TMM-Modells für die Elektronendichte und die Ionendichte dargestellt. Es werden

die Fälle betrachtet, dass nur die Elektronen, nur die Schwerteilchen bzw. alle Spezies

mit den entsprechenden Gleichungen des DDA-Modells beschrieben werden. Dabei

zeigt sich, dass die Unterschiede in den Modellergebnissen nahezu während der ge-

samten zeitlichen Entwicklung von der Elektronenkomponente verursacht werden.

In dem Abschnitt 6.2 wurden die in dieser Arbeit betrachteten Modelle zur Beschrei-

bung anisothermer Plasmen ausführlich diskutiert und die Resultate am Beispiel

einer anomalen Glimmentladung miteinander verglichen. Es wurde gezeigt, dass ei-

ne konsistente Beschreibung des Energietransports wesentlich ist, wenn nichtlokale

Effekte für das Entladungsverhalten von Bedeutung sind. Ein Vergleich der Ergeb-

nisse der Drift-Diffusionsmodelle mit den Resultaten eines kinetischen Modells in

Abschnitt 6.2.1, der Vergleich zwischen den Resultaten der Drift-Diffusionsmodelle

135



6 Ergebnisse der Modellierung anisothermer Argonplasmen

in Abschnitt 6.2.2 und die Gegenüberstellung eines Mehr-Momenten-Modells und

eines Drift-Diffusionsmodells in Abschnitt 6.2.3 ergab, dass die in dieser Arbeit vor-

geschlagenen neuartigen Modellansätze den konventionellen Modellen in Bezug auf

die Genauigkeit überlegen sind. Des Weiteren haben die in Abschnitt 6.2.3 durch-

geführten Untersuchungen gezeigt, dass die Beschreibung des Elektronentransports

mit dem konventionellen Drift-Diffusionsmodell – außer der Vernachlässigung der

Zeitableitung – die unrealistische Annahme beinhaltet, dass die Impulsdissipations-

frequenz der Elektronen räumlich konstant ist. Diese Annahme ist in dem neuen

Drift-Diffusionsansatz DDAn nicht enthalten.

Nach der durchgeführten Analyse der Fluid-Modelle anhand des Referenzmodells

einer anomalen Glimmentladung in Argon, werden diese nun zur Beschreibung einer

RF-Entladung bei Niederdruck, einer gepulsten Atmosphärendruckentladung und ei-

ner dielektrisch behinderten Entladung bei Atmosphärendruck eingesetzt.

6.3 Modellierung einer kapazitiv gekoppelten RF-Entladung

Radio-Frequenz-Entladungen werden in vielen technischen Anwendungen, wie z. B.

bei der Funktionalisierung von Oberflächen und Materialien, eingesetzt [28, 82, 257–

259]. Es wird zwischen induktiv gekoppelten und kapazitiv gekoppelten RF-Entla-

dungen unterschieden. Bei ersteren findet die Anregung durch ein alternierendes Ma-

gnetfeld statt, so dass das Plasma in keinem Kontakt mit den Elektroden steht. Bei

den hier betrachteten kapazitiv gekoppelten RF-Entladungen steht das Plasma in di-

rektem oder indirektem (wenn die Elektroden dielektrisch abgeschirmt sind) Kontakt

mit den Elektroden und wird durch ein elektrisches Feld angeregt. Typischerweise

wird eine sinusförmige Spannung mit einer Frequenz von 13.56 MHz vorgegeben [257].

Aufgrund des Koppelkondensators zwischen RF-Generator und gespeister Elektro-

de und der häufig genutzten Asymmetrie in der Größe der Elektroden, stellt sich

in RF-Entladungen an der gespeisten Elektrode eine negative Gleichspannung Vbias

ein, die als Bias-Spannung oder self bias bezeichnet wird und sich der Wechselspan-

nung überlagert [4, 257]. Dadurch wird der Mittelwert des Spannungsverlaufs um den

Wert Vbias verschoben. Die Asymmetrie in der Größe der Elektroden ergibt sich in

der Regel daraus, dass die Wand des Plasmareaktors die geerdete Elektrode reprä-

sentiert und die gespeiste Elektrode eine deutlich kleinere Fläche besitzt. Die Bias-

Spannung gewährleistet, dass der Entladungsstrom an beiden Elektroden gleich ist.

Aus anwendungsorientierter Sicht begünstigt die Bias-Spannung das Auftreten hoher

Ionenenergien, die für den gewünschten Prozess ausgenutzt werden können [6, 257].
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Das hier betrachtete Modell einer kapazitiv gekoppelten RF-Entladung in Argon

bei einem Gasdruck von 5 Pa basiert auf dem Plasmareaktor PULVA-INP, der zur

Analyse des Verhaltens staubiger Teilchen mit einem Argonplasma eingesetzt wur-

de [242]. Für diesen Reaktor wurden von Sigeneger et al. [242, 260] 2D-Modellrech-

nungen durchgeführt. Hier wird das axiale Entladungsverhalten mit einem räumlich

eindimensionalen Modell beschrieben. Da die Bias-Spannung Vbias im Rahmen eines

1D-Modells nicht selbstkonsistent bestimmt werden kann, wird diese gemäß den Re-

sultaten des 2D-Modells aus [260] vorgegeben. An der gespeisten Elektrode bei x = 0

(vgl. Abbildung 2.2a) wird die sinusförmige Spannung

U0(t) = V0 sin(2πft)− Vbias (6.12)

mit einer Frequenz von f = 1/T = 13.56 MHz, der Spannungsamplitude V0 = −385 V

und der Bias-Spannung Vbias = 356 V vorgegeben. Die geerdete Elektrode befindet

sich in einem Abstand von d = 10 cm. Die weiteren Entladungsparameter sind in

Tabelle 6.2 zusammengefasst. Die Beschreibung der Reaktionskinetik erfolgt gemäß

der Tabellen A.1–A.3. Als Randbedingungen für die Bilanzgleichungen werden die in

Tabelle 6.2: Entladungsparameter der RF-Entladung

Symbol Bedeutung Wert

p Gasdruck 5 Pa

Tg Schwerteilchentemperatur 300 K

d Elektrodenabstand 10 cm

V0 Spannungsamplitude −385 V

Vbias Bias-Spannung 356 V

f Frequenz 13.56 MHz

γ Sekundärelektronenemissionskoeffizient 0.1

εγ mittlere Energie der Sekundärelektronen 5 eV

re Reflexionskoeffizient der Elektronen 0.3

ri Reflexionskoeffizient der Ionen 5× 10−4

rm Reflexionskoeffizient der metastabilen Atome 0.3

dem Kapitel 4 genannten Reflexionsbedingungen unter Berücksichtigung der Sekun-

därelektronenemission vorgegeben.

In der Abbildung 6.21 sind die reduzierten Feldänderungsfrequenzen für einen Gas-

druck von 1–133 Pa im Vergleich mit den Impulsübertragungsfrequenzen der Elek-

tronen und Schwerteilchen sowie der Dissipationsfrequenz der Energiestromdichte

dargestellt. Die Gegenüberstellung zeigt, dass für den betrachteten Gasdruck von
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6 Ergebnisse der Modellierung anisothermer Argonplasmen

p = 5 Pa die Feldänderungsfrequenz in der gleichen Größenordnung (Elektronen)

bzw. größer (Schwerteilchen) als die Impulsdissipationsfrequenzen ist. Somit kann

die Zeitableitung in der Impulsbilanzgleichung sowohl für die Elektronen als auch

für die Schwerteilchen nicht vernachlässigt werden. Aus diesem Grund wird zur Be-
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Abbildung 6.21: Impulsübertragungsfrequenzen der Elektronen (a) und Schwerteilchen (b)
sowie die Dissipationsfrequenz der Elektronenenergiestromdichte im Vergleich mit der re-
duzierten Feldänderungsfrequenz νField/N in 13.56 MHz RF-Entladungen bei einer Schwer-
teilchentemperatur von 300 K und einem Gasdruck von 1–133 Pa

schreibung der RF-Entladung das Mehr-Momenten-Modell TMM (2.28) eingesetzt.

Da die betrachtete Entladungssituation in dem Grenzbereich des möglichen Einsatz-

gebiets von Fluid-Modellen liegt, sind die Ergebnisse kritisch zu betrachten. Es ist

zu erwarten, dass in dem Entladungsverhalten nichtlokale Effekte auftreten, die nach

den Ergebnissen aus Abschnitt 6.2 mit dem Mehr-Momenten-Modell TMM nur sehr

eingeschränkt bzw. gar nicht beschrieben werden können. In zukünftigen Arbeiten ist

ein Vergleich der Ergebnisse mit Resultaten des Vier-Momenten-Modells 4MM bzw.

von Hybrid-Modellen oder PIC-MCC-Simulationen2 zur Validierung der Ergebnisse

nötig.

Der Einsatz des 4MM-Modells bzw. des neuen Drei-Momenten-Modells 3MMn für

die Elektronen zur Beschreibung der betrachteten Entladung war aus Gründen der

Rechenzeit im Rahmen dieser Arbeit nicht möglich. Aufgrund der langsamen Reak-

tionszeit der metastabilen Atome sind ausgehend von einem quasineutralen Plasma

mit konstanten Dichten etwa 5× 104 Perioden bis zum Erreichen eines periodischen

Zustands zu rechnen. Dieses Problem kann mit der Nutzung eines beschleunigten Ite-

rationsverfahrens umgangen werden, bei dem nicht die gesamte zeitliche Entwicklung

beschrieben wird, sondern ein nichtlineares Gleichungssystem gelöst wird, welches

2PIC = Particle-In-Cell, MCC = Monte Carlo Collision
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den periodischen Zustand beschreibt [33, 104]. Die Umsetzung eines solchen, auf die

Modellierung von RF-Entladungen ausgerichteten Verfahrens war jedoch nicht Ziel-

stellung dieser Arbeit. Erste Ergebnisse des Vier-Momenten-Modells 4MM für die

hier betrachtete Entladungssituation unter Verwendung des reduzierten Reaktions-

schemas gemäß Tabelle A.4 im Anhang A zeigen die prinzipielle Anwendbarkeit des

4MM-Modells zur Beschreibung von RF-Entladungen bei Niederdruck.

Aufgrund der in Abschnitt 6.1 genannten Probleme bei der Verwendung von FCT-

Verfahren zur Modellierung von RF-Entladungen, werden Upwind-Verfahren (vgl.

Abschnitt 5.3.1) zur Diskretisierung der Bilanzgleichungen mit Nx = 501 äquidistan-

ten Gitterpunkten und einer Zeitschrittweite von ∆t = 20 ps eingesetzt. Unter diesen

Bedingungen beträgt die zur Bestimmung eines periodischen Zustands benötigte Re-

chenzeit etwa eine Woche auf einem handelsüblichen PC.

Die Ergebnisse der Modellrechnungen für den zeitlichen Verlauf der Randschicht-

spannungen

U rs
0 (t) = U0(t)− Φ(d/2, t) und U rs

d (t) = −Φ(d/2, t) (6.13)

sowie für die Beiträge zur Gesamtstromdichte

Ig(x, t) = ε0∂tE(x, t) +
∑

s

qsΓs(x, t) (6.14)

an den beiden Elektroden sind zusammen mit der angelegten RF-Spannung U0 ge-

mäß Gleichung (6.12) in der Abbildung 6.22 veranschaulicht. In (6.14) stellt der erste

Term den Verschiebungsstrom dar und der zweite Term beschreibt den Gesamtteil-

chenstrom. Die Summe beider Beiträge ist zu jedem Zeitpunkt konstant über das

Entladungsgebiet, jedoch variiert die Dominanz der einzelnen Beiträge.

Die Abbildung 6.22 macht die für RF-Entladungen typische Phasenverschiebung

um 90◦ in dem periodischen Verhalten von Strom und Spannung sichtbar. Aufgrund

der vorgegebenen Bias-Spannung von 356 V ist die Randschichtspannung der gespeis-

ten Elektrode bei x = 0 wesentlich größer als die Spannung, die über die Randschicht

vor der geerdeten Elektrode bei x = 10 cm abfällt. Die Darstellung der Beiträge zur

Gesamtstromdichte an den beiden Elektroden in Abbildung 6.22 verdeutlicht, dass

an der gespeisten Elektrode zu jedem Zeitpunkt der Verschiebungsstrom den we-

sentlichen Beitrag liefert (vgl. Abbildung 6.22a). An der geerdeten Elektrode trägt

dagegen der Elektronenstrom etwa bei t = T/4 wesentlich zum Gesamtstrom bei

(vgl. Abbildung 6.22b). Dies ist der Zeitpunkt, zu dem die Elektronen die Elektrode
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Abbildung 6.22: Zeitliche Entwicklung der Spannungen und Stromdichten an der gespeis-
ten Elektrode bei x = 0 (a) sowie an der geerdeten Elektrode bei x = 10 cm (b)

erreichen und die Randschicht kollabiert. Die Asymmetrie in dem Verhalten wird

durch die vorgegebene Bias-Spannung hervorgerufen. In dem dargestellten periodi-

schen Gleichgewichtszustand ist der Netto-Strom

In =
1

T

∫ T

0
Ig(τ) dτ (6.15)

identisch Null.

Das raumzeitliche Verhalten der Ladungsträger, der atomaren Argonzustände, des

elektrischen Potenzials sowie der mittleren Energie der Elektronen ist in der Abbil-

dung 6.23 dargestellt. Die ebenfalls berücksichtigten Molekülzustände haben in der

betrachteten Niederdruckentladung keine Bedeutung.

Die Abbildung 6.23a zeigt die Dichten der Elektronen und der Ar+-Ionen. Anders

als bei den in den folgenden beiden Abschnitten betrachteten Atmosphärendruck-

entladungen, spielen hier die Ar+
2 -Ionen aufgrund der geringen Reaktionsrate ihrer

Erzeugung durch den Dreierstoßprozess

Ar+ + 2Ar −→ Ar+
2 + Ar

keine Rolle. Die Darstellung der Ladungsträger in der Abbildung 6.23a veranschau-

licht, dass lediglich die Elektronen in der Randschicht zeitlich variieren und sich die

Ionendichte quasistationär einstellt. Da die Elektronen in entgegengesetzter Richtung

zu dem elektrischen Feld driften, erreichen diese die geerdete Elektrode in der ne-

gativen Halbperiode und fliegen in der positiven Halbperiode in Richtung gespeister

Elektrode. Als Folge der Bias-Spannung Vbias ist der Elektronenstrom auf die gespeis-

te Elektrode deutlich schwächer als der auf die geerdete Elektrode und beeinflusst

kaum den in Abbildung 6.22a gezeigten Gesamtstrom an der gespeisten Elektrode.

140



6.3 Modellierung einer kapazitiv gekoppelten RF-Entladung

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0

1

2

3

4 x 10
9

x [cm]

T
ei

lc
he

nd
ic

ht
e 

[c
m−

3 ]

 

 

 Elektronen @ t/T = 0
 Elektronen @ t/T = 0.25
 Elektronen @ t/T = 0.5
 Elektronen @ t/T = 0.75

 Ar+−Ionen

a)
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

10
6

10
7

10
8

10
9

10
10

10
11

x [cm]

T
ei

lc
he

nd
ic

ht
e 

[c
m−

3 ]

 

 

1s5
1s3

1s4

1s2

2p

hl

2p′

b)

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
−800

−600

−400

−200

0

200

x [cm]

E
le

kt
ris

ch
es

 P
ot

en
zi

al
 [V

]

 

 

 t/T = 0
 t/T = 0.25
 t/T = 0.5
 t/T = 0.75

c)
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0

50

100

150

200

x [cm]

M
itt

le
re

 E
ne

rg
ie

 [e
V

]

 

 

 t/T = 0
 t/T = 0.25
 t/T = 0.5
 t/T = 0.75

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
5

5.5

6

6.5

d)

Abbildung 6.23: Raumzeitliche Entwicklung der Ladungsträger (a), der Neutralteil-
chen (b), des elektrischen Potenzials (d) und der mittleren Energie der Elektronen (d).
Die Dichten der Ar[2p], Ar[2p′] und Ar∗[hl]-Niveaus sind zu den Zeitpunkten t/T = 0
(durchgezogene Linie), t/T = 1/4 (gestrichelte Linie), t/T = 1/2 (gepunktete Linie) und
t/T = 3/2 (gepunktstrichelte Linie) dargestellt.

Da die Plasmafrequenz

ωi =

√

nie2
0

miε0

(6.16)

der Ionen kleiner ist als die Anregungsfrequenz ωRF, können diese dem elektrischen

Feld nicht folgen. Daraus resultiert, dass die Dichte der Ionen im periodischen Zu-

stand zeitlich konstant ist. Auf Grund der kleinen Masse der Elektronen ist die Plas-

mafrequenz der Elektronen

ωe =

√

nee2
0

meε0

(6.17)

wesentlich größer als ωRF. Es gilt die für RF-Entladungen typische Relation [261]

ωi ≈ 12.69 MHz < ωRF = 13.56 MHz≪ ωe ≈ 3.43 GHz . (6.18)
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Ebenso wie die Ionendichte, sind auch die Dichten der in Abbildung 6.23b gezeig-

ten Neutralteilchen nahezu zeitunabhängig. Lediglich die Teilchendichten der oberen

Energieniveaus 2p, 2p′ und hl variieren geringfügig mit der Zeit. Dies ist darauf

zurückzuführen, dass für diese die Grundzustandsanregung wesentlich zum Teilchen-

gewinn beiträgt. Die Darstellung der Ratenkoeffizienten in Abbildung B.5 im An-

hang B.5 zeigt, dass geringe Änderungen in der mittleren Energie der Elektronen,

für den hier vorliegenden Energiebereich von 5 eV < ε < 6 eV (vgl. Vergrößerung

in Abbildung 6.23d), bereits zu großen Änderungen in den Ratenkoeffizienten der

Grundzustandsanregung durch Elektron-Neutralteilchenstöße führen. Dagegen tra-

gen Strahlungsübergänge aus den 2p- und 2p′-Niveaus wesentlich zum Gewinn der

Energieniveaus 1s2–1s5 bei. Der Verlust von Ar[1s4]-, Ar[1s2]-, Ar[2p]-, Ar[2p′]- und

Ar∗[hl]-Atomen erfolgt im Wesentlichen durch Strahlungsübergänge, wogegen der

Verlust der metastabilen Argonatome Ar[1s5] und Ar[1s3] dominiert wird von den

Anregungsprozessen

M + e −→ Ar[2p] + e , M = Ar[1s5], Ar[1s3] .

Die in der Abbildung 6.23c dargestellte raumzeitliche Entwicklung des elektrischen

Potenzials zeigt, dass das Plasmapotenzial im Vergleich zu dem Potenzial an der

gespeisten Elektrode nur schwach variiert. Dies ist auf den großen Wert der Bias-

Spannung zurückzuführen, die nahezu den maximal möglichen Wert annimmt. Um

den fast konstanten Ionenstrom auf die Oberfläche zu kompensieren, muss den Elek-

tronen die Möglichkeit gegeben werden, die Elektrode zu erreichen. Dazu muss die

Randschicht zu einem Zeitpunkt kollabieren, das heißt die Bias-Spannung Vbias kann

nicht größer als die Spannungsamplitude V0 sein. Die Randschichtdicken von etwa

1.5 cm an der gespeisten Elektrode und etwa 0.5 cm an der geerdeten Elektrode stim-

men gut mit den Resultaten des 2D-Modells aus [260] überein.

Die Abbildung 6.23d veranschaulicht das raumzeitliche Verhalten der mittleren

Energie der Elektronen. Vor der gespeisten Elektrode bei x = 0 ist zu jedem Zeit-

punkt ein Anwachsen der mittleren Energie zu beobachteten. Dagegen findet vor der

geerdeten Elektrode bei x = 10 cm zum Zeitpunkt t = T/4 kein Anstieg statt. Dieses

Verhalten korreliert mit dem kleinen Randschichtpotenzial und der damit verbunde-

nen geringen elektrischen Feldstärke zu diesem Zeitpunkt.

Wie auch in der zuvor betrachteten Gleichstromentladung, ist der Anstieg der mitt-

leren Energie auf den Energiegewinn durch Joulesche Heizung zurückzuführen. Dies

wird von dem in Abbildung 6.24 dargestellten, zeitlich gemittelten Energiehaushalt

bestätigt. Die Abbildung 6.24 zeigt, dass mit dem Erreichen des Plasmabulks insbe-
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Abbildung 6.24: Zeitlich gemittelte Energiegewinn- und Energieverlustraten

sondere der Energieverlust in anregenden und ionisierenden Stößen zunimmt, was zu

der Verringerung der mittleren Energie der Elektronen an der Grenze der Randschicht

führt. Den wesentlichen Beitrag zum Energieverlust liefert dabei die Grundzustands-

anregung. Im Plasmabulk ist die mittlere Energie räumlich nahezu konstant und hat

hier einen Wert von etwa 5.5 eV. Die Abbildung 6.24 zeigt weiterhin, dass der Einfluss

elastischer Stöße sowie der Einfluss von Chemo-Ionisationsprozessen auf den Ener-

gieverlust gering ist. Der Energieverlust durch Rekombination von Ladungsträgern

spielt in der betrachteten Entladungssituation ebenfalls keine Rolle. Der Energiege-

winn durch Joulesche Heizung und Energieverlust in Stoßprozessen wird im zeitlichen

Mittel kompensiert durch die Divergenz des Energiestroms3.

Die raumzeitliche Variation der Ionisationsraten ist in Abbildung 6.25 gezeigt.

Aufgrund der zeitlichen Variation der Elektronendichte in den Elektrodengebieten

variiert auch die Rate der Grundzustandsionisation erheblich mit der Zeit. Die höchs-

ten Raten werden im Übergangsgebiet von der Randschicht zum Plasmabulk erreicht,

wo insbesondere durch den Chemo-Ionisationsprozess

Ar[1s5] + Ar[1s5] −→ Ar+ + e + Ar[1p0]

bereits Elektronen produziert werden, die Stufenionisation jedoch noch eine gerin-

gere Bedeutung besitzt. Die Stufen- und Chemo-Ionisationsraten variieren dagegen

3Da die Zeitableitung der Energiedichte der Elektronen im zeitlichen Mittel identisch Null ist, ist
die Divergenz des Energiestroms gleich der Differenz aller energieerzeugenden und aller energie-
vernichtenden Stoßprozesse.

143



6 Ergebnisse der Modellierung anisothermer Argonplasmen

0 0.25 0.5 0.75 1
0

2

4

6

8

10

t/T

x 
[c

m
]

 

 

Grundzustandsionisation

2

4

6

8

10
x 10

12

0 0.25 0.5 0.75 1
0

2

4

6

8

10

t/T
x 

[c
m

]

Stufenionisation

 

 

0.5

1

1.5

2

2.5

x 10
13

0 0.25 0.5 0.75 1
0

2

4

6

8

10
Chemo−Ionisation

t/T

x 
[c

m
]

 

 

2

4

6

8

10

12

14

16
x 10

12

Abbildung 6.25: Raumzeitliche Entwicklung der Beiträge zur Ionisationsrate in 1/cm3s

kaum mit der Zeit. Dies ist darauf zurückzuführen, dass sich die Dichten der domi-

nierenden angeregten Spezies quasistationär einstellen. Die Verschiebung des Maxi-

mums in der Chemo-Ionisationsrate in Richtung gespeister Elektrode korreliert mit

einer entsprechenden Asymmetrie in den Dichten der angeregten Spezies, welche auf

die Bias-Spannung zurückzuführen ist. Im Plasmabulk ist hauptsächlich die Stufen-

ionisation für die Ladungsträgerproduktion verantwortlich. Wie auch in der zuvor

betrachteten Entladungssituation einer anomalen Glimmentladung spielt der Verlust

von Ladungsträgern durch Rekombination hier keine Rolle. Der Ladungsträgergewinn

wird im zeitlichen Mittel in jedem Punkt des Entladungsgebiets durch die Divergenz

der Teilchenströme kompensiert.

In diesem Abschnitt wurde das Mehr-Momenten-Modell TMM, in dem die Elektronen

gemäß des konventionellen Drei-Momenten-Modells 3MMk beschrieben werden, er-

folgreich zur Untersuchung einer Niederdruckentladung eingesetzt. Hier nicht gezeigte

Ergebnisse von Modellrechnungen mit dem DDA-Modell (vgl. Tabelle 2.2) bestäti-

gen, dass die Drift-Diffusionsnäherung zur Beschreibung der betrachteten Entladung

ungeeignet ist. Die Vernachlässigung der Trägheitsterme in den Impulsbilanzgleichun-

gen führt zu erheblichen Fehlern in den Modellergebnissen.

Erste Ergebnisse des Vier-Momenten-Modells 4MM, die auf Grundlage der redu-

zierten Reaktionskinetik gemäß der Tabelle A.4 im Anhang A bestimmt wurden, zei-

gen, dass Niederdruck RF-Entladungen prinzipiell mit dem 4MM-Modell beschrieben

werden können. In weiteren Arbeiten müssen Vergleichsrechnungen unter Berücksich-

tigung einer detaillierteren Reaktionskinetik durchgeführt werden.
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6.4 Analyse einer gepulsten Atmosphärendruckentladung

Atmosphärendruckentladungen haben gegenüber den bisher betrachteten Nieder-

druckentladungen den Vorteil, dass keine Vakuumkammer zum Betreiben der Ent-

ladung erforderlich ist. Dies ermöglicht vielfältige Anwendungen, wie z. B. die Reini-

gung komplexer Oberflächen oder die medizinische Behandlung kranken Gewebes mit

sogenannten Plasma-Jets [89]. Ein Nachteil von Atmosphärendruckentladungen ist,

dass gemäß des Paschen-Gesetzes4 bei gleichem Elektrodenabstand wesentlich höhere

Spannungen benötigt werden, um die Entladung zu zünden [262]. Die Ursache dieses

Verhaltens ist, dass aufgrund der höheren Gasdichte die mittlere freie Weglänge der

Elektronen kleiner ist als bei Niederdruckentladungen (vgl. Abbildung 1.1). Somit

gewinnen die Elektronen bei gleicher Feldstärke weniger Energie und es finden bei

zu geringen angelegten Spannungen keine ionisierenden Stöße statt. Zur Umgehung

dieses Nachteils werden bei dem Betrieb von Atmosphärendruckentladungen oft sehr

kleine Elektrodenabstände verwendet [5].

In der hier betrachteten Entladungssituation beträgt der Elektrodenabstand 1 cm,

so dass eine hohe Spannung zum Zünden der Entladung benötigt wird. Das be-

trachtete räumlich eindimensionale Entladungsmodell einer gepulsten Atmosphären-

druckentladung in Argon basiert auf dem experimentellen Aufbau einer koaxialen

Entladungskonfiguration, die für die Erzeugung homogener Glimmentladungen bei

Atmosphärendruck entwickelt wurde [139, 140]. Die Abbildung 2.3 zeigt ein Ersatz-

schaltbild des Aufbaus. Das Entladungsgebiet entspricht der in Abbildung 2.2a darge-

stellten Geometrie, wobei sich die an der gespeisten Elektrode (Kathode) anliegende

Tabelle 6.3: Stromkreisparameter der gepulsten Atmosphärendruckentladung

Symbol Bedeutung Wert

Cp Kapazität des Hochspannungssteckers 8 pF

C1 Kapazität zwischen Hochspannungsstecker und kapazitivem Teiler 21 pF

C2 Kapazität im Bereich des kapazitiven Teilers 3 pF

Ip Induktivität des Hochspannungssteckers 70 nH

I1 Induktivität zwischen C1 und C2 15 nH

I2 Induktivität im Entladungsbereich 17 nH

Rp Widerstand des Pulstransferkabels 50 Ω

RCuSO4 CuSO4-Vorwiderstand 48 Ω

I2 Shuntwiderstand 83 mΩ

4Das Paschen-Gesetz ist benannt nach Friedrich Paschen (1865–1947).
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Entladungsspannung aus den Eigenschaften der Schaltkreiselemente ergibt. Der ex-

tern vorgegebene Spannungspuls U0 ist ebenfalls in der Abbildung 2.3 dargestellt. Die

Pulsdauer beträgt etwa 100 ns und die Peakspannung liegt bei etwa 26 kV. Der äuße-

re Stromkreis wird durch das folgende System gewöhnlicher Differenzialgleichungen

beschrieben:

d

dt
UCp(t) =

1

Cp

((

U0(t)− UCp(t)
)

/Rp − ILp

)

(6.19a)

d

dt
ILp(t) =

1

Lp

(

UCp(t)− UC1(t)− ILpRCuSO4

)

(6.19b)

d

dt
UC1(t) =

1

C1

(

ILp(t)− IL1(t)
)

(6.19c)

d

dt
IL1(t) =

1

L1

(

UC1(t)− UC2(t)
)

(6.19d)

d

dt
UC2(t) =

1

C2

(

IL1(t)− IL2(t)
)

(6.19e)

d

dt
IL2(t) =

1

L2

(

UC2(t)− Ud(t)− IL2RShu

)

(6.19f)

d

dt
Ud(t) =

1

Cd

(

IL2(t)− Ud(t)/Rd(t)
)

. (6.19g)

Hier bezeichnet Ud die Entladungsspannug, Cd ist die Kapazität und Rd der zeit-

abhängige Widerstand des Entladungsvolumens. Die Kapazitäten, Widerstände und

Induktivitäten des Schaltkreises wurden aus [140] entnommen und sind in der Ta-

belle 6.3 aufgeführt. Die Kapazität des Entladungsvolumens ist gegeben durch Cd =

ε0A/d und der Widerstand des Entladungsvolumens wird bestimmt gemäß

Rd(t) = Ud(t)

(

A

d

∫ d

0

∑

s

qsΓs(x, t)dx

)−1

. (6.20)

Dabei ist d der Elektrodenabstand und A = πr2
d die Querschnittsfläche der Entladung

mit dem Radius rd. Die verwendeten Entladungsparameter sind in der Tabelle 6.4

zusammengefasst. Die Ergebnisse erster Untersuchungen zu dieser Entladungssitua-

tion wurden von dem Autor in [263] veröffentlicht.

Zur theoretischen Beschreibung des Entladungsverhaltens wird das Drift-Diffu-

sionsmodell DDAn (2.44) eingesetzt, bei dem die Teilchen- und die Energiestrom-

dichte der Elektronen mit dem neu eingeführten Ansatz (2.37) beschrieben werden.

Infolge des hohen Gasdrucks ist die Feldänderungsfrequenz etwa zwei Größenordnun-

gen kleiner als die in der Abbildung 6.21 dargestellten Impulsübertragungsfrequen-
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Tabelle 6.4: Entladungsparameter der gepulsten Atmosphärendruckentladung

Symbol Bedeutung Wert

p Gasdruck 760 Torr

Tg Schwerteilchentemperatur 300 K

d Elektrodenabstand 1 cm

rd Entladungsdurchmesser 0.56 cm

γ Sekundärelektronenemissionskoeffizient 0.06

εγ mittlere Energie der Sekundärelektronen 5 eV

re Reflexionskoeffizient der Elektronen 0.3

ri Reflexionskoeffizient der Ionen 5× 10−4

rm Reflexionskoeffizient der metastabilen Argonatome 0.3

zen, so dass die Impulsbilanzgleichungen nicht zeitabhängig gelöst werden müssen.

Es wird die im Anhang A in den Tabellen A.1–A.3 beschriebene Reaktionskinetik

verwendet.

Bei den Modellrechnungen kommt das in Abschnitt 5.2.1 angegebene exponentiel-

le Finite-Differenzenverfahren zum Einsatz. Um das sehr kleine Kathodengebiet der

betrachteten Entladungssituation räumlich auflösen zu können, werden Nx = 10001

Gitterpunkte und ein nichtäquidistantes Ortsgitter gemäß

xi = d
(
i

Nx

)2

, xNx−i = d− xi , für i = 0, . . . , Nx/2 (6.21)

verwendet. Der Zeitschritt wird mit der in Abschnitt 5.1.3 beschriebenen fehlerab-

schätzungsbasierten Schrittweitensteuerung angepasst, wobei die Fehlertoleranz auf

TOL = 10−6 und der minimale Zeitschritt auf ∆tmin = 0.05 ps gesetzt wird. Unter

diesen Bedingungen beträgt die Rechenzeit etwa fünf Tage auf einem handelsübli-

chen PC. Als Anfangswerte für die Teilchendichten wird bei t = 0 ein quasineutrales

Plasma mit einer Teilchendichte für angeregte Spezies von 103 cm−3 und einer Elek-

tronendichte von 2 × 109 cm−3 bei der mittleren Energie ε = 1.5 eV angenommen.

Die Dichten der atomaren und molekularen Ionen werden gleich gesetzt. Durch die

angenommene hohe Vorionisation findet keine Streamer-Entladung statt [76].

An dieser Stelle soll angemerkt werden, dass der Zündprozess der folgend unter-

suchten Entladungssituation vergleichbar mit dem Zündprozess der von Simon und

Bötticher in [76] analysierten XeCl-Atmosphärendruckglimmentladung ist. In [76]

konnte jedoch aufgrund der verwendeten einfachen Reaktionskinetik nicht der ge-

samte Entladungsverlauf beschrieben werden, so dass lediglich der Zündprozess un-
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tersucht wurde. Die vollständige zeitliche Entwicklung einer vergleichbaren XeCl-

Atmosphärendruckglimmentladung wurde von Belasri et al. in [264] mittels der Kopp-

lung eines 1D-Modells zur Beschreibung des Kathodengebiets und eines 0D-Modells

für den quasineutralen Bereich beschrieben. Die Modelle zur Beschreibung der Elek-

tronen in [76] und [264] basieren auf der lokalen Feldnäherung. Da in der vorlie-

genden Arbeit den Modellen zur Beschreibung der Elektronen die lokale mittlere

Energienäherung zugrunde liegt, kann, außer der Analyse des Zündverhaltens, für

die hier betrachtete Atmosphärendruckglimmentladung in Argon eine Untersuchung

des Energiehaushalts der Elektronen durchgeführt werden. Experimentell wurden At-

mosphärendruckglimmentladungen z. B. von Staack et al. [265] untersucht.

Im Folgenden wird die Strom-Spannungscharakteristik (Abschnitt 6.4.1), das raum-

zeitliche Entladungsverhalten (Abschnitt 6.4.2) und der sich einstellende quasista-

tionäre Zustand (Abschnitt 6.4.3) der betrachteten Gasentladung untersucht. An-

schließend wird in dem Abschnitt 6.4.4 auf den Energiehaushalt der betrachteten

Entladungssituation eingegangen.

6.4.1 Strom-Spannungscharakteristik

Die zeitliche Änderung der Entladungsspannung und des Entladungsstroms ist in der

Abbildung 6.26 dargestellt. Die Entwicklung der Entladung kann grob in vier Phasen

eingeteilt werden, die in der Darstellung durch gestrichelte Linien kenntlich gemacht

sind. Nach Einschalten der externen Spannungsquelle befindet sich die Entladung

zunächst in einer Townsend-Phase (t ≈ 0–12 ns), in der die Entladungsspannung bei

gleich bleibendem Strom anwächst. Mit dem Erreichen der Zündspannung von etwa

25 kV, findet der Übergang in die Zündphase (t ≈ 12–40 ns) statt. Diese ist dadurch

charakterisiert, dass der Widerstand des Entladungsvolumens stark abnimmt und so-

mit gleichzeitig die Entladungsspannung sinkt und der Strom durch das Entladungs-

volumen größer wird. Bedingt durch den äußeren Stromkreis findet eine Stromstabi-

lisierung statt und es stellt sich ein quasistationärer Zustand ein (t ≈ 40–92 ns), der

andauert, bis durch das Abfallen der externen Spannungsquelle die Rekombinations-

phase (≈ t > 92 ns) ausgelöst wird. Die raumzeitliche Änderung der Ladungsträger

und die wesentlichen Reaktionsprozesse während dieser vier Entladungsphasen wer-

den folgend diskutiert.
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Abbildung 6.26: Strom-Spannungscharakteristik der gepulsten Atmosphärendruckentla-
dung. Die verschiedenen Entladungsphasen sind durch gestrichelte Linien kenntlich ge-
macht.

6.4.2 Raumzeitliches Entladungsverhalten

Die Abbildung 6.27 zeigt die räumliche Variation der Ladungsträgerdichten während

der Townsend-Phase (t = 10 ns), der Zündphase (t = 15 ns), des quasistationären

Zustands (t = 60 ns) und der Rekombinationsphase (t = 100 ns). Die Raten der

Stoßprozesse, die zu dem Gewinn und dem Verlust von Elektronen beitragen, sind zu

den gleichen Zeitpunkten in der Abbildung 6.28 gezeigt. Zur besseren Veranschau-

lichung der wesentlichen Prozesse ist die Region vor der Kathode dargestellt. Bis

auf einen kleinen Bereich vor der Anode verlaufen die Teilchendichten in dem sich

anschließenden, nicht gezeigten Gebiet räumlich homogen. Die Ergebnisse für das ge-

samte Entladungsgebiet werden im Anhang E anhand der Abbildung E.1 dargestellt

und kurz diskutiert.

Wie die Abbildungen 6.27 und 6.28 verdeutlichen, werden die Elektronen mit dem

Anstieg der Entladungsspannung durch das elektrische Feld weg von der Kathode in

das Entladungsvolumen beschleunigt, was dort zu einem Anstieg der Grundzustands-

ionisation führt. Unmittelbar vor der Kathode finden kaum ionisierende Stoßprozesse

statt. Die Dichte der Ar+-Ionen ist hier jedoch groß genug, dass die Ladungsaus-

tauschreaktion

Ar+ + 2Ar[1p0] −→ Ar+
2 + Ar[1p0]

zu einer Dominanz der Ar+
2 -Ionen führt (vgl. t = 10 ns in Abbildung 6.27). Mit dem

Erreichen der Zündspannung von etwa 25 kV kommt es zum Entladungsdurchbruch.
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Abbildung 6.27: Teilchendichten der Ladungsträger bei t = 10 ns, t = 15 ns, t = 60 ns und
t = 100 ns. Dargestellt ist der Bereich vor der Kathode.

Der Zündprozess ist charakterisiert durch eine Ionisationsfront, die ausgehen von

dem Punkt x ≈ 1 mm in Richtung Kathode propagiert (vgl. t = 15 ns in Abbildun-

gen 6.27 und 6.28). Durch die zuvor beschriebene Drift der Elektronen in Richtung

Anode kommt es zu einem Anstieg der Raumladung, was wiederum ein Anwachsen

der elektrischen Feldstärke bewirkt. Damit gewinnen die Elektronen an Energie und

die Raten der Grundzustands- und Stufenionisation steigen drastisch an. Die Elek-

tronenproduktion erreicht ihr Maximum an der Front der Ionisationswelle, wobei hier

die Grundzustandsionisation dominiert. Durch die hohe Anzahl ionisierender Stöße

im Kathodengebiet verliert ein Großteil der von der Kathode kommenden Elektronen

ihre Energie, was zu einem ausgeprägten Minimum im axialen Verlauf der mittleren

Elektronenenergie führt. Damit sinkt unmittelbar hinter der Ionisationsfront auch

die Rate der Grundzustandsionisation stark ab und es kommt zu einer Dominanz der

Stufenionisation in dieser Region (vgl. t = 15 ns in Abbildung 6.28).
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Abbildung 6.28: Elektronenerzeugungs- und Elektronenvernichtungsraten bei t = 10 ns,
t = 15 ns, t = 60 ns und t = 100 ns. Dargestellt ist der Bereich vor der Kathode.

Der quasistationäre Zustand stellt sich nach etwa 40 ns ein. Es ist zu bemerken,

dass sich bis zum Ende des Spannungspulses noch nicht alle Spezies stationär ein-

gestellt haben, so dass das Entladungsverhalten auch während der quasistationären

Phase dynamisch bleibt. Insbesondere die Dichte der Ar∗
2[

3Σ+
u , v = 0]-Moleküle steigt

weiter an, da der Strahlungsübergang

Ar∗
2[

3Σ+
u , v = 0] −→ Ar[1p0] + Ar[1p0]

den Gewinn durch das Quenching der Ar∗
2[

3Σ+
u , v≫ 0]-Moleküle nicht ausgleichen

kann.

Der quasistationäre Zustand zeichnet sich dadurch aus, dass in einem Großteil

des Entladungsgebiets ein quasineutraler Zustand herrscht (vgl. t = 60 ns in Ab-

bildung 6.27) und die Ladungsträgerproduktion weitgehend durch Rekombination

kompensiert wird (vgl. t = 60 ns in Abbildung 6.28). Anders als in Niederdruckglim-

mentladungen spielt hier der Verlust von Ladungsträgern durch ambipolare Diffusion

zur Rohrwand keine Rolle.
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Durch die hohe Besetzungsdichte angeregter Teilchen im Entladungsvolumen wird

die Elektronenproduktion von Stufenionisationsprozessen dominiert, wobei die Io-

nisation aus den höher liegenden Niveaus den wesentlichen Beitrag liefert. Weitere

Details dieser Entladungsphase werden in dem Abschnitt 6.4.3 diskutiert.

Mit dem Absinken der externen Spannung kann die Entladung nicht mehr auf-

rechterhalten werden und die Rekombination führt zu einem Rückgang der Ladungs-

trägerdichten. Das betrachtete Modell erlaubt auch die genauere Untersuchung des

Abklingverhaltens, auf dieses soll hier jedoch nicht weiter eingegangen werden. Der-

artige Untersuchungen wurden z. B. von Bogaerts in [266] durchgeführt.

6.4.3 Quasistationärer Zustand

Der quasistationäre Zustand der betrachteten Entladungssituation zeigt charakteris-

tische Eigenschaften einer Glimmentladung [262]. Das Entladungsgebiet kann grob

separiert werden in das Kathodengebiet, das negative Glimmlicht, den Faraday-Dun-

kelraum5, die positive Säule und das Anodengebiet. In Analogie zu dem räumlichen

Verhalten der in Abschnitt 6.2 betrachteten Niederdruckentladung zeichnet sich das

Kathodengebiet durch eine positive Raumladung und den damit verbundenen Katho-

denfall aus. Der axiale Verlauf des elektrischen Potenzials ist in der Abbildung 6.29

veranschaulicht. Das Kathodengebiet erstreckt sich über dc ≈ 3.5µm, womit sich für
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Abbildung 6.29: Elektrisches Potenzial im quasistationären Zustand

die relative Fallraumdicke der Wert p · dc ≈ 0.27 Torr cm ergibt. Dieser Wert ist in

guter Übereinstimmung mit der Literatur [262]. Der Spannungsabfall im Kathoden-

gebiet beträgt etwa 400 V.

5Der Faraday-Dunkelraum ist benannt nach Michael Faraday (1791–1867).
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An das Kathodengebiet schließt sich das negative Glimmlicht an, in dem es durch

die Ansammlung langsamer Elektronen zu einer Potenzialmulde kommt [250, 267,

268]. Der Faraday-Dunkelraum trennt das negative Glimmlicht von der positiven

Säule, in der ein linearer Potenzialanstieg stattfindet, das heißt, das elektrische Feld

ist hier konstant. Durch die Trennung von Glimmlicht und positiver Säule besitzen

Glimmentladungen die Eigenschaft, dass das Entladungsverhalten nicht durch die

Länge der positiven Säule beeinflusst wird. Es ändert sich lediglich die Spannung,

die zum Zünden der Entladung erforderlich ist [262]. Anders als in Niederdruckentla-

dungen, bei denen der Verlust von Elektronen in der positiven Säule durch ambipolare

Diffusion zur Rohrwand dominiert wird, erfolgt hier der Verlust von Elektronen durch

den Rekombinationsprozess [269]

Ar+
2 + e −→ Ar[2p] + Ar[1p0] .

Die räumliche Variation der Teilchen- und Stromdichten der Ladungsträger sowie der

axiale Verlauf der mittleren Energie der Elektronen ist in Abbildung 6.30 gezeigt. Die

Vergrößerung des Bereichs vor der Kathode zeigt die qualitative Ähnlichkeit des Ver-

laufs der dargestellten Größen mit dem in Abschnitt 6.2 beobachteten Verhalten der

Niederdruckentladung auf. Im Kathodengebiet und negativen Glimmlicht stellen die

Ar+-Ionen die dominierende Ionenspezies dar, so dass der Ionenstrom auf die Ka-

thode im Wesentlichen von den Ar+-Ionen getragen wird. Mit dem Übergang zur

positiven Säule gewinnen die Ar+
2 -Ionen an Relevanz und liefern in dieser den we-

sentlichen Beitrag zu der Gesamtdichte der Ionen. In der positiven Säule herrscht

ein quasineutraler Zustand, das heißt die Dichte der negativen Elektronen und die

Gesamtdichte der positiven Ionen sind praktisch gleich. Die Änderungen in der Zu-

sammensetzung der Gesamtdichte der Ionen ist darauf zurückzuführen, dass sowohl

im Kathodengebiet als auch im negativen Glimmlicht die Ionisationsrate gegenüber

der Rate des Ladungsaustauschs in Drei-Teilchen-Stößen gemäß der Reaktion

Ar+ + 2Ar[1p0] −→ Ar+
2 + Ar[1p0]

dominiert. Die Abbildung 6.31 zeigt, dass dabei im Kathodengebiet die Grundzu-

standsionisation und im negativen Glimmlicht die Stufenionisation der wesentliche

Prozess ist. Der Überschuss in der Ionenproduktion wird durch die Divergenz des Io-

nenstroms kompensiert. Dagegen gleichen sich die Ionisationsrate und die Ladungs-

austauschrate mit dem Übergang zur positiven Säule weitgehend an, so dass hier für

alle zusätzlich produzierten Ar+-Ionen ein unmittelbarer Ladungsaustausch stattfin-

det und damit die Dichte der Ar+
2 -Ionen überwiegt.
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Abbildung 6.30: Teilchendichte der Ladungsträger (oben), Teilchenstromdichte der La-
dungsträger (mitte) und mittlere Energie der Elektronen (unten) im quasistationären Zu-
stand. Linke Spalte: gesamtes Entladungsgebiet, rechte Spalte: Vergrößerung des Gebiets
vor der Kathode.
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Abbildung 6.31: Gewinn- und Verlustraten für die Ar+-Ionen bei t = 60 ns

Die Darstellung der Stromdichten in der Abbildung 6.30 zeigt, dass – wie zu erwar-

ten – der Strom durch die Entladung weitgehend von den Elektronen getragen wird.

Lediglich im Kathodengebiet dominiert der Ionenstrom, wobei – wie bereits erwähnt

– der Strom der Ar+-Ionen überwiegt. Die Gesamtteilchenstromdichte ergibt sich zu

J ≈ 255 A/cm2, was einer relativen Stromdichte von J/p2 ≈ 450µA/(Torr2 cm2) ent-

spricht. Auch dieser Wert ist in grober Übereinstimmung mit dem zu erwartenden

Wert aus der Literatur [262].

Der in Abbildung 6.30 dargestellte Verlauf der mittleren Energie im Kathodenge-

biet und negativen Glimmlicht entspricht qualitativ dem in Abbildung 6.7d gezeigten

Ergebnis des neuen Drift-Diffusionsmodells DDAn für den stationären Zustand einer

Glimmentladung bei Niederdruck, wobei auch hier ein Minimum im Übergangsbe-

reich vom Kathodengebiet zum negativen Glimmlicht zu beobachten ist. Die Position

x = 3.4µm dieses Minimums multipliziert mit dem Gasdruck p = 760 Torr ist in gu-

ter Übereinstimmung mit dem entsprechenden Wert der Niederdruckentladung. Der

weitere Verlauf der mittleren Energie ist durch ein zweites Minimum im Faraday-

Dunkelraum, ein sich anschließendes Maximum und einen konstanten Verlauf in der

positiven Säule charakterisiert. Das deutlich modulierte Verhalten im Übergangsbe-

reich vom Kathodengebiet zur positiven Säule weist auf das Auftreten nichtlokaler

Effekte hin, die mit der hier verwendeten konsistenten Beschreibung des Energie-

transports wiedergegeben werden können.

Wird die gleiche Entladungssituation mit dem konventionellen Drift-Diffusions-

modell DDA5/3 beschrieben, bei dem die vereinfachten Energietransportkoeffizien-

ten (2.45) verwendet werden, ist lediglich ein Minimum (Faraday-Dunkelraum) zu

beobachten. Das konventionelle Drift-Diffusionsmodell DDAk in Kombination mit

den entsprechenden konsistenten Energietransportkoeffizienten (2.43b) und (2.43d)
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konnte aufgrund eines unphysikalischen Lösungsverhaltens und numerischer Proble-

me zur Beschreibung des betrachteten Entladungsmodells nicht angewendet werden.

Die in der Abbildung 6.32 zum Zeitpunkt t = 60 ns dargestellten Dichten der

Neutralteilchen weisen ein komplexes Verhalten auf, lassen jedoch deutlich die typi-

schen Strukturen einer Glimmentladung erkennen [262]. Vor der Kathode bei x = 0
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Abbildung 6.32: Dichten der Neutralteilchen bei t = 60 ns

wachsen die Teilchendichten an und erreichen ihr Maximum in der Kathodenschicht

bei x ≈ 2.8µm. In der Kathodenschicht stellen die Ar[1s2]-Atome die dominierende

Argonspezies dar. Der sich anschließende Kathodendunkelraum (4µm < x < 7µm)

ist durch einen starken Rückgang der Teilchendichten gekennzeichnet. Mit dem An-

stieg der mittleren Energie der Elektronen im negativen Glimmlicht steigen auch

die Dichten der Neutralteilchen wieder an und erreichen ein lokales Maximum bei

x ≈ 8µm. Im weiteren Verlauf zeigt sich insbesondere in der Dichte der Ar[2p]-

Atome ein stark moduliertes, schichtenartiges Verhalten. Im Faraday-Dunkelraum

bei 40µm < x < 70µm dominiert die Dichte der Ar∗[hl]-Atome. Mit dem Übergang

zur positiven Säule bei x > 80µm stellt sich ein räumlich homogenes Verhalten ein,

wobei für die Neutralteilchendichten die Relationen

2p > hl > 1s5 > 1s4 > 1s2 > 2p′ > [3Σ+
u , v = 0] > 1s3 > [3Σ+

u , v≫ 0]
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gelten. Die Molekülzustände Ar∗
2[

1Σ+
u , v = 0] und Ar∗

2[
1Σ+

u , v≫ 0] sind von unterge-

ordneter Bedeutung.

Die Teilchenbilanzen der Argonatome werden von an- und abregenden Elektron-

Neutralteilchenstößen dominiert. Aufgrund der hohen Dichten der Ar[2p]-Atome spie-

len dabei die Stoßprozesse

Ar[2p] + e −→ M + e , M = Ar[1sl], l = 2, . . . , 5

eine bedeutende Rolle. Zudem trägt der superelastische Stoßprozess

Ar[1s2] + e −→ Ar[1s5] + e

wesentlich zum Verlust und das Quenching der Ar[2p]-Atome in dem Stoßprozess

Ar[2p] + Ar[1p0] −→ Ar[1s2] + Ar[1p0]

zum Gewinn der Ar[1s2]-Atome bei. Insbesondere im Kathodengebiet haben auch die

Strahlungsübergänge aus dem Ar[2p]-Niveau gemäß der Reaktionen 94–97 in Tabel-

le A.3 einen nennenswerten Einfluss auf die Dichten der Ar[1s2...5]-Atome.

Die Teilchenbilanzen der Ar[2p]-, Ar[2p′]- und Ar∗[hl]-Niveaus wird im Wesentli-

chen von den Elektron-Neutralteilchenstößen

M + e←→ Ar∗[hl] + e, M = Ar[2p], Ar[2p′] (6.22)

dominiert. Wie bereits diskutiert, wird der Gewinn von Ar[3Σ+
u , v = 0]-Molekülen

nicht kompensiert, und es findet ein stetiger Anstieg der Teilchendichte bis zum Ab-

klingen der Entladung statt. Dagegen wird der Gewinn von Ar[3Σ+
u , v≫ 0]-Molekülen

in Drei-Teilchen-Stößen

Ar[1s5] + 2Ar[1p0] −→ Ar∗
2[

3Σ+
u , v≫ 0] + Ar[1p0]

weitgehend kompensiert durch den Verlust in dem Quenchingprozess

Ar∗
2[

3Σ+
u , v≫ 0] + Ar[1p0] −→ Ar∗

2[
3Σ+

u , v = 0] + Ar[1p0] .

6.4.4 Energiehaushalt der Elektronen

Folgend wird die zeitliche Entwicklung des Energiehaushalts der Elektronen im Ka-

thodengebiet (x = 0.82µm) sowie im Zentrum der Entladung (x = 5 mm) untersucht.

Der Ort x = 0.82µm entspricht dem Punkt, in dem die mittlere Energie der Elek-

tronen während des quasistationären Zustands ihr Maximum von etwa 50 eV erreicht
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(vgl. Abbildung 6.30). Wie die bisherigen Betrachtungen gezeigt haben, ändern sich

die Plasmaeigenschaften lediglich in unmittelbarer Nähe der Elektroden, so dass das

für x = 5 mm dargestellte Verhalten nahezu für das gesamte Entladungsvolumen zu-

trifft.

Die Abbildung 6.33 zeigt die zeitliche Variation des Energiegewinns und Ener-

gieverlusts durch Stoßprozesse zusammen mit dem Beitrag der Divergenz des Ener-

giestroms ∂xQe im Kathodengebiet (Abbildung 6.33a) und im Entladungszentrum

(Abbildung 6.33b). Es zeigt sich, dass mit dem Beginn des Zündprozesses der Ener-
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Abbildung 6.33: Zeitliche Änderung der Energieerzeugungs- und Energievernichtungsraten
im Kathodengebiet bei x = 0.82 µm (a) sowie im Entladungszentrum bei x = 5 mm (b)

giegewinn aus dem elektrischen Feld (Term −e0ΓeE in Energiebilanz), durch den

Anstieg der elektrischen Feldstärke und das Anwachsen der Elektronendichte, zu-

nächst im Entladungsvolumen stark zunimmt. Gleichzeitig wird dieser Energiegewinn

nahezu vollständig kompensiert durch den Energieverlust in anregenden Elektron-

Neutralteilchenstößen, wobei hier ionisierende Stöße mit eingeschlossen sind (vgl.

Abbildung 6.33b). Den wesentlichen Beitrag liefert dabei die Anregung von Argona-

tomen im Grundzustand.

Mit dem Durchbruch der Entladung bei t ≈ 20 ns steigt der Energiegewinn durch

Joulesche Heizung auch im Kathodengebiet an und wird hier zunächst kompensiert

durch Transportprozesse (Term ∂xQe) sowie den Energieverlust in anregenden und

ionisierenden Stößen. Dabei liefert die Grundzustandsionisation den größten Beitrag.

Durch die Ausbildung des Kathodenfalls und der damit verbundenen Reduktion der

elektrischen Feldstärke im Entladungsvolumen sinkt der Energiegewinn aus dem elek-

trischen Feld im Entladungszentrum mit dem Zünden der Entladung ab. Die hohen

Anregungsraten zu diesem Zeitpunkt der Entladung führen dazu, dass die Dichte an-
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6.4 Analyse einer gepulsten Atmosphärendruckentladung

geregter Spezies zunimmt und gleichzeitig die mittlere Energie der Elektronen vom

Kathodengebiet in Richtung Entladungsvolumen abnimmt. Dieses Verhalten führt

wiederum zu einem Anstieg der Abregungsraten im Entladungsvolumen und damit

zu einem Anwachsen des Energiegewinns in abregenden Stoßprozessen (vgl. Abbil-

dung 6.33b). Bei Erreichen des quasistationären Zustands wird der Energieverlust in

anregenden Stoßprozessen im Zentrum der Entladung vollständig kompensiert durch

den Energiegewinn in abregenden Stößen und durch die Joulesche Heizung. Den we-

sentlichen Beitrag liefern dabei die Stoßprozesse

Ar[2p′] + e←→ Ar∗[hl] + e und Ar[2p] + e←→ Ar∗[hl] + e ,

da die oberen Energieniveaus am stärksten besetzt sind (vgl. Abbildung 6.32).

Im Kathodengebiet wird dagegen während des quasistationären Zustands der Ener-

gieverlust durch den Energiegewinn nicht kompensiert. Der Verlust der Energie durch

Transportprozesse sowie anregende und ionisierende Elektron-Neutralteilchenstöße

überwiegt gegenüber dem Energiegewinn, der hier ausschließlich durch Joulesche Hei-

zung stattfindet. Dies führt zu einem kontinuierlichen Rückgang der mittleren Energie

im Kathodengebiet. Der Energieverlust in elastischen Stößen und durch Rekombina-

tion sowie der Energiegewinn in Chemo-Ionisatiosprozessen spielt in der betrachteten

Entladungssituation eine untergeordnete Rolle.

In dem Abschnitt 6.4 wurde das aus dem Vier-Momenten-Modell (2.35) abgeleite-

te Drift-Diffusionsmodell DDAn (2.44) erfolgreich zur Modellierung einer gepulsten

Atmosphärendruckentladung eingesetzt. Es hat sich gezeigt, dass das Entladungs-

verhalten in eine Townsend-Phase, eine Zündphase, einen quasistationären Zustand

und eine Rekombinationsphase eingeteilt werden kann. Es wurde eine Analyse des

raumzeitlichen Entladungsverhaltens durchgeführt und insbesondere die räumliche

Struktur der Entladung und die wesentlichen reaktiven Prozesse während des quasi-

stationären Zustands genauer untersucht. Die Untersuchungen haben ergeben, dass

in dem homogenen, quasineutralen Bereich des quasistationären Zustands, die Elek-

tronenproduktion von Stufenionisationsprozessen aus höher liegenden Energienive-

aus dominiert wird, im Kathodengebiet dagegen die Grundzustandsionisation den

wesentlichen Beitrag liefert. Des Weiteren wurde deutlich gemacht, dass im Ent-

ladungsvolumen der wesentliche Energiegewinn und Energieverlust der Elektronen

durch anregende und abregende Stöße von Elektronen mit Neutralteilchen der Ar[2p],

Ar[2p′] und höher liegenden Energieniveaus verursacht wird und der Energiegewinn

aus dem elektrischen Feld von untergeordneter Bedeutung ist. Im Kathodengebiet do-
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miniert dagegen die Joulesche Heizung den Energiegewinn der Elektronen zu jedem

Zeitpunkt der zeitlichen Entwicklung. Es hat sich gezeigt, das im Kathodengebiet

der Energieverlust durch Transport- und anregende Stoßprozesse den Energiegewinn

während des sich einstellenden quasistationären Zustands übersteigt, so dass ein kon-

tinuierlicher Energieverlust stattfindet.

6.5 Mikroentladungen in dielektrisch behinderten Entladungen

Eine dielektrisch behinderte Entladung (DBE) ist dadurch charakterisiert, dass min-

destens eine der Elektroden mit einem elektrisch nicht oder nur schwach leitenden

Material beschichtet ist [3]. Die isolierende Schicht verursacht eine Limitierung des

Stroms und verhindert so den Übergang zu einer Bogenentladung [186, 270]. Dielek-

trisch behinderte Entladungen werden in vielen technischen Prozessen eingesetzt. Ty-

pische Anwendungen sind z. B. die Behandlung, Modifikation und Beschichtung von

Oberflächen, die Ozonerzeugung und Plasmabildschirme [3, 5, 271]. Typischerwei-

se brennen dielektrisch behinderte Entladungen in einem filamentierten Modus, bei

dem sich zwischen den Elektroden dünne Entladungskanäle – sogenannte Filamente

– ausbilden. Insbesondere Entladungen in reinem Stickstoff oder Helium können je-

doch auch in einem homogenen Modus betrieben werden [272]. Die hier betrachtete

Entladungskonfiguration basiert auf experimentellen Untersuchungen eines einzelnen

Entladungsfilaments von Hoder et al. [141], auf die im Folgenden kurz eingegangen

wird.

6.5.1 Experimenteller Hintergrund und erste Ergebnisse

Bei experimentellen Untersuchungen eines Einzelfilaments in einer asymmetrischen

DBE mit einseitigem Dielektrikum in Argon bei Atmosphärendruck, wurden axia-

le, stehende Schichtstrukturen beobachtet, die in Abhängigkeit von der Gasflussrate

und der Spannungsamplitude auftreten [141, 273]. Das Auftreten derartiger Schicht-

strukturen in Glimmentladungen bei Niederdruck ist wohlbekannt [274–276], wurde

in Atmosphärendruckplasmen jedoch erst in den letzten Jahren beobachtet [277–

281] und bisher wenig untersucht. Die DBE wurde mit einer sinusförmigen Spannung

bei 60 kHz betrieben, wobei die Spannung an der metallischen Elektrode eingespeist

wurde und die geerdete Anode mit einer isolierenden Aluminiumoxid-Schicht bedeckt

war. Für weitere Details des experimentellen Aufbaus wird auf [141] verwiesen.

Die durchgeführten Messungen haben gezeigt, dass zum einen die Reinheit des
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Gases für das Auftreten der Schichten wesentlich ist und zum anderen bei unter-

schiedlichen Spannungsamplituden verschiedene Entladungsmodi auftreten. Die be-

obachteten Modi unterscheiden sich insofern, als dass geschichtete Mikroentladungen

in Kombination mit mehrfachen Strompeaks auftreten bzw. glimmentladungsähn-

liche Mikroentladungen mit einer homogenen positiven Säule in Kombination mit

einem einzelnen, deutlich stärkeren Strompeak stattfinden. Es wurde beobachtet,

dass für Spannungsamplituden, die nur wenig über der Zündspannung liegen, sowohl

geschichtete als auch nichtgeschichtete Entladungen auftreten, wogegen bei höheren

Spannungen nur geschichtete Mikroentladungen stattfinden [141].

Zur Unterstützung der experimentellen Untersuchungen dieses komplexen Entla-

dungsverhaltens wurde ein zu DDA5/3 analoges Modell zur räumlich eindimensio-

nalen Beschreibung der experimentellen Entladungskonfiguration angepasst und es

wurden umfangreiche Modellrechnungen durchgeführt [282, 283]. Die ersten Unter-

suchungen erfolgten vor der Entwicklung der neuen Modellansätze und der Fertig-

stellung des reaktionskinetischen Modells, so dass im Folgenden nur die wesentlichen

Ergebnisse dieser Untersuchungen zusammengefasst werden. Die bei den Modellrech-

nungen berücksichtigten Reaktionen entsprechen im wesentlichen denen in den Tabel-

len A.2 und A.3. Nicht berücksichtigt wurden die Chemo-Ionisationsprozesse 74–78

in Tabelle A.3. Weiterhin wurden die Ratenkoeffizienten k81 = 2.3 × 10−11 statt

k81 = 1.7 × 10−11, k82 = 8.3 × 10−13 statt k82 = 2.5 × 10−12, k84 = 1.5× 10−14 statt

k84 = 5.3×10−15, k92 = 6.4/
√
d×104 statt k92 = 6.2/

√
d×104 und k93 = 2.8/

√
d×105

statt k93 = 2.5/
√
d×105 für die Reaktionen 81, 82, 84, 92 bzw. 93 in der Tabelle A.3

verwendet. Auf die Ergebnisse von Modellrechnungen mit dem neuen DDAn-Modell

und dem Reaktionsschema für Argon gemäß der Tabellen A.1–A.3 wird in den fol-

genden Abschnitten eingegangen.

Beispielhaft für die ersten Ergebnisse der theoretischen Untersuchungen sind in

der Abbildung 6.34 der Entladungsstrom Id, die Entladungsspannung Ud sowie die

extern vorgegebene Spannung U0 für die Spannungsamplituden 2 kV, 2.5 kV und 3 kV

aufgetragen. Die Entladungsspannung entspricht dem Anteil der äußeren Spannung,

der über dem Entladungsspalt abfällt. Die dargestellten Resultate zeigen, dass die ex-

perimentell beobachteten Entladungsmodi mit dem Modell grob beschrieben werden

können. Für die geringeren Spannungsamplituden V0 = 2 kV und V0 = 2.5 kV treten

sowohl Mikroentladungen mit mehrfachen kleineren als auch mit deutlich stärkeren

einzelnen Strompeaks auf, wogegen für V0 = 3 kV nur Mikroentladungen mit mehr-

fachen kleinen Stromspitzen zu beobachten sind. Die mittels einer Parameterstudie

bestimmte Abhängigkeit der auftretenden maximalen Stromspitzen in einer Sinus-
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Abbildung 6.34: Strom-Spannungscharakteristik für die Spannungsamplituden 2 kV, 2.5 kV
und 3 kV

Periode von der Spannungsamplitude ist in der Abbildung 6.35 dargestellt. Hier ist

ein Bifurkationsverhalten bezüglich des Effekts der Periodenmultiplikation zu beob-

achten. Für Spannungsamplituden< 2.75 kV findet eine Periodenmultiplikation statt,

das heißt, das quasiperiodische Verhalten hat eine Periodenlänge, die in dem vorlie-

genden Fall vier mal länger ist als die Periodenlänge der externen Spannungsfrequenz.

Dieses Verhalten äußert sich in dem Auftreten von vier unterschiedlichen Werten der

Stromspitzen. Für Spannungsamplituden > 2.75 kV stellt sich ein periodischer Zu-

stand ein. Der Übergangsbereich bei V0 = 2.75 kV ist durch ein chaotisches Verhalten

charakterisiert, das weder periodisch noch quasiperiodisch ist. Vergleichbare Effekte
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Abbildung 6.35: Abhängigkeit der maximalen Stromspitzen in einer Sinus-Periode von der
Spannungsamplitude
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in Entladungsplasmen wurden bei experimentellen und theoretischen Untersuchun-

gen sowohl von dielektrisch behinderten Entladungen als auch anderer Entladungs-

formen beobachtet [284–293].

Weitere Untersuchungen zur Abhängigkeit des Entladungsverhaltens von der Span-

nungsamplitude werden in [283] durchgeführt. Im Folgenden werden die in dieser

Arbeit vorgestellten Modelle und Verfahren zur Modellierung der betrachteten Ent-

ladungskonfiguration eingesetzt und das Entladungsverhalten genauer untersucht.

6.5.2 Theoretisches Modell der Entladungssituation

Zur theoretischen Beschreibung von Mikroentladungen in einer asymmetrischen Ent-

ladungskonfiguration, bei der die geerdete Elektrode mit einem Dielektrikum verse-

hen ist, wird die in Abbildung 2.2b dargestellte räumlich eindimensionale Entladungs-

geometrie verwendet. An der gespeisten, metallischen Elektrode wird die sinusförmige

Spannung

U0(t) = V0 sin(2πft) (6.23)

vorgegeben, wobei V0 = 2.5 kV die Spannungsamplitude und f = 1/T = 60 kHz die

Frequenz ist. Die Dicke der isolierenden Aluminiumoxid-Schicht beträgt D = 1 mm

und der Abstand der Elektrodenoberflächen ist d = 1.5 mm. Die weiteren Entladungs-

parameter sind in der Tabelle 6.5 angegeben. Soweit die Werte bekannt sind, wurden

Tabelle 6.5: Entladungsparameter der dielektrisch behinderten Entladung

Symbol Bedeutung Wert

p Gasdruck 760 Torr

Tg Schwerteilchentemperatur 300 K

d Entladungsspalt 1.5 mm

D Dicke des Dielektrikums 1 mm

γM Sekundärelektronenemissionskoeffizient (Metall) 0.06

γD Sekundärelektronenemissionskoeffizient (Dielektrikum) 0.02

εγ Mittlere Energie der Sekundärelektronen 1 eV

rM
e Reflexionskoeffizient der Elektronen (Metall) 0.3

rD
e Reflexionskoeffizient der Elektronen (Dielektrikum) 0.7

rM
i Reflexionskoeffizient der Ionen (Metall) 5× 10−4

rD
i Reflexionskoeffizient der Ionen (Dielektrikum) 5× 10−3

rm Reflexionskoeffizient der Metastabilen (Metall, Dielektrikum) 0.3

V0 Spannungsamplitude 2.5 kV

f Frequenz 60 kHz
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die Daten des zuvor genannten Experiments von Hoder et al. übernommen. Das Di-

elektrikum wird – wie in Abschnitt 4.4 beschrieben – als Randbedingung für die

Poisson-Gleichung zur Bestimmung des elektrischen Potenzials in dem Modellansatz

berücksichtigt. Zur Beschreibung der Ladungsträger und Neutralteilchen wird das

DDAn-Modell eingesetzt, das heißt, es wird das Drift-Diffusionsmodell (2.44) gelöst,

wobei der Teilchen- und der Energiestrom der Elektronen gemäß des neuen Ansat-

zes (2.37) bestimmt werden. Die Reaktionskinetik wird gemäß der Tabellen A.1–A.3

beschrieben. Als Randbedingungen werden die in den Kapiteln 4.2 und 4.3 angege-

benen Reflexionsbedingungen vorgegeben.

Die Lösung der Modellgleichungen erfolgt nach dem in Abschnitt 5.3.2 beschriebe-

nen Vorgehen, wobei die Teilchenbilanzgleichungen für die Ladungsträger mit dem

exponentiellen Differenzenverfahren (5.22) diskretisiert werden und zur Diskretisie-

rung der Teilchenbilanzen für die metastabilen Atome sowie der Poisson-Gleichung

ein zentraler Differenzenquotient genutzt wird. Die diskretisierten Gleichungen wer-

den auf einem nichtäquidistanten Gitter mit Nx = 901 Gitterpunkten gelöst, welches

gemäß (6.21) zu den Elektroden hin verfeinert ist. Die Zeitschrittweite wird nach

dem in Abschnitt 5.1.3 beschriebenen fehlerabschätzungsbasierten Steuerungsverfah-

ren angepasst, wobei die Fehlertoleranz auf TOL = 10−4 gesetzt wird. Unter diesen

Bedingungen beträgt die Rechenzeit zum Erreichen eines periodischen bzw. quasipe-

riodischen Zustands auf einem handelsüblichen PC etwa eine Woche.

Insbesondere bei der Modellierung der nun betrachteten Mikroentladungen hat

sich der Einsatz eines Verfahrens zur Schrittweitensteuerung als sehr nützlich erwie-

sen. Der in Abbildung 6.34 dargestellte Stromverlauf macht deutlich, dass die Dauer

einer einzelnen Mikroentladung sehr kurz im Vergleich zu der Periodendauer T ist

und dass die Strompulse zu einem nicht vorhersagbaren Zeitpunkt auftreten. Die

Schrittweitensteuerung ermöglicht eine automatische Anpassung der Zeitschrittweite

an die jeweiligen Bedingungen.

6.5.3 Strom-Spannungscharakteristik

Die Modellrechnungen werden ausgehend von einem quasineutralen Zustand mit ei-

ner Angeregtendichte von 106 cm−3, einer Elektronendichte von 2×106 cm−3 und einer

mittleren Energie von 1.5 eV durchgeführt. Die erste Periode wird mit einer deutlich

höheren Spannungsamplitude von 6 kV gerechnet, um das Zünden der Entladung zu

ermöglichen. Anschließend wird die Spannungsamplitude V0 = 2.5 kV eingestellt und

nicht mehr geändert. Die Tatsache, dass die Zündspannung höher als die Brennspan-
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nung ist, wurde auch in den experimentellen Untersuchungen beobachtet [294]. Dies

ist darauf zurückzuführen, dass sich mit dem ersten Durchzünden der Entladung

die Gas- und Oberflächeneigenschaften derart ändern, dass zum erneuten Durchzün-

den innerhalb einer kurzen Zeitspanne eine geringere Spannung erforderlich ist. Die

zeitliche Entwicklung der Entladungen wird solange verfolgt, bis sich ein periodi-

scher bzw. ein quasiperiodischer Zustand einstellt. In der hier betrachteten Situation

ergeben sich nach etwa 15 Perioden keine Änderungen mehr in dem periodischen

Verhalten.

Der zeitliche Verlauf des Entladungsstroms Id, der Entladungsspannung Ud, der

externen Spannung U0 sowie der sogenannten Speicherspannung (memory voltage)

Um = U0 − Ud (6.24)

ist zusammen mit der Entwicklung der Oberflächenladung σ auf dem Dielektrikum in

Abbildung 6.36 dargestellt. Hier wird deutlich, dass ein quasiperiodisches Verhalten
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Abbildung 6.36: Zeitliche Entwicklung der externen Spannung, der Entladungsspannung
und des Entladungsstrom (oben) sowie der Speicherspannung und der Oberflächenladung
auf dem Dielektrikum (unten)

vorliegt, bei dem die Periodenlänge des Stromverlaufs doppelt so groß ist wie die Peri-

odenlänge T = 1/f der äußeren Spannung. Es treten vier unterschiedliche Stromspit-

zen auf und die gleiche Strom-Spannungscharakteristik wiederholt sich fortwährend

in jeder zweiten Periode. In diesem Zusammenhang wird auch von Periodendopplung
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gesprochen [289]. Die Zeitpunkte des jeweils maximalen Entladungsstroms der vier

auftretenden Mikroentladungen bei t/T ≈ 0, t/T ≈ 1/2, t/T ≈ 1 und t/T ≈ 3/2

werden im Folgenden mit t1, t2, t3 und t4 bezeichnet.

Im Gegensatz zu der Abbildung 6.34 ist hier eine Periodendopplung statt einer Ver-

vierfachung der Periode zu beobachten. Die Abweichungen von den in Abschnitt 6.5.1

gezeigten Ergebnissen sind auf die genannten Unterschiede in der Reaktionskinetik

und einer Variation der Dicke D des Dielektrikums zurückzuführen. Die in dem Ab-

schnitt 6.5.1 dargestellten Ergebnisse wurden mit D = 0.5 mm bestimmt wogegen

hier D = 1 mm verwendet wird. Eine Analyse des Einflusses der durchgeführten Mo-

difikationen hat ergeben, dass die Hinzunahme der Chemo-Ionisationsprozesse 74–78

in Tabelle A.3 wesentlich für die Änderungen der Strom-Spannungscharakteristik ver-

antwortlich ist. Die Beobachtung, dass geringe Änderungen in der Reaktionskinetik

zu einem veränderten Entladungsverhalten in dielektrisch behinderten Entladungen

führen können, haben auch Avtaeva et al. [295] gemacht. Dies zeigt, dass möglichst

detaillierte Reaktionsschemata zur Beschreibung von dielektrisch behinderten Entla-

dungen eingesetzt werden sollten und die Ratenkoeffizienten kritisch geprüft werden

müssen.

Eine Variation der Dicke des Dielektrikums von D = 1 mm auf D = 0.5 mm führt

bei gleichbleibendem Reaktionsschema zu dem Ergebnis, dass stärkere Stromspit-

zen auftreten und keine Periodenmultiplikation stattfindet. Die Variation der Span-

nungsamplitude für das aktuelle Modell, in Analogie zu der in Abbildung 6.35 veran-

schaulichten Untersuchungen, hat ergeben, dass bei Spannungsamplituden zwischen

2.25 kV und 2.5 kV eine Periodendopplung stattfindet und sich für kleinere bzw. grö-

ßere Spannungen ein einfaches periodisches Verhalten einstellt. Eine Vervierfachung

der Periode wurde nicht beobachtet.

Die Ungleichheit des in Abbildung 6.36 dargestellten Stromverlaufs während der

positiven und der negativen Halbperioden ist auf die unterschiedlichen Oberflächen-

eigenschaften der beiden Elektroden zurückzuführen. Insbesondere die Unterschiede

in der Sekundärelektronenemission bewirken ein asymmetrisches Verhalten. Eine im

Rahmen dieser Arbeit durchgeführte Parameterstudie hat gezeigt, dass die Stärke

der Stromspitzen wesentlich von den Werten des Sekundärelektronenemissionskoef-

fizienten γ der entsprechenden Oberfläche abhängig ist. Die hier verwendeten Werte

für γ wurden in Anlehnung an die Literatur [72, 296] gewählt. Die Tatsache, dass ei-

ne Periodendopplung stattfindet, ist zum einen auf die Akkumulation von Ladungen

auf dem Dielektrikum und zum anderen auf eine hohe Dichte metastabiler Atome

während der gesamten zeitlichen Entwicklung zurückzuführen. Auf letzteres wird im

166



6.5 Mikroentladungen in dielektrisch behinderten Entladungen

folgenden Abschnitt genauer eingegangen.

Die zeitliche Variation der Oberflächenladung ist in dem unteren Teil der Abbil-

dung 6.36 zusammen mit der Speicherspannung dargestellt. Hier ist zu beobachten,

dass der Verlauf der Speicherspannung der Auf- und Entladung der Oberfläche folgt.

Der Vergleich der Werte der Speicherspannung bei t/T = 0 und t/T = 1 macht die

Unterschiede in den Ausgangssituationen der diesen Zeitpunkten folgenden Entla-

dungsereignissen kenntlich. Der Betrag der Speicherspannung bei t/T = 1 ist größer

als der entsprechende Wert bei t/T = 0, was sich in einer geringeren Zündspannung

und damit in einem schwächeren Strompuls äußert. Nach zwei Spannungsperioden

ist die gleiche Ausgangssituation erreicht und das Verhalten wiederholt sich.

Die Abbildung 6.37 zeigt, dass in der positiven Halbperiode der Ionenstrom und in

der negativen Halbperiode der Elektronenstrom den wesentlichen Beitrag zum Teil-

chenstrom auf das Dielektrikum – und damit zur Ladungsakkumulation – liefert.

Dieses Verhalten ergibt sich aus der einfachen Tatsache, dass die Ionen dem elektri-
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Abbildung 6.37: Zeitliche Entwicklung der Teilchenstromdichte und der Oberflächenla-
dung auf dem Dielektrikum

schen Feld folgen und der Elektronenstrom entgegen der Feldrichtung gerichtet ist.

Ist der Ionenstrom auf die Oberfläche gerichtet, werden negative Ladungen kompen-

siert und es findet eine positive Aufladung der Oberfläche statt. Mit dem Wechsel

der Polarität fliegen die Elektronen in Richtung beschichteter Elektrode, so dass die

Oberfläche negativ aufgeladen wird.

Da kein Verhalten vorliegt, das sich nach jeder Spannungsperiode wiederholt, kann

die Dynamik der Entladungen nicht allein durch den Strom und die Spannung be-

schrieben werden. Nur zusammen mit der Oberflächenladung ist eine eindeutige Cha-

rakterisierung möglich. Die Abbildung 6.38 zeigt die gegenseitige Abhängigkeit dieser

drei Größen voneinander. Hier wird deutlich, dass erst nach zwei Spannungsperioden
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ein geschlossener Kreislauf vorliegt, der fortwährend durchlaufen wird. Ausgehend
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Abbildung 6.38: Entladungsdynamik im Phasenraum von Strom, Spannung und Oberflä-
chenladung

von dem Zeitpunkt t/T = 0 steigt die Entladungsspannung der blauen Kurve fol-

gend an. Ist die Zündspannung erreicht, steigt der Entladungsstrom abrupt an und es

kommt zu einer Aufladung der isolierten Oberfläche. Letzteres verursacht wiederum

einen Anstieg der Speicherspannung, womit die Entladungsspannung absinkt. Da ein

Anwachsen des Entladungsstroms bei gleichzeitigem Abfallen der Entladungsspan-

nung stattfindet, liegt eine negative differenzielle Leitfähigkeit vor und somit ist die

Entladung in dieser Phase besonders instabil [297]. Ein unbeschränktes Anwachsen

des Stroms und der Übergang zu einer Bogenentladung wird jedoch durch die mit

wachsendem Strom zunehmende Akkumulation positiver Ladungen auf der Oberflä-

che verhindert. Die Oberflächenaufladung führt dazu, dass die elektrische Feldstärke

stark abnimmt, die weitere Ionisation des Gases verhindert wird und die Entladung

wieder abklingt. Mit dem Wechsel der Polarität steigt der Betrag der Entladungs-

spannung erneut an bis bei t/T ≈ 1/2 die Zündspannung erreicht ist. Mit dem

Entladungsdurchbruch wächst der Strom betragsmäßig wieder an, wobei dieser nun

von den Elektronen getragen wird und somit negativ ist. Infolgedessen findet eine

negative Aufladung des Dielektrikums statt. Am Ende der blauen Kurve, das heißt

am Ende der ersten Periode bei t/T = 1, ist die negative Aufladung der Oberfläche

größer als bei t/T = 0. Dies führt dazu, dass ein qualitativ ähnliches aber nicht iden-
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6.5 Mikroentladungen in dielektrisch behinderten Entladungen

tisches dynamisches Verhalten einsetzt. Erst bei t/T = 2 ist der Ausgangszustand

wieder erreicht und die Dynamik wiederholt sich. Eine Erklärung der Unterschiede

in den einzelnen Mikroentladungen liefert die folgende Analyse der stattfindenden

Mikroentladungen.

6.5.4 Analyse der Mikroentladungen

In diesem Abschnitt werden die bei t1 ≈ 0, t2 ≈ T/2, t3 ≈ T und t4 ≈ 3T/2 auftre-

tenden Entladungsereignisse untersucht. Dabei wird zunächst auf das raumzeitliche

Entladungsverhalten eingegangen. Anschließend werden der Ionisationshaushalt so-

wie der Energiehaushalt der Elektronen genauer untersucht.

Raumzeitliches Entladungsverhalten

Die Abbildung 6.39a zeigt die raumzeitliche Entwicklung der Elektronendichte wäh-

rend der bei t1 stattfindenden Entladung. Dabei bezeichnet t1 den Zeitpunkt, in dem

der Entladungsstrom während des ersten Entladungsereignisses sein betragsmäßiges

Maximum erreicht (vgl. Abbildung 6.36). In den Abbildungen 6.39b–6.39d sind die

Dichten der Ladungsträger sowie das elektrische Feld und die mittlere Energie der

Elektronen zum Zeitpunkt t1 dargestellt. Während des Zündprozesses ist die Poten-

zialdifferenz zwischen der gespeisten Elektrode und dem Dielektrikum positiv, das

heißt, die gespeiste Elektrode ist die Anode und die geerdete Elektrode die Katho-

de. Die Abbildung 6.39a veranschaulicht, dass vor dem Durchbruch der Entladung

(t1−1µs) die Elektronendichte lediglich vor der Anode bei x = 0 relativ hoch ist. Im

weiteren Verlauf kommt es zu einem Anstieg der Elektronendichte im Entladungsvo-

lumen (t1 − 1/12µs) bis die Entladung schließlich zündet. Nach etwa 5µs klingt die

Entladung ab und die Ladungsträger rekombinieren.

Während des Entladungsereignisses bei t1 ist die Dichte der Ar+
2 -Ionen im gesam-

ten Entladungsgebiet größer als die Dichte der Ar+-Ionen (vgl. Abbildung 6.39b).

Anders als bei der in Abschnitt 6.4 untersuchten gepulsten Atmosphärendruckent-

ladung dominiert hier also im Kathodengebiet nicht die Dichte der Ar+-Ionen. Die-

ser Unterschied ist darauf zurückzuführen, dass aufgrund der vergleichsweise kleinen

Elektronendichte im Kathodengebiet, die Grundzustands- und Stufenionisationsra-

ten um etwa drei bis vier Größenordnungen kleiner sind. Letzteres führt dazu, dass

im Kathodengebiet der Gewinn von Ar+-Ionen nahezu kompensiert wird durch ihren

Verlust in dem Dreierstoßprozess

Ar+ + 2Ar −→ Ar+
2 + Ar .
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Abbildung 6.39: Raumzeitliche Entwicklung der Elektronendichte (a) sowie räumliche Va-
riation der Ladungsträgerdichten (b), des elektrischen Feldes (c) und der mittleren Energie
der Elektronen (d) zum Zeitpunkt t1

Das in Abbildung 6.39 dargestellte elektrische Feld zeigt im Kathodenfallgebiet bei

1.4 mm < x ≤ 1.5 mm einen typischen, nahezu linearen Verlauf. Es ist ein starkes

Abfallen der Feldstärke in Richtung des quasineutralen Bereichs zu beobachten. In

dem Übergangsbereich vom Kathodengebiet zum Entladungsvolumen (1.2 mm < x ≤
1.4 mm) tritt eine Umkehr der Feldrichtung auf.

Aufgrund des Energiegewinns durch Joulesche Heizung in dem Kathodenfallgebiet

steigt die mittlere Energie der Elektronen von der Kathode zum Entladungsvolumen

hin an (vgl. Abbildung 6.39d). Anders als in den Entladungssituationen, die in den

Abschnitten 6.2–6.4 untersucht wurden, findet hier jedoch nur ein schwacher Anstieg

der mittleren Energie auf etwa 9 eV statt. Der Übergang vom Kathodengebiet zum

Entladungsvolumen ist durch ein ausgeprägtes Minimum in der mittleren Energie

bei x ≈ 1.3 mm gekennzeichnet. Im Entladungsvolumen zeigen sowohl das elektri-

sche Feld als auch die mittlere Energie ein inhomogenes Verhalten mit einem lokalen
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6.5 Mikroentladungen in dielektrisch behinderten Entladungen

Maximum etwa im Zentrum des Entladungsspalts.

Während des zweiten Entladungsereignisses bei t2 ist die Entladungsspannung ne-

gativ und somit ist die gespeiste Elektrode bei x = 0 die Kathode und die geerdete

Elektrode bei x = 1.5 mm die Anode. Die raumzeitliche Entwicklung der Elektro-

nendichte und die Dichten der Ladungsträger, das elektrische Feld sowie die mittlere

Energie der Elektronen zum Zeitpunkt t2 sind in der Abbildung 6.40 veranschaulicht.

Die Abbildung 6.40a zeigt, dass, anders als bei der zuvor betrachteten Mikroentla-
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Abbildung 6.40: Raumzeitliche Entwicklung der Elektronendichte (a) sowie räumliche Va-
riation der Ladungsträgerdichten (b), des elektrischen Feldes (c) und der mittleren Energie
der Elektronen (d) zum Zeitpunkt t2

dung bei t1, die Elektronendichte vor dem Entladungsdurchbruch (t2−1µs) in einem

weiten Bereich des Entladungsvolumens groß ist. Dieser Unterschied wird unter an-

derem dadurch verursacht, dass die Sekundärelektronenemission an der metallischen

Elektrode (γ = 0.06) höher ist als an der beschichteten Elektrode (γ = 0.02). Auf-

grund der schnelleren Ionisierung des Gases zündet die Entladung in Bezug auf die

Periode der externen Spannung früher. Zudem ist die Zündspannung durch die hö-
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6 Ergebnisse der Modellierung anisothermer Argonplasmen

here Konzentration der Ladungsträger und angeregten Teilchen, die in der ersten

Mikroentladung erzeugt wurden, geringer (vgl. Abbildung 6.36).

Das in den Abbildungen 6.40b–6.40d gezeigte räumliche Verhalten der Ladungs-

trägerdichten, des elektrischen Feldes und der mittleren Energie der Elektronen zum

Zeitpunkt t2 weist im Kathodengebiet bei 0 ≤ x < 0.14 mm und im Übergangsbe-

reich zum Entladungsvolumen bei 0.14 mm ≤ x < 0.2 mm ein ähnliches Verhalten

wie bei t1 auf. Aufgrund der geringeren Zündspannung ist das Kathodenfallgebiet

jedoch geringfügig größer und somit die maximale Feldstärke kleiner als in der zuvor

diskutierten Situation. Die geringere Feldstärke führt wiederum zu einer kleineren

mittleren Elektronenenergie im Kathodengebiet.

Im Entladungsvolumen sind ausgeprägte Schichtstrukturen zu beobachten, die

während der Mikroentladung bei t1 nicht zu beobachten sind und gleichermaßen

in den Dichten der Ladungsträger, dem elektrischen Feld und der mittleren Energie
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Abbildung 6.41: Raumzeitliche Entwicklung der Elektronendichte (a) sowie räumliche Va-
riation der Ladungsträgerdichten (b), des elektrischen Feldes (c) und der mittleren Energie
der Elektronen (d) t3
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der Elektronen auftreten. Der axiale Verlauf des elektrischen Feldes und der mittle-

ren Energie im Entladungsvolumen weist, statt des globalen Maximums bei t1, hier

mehrfache lokale Maxima auf. Es ist zu beobachten, dass die lokalen Maxima in den

Ladungsträgerdichten und dem elektrischen Feld mit lokalen Minima in der mittleren

Energie einhergehen. Lokale Minima in ersteren korrelieren mit lokalen Maxima in

der mittleren Energie. Auf die Ursachen der Schichtstrukturen wird in dem folgenden

Unterabschnitt eingegangen.

Das in den Abbildungen 6.41 und 6.42 dargestellte raumzeitliche Verhalten der

Mikroentladungen bei t3 und t4 ist qualitativ vergleichbar mit den Resultaten bei

t1 bzw. bei t2. Die Mikroentladung bei t3 (vgl. Abbildung 6.41) ist vergleichbar mit

der, die zum Zeitpunkt t1 stattfindet, wobei die Zündspannung geringfügig kleiner

ist (vgl. Abbildung 6.36) und somit auch die maximale Feldstärke bei t3 kleiner ist

als bei t1. Auch hier ist die geringere Zündspannung auf das vorherrschen höherer
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Abbildung 6.42: Raumzeitliche Entwicklung der Elektronendichte (a) sowie räumliche Va-
riation der Ladungsträgerdichten (b), des elektrischen Feldes (c) und der mittleren Energie
der Elektronen (d) zum Zeitpunkt t4
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Konzentrationen der Ladungsträger und angeregten Teilchen im Entladungsvolumen

zurückzuführen.

Die Abbildung 6.42 zeigt, dass das Entladungsereignis bei t4 grob vergleichbar mit

dem Verhalten bei t2 ist. Anstatt der zum Zeitpunkt t2 beobachteten drei Maxima

im axialen Verlauf der Ladungsträgerdichten und des elektrischen Feldes im Entla-

dungsvolumen, treten hier jedoch lediglich zwei Maxima auf.

Ionisationshaushalt

Um das komplexe Entladungsverhalten erklären zu können und um insbesondere die

Ursache der Schichtstrukturen und der Periodendopplung zu verstehen, wird folgend

der Ionisationshaushalt während der stattfindenden Mikroentladungen diskutiert.

Die Abbildung 6.43 zeigt die Ionisations- und Rekombinationsraten vor und wäh-

rend der vier Mikroentladungen zu den Zeitpunkten t1, t2, t3 und t4. Die dargestellten

Ergebnisse machen deutlich, dass sich der Ionisationshaushalt 1/12µs vor dem Durch-

bruch in allen Fällen wesentlich unterscheidet. Lediglich im Bereich vor der jeweiligen

Kathode zeigt sich ein qualitativ ähnliches Verhalten. Hier ist die Elektronendichte

bei allen Entladungen klein (vgl. Abbildungen 6.39–6.42) und die Grundzustandsio-

nisation dominiert die Ladungsträgerproduktion.

Zum Zeitpunkt des betragsmäßig größten Entladungsstroms ist ein deutlicher Un-

terschied zwischen den Entladungen bei t1 und t3 sowie den Entladungen bei t2 und t4

zu beobachten. Bei ersteren liefert die Grundzustandsionisation im Entladungsvolu-

men einen wesentlichen Beitrag, wogegen der Einfluss der Grundzustandsionisation

in letzteren nur eine untergeordnete Rolle spielt. Die im Entladungsvolumen lokal

große Grundzustandsionisation zu den Zeitpunkten t1 und t3 verursacht das bei t1

und t3 beobachtete Maximum im axialen Verlauf des elektrischen Feldes.

Die Schichtstrukturen sind besonders ausgeprägt bei der zum Zeitpunkt t2 statt-

findenden Entladung sichtbar und treten schwächer auch bei t4 auf. Bei ersterer hat

die Grundzustandsionisation im Entladungsvolumen den geringsten Einfluss und lie-

fert lediglich im Kathodengebiet den wesentlichen Beitrag zur Ladungsträgerproduk-

tion. Im Übergangsbereich vom Kathodengebiet zum Entladungsvolumen gewinnt

die Chemo-Ionisation an Bedeutung und im Entladungsvolumen dominiert die Stu-

fenionisation. Dabei liefern insbesondere die Stoßprozesse mit Ar[1s3]-Atomen einen

wesentlichen Beitrag.

Das lokale Anwachsen und Abfallen der Stufen- und Chemo-Ionisationsraten ist

auf entsprechende Inhomogenitäten in den Dichten der metastabilen Atome zurück-
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Abbildung 6.43: Ionisations- und Rekombinationsraten 1/12 µs vor (links) und während
(rechts) der Mikroentladungen bei t1, t2, t3 und t4
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6 Ergebnisse der Modellierung anisothermer Argonplasmen

zuführen, die während der zeitlichen Entwicklung der Mikroentladung bei t2 in der

Abbildung 6.44 dargestellt sind. Die Abbildung zeigt, dass die Dichte der Ar[1s5]-
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Abbildung 6.44: Raumzeitliche Entwicklung der Dichten der Ar[1s5]-Atome (links) und der
Ar[1s3]-Atome (rechts) während des Entladungsdurchbruchs bei t2

Atome lediglich zum Zeitpunkt des Entladungsdurchbruchs größer als die Dichte

der Ar[1s3]-Atome ist, so dass letztere wesentlich das Zünd- und Abklingverhalten

beeinflussen. Der starke Rückgang der Dichte der metastabilen Ar[1s5]-Atome unmit-

telbar nach dem Entladungsdurchbruch ist auf den Verlust in Drei-Teilchen-Stößen

mit Schwerteilchen im Grundzustand gemäß der Reaktion

Ar[1s5] + 2Ar[1p0] −→ Ar∗
2[

3Σ+
u , v≫ 0] + Ar[1p0]

zurückzuführen. Für die Ar[1s3]-Atome dominiert dagegen mit dem Abklingen der

Entladung lokal der Teilchengewinn in dem Quenchingprozess für die Ar[1s2]-Atome

Ar[1s2] + Ar[1p0] −→ Ar[1s3] + Ar[1p0] .

Dies führt dazu, dass die Dichte der metastabilen Ar[1s3]-Atome während der gesam-

ten zeitlichen Entwicklung in der selben Größenordnung bleibt.

Ein weiterer Effekt, der durch die hohe Dichte der metastabilen Atome ausgelöst

wird ist, dass während des gesamten quasiperiodischen Verlaufs lokal hohen Stufen-

und Chemo-Ionisationsraten vorhanden sind. Diese verhindern ein vollständiges Ab-

klingen der Entladung, so dass vor jedem neuen Zünden ein anderer Ausgangszustand

herrscht, der zu den veränderten Entladungseigenschaften führt und letztendlich das

quasiperiodische Verhalten auslöst. Das Entladungsereignis zum Zeitpunkt t1 macht

deutlich, dass mit zunehmender Relevanz der Grundzustandsionisation diese Effekte

überdeckt werden.
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In der Abbildung 6.45 ist die zeitliche Entwicklung der Ionisations- und Rekombina-

tionsraten im Zentrum der Entladung während des gesamten periodischen Verhaltens

mit einer Vergrößerung des Zeitraums der vier Entladungsereignisse dargestellt. Die
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Abbildung 6.45: Zeitlicher Verlauf der Ionisations- und Rekombinationsraten im Zentrum
des Entladungsspalts bei x = 0.75 mm während der vier Entladungsereignisse

Abbildung verdeutlicht die Unterschiede in den vier Entladungsereignissen und der

zugrunde liegenden Prozesse. Der Anstieg der Elektronendichte im Entladungsvolu-

men vor dem Zünden der ersten Mikroentladung bei t1 wird durch ionisierende Stöße

von Elektronen mit Neutralteilchen im Grundzustand verursacht. Erst mit dem Ent-

ladungsdurchbruch gewinnen Chemo- und Stufenionisationsprozesse im Entladungs-

zentrum an Bedeutung und liefern zum Zeitpunkt der maximalen Produktion bei t1

etwa den gleichen Beitrag. Mit dem Abklingen der Entladung steigt die Rekombina-

tionsrate an und dominiert schließlich die Elektronenbilanz bis zum Neuzünden der

Entladung bei t2.
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6 Ergebnisse der Modellierung anisothermer Argonplasmen

Anders als bei dem Entladungsdurchbruch zum Zeitpunkt t1, findet bei t2 die

Elektronenerzeugung im Zentrum fast ausschließlich durch Stufenionisationsprozes-

se statt. Die Chemo-Ionisation liefert nur einen geringen Beitrag und die Grundzu-

standsionisation ist vernachlässigbar. Auch in dem dritten und vierten Entladungser-

eignis liefert die Stufenionisation im Entladungszentrum den größten Beitrag zur

Elektronenerzeugung, hier gewinnt jedoch auch die Chemo-Ionisation und bei t3 zu-

sätzlich die Grundzustandsionisation wieder an Bedeutung.

Die Abbildung 6.45 zeigt weiterhin, dass insbesondere während des Abklingens der

vergleichsweise starken Entladungen bei t1 und t3 eine hohe Chemo-Ionisationsrate

vorherrscht, wobei – aufgrund der hohen Dichte der Ar[1s3]-Atome – der Stoßprozess

Ar[1s3] + Ar[1s3] −→ Ar+ + e + Ar[1p0]

den wesentlichen Beitrag liefert. Die dadurch stattfindende Ladungsträgerproduktion

führt dazu, dass die Entladungen nicht vollständig abklingen und es zu der beobach-

teten Schichtenbildung sowie der Periodendopplung kommt.

Energiehaushalt der Elektronen

Die Raten der energieerzeugenden und energievernichtenden Stoßprozesse zu den

Zeitpunkten der maximalen Stromspitzen t1, t2, t3 und t4 sind in der Abbildung 6.46

dargestellt. Die Abbildung veranschaulicht, dass die wesentlichen Energieerzeugungs-

und Energievernichtungsprozesse in allen vier Fällen die gleichen sind. Im Kathoden-

gebiet dominiert der Energiegewinn durch Joulesche Heizung. Dieser wird jedoch

nahezu vollständig kompensiert durch den Energieverlust in anregenden und ionisie-

renden Elektron-Neutralteilchenstößen. Dies ist die Ursache für den, während aller

vier Entladungsereignisse beobachteten, geringen Anstieg der mittleren Elektronen-

energie im Kathodengebiet.

Der mit dem Anstieg der Elektronendichte in Richtung Entladungsvolumen zu-

nehmende Energieverlust in elastischen und anregenden bzw. ionisierenden Stoßpro-

zessen verursacht die starke Reduktion der mittleren Energie bis zu dem Energie-

minimum im Übergangsbereich vom Kathodengebiet zum Entladungsvolumen (vgl.

Abbildungen 6.39d–6.42d). Durch die stattfindende Feldumkehr trägt hier zudem die

Joulesche „Heizung“ zum Energieverlust bei.

Weiterhin macht die Abbildung 6.46 deutlich, dass der sich anschließende Wieder-

anstieg der mittleren Energie auf einen erneuten Energiegewinn aus dem anwach-

senden elektrischen Feld (Joulesche Heizung) zurückzuführen ist. Mit dem Anstieg
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Abbildung 6.46: Energiehaushalt zum Zeitpunkt des maximalen Stroms während der vier
auftretenden Entladungsereignisse

der mittleren Energie wachsen auch die Anregungs- und Ionisationsraten an und

kompensieren zusammen mit dem Energieverlust durch elastische Stöße den Energie-

gewinn im Entladungsvolumen. Der Energiegewinn durch superelastische Elektron-

Neutralteilchenstöße sowie durch Chemo-Ionisation spielt ebenso wie der Energie-

verlust durch Rekombination eine untergeordnete Rolle. Die hier nicht dargestellte

Divergenz des Energiestroms der Elektronen trägt lediglich im Übergangsbereich vom

Kathodengebiet zum Entladungsvolumen zum Energiehaushalt der Elektronen bei.6

Zum Zeitpunkt des Entladungsdurchbruchs findet der Energieverlust der Elektro-

nen sowohl im Kathodengebiet als auch im Entladungsvolumen vorwiegend durch

Anregung von Teilchen im Grundzustand statt. Lediglich in dem Übergangsbereich,

in dem die mittlere Energie das ausgeprägte Minimum aufweist, dominiert der Ener-

gieverlust in elastischen Elektron-Neutralteilchenstößen (vgl. Abbildung 6.46). Die-

6Die explizite Bestimmung des Terms ∂xQe ist numerisch problematisch, so dass hier auf eine
Darstellung verzichtet wird.
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6 Ergebnisse der Modellierung anisothermer Argonplasmen

ses Verhalten ändert sich mit dem Abklingen der Entladung. Der in Abbildung 6.47

dargestellte zeitliche Verlauf der Energiegewinn- und Energieverlustraten im Ent-

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
10

17

10
18

10
19

10
20

10
21

10
22

t/T

E
ne

rg
ie

ge
w

in
n/

−
ve

rlu
st

ra
te

 [e
v/

(c
m

3  s
)]

 

 

 Joulesche Heizung > 0
 Joulesche Heizung < 0
 Abregung
 Chemo−Ionisation
 Anregung / Ionisation
 Elastische Stoesse
 Gewinn total
 Verlust total

1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

17

18

19

20

21

22

t/T

 

 

Abbildung 6.47: Zeitlicher Verlauf der Energiegewinn- und Energieverlustraten im Zen-
trum des Entladungsspalts bei x = 0.75 mm

ladungszentrum während des gesamten periodischen Verhaltens verdeutlicht, dass

zwischen den einzelnen Mikroentladungen, elastische Stöße den Energieverlust im

Entladungszentrum dominieren. Weiterhin trägt die aus dem genannten Grund hier

nicht gezeigte Divergenz des Energiestroms zwischen den einzelnen Mikroentladun-

gen zum Energieverlust bei, so dass der Energieverlust nicht kompensiert wird und

die Energiedichte absinkt.

In dem Abschnitt 6.5 wurde das in dieser Arbeit eingeführte Drift-Diffusionsmodell

DDAn erfolgreich zur theoretischen Beschreibung von Mikroentladungen in einer

dielektrisch behinderten Entladung eingesetzt. Der in Abbildung 6.48 gezeigte Ver-

gleich der Resultate des hier eingesetzten Drift-Diffusionsmodells mit den Ergebnissen

des konventionellen Drift-Diffusionsmodells DD5/3, bei dem die vereinfachten Ener-

gietransportkoeffizienten Anwendung finden, macht deutlich, dass der Stromverlauf

von dem jeweils verwendeten Modellansatz nur unwesentlich beeinflusst wird. Insbe-

sondere werden jedoch die beobachteten Schichtstrukturen mit dem konventionellen

Drift-Diffusionsmodell nur eingeschränkt wiedergegeben und es treten größere Abwei-

chungen in der räumlichen Variation der Teilchendichten auf. Mit Verwendung der

konsistenten Energietransportkoeffizienten im Rahmen des Modells DDAk konnten

aufgrund eines unphysikalischen Lösungsverhaltens keine Ergebnisse erzielt werden.

Die Tatsache, dass ausgeprägte Schichtungen auch in dem zugrunde liegenden Ex-

periment beobachtet wurden [141], lässt auch hier die Schlussfolgerung zu, dass der
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Abbildung 6.48: Vergleich der Ergebnisse des neuen Drift-Diffusionsmodells DDAn mit den
Resultaten des konventionellen Drift-Diffsionsmodells mit vereinfachten Energietransport-
koeffizienten DDA5/3. Dargestellt ist der zeitliche Verlauf des Entladungsstroms (links)
sowie die Elektronendichte zum Zeitpunkt t2 (rechts)

neue Drift-Diffusionsansatz DDAn den konventionellen Modellen überlegen ist.

Eine detaillierte Analyse der Modellergebnisse hat ergeben, dass sowohl die Pe-

riodendopplung als auch die Schichtstrukturen durch die hohe Dichte metastabiler

Atome während der gesamten zeitlichen Entwicklung und dem damit verbundenen

Auftreten lokaler Maxima in den Stufen- und Chemo-Ionisationsraten verursacht wer-

den. Dies bestätigt die Vermutung anderer Autoren, dass metastabile Atome für das

Auftreten komplexer dynamischer Phänomene in Atmosphärendruckplasmen verant-

wortlich sein können [298–300]. Weiterhin haben die durchgeführten Untersuchungen

gezeigt, dass in Entladungssituationen, bei denen die Grundzustandsionisation den

wesentlichen Ionisationsprozess ausmacht, nicht mit dem Auftreten derartiger Phä-

nomene zu rechnen ist.
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In der vorliegenden Arbeit wurden hydrodynamische Modelle und numerische Ver-

fahren zur theoretischen, computergestützten Beschreibung von anisothermen Ent-

ladungsplasmen untersucht und zur Modellierung von anwendungsbezogenen Ar-

gonentladungen eingesetzt. Dabei lagen die Schwerpunkte der Arbeit auf der Untersu-

chung von Mehr-Momenten-Modellen und Drift-Diffusionsmodellen zur Beschreibung

der Elektronen sowie bei der Entwicklung impliziter numerischer Verfahren zur Dis-

kretisierung der Systeme partieller Differenzialgleichungen. Ein weiterer Schwerpunkt

war die Anwendung der Modelle und Verfahren zur Analyse einer RF-Entladung bei

Niederdruck sowie einer gepulsten Glimmentladung und einer dielektrisch behinder-

ten Entladung bei Atmosphärendruck.

Nach der Herleitung allgemeiner Momentengleichungen für die Teilchendichte, die

Teilchenstromdichte und die Energiedichte der Elektronen sowie für die Teilchendich-

te und die Teilchenstromdichte der Schwerteilchen, die gekoppelt mit der Poisson-

Gleichung für das elektrische Potenzial gelöst werden, wurde insbesondere auf den

Abschluss des Modells zur Beschreibung der Elektronen eingegangen. Es wurde auf-

gezeigt, dass der konventionelle Abschluss durch Approximation des Wärmestroms

auf Annahmen beruht, die im Allgemeinen nicht erfüllt sind und zu Fehlern in den

Modellergebnissen führen können.

Für die in dieser Arbeit betrachteten, räumlich eindimensionalen Entladungsgeo-

metrien wurde ein neuer Ansatz eingeführt, der im Rahmen eines Vier-Momenten-

Modells (4MM), welches Bilanzgleichungen für die Teilchendichte, die Teilchenstrom-

dichte, die Energiedichte sowie die Energiestromdichte der Elektronen umfasst, den

Abschluss der Momentengleichungen für die Elektronen über den Energiestrom er-

möglicht. Es wurde gezeigt, dass das Vier-Momenten-Modell mittels zusätzlicher An-

nahmen zu einem Drei-Momenten-Modell (3MMn) bzw. einem Drift-Diffusionsmodell

(DDAn) vereinfacht werden kann, wobei sich sowohl das neue Drei-Momenten-Modell

als auch das neue Drift-Diffusionsmodell von den entsprechenden konventionellen Mo-

dellen 3MMk bzw. DDAk unterscheiden.

Um geeignete Randbedingungen zum Abschluss der Systeme partieller Differenzial-
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gleichungen auswählen zu können und um eine adäquate Diskretisierung der par-

tiellen Differenzialgleichungen zu ermöglichen, wurde eine Klassifizierung der Mo-

dellgleichungen bezüglich ihres Typs vorgenommen. Dabei wurde unter anderem das

Mehr-Momenten-Modell für die Schwerteilchen als hyperbolisch und das konventio-

nelle Mehr-Momenten-Modell für die Elektronen als parabolisch klassifiziert. Unter

gewissen Annahmen wurden die neu eingeführten Mehr-Momenten-Modelle als hy-

perbolisch (4MM) bzw. parabolisch (3MMn) klassifiziert.

Zur Festlegung der Anzahl der vorzugebenden Randbedingungen, wurde eine Ana-

lyse der charakteristischen Wellen des hyperbolischen Anteils der Systeme partieller

Differenzialgleichungen vorgenommen. Die physikalisch motivierten Reflexionsbedin-

gungen für die Teilchenströme sowie den Energiestrom der Elektronen wurden durch

numerische Randbedingungen ergänzt, sofern der Typ der Gleichung dies erforderte.

Bei den Untersuchungen zu den numerischen Diskretisierungsverfahren standen ins-

besondere implizite Verfahren im Vordergrund, da explizite Verfahren Stabilitätsbe-

dingungen an die Zeitschrittweite unterliegen, die oftmals zu sehr hohen Rechenzei-

ten führen. Dabei wurden, neben bekannten impliziten Finite-Differenzen-Verfahren,

insbesondere stabilisierte Flux-Corrected-Transport (FCT) Verfahren zur Diskreti-

sierung der Mehr-Momenten-Modelle untersucht. Es wurde ein neues implizites Fi-

nite-Differenzen-FCT-Verfahren (IFCT) entwickelt und ein verbessertes implizites

Finite-Elemente-FCT-Verfahren (FEFCTs) eingeführt. Des Weiteren wurde eine An-

passung des exponentiellen Differenzenverfahrens nach Scharfetter und Gummel zur

Diskretisierung des neuen Drift-Diffusionsmodells vorgenommen.

Ein Vergleich der FCT-Verfahren IFCT und FEFCTs am Beispiel des Referenzmo-

dells einer anomalen Glimmentladung in Argon hat gezeigt, dass die neu eingeführten

FCT-Verfahren den bekannten Verfahren überlegen sind. Insbesondere werden un-

physikalische Artefakte in den numerischen Lösungen vermieden, die bei anderen

FCT-Verfahren gelegentlich auftreten und aufgrund der starken nichtlinearen Kopp-

lung der partiellen Differenzialgleichungen untereinander und der Abhängigkeit der

Transport- und Ratenkoeffizienten der Elektronen von der mittleren Energie zu ei-

nem unphysikalischen Lösungsverhalten und damit zu einem Abbruch der Modell-

rechnungen führen können. Insgesamt hat sich das IFCT-Verfahren gegenüber dem

FEFCTs-Verfahren als geeigneter erwiesen.

Eine Gegenüberstellung der Ergebnisse der FCT-Verfahren mit den Resultaten des

Finite-Differenzen-Upwind-Verfahrens hat ergeben, dass insbesondere bei der Ap-
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proximation steiler Gradienten beide FCT-Verfahren auf einem groben Ortsgitter

deutlich genauere Ergebnisse liefern als das Upwind-Verfahren. Die konvergenten Lö-

sungen aller Verfahren sind identisch. Nachteile beider FCT-Verfahren haben sich

gezeigt, als diese zusammen mit einem Algorithmus zur automatischen Anpassung

der Zeitschrittweite eingesetzt wurden. Grundsätzlich kann auch bei der Verwendung

der FCT-Verfahren ein Algorithmus zur Schrittweitensteuerung eingesetzt werden.

Jedoch ist damit zu rechnen, dass dieser ineffizienter arbeitet, als wenn klassische

Diskretisierungsansätze – wie z. B. das Upwind-Verfahren – verwendet werden. Wei-

terhin wurde verdeutlicht, dass die betrachteten FCT-Verfahren nicht zur Beschrei-

bung von RF-Entladungen geeignet sind. Hier sind weitere Arbeiten notwendig, um

die auftretenden numerischen Probleme zu minimieren.

Zusammenfassend ist der Einsatz des IFCT-Verfahrens dann empfehlenswert, wenn

in Gleichstromentladungen bzw. gepulsten Entladungen steile Gradienten in den Lö-

sungsvariablen auftreten, die auf einem groben Ortsgitter gut aufgelöst werden müs-

sen. Für eine weitere Bewertung ist ein direkter Vergleich der hier vorgestellten im-

pliziten FCT-Verfahren mit den in der Literatur verwendeten expliziten Verfahren

bei der Modellierung von Streamer-Entladungen erstrebenswert.

Die entwickelten Modelle und Verfahren wurden in Form eines eigenständigen For-

tran-Programms umgesetzt. Das Programm wurde erfolgreich zur Modellierung von

anwendungsnahen Argonentladungen sowohl bei Niederdruck als auch bei Atmosphä-

rendruck eingesetzt. Dazu ist zu bemerken, dass weder die betrachteten Modelle noch

die numerischen Verfahren auf die Beschreibung von Argonplasmen beschränkt sind.

Aufgrund der modularen Programmstruktur und der implementierten Routinen zum

Einlesen allgemeiner Reaktionsschemata und Teilchenkonfigurationen, können nach

dem Bereitstellen der erforderlichen Daten und der Anpassung der Entladungspa-

rameter unmittelbar Modellrechnungen für andere Gase durchgeführt werden. Mit

geringen Änderungen der entsprechenden Routinen sind ebenso Untersuchungen von

Gasgemischen möglich. Bei der Anwendung des Programms ist zu beachten, dass

sowohl die Temperatur der Schwerteilchen als auch die Grundgasdichte als konstant

angenommen werden. Ist zu erwarten, dass eine (lokale) Aufheizung des Gases eine

bedeutende Rolle spielt, sollte eine Bilanzgleichung für die Schwerteilchentemperatur

integriert werden. Eine derartige Anpassung ist in dem Computerprogramm bereits

vorgesehen.

Zum Vergleich der neuen Modellansätze 4MM, 3MMn und DDAn zur Beschreibung

der Elektronen mit den konventionellen Modellen wurde auf das zuvor genannte Refe-
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renzmodell einer anomalen Glimmentladung in Argon zurückgegriffen. Der Vergleich

hat verdeutlicht, dass die neuen Modelle den konventionellen Modellen in Bezug auf

die Genauigkeit überlegen sind und eine verbesserte Beschreibung nichtlokaler Effek-

te ermöglichen. Insbesondere der neue Drift-Diffusionsansatz DDAn hat sich sowohl

zur Beschreibung von Niederdruckentladungen als auch von Atmosphärendruckentla-

dungen etabliert. Aufgrund einer starken Limitierung der Zeitschrittweite bei der Ver-

wendung der neuen Drei- bzw. Vier-Momenten-Modelle, sind zur effizienten Nutzung

dieser Modelle weitere Arbeiten notwendig. Insbesondere das Vier-Momenten-Modell

muss weiter untersucht und ein verbessertes Berechnungsschema zur Umgehung des

Problems der hohen Rechenzeiten umgesetzt werden.

Eine Untersuchung des neuen Drift-Diffusionsmodells DDAn und der konventio-

nellen Drift-Diffusionsmodelle DDAk und DDA5/3 hat deutlich gemacht, dass das

qualitative Entladungsverhalten wesentlich durch die Konsistenz der Beschreibung

des Energietransports beeinflusst wird. Ein Vergleich der Resultate der Drift-Diffu-

sionsmodelle mit Ergebnissen eines kinetischen Modells hat gezeigt, dass das neue

Modell DDAn die beste Übereinstimmung mit den kinetischen Resultaten liefert.

Daraus lässt sich die Schlussfolgerung ziehen, das DDAn eine genauere Beschreibung

der Elektronen ermöglicht als die konventionellen Modelle. Es wurde festgestellt, dass

ein experimentell beobachtetes Maximum in der Dichte metastabiler Argonatome in

einer Gleichspannungsglimmentladung von dem neuen Drift-Diffusionsmodell, nicht

aber von dem konventionellen Drift-Diffusionsmodell DDA5/3 vorhergesagt wird.

Ein Vergleich zwischen den Ergebnissen des konventionellen Mehr-Momenten-Mo-

dells und den Resultaten des konventionellen Drift-Diffusionsmodells hat verdeut-

licht, dass die Ergebnisse der beiden Modellansätze auch dann nicht übereinstimmen,

wenn die im Drift-Diffusionsmodell vernachlässigten zeitlichen und räumlichen Ab-

leitungen keine Rolle spielen. Die Abweichungen in den Modellergebnissen wurden,

neben dem Einfluss der Randbedingungen, auf Unterschiede in der Beschreibung des

Elektronentransports zurückgeführt. Es wurde gezeigt, dass das konventionelle Drift-

Diffusionsmodell zusätzliche Annahmen beinhaltet, die in der Regel nicht erfüllt sind.

Da das neue Drift-Diffusionsmodell konsistent aus dem Vier-Momenten-Modell ab-

geleitet wurde, tritt dieses Problem bei diesem Modell nicht auf.

Zusammenfassend ist das neue DDAn-Modell den konventionellen Modellen zur

Beschreibung der Elektronen vorzuziehen, wenn die der Drift-Diffusionsnäherung zu-

grunde liegenden Annahmen gerechtfertigt sind. Zur Beschreibung von Entladungen

bei sehr kleinem Druck ist auf Mehr-Momenten-Modelle oder auf hier nicht unter-

suchte Hybrid- bzw. kinetische Modelle zurückzugreifen. Erste Ergebnisse des Vier-
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Momenten-Modells zur Beschreibung einer Niederdruck-RF-Entladung sind Erfolg

versprechend. Anhand von Benchmark-Modellen kann die Genauigkeit der verschie-

denen Modellansätze abgeschätzt und die numerischen Ergebnisse können mit analy-

tischen Lösungen verglichen werden. Eine Durchführung dieser Untersuchungen kann

Gegenstand weiterführender Arbeiten sein.

Um einerseits physikalische Fragestellungen zu klären und andererseits die Anwend-

barkeit der entwickelten Modelle und Verfahren zu belegen, wurden im Rahmen dieser

Arbeit eine RF-Entladung bei Niederdruck sowie eine gepulste Entladung und eine

dielektrisch behinderte Entladung bei Atmosphärendruck modelliert und analysiert.

Zur Beschreibung der RF-Entladung wurde das konventionelle Mehr-Momenten-

Modell 3MMk eingesetzt, da aufgrund des niedrigen Drucks die Feldänderungsfre-

quenz in der gleichen Größenordnung bzw. größer als die Impulsübertragungsfre-

quenzen ist und somit Drift-Diffusionsmodelle nicht angewendet werden sollten. Die

Untersuchung der wesentlichen Ionisationsprozesse hat ergeben, dass im Plasmabulk

Stufenionisationsprozesse im Wesentlichen für die Elektronenproduktion verantwort-

lich sind, wogegen in der Plasmarandschicht sowie im Übergangsbereich vom Plasma-

bulk zur Plasmarandschicht die Grundzustandsionisation dominiert. In zukünftigen

Arbeiten ist ein Vergleich der Ergebnisse mit Resultaten des Vier-Momenten-Modells

bzw. von Hybrid-Modellen oder PIC-MCC-Simulationen zur Validierung der Ergeb-

nisse nötig.

In Atmosphärendruckplasmen ist die Impulsübertragungsfrequenz der Elektronen

in der Regel wesentlich größer als die Frequenz, mit der sich das elektrische Feld

ändert, so dass Drift-Diffusionsmodelle angewendet werden können. Sowohl zur Be-

schreibung der gepulsten Entladung als auch zur Modellierung der dielektrisch be-

hinderten Entladung wurde erfolgreich das neue Drift-Diffusionsmodell DDAn einge-

setzt.

Die Untersuchung der gepulsten Atmosphärendruckentladung hat herausgestellt,

dass das Entladungsverhalten in eine Townsend-Phase, eine Zündphase, einen quasi-

stationären Zustand und eine Rekombinationsphase eingeteilt werden kann. Es wur-

de gezeigt, dass in dem homogenen, quasineutralen Bereich des quasistationären Zu-

stands, die Elektronenproduktion von Stufenionisationsprozessen aus höher liegenden

Energieniveaus dominiert wird, wogegen im Kathodengebiet die Grundzustandsioni-

sation den wesentlichen Beitrag liefert. Des Weiteren wurde deutlich gemacht, dass

im Entladungsvolumen der wesentliche Energiegewinn und Energieverlust der Elek-

tronen durch anregende und abregende Stöße von Elektronen mit Neutralteilchen der
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Ar[2p], Ar[2p′] und höher liegenden Energieniveaus verursacht wird und der Energie-

gewinn aus dem elektrischen Feld von untergeordneter Bedeutung ist. Im Kathoden-

gebiet dominiert dagegen die Joulesche Heizung den Energiegewinn der Elektronen

zu jedem Zeitpunkt der zeitlichen Entwicklung. Die Bestimmung von Ähnlichkeits-

parametern hat ergeben, dass sowohl die relative Fallraumdicke als auch die relative

Stromdichte in grober Übereinstimmung mit bekannten Werten aus der Literatur

sind.

Die Analyse der dielektrisch behinderten Entladung wurde ergänzend zu aktuellen

experimentellen Untersuchungen am INP Greifswald e.V. durchgeführt. Insbesondere

wurde den Fragen nachgegangen, welche grundlegenden Prozesse zu den experimen-

tell beobachteten Schichtstrukturen führen und wodurch die in den Modellergebnis-

sen auftretende Periodendopplung verursacht wird. Im Rahmen der durchgeführten

Untersuchungen konnten diese Fragestellungen beantwortet werden. Mittels einer de-

taillierten Analyse des Entladungsverhaltens und des Ionisationshaushalts wurde die

hohe Dichte metastabiler Argonatome während der gesamten quasiperiodischen Ent-

wicklung als Ursache für die beobachteten Phänomene identifiziert. Dabei hat sich

herausgestellt, dass insbesondere bei der Beschreibung der Schichtstrukturen, der

neue Drift-Diffusionsansatz dem konventionellen Modell überlegen ist. Es wurde ge-

zeigt, dass hohe Chemo-Ionisationsraten während des Abklingens der quasiperiodisch

stattfindenden Mikroentladungen dazu führen, dass im Entladungsvolumen kontinu-

ierlich Ladungsträger produziert werden und so ein vollständiges Abklingen der Ent-

ladungen verhindern. Diese Tatsache ermöglicht wiederum das Auftreten komplexer

Entladunsphänomene wie Schichtstrukturen und Periodenmultiplikationen.

Weiterhin wurde festgestellt, dass die Strom-Spannungscharakteristik der betrach-

teten dielektrisch behinderten Entladung sensitiv von den im Modell berücksichtigten

Chemo-Ionisationsprozessen abhängig ist. Diese Tatsache ist auf den genannten Ein-

fluss der Chemo-Ionisation zurückzuführen. Somit sollten in weiteren Untersuchungen

die entsprechenden Prozesse kritisch geprüft und die zugehörigen Raten z. B. durch

experimentelle Messungen validiert werden. Darüber hinaus ist in weiteren Arbeiten

der Einfluss einer exakten Beschreibung des Strahlungstransports auf die Ergebnisse

des Fluid-Modells zu untersuchen.

Die durchgeführte Arbeit hat verdeutlicht, dass weder ein Modell zur Beschreibung

aller Entladungssituationen, noch ein numerisches Verfahren zur Diskretisierung aller

Modellgleichungen verwendet werden kann. Die eingesetzten Modelle und Verfahren

sind für eine gegebene Entladungssituation sorgfältig auszuwählen. Dazu kann auf
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die Ergebnisse dieser Arbeit zurückgegriffen werden. Das entwickelte Computerpro-

gramm bietet dem Nutzer die Möglichkeit, zwischen den hier untersuchten Modellen

und numerischen Verfahren auszuwählen.

In weiteren Arbeiten sollte eine Erweiterung der beschriebenen Modelle und Dis-

kretisierungsansätze zur Berücksichtigung von zwei- bzw. dreidimensionalen Entla-

dungsgeometrien vorgenommen werden. Dabei ist insbesondere die zweidimensionale

Beschreibung der betrachteten dielektrisch behinderten Entladung von Interesse, um

den Einfluss der Geometrie der Elektroden auf das Entladungsverhalten zu untersu-

chen. Weiterhin kann so geklärt werden, welchen Einfluss die radiale Komponente

der betrachteten Entladungen auf das raumzeitliche Entladungsverhaten hat.

Bei der Herleitung räumlich mehrdimensionaler Plasmamodelle ist es möglich, die

im Rahmen dieser Arbeit neu eingeführten Modellansätze zur Beschreibung der Elek-

tronen unmittelbar zu übernehmen, wenn die Transporteigenschaften der Elektronen

als isotrop angenommen werden können. Andernfalls kann bei der Herleitung der

Modellgleichungen auf analoge Weise eine Entwicklung der Geschwindigkeitsvertei-

lungsfunktion der Elektronen nach sphärischen harmonischen Funktionen anstatt

nach Legendre-Polynomen vorgenommen werden.

Die Verallgemeinerung des im Rahmen dieser Arbeit entwickelten Finite-Differen-

zen basierten IFCT-Verfahrens und ebenso der modifizierten Scharfetter-Gummel-

Methode auf zwei Raumdimensionen, ist durch die Anwendung eines Dimensions-

splitting-Verfahrens möglich. Dagegen kann das Finite-Elemente basierte FEFCTs-

Verfahren mit den entsprechenden mehrdimensionalen Ansatzfunktionen unmittelbar

zur Diskretisierung von zwei- und dreidimensionalen Problemen eingesetzt werden.
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A Reaktionskinetisches Modell für Argon

Da bei den betrachteten Plasmen die „Temperatur“ der Elektronen deutlich höher

ist als die Temperatur der Schwerteilchen, ist die Entladung nicht im thermodynami-

schen Gleichgewicht. Aufgrund der hohen Energie der Elektronen sind die Anregungs-

und Ionisationsraten trotz der niedrigen Schwerteilchentemperatur hoch, so dass zur

Beschreibung „kalter“ anisothermer Plasmen eine detaillierte Reaktionskinetik be-

rücksichtigt werden muss [1]. Eine Liste der neben den Elektronen berücksichtigten

Spezies findet sich in der Tabelle A.1. Die atomaren Argonzustände werden in der

Tabelle A.1: Liste der berücksichtigten Argonspezies

Index Spezies Energieniveau [eV]

1 Ar[1p0] 0

2 Ar[1s5] 11.54

3 Ar[1s4] 11.62

4 Ar[1s3] 11.72

5 Ar[1s2] 11.82

6 Ar[2p] 12.90

7 Ar[2p′] 13.28

8 Ar∗[hl] 13.94

9 Ar+ 15.75

10 Ar∗
2[

3Σ+
u , v = 0] 9.76

11 Ar∗
2[

1Σ+
u , v = 0] 9.84

12 Ar∗
2[

3Σ+
u , v≫ 0] 11.37

13 Ar∗
2[

1Σ+
u , v≫ 0] 11.45

14 Ar+
2 14.50

Paschen-Notation (vgl. z. B. [2]) und die Excimer-Moleküle in Anlehnung an Mil-

let et al. [3] bezeichnet. In dem 2p-Niveau sind die Energieniveaus 2p10–2p5 und in

dem 2p′-Niveau die Energieniveaus 2p4–2p1 zusammengefasst. Das hl-Niveau umfasst

alle höher liegenden Energieniveaus.

Neben den in der Tabelle A.2 aufgeführten elastischen, unelastischen und super-

elastischen Stößen, werden die in der Tabelle A.3 zusammengefassten Schwerteilchen-

stöße und Strahlungsprozesse berücksichtigt. Da in schwach ionisierten Plasmen die
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A Reaktionskinetisches Modell für Argon

Stoßfrequenz von Stößen zwischen geladenen und neutralen Teilchen deutlich größer

ist als die Stoßfrequenz von Stößen der geladenen Teilchen untereinander [4], können

Elektron-Elektronstöße vernachlässigt werden. Die verwendeten Wirkungsquerschnit-

te der Elektronenstoßprozesse sind in den Abbildungen A.1 und A.2 dargestellt.

Den in den Abschnitten 5.1 und 6.2.1 diskutierten Modellergebnissen liegt das in

Tabelle A.4 zusammengefasste reduzierte Reaktionsschema für Argon zugrunde. Die

zugehörigen Transportkoeffizienten der Elektronen und die Ratenkoeffizienten der

Elektronenstoßprozesse werden in [5] gezeigt.

Tabelle A.2: Liste der Elektron-Neutralteilchenstoßprozesse, die bei der Modellierung von

Argonentladungen berücksichtigt werden. Die dritte Spalte gibt an, für welchen Energie-

bereich Querschnittsdaten aus den genannten Quellen verwendet wurden. Benötigte Daten

außerhalb des angegebenen Bereichs wurden mittels Extrapolation bestimmt. Die Wir-

kungsquerschnitte für superelastische Stoßprozesse wurden auf Basis eines detaillierten

Gleichgewichts bestimmt.

Index Prozess Energiebereich [eV] Datenquelle

Elastische Stoßprozesse

1 Ar[1p0] + e −→ Ar[1p0] + e 0–10000 [6]

An- und abregende Stoßprozesse

2, 3 Ar[1p0] + e←→ Ar[1s5] + e 11.54–30; 35–1000 [7]; [6, 8]

4, 5 Ar[1p0] + e←→ Ar[1s4] + e 11.62-30; 50–1000 [7]; [6, 8]

6, 7 Ar[1p0] + e←→ Ar[1s3] + e 11.72–30; 35–400 [7]; [6, 8]

8, 9 Ar[1p0] + e←→ Ar[1s2] + e 11.82–30; 35–1000 [7]; [6, 8]

10, 11 Ar[1p0] + e←→ Ar[2p] + e 12.9–30; 30–1000 [7]; [6, 8]

12, 13 Ar[1p0] + e←→ Ar[2p′] + e 13.28–30; 30–1000 [7]; [6, 8]

14, 15 Ar[1p0] + e←→ Ar∗[hl] + e 13.84–1000 [6, 8]

16, 17 Ar[1s5] + e←→ Ar[1s4] + e 0.07–18; >18 [7, 9]; [10]

18, 19 Ar[1s5] + e←→ Ar[1s3] + e 0.17–18; >18 [7, 9]; [10]

20, 21 Ar[1s5] + e←→ Ar[1s2] + e 0.28–18; >18 [7, 9]; [10]

22, 23 Ar[1s5] + e←→ Ar[2p] + e 1.36–18; >18 [7, 11]; [10]

Fortsetzung auf folgender Seite
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Tabelle A.2 – Fortsetzung der letzten Seite

Index Prozess Energiebereich [eV] Datenquelle

24, 25 Ar[1s5] + e←→ Ar[2p′] + e 1.73–18; >18 [7, 11]; [10]

26, 27 Ar[1s5] + e←→ Ar∗[hl] + e ≥2.91 [10]

28, 29 Ar[1s4] + e←→ Ar[1s3] + e 0.1–18; >18 [7]; [10]

30, 31 Ar[1s4] + e←→ Ar[1s2] + e 0.2–18; >18 [7]; [10]

32, 33 Ar[1s4] + e←→ Ar[2p] + e 1.28–18; >18 [7]; [10]

34, 35 Ar[1s4] + e←→ Ar[2p′] + e 1.66–18; >18 [7]; [10]

36, 37 Ar[1s4] + e←→ Ar∗[hl] + e ≥2.84 [10]

38, 39 Ar[1s3] + e←→ Ar[1s2] + e 0.1–18; >18 [7]; [10]

40, 41 Ar[1s3] + e←→ Ar[2p] + e 1.18–18; >18 [7]; [10]

42, 43 Ar[1s3] + e←→ Ar[2p′] + e 1.56–18; >18 [7]; [10]

44, 45 Ar[1s3] + e←→ Ar∗[hl] + e ≥2.74 [10]

46, 47 Ar[1s2] + e←→ Ar[2p] + e 1.08–18; >18 [7]; [10]

48, 49 Ar[1s2] + e←→ Ar[2p′] + e 1.45–18; >18 [7]; [10]

50, 51 Ar[1s2] + e←→ Ar∗[hl] + e ≥2.63 [10]

52, 53 Ar[2p] + e←→ Ar[2p′] + e 0.38–18; >18 [7]; [10]

54, 55 Ar[2p] + e←→ Ar∗[hl] + e ≥0.94 [10]

56, 57 Ar[2p′] + e←→ Ar∗[hl] + e ≥0.56 [10]

Ionisierende Stoßprozesse

58 Ar[1p0] + e −→ Ar+ + 2e 15.75–1000 [12]

59 Ar[1s5] + e −→ Ar+ + 2e ≥4.21 [10]

60 Ar[1s4] + e −→ Ar+ + 2e ≥4.13 [10]

61 Ar[1s3] + e −→ Ar+ + 2e ≥4.21 [10]

62 Ar[1s2] + e −→ Ar+ + 2e ≥4.1 [10]

63 Ar[2p] + e −→ Ar+ + 2e ≥2.49 [10]

64 Ar[2p′] + e −→ Ar+ + 2e ≥2.46 [10]

65 Ar∗[hl] + e −→ Ar+ + 2e ≥1.6 [10]

Fortsetzung auf folgender Seite

218



A Reaktionskinetisches Modell für Argon

Tabelle A.2 – Fortsetzung der letzten Seite

Index Prozess Energiebereich [eV] Datenquelle

66 Ar∗
2[3Σ+

u , v≫ 0] + e −→ Ar+
2 + 2e 3.23–50; >50 [13]; [10]

67 Ar∗
2[1Σ+

u , v≫ 0] + e −→ Ar+
2 + 2e 3.15–50; >50 [13]; [10]

Tabelle A.3: Liste der Strahlungs-, Rekombinations- und Schwerteilchenstoßprozesse die

bei der Modellierung von Argonentladungen berücksichtigt werden. Die Ratenkoeffizi-

enten von Zwei-Teilchenstoßprozessen sind in der Einheit cm3/s und die von Drei-

Teilchenstoßprozessen in der Einheit cm6/s gegeben. Die Emissionsraten haben die Einheit

s−1; d bezeichnet den Elektrodenabstand in cm und Te ist die Elektronentemperatur in

Kelvin, die unter der Annahme einer Maxwell-Verteilung bestimmt wird als kBTe = 2ε/3.

Index Prozess Ratenkoeffizient Datenquelle

Elektron-Ion-Rekombination

68 Ar+
2 + e −→ Ar[2p] + Ar[1p0] 6.7× 10−7(Te /300)−2/3 [14]

Chemo-Ionisation

69 Ar[1s5] + Ar[1s5] −→ Ar+ + e + Ar[1p0] 1.3× 10−9 [15]

70 Ar[1s5] + Ar[1s4] −→ Ar+ + e + Ar[1p0] 4.5× 10−10 [15]

71 Ar[1s5] + Ar[1s3] −→ Ar+ + e + Ar[1p0] 1.3× 10−9 [15]

72 Ar[1s5] + Ar[1s2] −→ Ar+ + e + Ar[1p0] 4.5× 10−10 [15]

73 Ar[1s4] + Ar[1s4] −→ Ar+ + e + Ar[1p0] 4.5× 10−10 [15]

74 Ar[1s4] + Ar[1s3] −→ Ar+ + e + Ar[1p0] 4.5× 10−10 [15]

75 Ar[1s4] + Ar[1s2] −→ Ar+ + e + Ar[1p0] 4.5× 10−10 [15]

76 Ar[1s3] + Ar[1s3] −→ Ar+ + e + Ar[1p0] 1.3× 10−9 [15]

77 Ar[1s3] + Ar[1s2] −→ Ar+ + e + Ar[1p0] 4.5× 10−10 [15]

78 Ar[1s2] + Ar[1s2] −→ Ar+ + e + Ar[1p0] 4.5× 10−10 [15]

Ladungsaustausch

79 Ar+ + 2Ar[1p0] −→ Ar+
2 + Ar[1p0] 2.5× 10−31 [16]

Fortsetzung auf folgender Seite
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Tabelle A.3 – Fortsetzung von letzter Seite

Index Prozess Ratenkoeffizient Datenquelle

Weitere Neutralteilchenstöße

80 Ar∗[hl] + Ar[1p0] −→ Ar[2p′] + Ar[1p0] 1.0× 10−11 abgeschätzt

81 Ar[2p′] + Ar[1p0] −→ Ar[2p] + Ar[1p0] 1.7× 10−11 [17]

82 Ar[2p] + Ar[1p0] −→ Ar[1s2] + Ar[1p0] 2.5× 10−12 [17]

83 Ar[1s2] + Ar[1p0] −→ Ar[1s3] + Ar[1p0] 1.5× 10−14 [3]

84 Ar[1s3] + Ar[1p0] −→ Ar[1s4] + Ar[1p0] 5.3× 10−15 [18]

85 Ar[1s4] + Ar[1p0] −→ Ar[1s5] + Ar[1p0] 1.5× 10−14 [3]

86 Ar[1s4] + 2Ar[1p0]

−→ Ar∗
2[1Σ+

u , v≫ 0] + Ar[1p0] 1.5× 10−33 [3]

87 Ar[1s5] + Ar[1p0] −→ Ar[1s4] + Ar[1p0] 2.5× 10−15 [3]

88 Ar[1s5] + Ar[1p0] −→ Ar[1p0] + Ar[1p0] 1.5× 10−14 [3]

89 Ar[1s5] + 2Ar[1p0]

−→ Ar∗
2[3S+

u , v≫ 0] + Ar[1p0] 1.3× 10−32 [3]

90 Ar∗
2[1Σ+

u , v≫ 0] + Ar[1p0]

−→ Ar∗
2[1Σ+

u , v = 0] + Ar[1p0] 1.7× 10−11 [19]

91 Ar∗
2[3Σ+

u , v≫ 0] + Ar[1p0]

−→ Ar∗
2[3Σ+

u , v = 0] + Ar[1p0] 1.7× 10−11 [19]

Strahlungsprozesse

92 Ar[1s4] −→ Ar[1p0] + hν 6.2/
√

d × 104 [20]

93 Ar[1s2] −→ Ar[1p0] + hν 2.5/
√

d × 105 [20]

94 Ar[2p] −→ Ar[1s5] + hν 2.0× 107 [21]

95 Ar[2p] −→ Ar[1s4] + hν 1.1× 107 [21]

96 Ar[2p] −→ Ar[1s3] + hν 4.0× 105 [21]

97 Ar[2p] −→ Ar[1s2] + hν 1.5× 106 [21]

98 Ar[2p′] −→ Ar[1s5] + hν 3.3× 106 [21]

99 Ar[2p′] −→ Ar[1s4] + hν 4.0× 106 [21]

100 Ar[2p′] −→ Ar[1s3] + hν 7.6× 106 [21]

Fortsetzung auf folgender Seite
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Tabelle A.3 – Fortsetzung von letzter Seite

Index Prozess Ratenkoeffizient Datenquelle

101 Ar[2p′] −→ Ar[1s2] + hν 2.0× 107 [21]

102 Ar∗[hl] −→ Ar[1s5] + hν 5.0× 105 [22]1

103 Ar∗[hl] −→ Ar[1s4] + hν 2.9× 105 [22]

104 Ar∗[hl] −→ Ar[1s3] + hν 1.0× 105 [22]

105 Ar∗[hl] −→ Ar[1s2] + hν 3.0× 105 [22]

106 Ar∗
2[1Σ+

u , v≫ 0] −→ 2Ar[1p0] + hν 2.4× 108 [3]

107 Ar∗
2[3Σ+

u , v≫ 0] −→ 2Ar[1p0] + hν 6.2× 106 [3]

108 Ar∗
2[1Σ+

u , v = 0] −→ 2Ar[1p0] + hν 2.4× 108 [3]

109 Ar∗
2[3Σ+

u , v = 0] −→ 2Ar[1p0] + hν 3.5× 105 [3]

Aufgrund der langen Lebensdauer der metastabilen Argonatome werden die Strah-

lungsübergänge aus den Ar[1s5]- und Ar[1s3]-Niveaus vernachlässigt. Für die Strah-

lungsübergänge aus den Resonanzniveaus Ar[1s4] und Ar[1s2] in den Grundzustand

wird der Ansatz einer effektiven Lebensdauer gemäß der Holsteinschen Strahlungs-

theorie verwendet. Die effektiven Lebensdauern τ eff
4 und τ eff

2 werden bestimmt gemäß

der Formel [23]

τ eff
l =

(

2
√

2

3

τ−1
l

√

πk0,ld

)−1

, l = 2, 4 (A.1)

mit den natürlichen Lebensdauern τ4 = 8.6 ns und τ2 = 2.15 ns nach Lawrence [24].

Die Absorptionskoeffizienten k0,l, l = 2, 4 werden in Analogie zu Golubovski et al. [20]

bestimmt als

k0,l =
2λ0

2.1τl

(

g2

g1

)3/2
mec0ε0

e2
0f21

, (A.2)

wobei λ0 die Vakuumwellenlänge, g1 und g2 die statistischen Gewichte, f21 die Oszil-

latorstärke und c0 die Lichtgeschwindigkeit bezeichnen.

1Der Ratenkoeffizient der Reaktion 102 wurde nachträglich von 5×106 s−1 auf 5×105 s−1 korrigiert.
Vergleichsrechnungen haben gezeigt, dass diese Änderung keinen entscheidenden Einfluss auf die
in dieser Arbeit gezeigten Ergebnisse hat.
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Abbildung A.1: Querschnitte der in der Tabelle A.2 aufgeführten Elektron-Atomstöße
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Abbildung A.2: Querschnitte der in der Tabelle A.2 aufgeführten Elektron-Molekülstöße

Tabelle A.4: Reduziertes reaktionskinetisches Modell. Der Energieverlust in elastischen

Stößen sowie die Ratenkoeffizienten der Elektronenstoßprozesse werden durch Lösen der

stationären 0D-Boltzmann-Gleichung (BE) bestimmt.

Index Prozess Koeffizient

1 Ar[1p0] + e −→ Ar[1p0] + e BE

2, 3 Ar[1p0] + e←→ Ar∗ + e BE

4 Ar[1p0] + e −→ Ar+ + 2e BE

5 Ar∗ + e −→ Ar+ + 2e BE

6 Ar∗ + Ar∗ −→ Ar+ + e + Ar[1p0] 0.81× 10−9 cm3/s

7 Ar∗ −→ Ar[1p0] 106 s−1

Zur Untersuchung des Einflusses von Näherungen bei der Modellbildung, zum Ver-

gleich unterschiedlicher Fluid-Modelle und zum Test numerischer Methoden wird das

Referenzmodell einer anomalen Glimmentladung in Argon mit den in Tabelle A.5 zu-

sammengefassten Entladungsparametern verwendet.
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Tabelle A.5: Entladungsparameter des Referenzmodells

Parameter Bedeutung Wert

p Gasdruck 1 Torr

Tg Schwerteilchentemperatur 300 K

d Elektrodenabstand 1 cm

V0 angelegte Spannung −250 V

τΦ Einschaltzeit 10−9

γ Sekundärelektronenemission 0.06

εγ mittlere Energie der Sekundärelektronen 5 eV

re Reflexionskoeffizient der Elektronen 0.3

ri Reflexionskoeffizient der Ionen 5× 10−4

rm Reflexionskoeffizient der metastabilen Teilchen 0.3
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B Anhang zu Kapitel 2

B.1 Herleitung der allgemeinen Momentengleichung

Bei der Herleitung der allgemeinen Momentengleichung aus der Boltzmann-Gleichung

(2.4) wird im Folgenden der Index s und die rechte Seite unterdrückt, um die Notation

zu vereinfachen. Wird

∂tf + v · ∇f +
q

m
E · ∇vf = 0 (B.1)

mit Θ = Θ(v) multipliziert und über den Geschwindigkeitsraum integriert, resultiert

die Beziehung

∫

Θ∂tf dv +
∫

Θv · ∇f dv +
∫

Θ
q

m
E · ∇vf dv = 0 . (B.2)

Da Θ unabhängig von r und t ist und

v · ∇f = ∇ · (vf)− f∇ · v = ∇ · (vf) (B.3)

(da v unabhängige Variable) sowie

E · ∇vf = ∇v · (Ef)− f∇v ·E = ∇v · (Ef) (B.4)

(da E unabhängig von v) gilt, folgt

∂t

∫

Θf dv +∇ ·
∫

Θvf dv +
q

m

∫

Θ∇v · (Ef) dv = 0 (B.5a)

⇔ ∂t

∫

Θf dv +∇ ·
∫

Θvf dv +
q

m

∫ (

∇v · (ΘEf)− fE · ∇vΘ
)

dv = 0 (B.5b)

⇔ ∂t

∫

Θf dv +∇ ·
∫

Θvf dv +
q

m

∮

(ΘEf) · dσ −
∫

fE · ∇vΘ dv = 0 (B.5c)

⇔ ∂t

(

n〈Θ〉
)

+∇ ·
(

n〈Θv〉
)

− n q
m
〈E · ∇vΘ〉 = 0 . (B.5d)

Die Gleichung (B.5c) resultiert mit Verwendung des Gaußschen Integralsatzes. Das

Oberflächenintegral in dieser Gleichung ist identisch Null aufgrund der Beziehung

f ≡ 0 für vk = ±∞, k = x, y, z . (B.6)
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Diese muss gelten, da andernfalls die Verteilungsfunktion einen unendlichen Energie-

inhalt beschreiben würde.

B.2 Herleitung der Impulsbilanzgleichung für die Elektronen

Wird in die allgemeine Momentengleichung (2.6) die Funktion Θ = vk eingesetzt,

resultiert für die Elektronen (s = e) die Gleichung

∂t

(

nev̄k.e

)

+∇ ·
(

ne〈vkv〉e
)

+
e0

me

ne〈E · ∇vvk〉e

=
∫

vk

∑

h

(

Cel
h (fs) +

∑

r

C in
h,r(fs)

)

dv , (B.7)

wobei v̄e := 〈v〉e die mittlere Geschwindigkeit der Elektronen bezeichnet. Die rechte

Seite dieser Gleichung wird approximiert gemäß

∫

vk

∑

h

(

Cel
h (fs) +

∑

r

C in
h,r(fs)

)

dv ≈ −νeΓk,e . (B.8)

Hier bezeichnet νe die Impulsübertragungsfrequenz der Elektronen (vgl. Anhang B.5).

Mit Γk,e = nev̄k,e kann (B.7) umgeschrieben werden zu

∂tΓk,e +∇ ·
(

ne〈vkv〉e
)

= − e0

me

neEk − νeΓk,e . (B.9)

Wird im zweiten Term auf der linken Seite dieser Gleichung die Beziehung v = 〈v〉+ṽ

eingesetzt, resultiert wegen 〈ṽ〉 = 0 die Gleichung

∂tΓk,e +∇ ·
(

Γk,ev̄e +
pk,e

me

)

= − e0

me

neEk − νeΓk,e (B.10)

mit dem Spannungstensor pk,e = neme〈ṽk,eṽe〉e, k = x, y, z. Ist die Verteilungsfunk-

tion über die Relativgeschwindigkeit ṽe isotrop, gilt [25]

〈ṽ2
x〉e = 〈ṽ2

y〉e = 〈ṽ2
z〉e =

1

3
〈ṽ2〉e (B.11a)

〈ṽkṽl〉e = 0 für k 6= l und k, l = x, y, z (B.11b)

und somit pkl,e = peδkl mit dem skalaren Druck

pe =
1

3
neme〈ṽ2

e〉e . (B.12)
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Aufgrund der Relation

v2 = 〈v〉2 + 2〈v〉 · ṽ + ṽ2 ⇒ 〈v2〉 = 〈v〉2 + 〈ṽ2〉 (B.13)

kann pe wegen we = neme〈v2〉e/2 im Rahmen eines Drei-Momenten-Modells bestimmt

werden gemäß

pe =
2

3
we −

me

3
nev̄

2
e . (B.14)

Um zusammenzufassen, für die Teilchenstromdichte der Elektronen Γe = (Γx,e,Γy,e,Γz,e)

wird die Gleichung

∂tΓe +∇ ·
(

v̄e ⊗ Γe

)

+∇
(
pe

me

)

= − e0

me

neE − νeΓe (B.15)

mit dem Druck pe = (2we −menev̄
2
e )/3 und der mittleren Geschwindigkeit der Elek-

tronen v̄e = Γe/ne gelöst.

B.3 Herleitung der Energiebilanzgleichung für die Elektronen

Das Einsetzen von Θ = mev
2/2 in die allgemeine Momentengleichung (2.6) liefert für

die Energiedichte der Elektronen we = neme〈v2〉e/2 = neε die Gleichung

∂twe +∇ ·Qe + e0neE · v̄e = S̃e , (B.16)

mit der Energiestromdichte Qe = neme〈v2v〉e/2 der Elektronen. S̃e bezeichnet eine

geeignete Approximation des Energiegewinns und Energieverlusts durch Stoßprozes-

se. Die Energiestromdichte ist ein Moment dritter Ordnung und kann somit im Rah-

men eines Drei-Momenten-Modells nicht exakt bestimmt werden. Mit der Annahme

pkl,e = peδkl folgt für die Energiestromdichte

Qe = ne
me

2
〈v2v〉e (B.17a)

= ne
me

2
〈v2(v̄e + ṽe)〉e (B.17b)

= ne
me

2
〈v2〉v̄e + ne

me

2
〈v2ṽe)〉e (B.17c)

= wev̄e + ne
me

2
〈(v̄e + ṽe) · (v̄e + ṽe)ṽe)〉e (B.17d)

= wev̄e + neme〈(v̄e · ṽe)ṽe〉e + ne
me

2
〈ṽ2

e ṽe〉e (B.17e)

= (we + pe)v̄e + q̇e , (B.17f)
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wobei q̇e = neme〈ṽ2
e ṽe〉e/2 die Wärmestromdichte der Elektronen bezeichnet. Zur

Bestimmung der Energiedichte der Elektronen ergibt sich somit die Gleichung

∂twe +∇ ·
(

(we + pe)v̄e + q̇e

)

= −e0E · Γe + S̃e . (B.18)

B.4 Entwicklungsansatz zur Herleitung von Bilanzgleichungen

Wird (2.33) mit einer endlichen Anzahl Nl an Entwicklungstermen in die Boltzmann-

gleichung (2.4) eingesetzt und die Entwicklungskoeffizienten f̃l gemäß der Beziehung

fl(x, U, t) = 2π

(

2

me

)3/2

f̃l

(

x, |v|, t
)

(B.19)

in den Raum der kinetischen Energie U = mev
2/2 der Elektronen transformiert,

resultiert bei geeigneter Approximation der Stoßintegrale das System partieller Dif-

ferenzialgleichungen [26, 27]

(

me

2

)1/2

U1/2 ∂tf0(x, U, t) +
U

3
∂xf1(x, U, t)−

e0

3
E(x, t)∂U

(

Uf1(x, U, t)
)

− 2∂U

(
∑

h

me

mh

U2nhQ
d
h(U)f0(x, U, t)

)

+
∑

h

∑

r

UnhQ
in
h,r(U)f0(x, U, t)

=
∑

h

∑

r

(U + U in
h,r)nhQ

in
h,r(U + U in

h,r)f0(x, U + U in
h,r, t) (B.20a)

(

me

2

)1/2

U1/2 ∂tfl(x, U, t)

+
l

2l − 1
U

(

∂xfl−1(x, U, t)− e0E(x, t)U (l−1)/2∂U

(

U−(l−1)/2fl−1(x, U, t)
))

+
l + 1

2l + 3
U

(

∂xfl+1(x, U, t)− e0E(x, t)U−(l+2)/2∂U

(

U (l+2)/2fl+1(x, U, t)
))

= −
∑

h

Unh

(

Qd
h(U) +

∑

r

Qin
h,r(U)

)

fl(x, U, t) , 1 ≤ l ≤ Nl − 1 (B.20b)

fNl
(x, U, t) ≡ 0 (B.20c)

für die Entwicklungskoeffizienten fl, l = 0, . . . , Nl−1. Hier sind Qd
h,r und Qin

h,r verall-

gemeinerte Wirkungsquerschnitte elastischer und unelastischer Stöße mit Schwerteil-

chen der Spezies h, wobei angenommen wird, dass diese ruhen. Die rechte Seite der
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Gleichung (B.20a) beschreibt die Änderung der f0-Komponente aufgrund von un-

elastischen und superelastischen Stoßprozessen mit dem zugehörigen Energieverlust

U in
h,r, wobei U in

h,r für superelastische Stöße negativ ist. Unter der Annahme einer iso-

tropen Streuung in unelastischen Stößen verschwinden die entsprechenden Beiträge

für l ≥ 1.

Ist die Impulsdissipation in Stoßprozessen deutlich schneller als die Änderung des

elektrischen Feldes, kann die Zeitableitung in Gleichung (B.20b) für l = 1 vernach-

lässigt werden, so dass diese nach Uf1 aufgelöst werden kann. Einsetzen des entspre-

chende Ausdrucks in

Γe(x, t) =
∫

vfe(x,v, t) dv =
1

3

(

2

me

)1/2 ∫ ∞

0
Uf1(x, U, t) dU (B.21)

liefert die konventionelle Drift-Diffusionsnäherung

Γe(x, t) = −∂x

(

De(x, t)ne(x, t)
)

− be(x, t)E(x, t)ne(x, t) (B.22)

mit den Transportkoeffizienten (2.43a) und (2.43c). Die mittlere freie Weglänge le(U)

in diesen Ausdrücken ist gegeben durch

le(U) =

(
∑

h

nh

(

Qd
h(U) +

∑

r

Qin
h,r(U)

))−1

. (B.23)

Die Gleichheit der beiden Integralausdrücke in Gleichung (B.21) ergibt sich aus der

Orthogonalitätseigenschaft der Legendre-Polynome bezüglich des L2-Skalarproduktes

auf dem Intervall [−1, 1]. Diese führt dazu, dass die Terme nullter Ordnung und hö-

herer Ordnung als Eins der Legendre-Polynomentwicklung verschwinden.

Analog zu der Herleitung der Drift-Diffusionsnäherung für die Teilchenstromdichte

der Elektronen, kann die Näherung

Qe(x, t) = −∂x

(

D̃e(x, t)ne(x, t)
)

− b̃e(x, t)E(x, t)ne(x, t) (B.24)

für die Energiestromdichte

Qe(x, t) =
1

3

(

2

me

)1/2 ∫ ∞

0
U2f1(x, U, t) dU (B.25)

der Elektronen hergeleitet werden. Der Diffusionskoeffizient D̃e und die Beweglich-

keit b̃e für den Energietransport der Elektronen sind mit den Ausdrücken (2.43b)
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und (2.43d) gegeben. Wie die Teilchen- und Energietransportkoeffizienten in der Pra-

xis bestimmt werden, wird im Anhang B.5 angegeben.

Zur Herleitung des in Abschnitt 2.3.2 vorgestellten Vier-Momenten-Modells, wird die

Gleichung (B.20b) mit

1

3

(

2

me

)

U1/2 bzw.
1

3

(

2

me

)

U3/2 (B.26)

multipliziert und anschließend über den Energieraum integriert. Dieses Vorgehen

liefert mit den Beziehungen (B.21) und (B.25) die beiden Bilanzgleichungen

∂tΓe(x, t) + ∂x

(

2

3me

∫ ∞

0
U3/2

(

f0(x, U, t) +
2

5
f2(x, U, t)

)

dU

)

= − e0

me

Ene −
2

3me

∫ ∞

0
U3/2f1(x, U, t)

(

le(U)
)−1

dU (B.27)

∂tQe(x, t) + ∂x

(

2

3me

∫ ∞

0
U5/2

(

f0(x, U, t) +
2

5
f2(x, U, t)

)

dU

)

= −e0E
2

3me

∫ ∞

0
U3/2

(
5

2
f0(x, U, t) +

2

5
f2(x, U, t)

)

dU

− 2

3me

∫ ∞

0
U5/2f1(x, U, t)

(

le(U)
)−1

dU . (B.28)

Mit Einführung der Koeffizienten (2.36) und der Ausnutzung der Beziehungen

ne(x, t) =
∫ ∞

0
U1/2f0(x, U, t) dU (B.29)

we(x, t) =
∫ ∞

0
U3/2f0(x, U, t) dU (B.30)

ergeben sich die Gleichungen (2.35b) und (2.35d) des Systems (2.35). Die Teilchen-

und Energiebilanzgleichungen (2.35a) und (2.35c) sind in Übereinstimmung mit den

Gleichungen (2.28a) und (2.28c) des Drei-Momenten-Modells (2.28), können aber

auch unmittelbar aus (B.20) hergeleitet werden. Dazu wird die Gleichung (B.20a)

mit
(

2

me

)1/2

bzw.

(

2

me

)1/2

U (B.31)

multipliziert und anschließend über den Energieraum integriert. Die entsprechen-

den makroskopischen Bilanzgleichungen ergeben sich aus den Beziehungen (B.21)

und (B.29) bzw. (B.25) und (B.30).
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Werden die Zeitableitungen in (B.27) und (B.28) vernachlässigt, ergibt sich mit

den Koeffizienten (2.36) und (2.38) unmittelbar die quasistationäre Form (2.37) der

Teilchen- und Energiestromdichte.

B.5 Transport- und Ratenkoeffizienten

B.5.1 Transportkoeffizienten der Elektronen und Ratenkoeffizienten der

Elektron-Neutralteilchenstöße

Die Transportkoeffizienten der Elektronen und die Ratenkoeffizienten der Elektron-

Neutralteilchenstöße werden mittels der lokalen mittleren Energienäherung bestimmt.

Dazu wird das System (B.20) unter Vernachlässigung der Orts- und Zeitableitungen

für einen weiten Bereich reduzierter Feldstärken E/N gelöst. Die als Integrale über

die Lösungsgrößen fl gegebenen Transport- und Ratenkoeffizienten werden als Funk-

tion der entsprechenden mittleren Energie in einer Tabelle abgelegt. Zur Lösung des

Systems wird eine angepasste Variante des in [28] veröffentlichten Verfahrens ein-

gesetzt. Die Berechnung der Koeffizienten war nicht Gegenstand dieser Arbeit und

wurde von D. Loffhagen durchgeführt. Folgend werden die Ausdrücke aufgeführt,

nach denen die in dieser Arbeit verwendeten Koeffizienten bestimmt werden. Die

dabei auftretenden Entwicklungskoeffizienten und makroskopischen Größen sind der

jeweiligen Lösung für die gegebene elektrische Feldstärke zugehörig und unabhängig

vom Ort und von der Zeit.

• Diffusionskoeffizient der Elektronen (vgl. Abbildung B.1)

De =
1

3

(

2

me

)1/2 ∫ ∞

0
le(U)U

(

f0(U) +
2

5
f2(U)

)

dU
/

ne (B.32)

• Beweglichkeit der Elektronen (vgl. Abbildung B.1)

be = − 1

3E

(

2

me

)1/2 ∫ ∞

0
Uf1(U) dU

/

ne (B.33)

• Diffusionskoeffizient der Elektronenenergie (vgl. Abbildung B.1)

D̃e =
1

3

(

2

me

)1/2 ∫ ∞

0
le(U)U2

(

f0(U) +
2

5
f2(U)

)

dU
/

ne (B.34)
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• Beweglichkeit der Elektronenenergie (vgl. Abbildung B.1)

b̃e = − 1

3E

(

2

me

)1/2 ∫ ∞

0
U2f1(U) dU

/

ne (B.35)

• Impulsübertragungsfrequenz der Elektronen (vgl. Abbildung 2.6)

νe =
2

3me

∫ ∞

0
U3/2f1(U)

(

le(U)
)−1

dU
/

Γe (B.36)

• Dissipationsfrequenz der Elektronenenergiestromdichte (vgl. Abbildung 2.6)

ν̃e =
2

3me

∫ ∞

0
U5/2f1(U)

(

le(U)
)−1

dU
/

Qe (B.37)

• ξ-Koeffizienten der neuen Modellansätze (vgl. Abbildung B.2)

ξ1 =
4

15me

∫ ∞

0
U3/2f2(U) dU

/

ne (B.38)

ξ2 =
4

15me

∫ ∞

0
U3/2f2(U) dU

/
Γ 2

e

ne

(B.39)

ξ̃0 =
2

3me

∫ ∞

0
U5/2f0(U) dU

/

ne (B.40)

ξ̃1 =
2

3me

∫ ∞

0
U5/2

(

f0(U) +
2

5
f2(U)

)

dU
/

ne (B.41)

ξ̃2 =
4

15me

∫ ∞

0
U5/2f2(U) dU

/
QeΓe

ne

(B.42)

• Energieverlust in elastischen Stößen mit Schwerteilchen im Grundzustand (vgl.

Abbildung B.4)

P el = 2
me

mh

(

2

me

)1/2 ∫ ∞

0
U2NQd

h(U)f0(U) dU (B.43)

• Ratenkoeffizient eines unelastischen Elektron-Neutralteilchenstoßes mit einem

Schwerteilchen der Spezies h (vgl. Abbildung B.5)

kh,r =

(

2

me

)1/2 ∫ ∞

0
Uf0(U)Qin

h,r(U) dU
/

ne (B.44)
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Der hier verwendete Ausdruck für die Beweglichkeiten be und b̃e ergibt sich mit

der Annahme der räumlichen Homogenität unmittelbar aus der Gleichung (B.21)

bzw. (B.25). Bei der Bestimmung der Koeffizienten wurden die ersten acht Entwick-

lungskoeffizienten berücksichtigt.
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Abbildung B.1: Darstellung der Diffusionskoeffizienten und Beweglichkeiten der Elektro-

nen. Es ist Dε := D̃e/ε und bε := b̃e/ε.
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Abbildung B.2: Darstellung der ξ-Koeffizienten der neuen Modellansätze. Es ist ξ∗
k := ξ̃k/ε
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Abbildung B.3: Vergleich der Transportkoeffizienten der in Abschnitt 6.2.2 betrachteten

neuen (DDAn) und konventionellen (DDAk / DDA5/3) Drift-Diffusionsmodelle. Zum Ver-

gleich der Diffusionskoeffizienten wird für DDAn das Produkt des äußeren und des inneren

Diffusionskoeffizienzten gebildet.
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Abbildung B.4: Energieverlust in elastischen Stößen
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Abbildung B.5: Ratenkoeffizienten der Elektron-Neutralteilchenstoßprozesse
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B.5.2 Transportkoeffizienten der Schwerteilchen

Die Beweglichkeit der Ar+-Ionen sowie der Diffusionskoeffizient der metastabilen Ar-

gonatome wird nach Phelps und Petrović [29] bestimmt. Zur Bestimmung der Beweg-

lichkeit der Ar+
2 -Ionen wird auf Daten aus [30] zurückgegriffen. Die Beweglichkeiten

sind in Abhängigkeit von der reduzierten elektrischen Feldstärke E/N gegeben und

in Abbildung B.6 dargestellt. Die Diffusionskoeffizienten der Ionen werden bestimmt

gemäß der Einstein-Relation

Di =
kBTi

e0

bi . (B.45)

Der Diffusionskoeffizient der metastabilen Argonatome wird als konstant angenom-

men und hat den Wert NDm = 1.738× 1018 cm−1s−1).
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Abbildung B.6: Beweglichkeit der Ionen in Abhängigkeit von der reduzierten elektrischen

Feldstärke E/N
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Ausgehend von der Publikation [31] von Hagelaar et al. wird im Folgenden gezeigt,

wie der Term −∂x

(

Dene

)

in der Randbedingung

Γe · ν = (1− re)
(

J−beE · νne, 0K +
1

4
vth,ene −

1

2
∂x

(

Dene

)

· ν
)

− γ
∑

i

JΓi · ν, 0K (C.1)

mittels Substitution ersetzt werden kann, wenn die Drift-Diffusionsnäherung

Γe = −∂x

(

Dene

)

− beEne (C.2)

zur Bestimmung der Teilchenstromdichte verwendet wird. Multiplikation von (C.2)

mit der äußeren Einheitsnormalen ν und Gleichsetzen des resultierenden Ausdrucks

mit (C.1) liefert

− ∂x

(

Dene

)

· ν − beE · νne

= (1− re)
(

J−beE · νne, 0K +
1

4
vth,ene −

1

2
∂x

(

Dene

)

· ν
)

− γ
∑

i

JΓi · ν, 0K

⇔ − 1

2
∂x

(

Dene

)

· ν
(

2− (1− re)
)

= beE · νne

+ (1− re)
(

J−beE · νne, 0K +
1

4
vth,ene

)

− γ
∑

i

JΓi · ν, 0K

⇔ − 1

2
∂x

(

Dene

)

· ν(1 + re) = beE · νne

+ (1− re)
(

J−beE · νne, 0K +
1

4
vth,ene

)

− γ
∑

i

JΓi · ν, 0K

⇔ − 1

2
∂x

(

Dene

)

· ν =
1

1 + re

beE · νne

+
1− re

1 + re

(

J−beE · νne, 0K +
1

4
vth,ene

)

− γ

1 + re

∑

i

JΓi · ν, 0K . (C.3)
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Wird (C.3) in (C.1) eingesetzt folgt

Γe · ν = (1− re)

(

J−beE · νne, 0K +
1

4
vth,ene

+
1

1 + re

beE · νne +
1− re

1 + re

(

J−beE · νne, 0K +
1

4
vth,ene

)

− γ

1 + re

∑

i

JΓi · ν, 0K
)

− γ
∑

i

JΓi · ν, 0K

=
1− re

1 + re

(

J−beE · νne, 0K(1 + re) + J−beE · νne, 0K(1− re) + beE · νne

+
1

4
vth,ene(1 + re) +

1

4
vth,ene(1− re)

)

− 2γ

1 + re

∑

i

JΓi · ν, 0K

=
1− re

1 + re

(

|beE · νne|+
1

2
vth,ene

)

− 2γ

1 + re

∑

i

JΓi · ν, 0K . (C.4)

Der Ausdruck (C.4) kann bei Verwendung der Drift-Diffusionsnäherung als Rand-

bedingung für die Teilchenbilanzgleichung der Elektronen gesetzt werden. Die Her-

leitung einer entsprechenden Randbedingung bei Verwendung der neuen Drift-Diffu-

sionsnäherung (2.37) erfolgt analog. Ebenso kann die Randbedingung (4.26) für die

Teilchenstromdichte der Schwerteilchen äquivalent umgeformt werden zu (4.28).
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D.1 Herleitung von EFCT

Das Einsetzen von uk
j = ξkeijβ mit dem Phasenwinkel β = k̄∆x in das Differenzen-

schema (5.28) liefert die Gleichung

ξk+1eijβ = ξkeijβ − C

2
ξk
(

ei(j+1)β − ei(j−1)β
)

+ (ζ − µ)ξk
(

ei(j+1)β − 2eijβ + ei(j−1)β
)

+ µ
C

2
ξk
(

ei(j+2)β − 2ei(j+1)β + 2ei(j−1)β − ei(j−2)β
)

− µηξk
(

ei(j+2)β − 4ei(j+1)β + 6eijβ − 4ei(j−1)β + ei(j−2)β
)

. (D.1)

Division beider Seiten dieser Gleichung durch ξkeijβ liefert für den Verstärkungsfaktor

G = ξk+1/ξk des Differenzenschemas den Ausdruck

G = 1− C

2

(

eiβ − e−iβ
)

+ (ζ − µ)
(

eiβ − 2 + e−iβ
)

+ µ
C

2

(

e2iβ − 2(eiβ − e−iβ)− e−2iβ
)

− µη
(

e2iβ − 4(eiβ + e−iβ) + 6 + e−2iβ
)

. (D.2)

Mit Ausnutzung der aus der Eulerschen Formel

eiϕ = cos(ϕ) + i sin(ϕ) (D.3)

resultierenden Beziehungen

eiϕ + e−iϕ = 2 cos(ϕ) und eiϕ − e−iϕ = 2i sin(ϕ) , (D.4)
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kann (D.2) vereinfacht werden zu

G = 1− 2(ζ − µ)
(

1− cos(β)
)

− 2µη
(

3− 4 cos(β) + cos(2β)
)

− iC
(

(1 + 2µ) sin(β)− µ sin(2β)
)

. (D.5)

Um den Amplitudenfehler

Eamp(k̄) = 1− |G(k̄)|2 (D.6)

des Differenzenschemas (5.28) zu bestimmen, muss das Quadrat des Betrages |G|2 =

G · G ausgewertet werden, wobei G die komplex Konjugierte von G bezeichnet. Die

Funktion |G|2 ist hier gegeben durch

|G|2 =
(

1− 2(ζ − µ)
(

1− cos(β)
)

− 2µη
(

3− 4 cos(β) + cos(2β)
))2

+ C2
(

(1 + 2µ) sin(β)− µ sin(2β)
)2

. (D.7)

Zur Bestimmung des Phasenfehlers wird der Ausdruck

tan
(

k x̄n(k̄)
)

= −
Im
(

G(k̄)
)

Re
(

G(k̄)
) (D.8)

genauer untersucht. Die Entwicklung von Sinus, Kosinus und Arkustangens in einer

Taylorreihe liefert für den Amplitudenfehler und den Phasenfehler die Abschätzun-

gen1

Eamp(k̄) =
(

−C2 − 2µ+ 2ζ
)

β2

+
1

6

(

C2(2− 12µ)− 6µ2 − ζ(1 + 6ζ) + µ
(

1 + 12(η + ζ)
))

β4 +O(β6)

(D.9)

Eph(k̄) =

(

−1

6
− C2

3
+ ζ

)

β2

+

(

1

120
+
C4

5
+ ηµ+ C2

(
1

6
− ζ

)

− ζ

4
− µζ + ζ2

)

β4 +O(β5) . (D.10)

1Die Berechnungen dieser Ausdrücke wurde mit dem Computeralgebrasystem Mathematica

durchgeführt.
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Das Nullsetzen der Terme zweiter Ordnung in (D.9) sowie der Terme zweiter und

vierter Ordnung in (D.10) liefert die optimalen Parameter

ζ =
1

6

(

1 + 2C2
)

, µ =
1

6

(

1− C2
)

und η =
1

5

(

1 + C2
)

. (D.11)

D.2 Monotone Matrizen

Eine reguläre Matrix A heißt monoton wenn A−1 ≥ 0 ist. Es gilt [32, 33]

A−1 ≥ 0 ⇔
(

Au ≥ 0 ⇒ u ≥ 0
)

. (D.12)

Eine monotone Matrix A wird als M-Matrix bezeichnet, wenn Aij ≤ 0∀ j 6= i ist. Die

gleichzeitige Gültigkeit der folgenden Bedingungen ist eine hinreichende Bedingung

dafür, dass A eine M-Matrix ist:

1. Alle Diagonalelemente von A sind positiv, das heißt es ist

Aii > 0 ∀ i . (D.13a)

2. Alle Nebendiagonalelemente von A sind nicht positiv, das heißt es ist

Aij ≤ 0 ∀ j 6= i . (D.13b)

3. A ist strikt diagonaldominant, das heißt es ist

∑

j

Aij > 0 ∀ i . (D.13c)

D.3 Modifizierter Thomas-Algorithmus

Wird zur Lösung linearer Gleichungssysteme mit Tridiagonalmatrix der Thomas-

Algorithmus verwendet, muss dieser modifiziert werden, um in impliziten Zeitschritt-

verfahren Randwerte mittels Extrapolation bestimmen zu können.

Zur Herleitung einer entsprechenden Modifikation wird ein N -dimensionales linea-
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res Gleichungssystem der Form

b1x1 + c1x2 + γx3 = d1 (D.14)

aixi−1 + bixi + cixi+1 = di i = 2, . . . , N − 1 (D.15)

αxN−2 + aNxN−1 + bNxN = dN (D.16)

betrachtet. Der Thomas-Algorithmus führt für i = 1, . . . , N sukzessiv folgende Schrit-

te aus:

1. Teile die i-te Gleichung durch b̃i

2. subtrahiere das ai+1-fache der i-ten Gleichung von der i+ 1-ten Gleichung

Dieses Vorgehen liefert explizite Ausdrücke für alle xi, i = 1, . . . , N , die ausschließlich

von xj mit j > i abhängen, so dass mittels Rückwärtssubstitution anschließend alle

xi bestimmt werden können. Für i = 1 folgt

x1 +
c1

b1

x2 +
γ

b1

=
d1

b1

. (D.17)

Subtraktion des a2-fachen dieser Gleichung von der Gleichung für x2 liefert

a2x1 + b2x2 + c2x3 − a2

(

x1 +
c1

b1

x2 +
γ

b1

x3

)

= d2 − a2
d1

b1

(D.18)

⇔
(

b2 − a2
c1

b1

)

x2 +
(

c2 − a2
γ

b1

)

x3 = d2 − a2
d1

b1

(D.19)

⇔ b̃2x2 + c̃2x3 = d̃2 (D.20)

mit

b̃2 = b2 − a2
c1

b1

(D.21)

c̃2 = c2 − a2
γ

b1

(D.22)

d̃2 = d2 − a2
d1

b1

. (D.23)

Der zusätzliche Koeffizient γ ist somit bei der Bestimmung von c̃2 zu berücksichtigen.

Um die nötige Modifikation zur Berücksichtigung des zusätzlichen Terms αxN−2

abzuleiten, wird die Gleichung zur Bestimmung von xN

αxN−2 + aNxN−1 + bNxN = dN (D.24)
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betrachtet. Hier müssen xN−2 und xN−1 eliminiert werden. Die entsprechenden ex-

pliziten Ausdrücke ergeben sich zu

xN−2 + c̃N−2xN−1 = d̃N−2 (D.25)

xN−1 + c̃N−1xN = d̃N−1 . (D.26)

Mit Subtraktion des c̃N−2-fachen der Gleichung (D.26) von Gleichung (D.25) folgt

xN−2 + c̃N−2xN−1 − c̃N−2xN−1 − c̃N−2c̃N−1xN = d̃N−2 − c̃N−2d̃N−1 (D.27)

⇔ xN−2 − c̃N−2c̃N−1xN = d̃N−2 − c̃N−2d̃N−1 . (D.28)

Die Subtraktion des α-fachen der Gleichung (D.28) und des aN -fachen der Gleichung

(D.26) von Gleichung (D.24) liefert

(

bN − aN c̃N−1 + αc̃N−2c̃N−1

)

xN

= dN −
(

aN − αc̃N−2

)

d̃N−1 − αd̃N−2 (D.29)

⇔ xN =
d̃N

b̃N

(D.30)

mit

b̃N = bN − aN c̃N−1 + αc̃N−2c̃N−1 (D.31)

d̃N = dN −
(

aN − αc̃N−2

)

d̃N−1 − αd̃N−2 . (D.32)

Somit müssen die Gleichungen zur Bestimmung von b̃N und d̃N gemäß (D.31) und

(D.32) modifiziert werden.
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E Anhang zu Kapitel 6

In Abschnitt 6.4 wurde das raumzeitliche Verhalten einer Atmosphärendruckglimm-

entladung untersucht. Dabei wurde bei der Darstellung der Ladungsträgerdichten

sowie der Ionisations- und Rekombinationsraten ein Ausschnitt des Entladungsspalts

gezeigt. Die Abbildung E.1 veranschaulicht die entsprechenden Ergebnisse für das ge-

samte Entladungsgebiet. Wie im Text bereits diskutiert, sind sowohl die Teilchendich-

ten als auch die Raten außerhalb eines kleinen Bereichs vor den Elektroden räumlich

homogen. Das Kathodengebiet bei x = 0 wurde im Abschnitt 6.4 genauer untersucht.

Auf das Anodengebiet soll hier nicht weiter eingegangen werden.
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Abbildung E.1: Teilchendichten der Ladungsträger (links) sowie Elektronenerzeugungs-

und Elektronenvernichtungsprozesse (rechts) bei t = 10 ns (Startphase), t = 15 ns (Zünd-

phase) und t = 60 ns (quasistationärer Zustand)
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