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Kapitel 1

Einleitung

Der Ablauf von technischen und physikalischen Prozessen kann in vielen Fäl-
len beeinflusst werden. In der dazugehörigen mathematischen Formulierung wird
diese Tatsache durch Parameter und Funktionen ausgedrückt, die innerhalb von
bestimmten Grenzen frei wählbar sind. In der Dissertation wird ein Problem
dieser Art aus der Mechanik behandelt, speziell aus dem Gebiet der linearen
Elastizitätstheorie. In dieser Theorie geht es um elastische Verformungen von
Körpern. Dabei kann auf die Verformung des Körpers direkt Einfluss genommen
werden durch gezielte Veränderung der Kerngrößen des physikalischen Vorgangs.
Unter den Kerngrößen verstehen wir z.B. die Materialparameter (Dichte), den
Temperatureinfluss während des Verformungsvorgangs oder die Veränderung
der Form (Dicke des Materials, Formänderung des Körpers). Durch die geziel-
te Veränderung der Kerngrößen können neue Zielvorgaben formuliert werden.
Ein einfaches Beispiel wäre die Veränderung der Dichte, um die Deformation bei
Krafteinwirkung zu minimieren. Wie z.B. in der Praxis kann dies durch geeigne-
te Kombinationen von mehreren Materialien erreicht werden, siehe Automobil-
Industrie. Mit Problemstellungen dieses Typs befasst sich das Gebiet der opti-
malen Steuerung. Die Aufgaben der optimalen Steuerung haben in der Regel
folgende Struktur:

• Vorgelegt ist eine Gleichung, oft eine Differenzialgleichung, die einen tech-
nischen / physikalischen oder auch chemischen Prozess beschreibt, wobei
eine oder mehrere Größen (Steuerungen) veränderbar sind.

• Gesucht sind die Steuerungen, die zusammen mit der Differenzialgleichung
dem gegebenen Zielfunktional (Zielstellung) einen möglichst kleinen Wert
erteilen.

• Die Wahl der Steuergrößen kann noch zusätzlichen Bedingungen (Be-
schränkungen des Steuergebietes) oder weiteren in der Regel einfacheren
Gleichungen unterworfen sein.

In der Literatur ist es üblich, die Optimalsteuerungsaufgaben nach Klasse der
zugrunde liegenden Gleichung zu unterscheiden. Die Optimalsteuerungsaufge-
ben in der linearen Elastizitätstheorie werden unter dem Thema Shape Optimi-
zation bzw. Topologie Optimization zusammengefasst.
Erste Arbeiten zu dieser Thematik, sowie auch der Modellierung dieser Proble-
me wurden in den Büchern von R. Hill (1950) und St. P. Timoshenko (1932)
dargelegt. An der estnischen Universität in Tartu publizierten Ü. Lepik (1982),
T. Lepikult (1987) und J. Lellep (1997) bereits Arbeiten zu dieser Thematik. In
einer Kooperation mit der Universität Greifswald sind Probleme dieser Frage-
stellung von T. Lepikult, W. Schmidt und H. Werner (1999) mit der bekannten
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2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

Software Gesop gelöst und die Ergebnisse publiziert worden. Weiterhin ist in
dieser Historie auch G. Olenev zu erwähnen, welcher die plastischen Verformun-
gen von Zylinderschalen unter Krafteinwirkung untersuchte. J. Lellep (1997)
entwickelte Optimierungs-Prozeduren für Zylinderschalen mit stückweise linea-
rer Geometrie. Als Vertreter aktueller Arbeiten zu der Thematik Shape Opti-
mization bzw. Topologie Optimization sind J. Sprekels und D. Tiba zu nennen,
welche sich mit ähnlicher Problemstellung bei elliptischen Gleichungen vierter
Ordnung beschäftigen. In der Literaturliste findet man weitere Bücher und Ver-
öffentlichungen von Autoren, die in diesem Bereich Forschung betreiben.
In dieser Dissertation wird die Wirkung der Kraft auf ein Zylinderrohr betrach-
tet. Als Resultat dieser Krafteinwirkung wird das Zylinderrohr deformiert. Um
dieser Deformation entgegen zu wirken, wird die Dicke des Rohres gezielt verän-
dert. Somit ergibt sich als Zielsetzung (Zielfunktional ZF), eine Dicke des Rohres
zu bestimmen, bei welcher die Deformation minimal wird. Der zugrundeliegen-
de physikalische Vorgang wird durch eine partielle Differenzialgleichung (NB)
mit Rand- (RB) und Anfangsbedingungen (AB) beschrieben. Als zusätzliche
Bedingung verlangen wir, dass das Volumen des Rohres konstant bleibt (BS).
Diese Bedingung (Volumenbedingung) ist eine typische Forderung aus der Pra-
xis. Um für die Praxis taugliche Lösungen zu erzeugen, sollte die Dicke nur in
festgelegten Grenzen variieren (BS).
Diese Aufgabenstellung wurde von J. Lellep (Universität Tartu) als mathema-
tisches Problem formuliert:

Zf: min
u∈Uad

J(w) := min
u∈Uad

∫ 1

0
w(x, T ) dx

NB: ∂2
tw(x, t) +

a

ρµ
∂4
xw(x, t) +

b

R2µ
w(x, t) =

f(x, t)

µ

(x, t) ∈ (0, 1)× (0, T ] (1.1)

RB: w(0, ·) = w(1, ·) = ∂2
xw(0, ·) = ∂2

xw(1, ·) = 0

AB: w(·, 0) = ∂tw(·, 0) = 0

BS: Uad = {u ∈ L∞(Ω), ua ≤ u(x) ≤ ub, f.ü. in (0, 1),

ua, ub ∈ R+ \ {0},
∫ 1

0
u(x) dx = C

}

mit den Vereinbarungen

a :=
Eu3

12(1− ν2)
b :=

2Eu

R
µ := 2π(R+ u)ρ.

Die Parameter E, ν, ρ sind festgelegte Konstanten, die von dem jeweiligen ver-
wendeten Material abhängig sind, unter dem Parameter R verstehen wir den
Radius des Zylinderrohres. Im Kapitel 2 werden dazu nähere Details vermittelt.

Ziel dieses Optimalsteuerungsproblems ist es, die Auslenkung (Deformation)
w(·, T ) zu einer ausgezeichneten Zeit T zu minimieren. Die zugrundeliegende
PDE ist eine sogenannte instationäre Gleichung (zeitabhängige Gleichung) und
sie beschreibt den Einfluss der Dicke, des Materials und der Krafteinwirkung auf
die Deformation w. Die Bedingung des konstanten Volumens wird in die Men-
ge Uad der zulässigen Steuerungen aufgenommen. Diese Beschränkungen sind
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Praxis konform, um „negative“ bzw. Null- Dicken zu vermeiden, die sich bei
der Lösung des Optimalsteuerungsproblems ergeben könnten. Durch die obe-
re Begrenzung werden nicht zulässige Lösungen vermieden, welche eine Dicke
erlauben, die größer als der verwendete Durchmesser des Zylinderrohres ist.
Unter Benutzung der dynamischen Optimierung wurden von V. Ashmyakow
erste Lösungen präsentiert [1]. Bei dieser Arbeit wurde die Vereinfachung ge-
troffen, dass die Dicke u auf Teilen des Zylinderrohres als konstant betrachtet
wird, wodurch sich die Nebenbedingung (NB) vereinfacht und die partielle Diffe-
renzialgleichung in ein System von gewöhnlichen Differenzialgleichungen trans-
formiert wurde. Diese Vereinfachungen werden in der vorliegenden Dissertation
nicht getroffen, wie aus dem Kapitel 2 ersichtlich wird.
In dieser Dissertation ist eine Zielstellung das Auffinden einer optimalen Dicke
u im numerischen Sinne, welche zulässig ist. Als weitere Zielstellung werden
notwendige Bedingungen erster Ordnung für die optimale Lösung u hergelei-
tet und bewiesen. Die numerisch berechnete optimale Dicke u wird durch die
notwendigen Bedingungen erster Ordnung auf Optimalität getestet. Diese Ziel-
stellungen werden bei unterschiedlichen Problemstellungen (Zielfunktionale /
Differenzialgleichungen) untersucht und numerische Ergebnisse präsentiert.
Wir beginnen zunächst im Kapitel 2 mit der Modellierung des vorgelegten phy-
sikalischen Problems aus Grundgleichungen der Mechanik. Zur Modellierung be-
nutzen wir die Hypothesen von Mindlin und Reissner und erhalten als Resultat
Modellgleichungen für dicke bzw. dünne Zylinderschalen. Weiterhin lassen wir
die Geometrie des Körpers in die Modellierung mit einfließen. Durch die entspre-
chende Wahl der Grundgleichung werden Modellgleichungen für den stationären
Fall (zeitunabhängig) und den instationären Fall (zeitabhängig) berechnet.
Das Kapitel 3 beschäftigt sich mit den Nemytskij-Operatoren. Die Verwendung
dieser Operatoren ermöglicht uns einen einfacheren Umgang mit den Nichtli-
nearitäten bezüglich der Steuerung u in den Optimalsteuerungsproblemen. Es
werden wichtige Definitionen und Sätze zur Differenzierbarkeit der Nemyzki-
Operatoren bezüglich des Raumes L∞ dargelegt.
Im Kapitel 4 widmen wir uns dem einfacheren Optimalsteuerungsproblem, dem
stationären Fall. Dieser beinhaltet als Prozess-Gleichung eine gewöhnliche Diffe-
renzialgleichung vierter Ordnung. Es werden die notwendigen Bedingungen ers-
ter Ordnung hergeleitet und bewiesen. Wir gehen auf die Existenz der schwachen
Lösung der Zustandsgleichung ein.
Im Kapitel 5 wird der instationäre Fall betrachtet, wobei wir wieder zunächst die
Existenz der schwachen Lösung der Zustands-Gleichung darlegen. Um mit dem
ursprünglichen Modell aus Tartu (1.1) konform zu bleiben, wird die zugehörige
Nebenbedingung (Kapitel 2) vereinfacht und damit ein etwas einfacheres Opti-
malsteuerungsproblem betrachtet. Für diese zwei Probleme werden analog zum
stationären Fall die notwendigen Bedingungen erster Ordnung hergeleitet und
bewiesen. In diesem Kapitel werden wir auch Modifikationen des Zielfunktionals
betrachten und dazu die notwendigen Bedingungen erster Ordnung herleiten.
In Kapitel 6 und 7 wird die numerische Implementierung angegeben. Diese Im-
plementierung erfolgt in der Numerik-Software Matlab, wo wir unter Benut-
zung der Finite Elemente Methode numerische Lösungen der Zustands-
Gleichungen berechnen, welche wir als Input für einen Optimierungs solver be-
nötigen. Für die diskrete Lösung des Optimalsteuerungsproblems verwenden
wir das Tool fmincon aus der Optimization Toolbox. Die numerische Auswer-
tung der Gültigkeit der notwendigen Bedingungen erster Ordnung, bezüglich
der diskreten Lösung uh, wird ebenfalls in diesen Kapiteln behandelt. Mit die-
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sen numerischen Implementierungen werden Beispiel-Probleme gerechnet und
deren Lösungen in grafischer Form präsentiert.
Im letzen Kapitel werden die Eckpunkte der Dissertation zusammengefasst und
ein Ausblick auf weiterführende Problemstellungen dargelegt.



Kapitel 2

Modellierung des Problems

Viele praktische Probleme beschäftigen sich mit Deformationen von Körpern,
die durch den Einfluss von Kräften entstehen. Praktische Beispiele sind das
Durchbiegen von Fußböden, Schwingungsverhalten von Brücken, Verformun-
gen, die bei der Bearbeitung von Metallen auftreten und Crash-Tests in der
Fahrzeugindustrie. Diese praktischen Probleme werden in der Elastizitätstheorie
analysiert. Aus einfachen Grundgleichungen der Mechanik (Kräftegleichgewicht,
Spannungsverhalten des Materials) und unter Berücksichtigung der geometri-
schen Eigenschaften der Körper können die erwähnten Probleme relativ einfach
modelliert werden. Als Resultat erhalten wir Gleichungen zur Bestimmung der
Lösung (Deformation) des Problems.

2.1 Einführung in die Elastizitätstheorie

Wir beginnen mit einigen theoretischen Betrachtungen zur linearen Elastizi-
tätstheorie, wobei wir uns an den Formalismus von [2] halten. In den folgenden
Abschnitten werden die Grundgleichungen beschrieben, die wir zur Herleitung
des Zylinderschalen-Modells nutzen werden.

In der Elastizitätstheorie betrachten wir den Zustand von Körpern unter Einwir-
kung von Kräften. Von besonderem Interesse sind die Verzerrungen und Span-
nungen, die durch Deformationen erzeugt werden.

2.1.1 Kinematik

Für einen Körper sei eine Referenzkonfiguration Ω ⊂ R3 bekannt. Mit Ω be-
zeichnen wir den Abschluss einer beschränkten, offenen Menge Ω. Die Menge
Ω bezeichnet den spannungsfreien Zustand des Körpers. Der aktuelle Zustand
wird durch eine Abbildung

φ : Ω → R3

definiert. φ(x) beschreibt den Ort des Punktes, der sich im Referenzzustand am
Ort x befindet. Man setzt

φ := Id+ y (identische Abb. + „kleine“ Verschiebung). (2.1)

Die Starrkörperbewegungen, also Translation und orthogonale Transformation,
ändern den Spannungszustand nicht. Die Funktion φ wird als genügend glatt
vorausgesetzt. Eine Deformation liegt vor, wenn

det(∇φ) > 0

5
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gilt, ∇φ ist der Deformationsgradient. Für lokale Änderungen der Längen (Ver-
schiebungen) ist die Matrix

C := ∇φT∇φ

ausschlaggebend. C heißt Cauchy-Green’scher Verzerrungstensor. Unter einem
Tensor verstehen wir die Verallgemeinerung von Skalaren (Tensor nullter Stufe),
Vektoren (Tensor erster Stufe) und Matrizen (Tensor zweiter Stufe). Die durch

E :=
1

2
(C − I)

definierte Abweichung von der Identität bezeichnet man als Verzerrung. Durch
Einsetzen von (2.1) in den Cauchy-Green’schen Verzerrungstensor erhält man

Eij =
1

2

(
∂yi
∂xj

+
∂yj
∂xi

)
+

1

2

∑

k

∂yi
∂xk

∂yj
∂xk

.

In der linearen Theorie werden die quadratischen Terme vernachlässigt und es
ergeben sich als Näherung die symmetrischen Ableitungen

εij =
1

2

(
∂yi
∂xj

+
∂yj
∂xi

)
, (2.2)

als Komponenten des linearen Verzerrungstensors (strain tensor) ε. Die Kom-
ponenten von ε haben folgende Bedeutung:

1. εii beschreiben die Änderungen der Längen in den 3 Raumrichtungen.

2. εij , i 6= j beschreiben die Winkeländerung bezüglich des Koordinatensys-
tems.

2.1.2 Gleichgewichtsbedingungen

In der Mechanik wird der Einfluss der Kräfte axiomatisch behandelt. Es wird
angenommen, dass die Kräfte-Wechselwirkungen vollständig zurückgeführt wer-
den können auf

(a) flächenhaft verteilte Kräfte

(b) volumenhaft verteilte Kräfte.

Die Volumenkräfte f : Ω → R3 liefern im Volumenelement dV die Kraft f dV .
Die Flächenkräfte sind durch eine Funktion t : Ω × S2 → R3 spezifiziert (S2

ist die Einheitssphäre im R3). Sei V eine beliebige, hinreichend glatt berandete
Teilmenge von Ω und dA ein Oberflächenelement mit der Normalen n, dann lie-
fert das Flächenelement dA einen Beitrag t(x,n)dA zur Kraft, der auch von der
Richtung der Normalen abhängen kann. Der Vektor t(x,n) heißt Cauchy’scher
Spannungsvektor.
Das zentrale Axiom der Mechanik besagt, dass alle Kräfte und Momente sich
im Gleichgewichtszustand zu Null addieren. Dies beinhaltet auch die Flächen-
und Volumenkräfte.
Axiom des statischen Gleichgewichts : Der Körper B ∈ R3 befinde sich
unter den (Volumen-) Kräften f im Gleichgewicht. Dann existiert ein Vektorfeld
t auf B × S2, so dass in jeder Teilmenge V ⊂ B

∫

V
f(x) dV +

∫

∂V
t(x,n) d∂V = 0

∫

V
x× f(x) dV +

∫

∂V
x× t(x,n) d∂V = 0
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gilt (× ist das Vektorprodukt im R3). Nun lässt sich mit dem Satz von Cauchy
die Abhängigkeit von der Normalen n genauer angeben.

Satz 2.1.1. Seien t(.,n) ∈ C(B,R3), t(x, .) ∈ C0(S2,R3) und f ∈ C(B,R3) im
Gleichgewichtszustand. Dann gibt es ein symmetrisches Tensorfeld T ∈ C(B,S3)
mit folgenden Eigenschaften:

t(x,n) = n · T(x) x ∈ B, n ∈ S2

divT(x) + f(x) = 0 x ∈ B

T(x) = TT (x) x ∈ B.

Hierbei wird mit S3 die Menge aller symmetrischen 3 × 3 Matrizen und der
Tensor T als Cauchy’scher Spannungstensor bezeichnet.

Die wesentliche Aussage dieses Satzes ist die Darstellung des Spannungsvektors
durch den Tensor. Aus dem Gauß’schen Integralsatz folgt die Gleichgewichtsbe-
dingung

∫

V
f(x) dV +

∫

∂V
n · T(x) d∂V =

∫

V
{f(x) + div T(x)} dV = 0.

Dies ist die Ausgangsgleichung für die Modellierung des stationären Falls.

2.1.3 Kinematische Grundgleichung für den instationären Fall

Der Impuls in der Newton’schen Mechanik beschreibt den Zusammenhang der
Masse und der zugehörigen Geschwindigkeit. Unter Geschwindigkeit verstehen
wir die Ableitung der Verschiebung y bezüglich der Zeit. Der Impulserhaltungs-
satz besagt, dass die zeitliche Änderung des Impulses (entspricht der zweiten
Ableitung Verschiebung bezüglich der Zeit) gleich der Summe der wirkenden
Kräfte und Momente ist:

∫

V
ρ ∂2

t y(x, t) dV =

∫

V
f(x, t) dV +

∫

∂V
t(x, t,n) d∂V.

Unter f verstehen wir in diesem Fall die äußeren Volumenkräfte, die auf das
elastische Medium wirken. Mit Hilfe des Spannungstensors T können wir das
Oberflächenintegral umformen zu

∫

∂V
t(x, t,n) d∂V =

∫

∂V
n · T(x, t) d∂V.

Die Anwendung des Gauß’schen Integralsatzes liefert das Volumenintegral
∫

∂V
n · T(x, t) dS =

∫

V
divT(x, t) dV.

Da das Kräftegleichgewicht für beliebige Volumina gilt, folgt daraus die Impuls-
bilanzgleichung (Bewegungsgleichung des elastischen Kontinuums):

ρ ∂2
t y(x, t) = divT(x, t) + f(x, t)

für x ∈ R3 und der Zeit t ∈ (0, T ] und analog der zeitunabhängige Fall (statio-
näre Fall)

divT(x) + f(x) = 0.

Diese Impulsbilanzgleichung ist Ausgangspunkt für die Modellierung des insta-
tionären Falls.
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2.1.4 Die Piola-Transformation [2]

Die Gleichgewichtsbedingungen sind in den Koordinaten des deformierten Kör-
pers formuliert. Diese sind unbekannt und es wird eine Transformation auf den
Referenzzustand durchgeführt. Sei xR der Referenzzustand, man setzt:

x = φ(xR)

dx = det(∇φ)dxR (Volumenelement)
f(x) = det(∇φ)−1fR(xR).

Wir setzen voraus, dass die Massenpunkte durch die Deformation nicht an einen
Ort mit geändertem Kraftfeld geraten. Die Transformation des Spannungsten-
sors ist etwas komplexer

div RTR + fR = 0 mit TR := det(∇φ)T(∇φ)−T ,

wobei TR der erste Piola-Kirchhoff’schen Spannungstensor ist. Dieser ist im
Gegensatz zu T nicht mehr symmetrisch. Zur Symmetriesierung wird der zweite
Piola-Kirchhoff’sche Spannungstensor

ΣR := det(∇φ)(∇φ)−1T(∇φ)−T

definiert. Bei kleinen Deformationen, die wir im weiteren nur betrachten wollen,
sind die Unterschiede vernachlässigbar. Für ΣR benutzen wir die Näherung σ
und diese erfüllt auch den Satz von Cauchy:

div σ(x) + f(x) = 0 x ∈ B

σ(x) = σT (x) x ∈ B.

Für ausführlichere Details zu Spannungstensoren sei auf [7] verwiesen.

2.1.5 Lineare Materialgesetze

In diesem Unterabschnitt beschreiben wir die Zusammenhänge des Verzerrungs-
tensors ε und des Spannungstensors σ unter Berücksichtigung des verwendeten
Materials. Das verallgemeinerte lineare Materialgesetz von Hooke lautet

σ = 2µ ε+ λ(spur (ε)) · I

mit den Lamé-Konstanten λ, µ (Materialparameter) und dem identischen Tensor
I. Man beachte, dass in (2.2) näherungsweise

spur (ε) = divy

gilt und die Lamé-Konstante λ die Spannungsänderung infolge von Dichteände-
rungen beschreibt. Es bestehen folgende Zusammenhänge:

λ =
Eν

(1 + ν)(1− 2ν)
, 2µ =

E

1 + ν

mit dem Elastizitätsmodul E und der Querkontraktion ν (Poisson Zahl), die
durch das verwendete Material spezifiziert sind.
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2.1.6 Die Hypothesen von Mindlin und Reissner

In unserer Aufgabe betrachten wir die Deformation eines Zylinderrohres. Die
Gleichungen zur Berechnung der Deformation können wir unter Benutzung der
Schalen-Theorie herleiten und wir verwenden dazu die Hypothesen von Mindlin
und Reissner. In diesem Unterabschnitt wollen wir auf diese Hypothesen kurz
eingehen und diese am Beispiel einer dünnen Platte erläutern.
Wir betrachten eine dünne Platte P mit konstanter Dicke u, deren Mittelebene
Ω mit der (x1, x2)-Ebene übereinstimmt,

P := Ω×
(
−u

2
,
u

2

)
, Ω ⊂ R2.

Diese Platte wird durch äußere Kräfte belastet, die orthogonal zur Mittelebene
sind, d.h., die Kräfte wirken nur in x3-Richtung auf die Platte ein:
f = e3 · f(x1, x2).
Hypothesen:

H1 Linearitätshypothese: Die Segmente auf jeder Normalen werden linear de-
formiert, d.h. die Punkte von P bleiben auf einer Geraden.

H2 Die Verschiebungen in x3-Richtung sind unabhängig von der x3-Koordinate.

H3 Die Punkte auf der Mittelebene Ω werden nur in x3-Richtung deformiert.

H4 Die Normalspannung σ33 verschwindet, d.h. es gilt ein ebener Spannungs-
zustand, [2] S.295ff.

H5 Normalenhypothese: Normale zur Mittelebene sind im deformierten Zu-
stand wieder Normale zur (deformierten) Mittelfläche. Dies gilt speziell bei
der Kirchhoff-Platte (Koiter-Schale), welche ein Spezialfall der Mindlin-
Reissner-Platte (Naughdy-Schale) ist.

Bemerkung 2.1.2. 1) Die Hypothesen (H1)-(H4) sind nicht widerspruchs-
frei. Die Hypothese (H4) besagt: σ33 = 0 und dies ist äquivalent zu

2µε33 + λ(ε11 + ε22 + ε33) = 0, d.h. im Allgemeinen ist

ε33 = − λ

2µ+ λ
(ε11 + ε22) 6= 0,

aber (H1) und (H2) führt zu ε33 = 0, was einen Widerspruch darstellt.

2) Bei der Hypothese (H5) sind die Verdrehungen nicht mehr unabhängig
von der transversalen Verschiebung, [2] S.318ff. Weiterhin besitzt diese
Hypothese nur bei sehr dünnen Platten und Schalen Gültigkeit.

Der Umstand (1) wird bei der Berechnung durch Korrekturfaktoren kompen-
siert, für die Analysis ist dies jedoch ohne Belang. Der resultierende Ansatz von
Mindlin und Reissner ist nicht über den kinetischen Ansatz, sondern über eine
gemischte Formulierung hergeleitet worden, siehe [2].

2.1.7 Ebener Spannungszustand (ESZ) „plain stress“

Dieser ist Bestandteil der Hypothesen von Mindlin und Reissner und wir werden
in diesem Unterabschnitt einige Anmerkungen darlegen.
Es gilt folgende Hypothese: Die Normalspannung σ3i verschwindet für alle i, die
Funktionen σ, ε sind nur von zwei Variablen (x1, x2) abhängig. Wir betrachten
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wieder die dünne Platte P und zeigen, wie die spezielle Lamé-Konstante λESZ

berechnet wird.
Ausgehend vom verallgemeinerten linearen Materialgesetz

σ = 2µ ε+ λ(spur (ε)) · I,

und den Hypothesen (H1) und (H2) ergibt sich sofort

ε13 = ε23 = 0 und σ33 = 2µε33 + λspur ε = 0.

Diese Gleichung stellen wir nach ε33 um:

ε33 = − λ

2µ+ λ
(ε11 + ε22).

Dies wird in das lineare Materialgesetz eingesetzt:

σ = 2µ ε+ λ

(
ε11 + ε22 − λ

2µ+ λ
(ε11 + ε22)

)
· I

= 2µ ε+ λESZ spur ε · I

da ε33 = 0 nach (H1) und (H2) gilt, mit

λESZ = λ

(
1− λ

2µ+ λ

)
= 2µ

ν

1− ν
.

Diese neue Konstante λESZ werden wir bei den resultierenden Gleichungen ver-
wenden. Auf ausführlichere Informationen zu den Hypothesen von Mindlin und
Reissner sowie dem ebenen Spannungszustand verweisen wir auf [2],[3],[7].

2.2 Lineare Elastizitätstheorie

In dieser Theorie werden nur Terme erster Ordnung in den Verschiebungen y
berücksichtigt und die Terme höherer Ordnungen vernachlässigt. Dies betrifft
die kinematischen Grundgleichungen und das Materialgesetz. Weiterhin wird
auch nicht mehr zwischen den verschiedenen Spannungstensoren unterschieden.
Wir verwenden σ anstatt Σ und ε anstatt E.

2.2.1 Das Variationsproblem

Als typische Aufgabenstellung in der linearen Elastizitätstheorie ist die folgende
Variationsaufgabe zu lösen: Das Energiefunktional

Π(v) :=

∫

V

[
1

2
σ(v) : ε(v)− f · v

]
dV −

∫

∂V
g · v d∂V (2.3)

=
1

2
a(v,v)− 〈f ,v〉

ist zu minimieren für alle zulässigen v, wobei

σ : ε :=
3∑

i,k=1

εikσik,

das Tensorprodukt zweiter Stufe darstellt. Die Funktion g repräsentiert die mög-
lichen Randbedingungen, die sich aus der konkreten Aufgabenstellung ableiten.
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Die Größen σ, ε,v sind nicht unabhängig, sondern durch den linearen Verzer-
rungstensor

εij =
1

2

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)

und das verallgemeinerte lineare Materialgesetz

σ = 2µ ε+ λ(spur (ε)) · I

miteinander verknüpft. Mit diesen Gleichungen können wir das Energiefunktio-
nal umschreiben:

Π(v) =

∫

V

{
1

2
[2µ ε(v) : ε(v) + λ divv divv]− f · v

}
dV −

∫

∂V
g · v d∂V.

Für die weitere Herleitung vernachlässigen wir das Randintegral
∫
∂V g · v d∂V

und gehen an späterer Stelle darauf ein.

2.3 Herleitung des Variationsproblems für die Zylin-
derschale

In diesem Abschnitt leiten wir die Bilinearform und die Linearform her, unter
Berücksichtigung der Geometrie der Zylinderschale. Ausführlichere Information
zu dem verwendeten Verschiebungsansatz in der Schalentheorie und der Berück-
sichtigung der Geometrie der Schale findet man in [3].
Wir benutzen Zylinderkoordinaten zur Parametrisierung des Zylinders. Dies hat
den Vorteil, dass die Darstellung bzw. Berechnung des Verzerrungstensors ε und
des Spannungstensors σ sehr vereinfacht wird.

0
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Die Zylinderfläche ΩC
2D := [0, l]× [0, 2π] mit der Länge l und dem Radius R des

Zylinders wird beschrieben durch die Funktion

z(x, ϕ) =




x
R cosϕ
R sinϕ


 , ϕ ∈ [0, 2π], x ∈ [0, l].

Mit Hilfe der Differentialgeometrie werden die Tangentialvektoren a1,a2 und
der Flächennormalenvektor a3 der Zylinderfläche bestimmt,

a1 :=
∂z

∂x
, a2 :=

∂z

∂ϕ
, a3 :=

a1 × a2
|a1 × a2| .
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Für unsere Aufgabe folgt

a1 =




1
0
0


 =: e1, a2 = R




0
− sinϕ
cosϕ


 =: Re2, a3 =




0
cosϕ
sinϕ


 =: e3.

Wir definieren die Schale S mit Mittelfläche z(x, ϕ):

S =
{
z(x, ϕ) + he3(x, ϕ) | h ∈

[
−u

2
,
u

2

]
, (x, ϕ) ∈ ΩC

2D

}
,

mit Dicke u der Zylinderschale. Für den Verzerrungstensor ε benötigen wir den
Gradienten, und diesen stellen wir im natürlichen Koordinatensystem bezüglich
der Schale dar. Dazu müssen wir die covariante Basis gi berechnen, um damit
die contravariante Basis gi (biorthonormale Basis) bestimmen zu können. Es
gilt für die Darstellung des Gradienten Operators ∇ = g1 ∂

∂x +g2 ∂
∂ϕ +g3 ∂

∂h , mit
den Beziehungen

g1 =
∂S
∂x

, g2 =
∂S
∂ϕ

, g3 =
∂S
∂h

und gi · gj = δij i = 1, 2, 3

(Kroneckersymbol δ). Für die Aufgabe folgt somit

g1 = e1 =




1
0
0


 ,g2 = (R+ h)e2 = (R+ h)




0
− sinϕ
cosϕ


 ,g3 = e3 =




0
cosϕ
sinϕ




g1 = e1, g
2 =

1

R+ h
e2, g

3 = e3

und für die Darstellung des Gradienten Operators:

∇ = e1
∂

∂x
+

1

R+ h
e2

∂

∂ϕ
+ e3

∂

∂h
.

Bei linearen Elastizitätsproblemen interessiert man sich bei den Deformationen
für die Verschiebungen y, also für die Abweichungen von der Identität. Da die
Ausdehnung bezüglich einer Raumrichtung sehr klein ist, wird nicht das 3D Pro-
blem betrachtet, sondern es wird ein Übergang zu einem niedrigdimensionalen
Raum vollzogen. In der Schalentheorie werden die Hypothesen von Mindlin und
Reissner benutzt, die zu dem folgenden Ansatz führen (zeitunabhängiger Fall),

y = y1(x, ϕ)e1 + y2(x, ϕ)e2 + y3(x, ϕ)e3 − h[θ1(x, ϕ)e1 + θ2(x, ϕ)e2],

mit den Verschiebungen yi in alle Basisrichtungen und den Verdrehungen θi
bezüglich der x- und ϕ-Richtung. Dieser Ansatz beinhaltet die Verschiebungen
in Tangentialrichtung y1, y2 (Scheibenanteil), die Verschiebungen in Normalen-
richtung y3 und die Verdrehungen θi (Plattenanteil). Für die Darstellung der
Verschiebung y verwenden wir die oben berechnete Basis {ei}3i=1.
Aus Gründen der Übersichtlichkeit verwenden wir im Weiteren die Abkürzung:

∂xyi :=
∂

∂x
yi.

Die Abkürzungen gelten analog für die Ableitungen bezüglich ϕ, h, t. Für ∇y
berechnen wir

∇y =

[
e1∂x +

1

R+ h
e2∂ϕ + e3∂h

]
[(y1 − hθ1)e1 + (y2 − hθ2)e2 + y3e3]

= e1 [(∂xy1 − h∂xθ1)e1 + (∂xy2 − h∂xθ2)e2 + ∂xy3e3]

+
1

R+ h
e2 [(∂ϕy1 − h∂ϕθ1)e1 + (∂ϕy2 − h∂ϕθ2)e2 − (y2 − hθ2)e3

+ ∂ϕy3e3 + y3e2]− e3 [θ1e1 + θ2e2] .
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Diesen Ausdruck ordnen wir bezüglich ei · ej :

∇y =
3∑

i,j=1

lij(x, ϕ, h)eiej

mit [lij ]3i,j=1 =




∂xy1 − h∂xθ1 ∂xy2 − h∂xθ2 ∂xy3
1

R+h (∂ϕy1 − h∂ϕθ1)
1

R+h(∂ϕy2 − h∂ϕθ2 + y3)
1

R+h (−y2 + hθ2 + ∂ϕy3)

−θ1 −θ2 0


 .

Für den Verzerrungstensor ε gilt im natürlichen Koordinatensystem

ε(y) =

3∑

i,j=1

εijeiej mit εij =
1

2
(lij + lji).

Offensichtlich ist der Verzerrungstensor ε symmetrisch,

ε11 = ∂xy1 − h∂xθ1,

ε12 =
1

2

[
1

R+ h
(∂ϕy1 − h∂ϕθ1) + ∂xy2 − h∂xθ2

]
= ε21,

ε13 =
1

2
(∂xy3 − θ1) = ε31,

ε22 =
1

R+ h
(∂ϕy2 − h∂ϕθ2 + y3) ,

ε23 =
1

2

[
1

R+ h
(−y2 + hθ2 + ∂ϕy3)− θ2

]
= ε32,

ε33 = 0.

Für das Energiefunktional benötigen wir den Spannungstensor σ, den wir aus
dem verallgemeinerten linearen Materialgesetz berechnen können. Für die ein-
zelnen Komponenten des Spannungstensors in der Basis ei gilt

σijeiej = 2µεijeiej +
3∑

i=1

εiiλ
3∑

i=1

eiei, i, j = 1, . . . , 3,

σ11 = 2µ (∂xy1 − h∂xθ1) + λ

[
∂xy1 − h∂xθ1 +

1

R+ h
(∂ϕy2 − h∂ϕθ2 + y3)

]

σ12 = µ

(
1

R+ h
(∂ϕy1 − h∂ϕθ1) + ∂xy2 − h∂xθ2

)

σ13 = µ (∂xy3 − θ1)

σ22 =
2µ

R+ h
(∂ϕy2 − h∂ϕθ2 + y3)

+λ

[
∂xy1 − h∂xθ1 +

1

R+ h
(∂ϕy2 − h∂ϕθ2 + y3)

]

σ23 = µ

(
1

R+ h
(−y2 + hθ2 + ∂ϕy3)− θ2

)

σ33 = λ

[
∂xy1 − h∂xθ1 +

1

R+ h
(∂ϕy2 − h∂ϕθ2 + y3)

]
.

Wir gehen vom Energiefunktional (2.3) zur allgemeinen Problemstellung über.
Gesucht ist ein y ∈ V3D, welches die Gleichung

a(y,v) = 〈f ,v〉 ∀ v ∈ V3D
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löst. Mit V3D bezeichnen wir den Lösungsraum, den wir an späterer Stelle spe-
zifizieren, da er abhängig von den gewählten Randbedingungen ist. Wir setzen

a(y,v) :=

∫

V
σ(y) : ε(v) dV =

∫

V

3∑

i,j=1

σij(y)εij(v) dV

=

∫

V


2µ

3∑

i,j=1

εij(y)εij(v) + λ
3∑

i=1

εii(y)
3∑

i=1

εii(v)




︸ ︷︷ ︸
=:B

dV,

wobei ausführlich geschrieben

B = 2µ (∂xy1 − h∂xθ1) (∂xv1 − h∂xψ1)

+µ

(
∂ϕy1 − h∂ϕθ1

R+ h
+ ∂xy2 − h∂xθ2

)(
∂ϕv1 − h∂ϕψ1

R+ h
+ ∂xv2 − h∂xψ2

)

+µ (∂xy3 − θ1) (∂xv3 − ψ1)

+
2µ

(R+ h)2
(∂ϕy2 − h∂ϕθ2 + y3) (∂ϕv2 − h∂ϕψ2 + v3)

+µ

(
1

R+ h
(−y2 + hθ2 + ∂ϕy3)− θ2

)(
1

R+ h
(−v2 + hψ2 + ∂ϕv3)− ψ2

)

+λ

(
∂xy1 − h∂xθ1 +

1

R+ h
(∂ϕy2 − h∂ϕθ2 + y3)

)

·
(
v1x − h∂xψ1 +

1

R+ h

(
∂ϕv2 − h∂ϕψ2 + v3

))
.

Der Zylinder wird als rotationssymmetrisch angesehen, d.h. in jedem Punkt
wirkt die gleiche Kraft. Somit heben sich die auftretenden Kräfte in Richtung
ϕ gegenseitig auf, also yi, θi sind unabhängig von ϕ:

∂ϕyi = ∂ϕθj = 0 i = 1, 2, 3 j = 1, 2.

Folglich sind auch die Verdrehung θ2, die in Richtung ϕ wirkt, und deren Ab-
leitungen identisch Null. Es verbleibt

B = 2µ (dxy1 − hdxθ1) (dxv1 − hdxψ1) + µ (dxy2) (dxv2)

+µ (dxy3 − θ1) (dxv3 − ψ1) +
2µ

(R+ h)2
(y3v3) + µ

(
y2

R+ h

)(
v2

R+ h

)

+λ

(
dxy1 − hdxθ1 +

y3
R+ h

)(
dxv1 − hdxψ1 +

v3
R+ h

)
,

mit der Abkürzung dx := d
dx . Das Zylinderrohr ist an den Enden gelagert, d.h.

u1 = 0, und wegen der Rotationssymmetrie gilt auch u2 = 0 und daher

B = 2µh2 (dxθ1) (dxψ1) + µ (dxy3 − θ1) (dxv3 − ψ1) +
2µ

(R+ h)2
(y3) (v3)

+λ

(
−hdxθ1 +

y3
R+ h

)(
−hdxψ1 +

v3
R+ h

)
.

Im nächsten Schritt wird das Integral über dem Körper V auf die Schale trans-
formiert ∫

V
. . . dV in

∫

S
. . . dϕ dh dx.
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Dazu benötigen wir die Transformationsmatrix J , es gilt

dV = |det(J)| dϕdh dx.

Diese Matrix wird durch die Basisvektorfunktionen definiert, also
J :=

[
∂ϕS ∂hS ∂xS

]
,

J =




0 0 1
−(R+ h) sinϕ cosϕ 0
(R+ h) cosϕ sinϕ 0


 und | det(J)| = R+ h.

Für die Bilinearform folgt mit dieser Transformation a(y,v)

:=

∫ l

0

∫ u
2

−u
2

∫ 2π

0

{
(2µ+ λ)h2dxθ1dxψ1 +

(2µ+ λ)

(R+ h)2
y3v3 + µ(dxy3dxv3 + θ1ψ1)

− µ(dxy3ψ1 + θ1dxv3)− λh

(R+ h)
(y3dxψ1 + v3dxθ1)

}

(R+ h) dϕ dh dx

= 2π

∫ l

0

∫ u
2

−u
2

{
(2µ+ λ)(R+ h)h2dxθ1dxψ1 +

(2µ+ λ)

(R+ h)
y3v3

+µ(R+ h)(dxy3dxv3 + θ1ψ1)− µ(R+ h)(dxy3ψ1 + θ1dxv3)

−λh(y3dxψ1 + v3dxθ1)} dh dx

= 2π

∫ l

0

{
(2µ+ λ)

[
Ru3

12
dxθ1dxψ1 + ln

(
2R+ u

2R− u

)
y3v3

]

+µRu(dxy3 − θ1)(dxv3 − ψ1)} dx, (2.4)

wobei einige der Integrationen trivial sind und bereits ausgeführt wurden. Wir
haben die Bilinearform des 3D-Modells nach dem Einarbeiten der Hypothesen
und der spezifischen Eigenschaften des Modells auf eine Bilinearform für ein 1D
Modell zurückgeführt.

Vereinfachungen in der Bilinearform

Den logarithmischen Term in der Bilinearform (2.4) wollen wir vereinfachen.
Dazu definieren wir die Funktion

v(u) := ln

(
2R+ u

2R− u

)
,

die wir in eine Taylorreihe an der Stelle u0 = 0 entwickeln,

v(u) = ln

(
2R+ u

2R− u

)
=

u

R
+

u3

12R3
+

u5

80R5
+O(u6).

Für die Dicke u muss u ¿ R gelten und damit können die höheren Potenzen
der Entwicklung vernachlässigt werden. Diese Näherung werden wir im weiteren
Verlauf dieser Arbeit benutzen.

2.3.1 Krafteinwirkung auf die Zylinderschale

Wir wenden uns der wirkenden Volumenkraft f auf den Zylinder zu und stellen
diese ebenfalls in der Basis {ei}3i=1 dar:

f = f1
V e1 + f2

V e2 + f3
V e3.
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In unserer speziellen Aufgabe wirkt die Kraft nur senkrecht (rotations - sym-
metrisch) auf das Zylinderrohr, also bezüglich der e3-Richtung. Die wirkende
Schwerkraft des Zylinders wird vernachlässigt und wir gehen von einer Flächen-
kraft fE aus, die direkt auf den Zylindermantel (innen oder außen) wirkt. Für
die Linearform 〈f ,v〉 entfällt die Integration über die Dicke u,

〈f ,v〉 :=
∫

V
f · v dV =

∫

ΩC
2D

fEv3 |R| dϕdx = 2π R

∫ l

0
fEv3 dx.

Das Vorzeichen der Kraft fE bestimmt die Richtung der Krafteinwirkung, z.B.
wirkt bei positivem Vorzeichen die Kraft auf dem inneren Zylindermantel.

2.3.2 Variationsproblem für den stationären Fall

Wir definieren w := y3, w̃ := v3, fz := fE , θ := θ1, θ̃ := ψ1. Für den stationären
Fall mit der Näherung des logarithmischen Terms folgt die Bilinearform

a(w, θ; w̃, θ̃) := 2π

∫ l

0

{
(2µ+ λESZ)

[
Ru3

12
θxθ̃x +

(
u3

12R3
+

u

R

)
(ww̃)

]

+µRu(wx − θ)(w̃x − θ̃)
}

dx

und die Linearform

〈fz, w̃〉 := 2π

∫ l

0
Rfzw̃ dx.

Das Ziel ist es, eine Lösung w, θ (transversale Verschiebung, Verdrehung) zu
finden, welche die Gleichung

a(w, θ; w̃, θ̃) = 〈fz, w̃〉 (2.5)

für alle w̃ ∈W und für alle θ̃ ∈ Θ löst (Lösungsräume sind von den vorgelegten
Randbedingungen abhängig). Offenbar ist dies ein Problem zweiter Ordnung, da
alle Ableitungen höchstens bis zum Grade zwei vorkommen. Die Hypothese (H4)
von Mindlin und Reissner besagt, dass im Modell ebener Spannungszustand
vorliegt, und wir ersetzen λ durch λESZ .

2.3.3 Randbedingungen

In diesem Unterabschnitt geht es darum, die verschiedenen Randbedingungen zu
erläutern, die bezüglich unseres Modells möglich sind. In der schwachen Formu-
lierung suchen wir Lösungen in Sobolev-Räumen Hk, die im Kapitel 4 definiert
werden. Wir gehen von dem Randwertproblem mit homogenen Randwerten

−div σ(y(x)) = f x ∈ R3

y(x) = 0 ΓD und/oder
σ · n = 0 ΓN

aus. Der Rand Γ des Gebietes V ist die Vereinigung des Dirichlet- und des
Neumannrandes Γ = ΓD ∪ ΓN , wir haben also Randbedingungen erster Art
(Dirichlet-Bedingungen) und/oder zweiter Art (Neumann-Bedingungen). Wir
gehen zur schwachen Formulierung über, indem wir mit einer beliebigen Test-
funktion v multiplizieren und über das Volumen V integrieren

∫

V
σ(y) : ε(v) dV =

∫

V
f v dV +

∫

ΓN

(σ(y) · n)v dΓN .
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Wir betrachten zunächst das Dirichlet-Problem, wobei ΓN = ∅ gilt. Daraus
resultiert die Aufgabe:
Finde ein y ∈ H1

0(V ) := {y = y(x) |y ∈ L2(V ), ∂xiy ∈ L2(V ), y|Γ = 0}
welches ∫

V
σ(y) : ε(v) dV =

∫

V
f v dV ∀ v ∈ H1

0(V )

löst. Nach dem Einsetzen des Verschiebungsansatzes und Beachtung der Modell-
Besonderheiten gilt

y = y3e3 − hθ1e1.

Aus y = 0 auf dem Rand ΓD folgt y3 = θ1 = 0. Dieser Fall wird in der Praxis als
„hardclamped“ bezeichnet. Etwas komplexer ist die Betrachtung des Neumann-
Randwertproblems, in diesem Falle ist ΓD = ∅.
Finde ein y ∈ H1(V ) := {y = y(x) |y ∈ L2(V ), ∂xiy ∈ L2(V )}, welches

∫

V
σ(y) : ε(v) dV =

∫

V
fv dV +

∫

ΓN

(σ(y) · n)v dΓN ∀ v ∈ H1(V )

löst.
In unserem Modell haben wir den Zylinder entlang der x-Achse definiert und
somit entspricht der Normalenvektor n dem ersten Einheitsvektor e1. Aus den
bisherigen Überlegungen berechnen wir für die Randbedingung:

σ(y)·e1 = −(2µ+λESZ)hdxθ1e1+λESZ

(
y3

R+ h

)
e1+0·e2+µ (dxy3 − θ1) e3 = 0

und es verbleiben die Komponenten:

σ11 = −(2µ+ λESZ)hdxθ1 + λESZ

(
y3

R+ h

)
= 0

σ12 = 0

σ13 = µ (dxy3 − θ1) = 0.

Für die Materialparameter gilt immer λESZ , µ 6= 0. Wir beginnen mit der Dis-
kussion der Randbedingungen bei σ11 und betrachten zunächst nur die Mit-
telebene für die Schale (h = 0), und somit muss y3 = 0 gelten. Jetzt ist der
Parameter h beliebig im Intervall

[
−u

2
,
u

2

]
und damit muss dxθ1 = 0 für belie-

bige h gelten. Für die Komponente σ13 muss dxy3 − θ1 = 0 gelten. In unserem
Modell haben wir folgende Randbedingungen ermittelt:

y3 = dxθ1 = 0 und dxy3 − θ1 = 0.

Dieser Fall wird in der Praxis allgemein als „softclamped“ Randbedingungen
bezeichnet.
Bisher haben wir unsere Modellgleichung (2.5) in der schwachen Formulierung
betrachtet und gehen jetzt zur starken Formulierung über. In diesem Fall wird
aus der Bilinearform a(w, θ; w̃, θ̃) eine gemischte Formulierung erzeugt.
Wir ordnen die Gleichung bezüglich w̃ und θ̃, indem wir einmal die Testfunk-
tionen w̃ = 0 und θ̃ = 0 wählen:

∫ l

0

{
(2µ+ λESZ)

Ru3

12
dxθdxθ̃ + µRu(−dxwθ̃ + θθ̃)

}
dx = 0

∫ l

0

{
(2µ+ λESZ)

(
u3

12R3
+

u

R

)
(ww̃) + µRu(dxwdxw̃ − θdxw̃)

}
dx

=

∫ l

0
Rfzw̃ dx.
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Wir integrieren partiell bezüglich x:
∫ l

0

{
−(2µ+ λESZ)

Ru3

12
d2xθθ̃ + µRu(−dxwθ̃ + θθ̃)

}
dx+ [dxθθ̃]

l
0 = 0

∫ l

0

{
(2µ+ λESZ)

(
u3

12R3
+

u

R

)
(ww̃)− µRu(d2xww̃ − dxθw̃)

}
dx

+[dxww̃ − θw̃]l0

=

∫ l

0
Rfzw̃ dx.

Wir wählen zunächst beliebige Funktionen w̃, θ̃, die auf dem Rand verschwinden
und somit gilt

(2µ+ λESZ)
u3

12
d2xθ + µRu(dxw − θ) = 0

(2µ+ λESZ)

(
u3

12R3
+

u

R

)
w − µRu(d2xw − dxθ) = Rfz,

was der starken Formulierung der Modellgleichung entspricht. Für die Diskussi-
on der Randbedingungen wählen wir beliebige Funktionen w̃, θ̃ und wir müssen

[
dxθθ̃

]l
0

= 0

[(dxw − θ)w̃]l0 = 0

diskutieren. Die Funktionenräume fürw, θ werden so gewählt, dass sie die Dirichlet-
Randbedingungen (Fall „hardclamped“) erfüllen, und aus diesen Räumen wählen
wir auch die Testfunktionen. Es gilt

w̃(0) = w̃(l) = θ̃(0) = θ̃(l) = 0 ∀ w̃, θ̃ ∈ H1
0(0, l).

Im Fall von homogenen Neumann-Randbedingungen („softclamped“) haben wir
bereits

dxθ(0) = dxθ(l) = 0 und w(0) = w(l) = 0

gefunden und wir wählen w̃ ∈ H1
0(0, l) und θ̃ ∈ H1(0, l). Die Gleichung

[(dxw − θ)w̃]l0 = 0

ist offensichtlich für alle w̃ erfüllt. Würde auf dem Rand w̃ /∈ H1
0(0, l) gewählt,

hatten wir bereits dxw − θ = 0 vorgegeben. Als Fazit haben wir zwei Praxis
relevante Fälle diskutiert, die unterschiedliche Randwertprobleme liefern.

a) Im Fall „hardclamped“ sind die Lösungen w ∈ H1
0(0, l) und θ ∈ H1

0(0, l).
Aus diesen Räumen wählen wir auch die Testfunktionen und

b) bei dem Fall „softclamped“ sind die Lösungsräume unterschiedlich. Für
die transversale Verschiebung gilt für die Lösung w ∈ H1

0(0, l), analog zu
„hardclamped“. Für die Verdrehung θ gilt θ ∈ H1(0, l) und als Testfunk-
tionen wählen wir w̃ ∈ H1

0(0, l) und θ̃ ∈ H1(0, l).

2.3.4 Variationsproblem für den instationären Fall

Für den instationären Fall ist die Ausgangsbasis das Impulserhaltungsgesetz

ρ ∂2
xy = div σ(y) + f
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und diesen führen wir mittels einer beliebigen Vektorfunktion v, die nur von x
abhängt, in die schwache Formulierung

∫

V
ρ∂2

t y · v dV =

∫

V
{div σ(y) · v + f · v} dV

über. Die Zeit t 6= 0 betrachten wir für den Moment beliebig, aber fest und
integrieren partiell bezüglich x:

∫

V
ρ∂2

t y · v dV +

∫

V
σ(y) : ε(v) dV =

∫

V
f · v dV +

∫

∂V
(σ(y)n) · v d∂V.

Einige Teile der Gleichung haben wir bereits in den letzen Abschnitten her-
geleitet, jetzt muss noch die Zeitabhängigkeit der Verschiebung berücksichtigt
werden. Wir nutzen für y den zeitabhängigen Verschiebungsansatz:

y = y1(ϕ, x, t)e1 + y2(ϕ, x, t)e2 + y3(ϕ, x, t)e3 − h[θ1(ϕ, x, t)e1 + θ2(ϕ, x, t)e2].

Von besonderem Interesse ist in diesem Abschnitt der Term
∫

V
ρ∂2

t y · v dV,

der das Beschleunigungs-Biegemoment enthält. Unter Beachtung der Modell
Spezifikationen verbleibt für die Verschiebung

y = y3e3 − hθ1e1.

Eingesetzt in das Integral, wobei wir für die Testfunktionen den gleichen aber
zeitunabhängigen Ansatz verwenden wollen, folgt

∫

V
ρ(∂2

t y3e3 − h∂2
t θ1e1)(v3e3 − hψ1e1) dV =

∫

V
ρ(∂2

t y3v3 + h2∂2
t θ1ψ1) dV.

Nach der Transfomation des Integrals auf die Schale und Ausführung der einfa-
chen Integrationen gilt:

∫

V
ρ(∂2

t y3v3 + h2∂2
t θ1ψ1) dV = 2π

∫ l

0
ρ

{
Ru∂2

t y3v3 +
Ru3

12
∂2
t θ1ψ1

}
dx.

Für den instationären Fall in neuer Variablen-Notation
w = y3, θ = θ1, w̃ = v3, θ̃ = ψ1 stellt sich die Aufgabe: Finde Funktionen w, θ
welche die Gleichung für alle t ∈ (0, T ], T ist die Endzeit:

∫ l

0

{
ρ

(
Ru∂2

tww̃ +
Ru3

12
∂2
t θθ̃

)

+(2µ+ λESZ)

[
Ru3

12
∂xθdxθ̃ +

(
u3

12R3
+

u

R

)
(ww̃)

]
(2.6)

+Ruµ(∂xw − θ)(dxw̃ − θ̃)
}

dx = R

∫ l

0
fzw̃ dx

∀ w̃ ∈ H1
0(0, l), ∀ θ̃ ∈ H1

0(0, l) (hardclamped) oder ∀ θ̃ ∈ H1(0, l) (softclamped)
löst. Die hier zeitabhängigen Randbedingungen sind analog zum stationären
Fall zu wählen, wobei diese für alle t ∈ (0, T ] gelten. Um eine eindeutige Lösung
bestimmen zu können, stellen wir im einfachsten Fall homogene Anfangsbedin-
gungen:

w(·, 0) = ∂tw(·, 0) = 0 und θ(·, 0) = ∂tθ(·, 0) = 0.

Die Anfangsbedingungen sind natürlich vom jeweiligen praktischen Problem
abhängig.
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2.3.5 Der Spezialfall der „dünnen“ Schale

Bei sehr dünnen Schalen benutzen wir die Hypothese (H5), aus welcher die
Beziehung

∂xw = θ

hervorgeht. Für den stationären Fall ergibt sich damit ein Problem vierter Ord-
nung:

a(w, w̃) :=

∫ l

0

{
(2µ+ λESZ)

[
Ru3

12
d2xwd

2
xw̃ +

(
u3

12R3
+

u

R

)
(ww̃)

]}
dx

= R

∫ l

0
fzw̃ dx =: 〈fz, w̃〉

für alle Testfunktionen w̃ aus dem Lösungsraum W. Aus dieser Gleichung kann
analog zum allgemeinen Fall die starke Formulierung hergeleitet werden

(2µ+ λESZ)

[
d2x

(
Ru3

12
d2xw

)
+

(
u3

12R3
+

u

R

)
w

]
= Rfz.

Unter Ausnutzung der Beziehung dxw = θ gilt für den Fall „hardclamped“:

w(0) = w(l) = 0 und dxw(0) = dxw(l) = 0,

und im Fall „softclamped“:

w(0) = w(l) = 0 und d2xw(0) = d2xw(l) = 0.

Diese Randbedingung (dxw bzw. d2xw) werden in der Bilinearform berücksichtigt
und spiegeln sich auch in der Wahl des Lösungsraumes W wieder.
Für den instationären Fall folgt aus der Hypothese (H5) die Gleichung:

∫ l

0

{
ρ

(
Ru∂2

tww̃ +
Ru3

12
∂2
t ∂xwdxw̃

)

+(2µ+ λESZ)

[
Ru3

12
∂2
xwd

2
xw̃ +

(
u3

12R3
+

u

R
+

)
(ww̃)

]}
dx

= R

∫ l

0
fzw̃ dx

für alle t ∈ (0, T ] und w̃ ∈W. Die Anfangsbedingungen und Randbedingungen
können analog zum stationären Fall aus dem allgemeinen Fall verifiziert werden.

2.4 Fazit

Wir haben für die Deformation einer Zylinderschale einige Gleichungen für un-
terschiedliche Dicken und Randbedingungen hergeleitet. Bei dieser Modellierung
wurden die Hypothesen von Mindlin und Reissner und die Modell Spezifikatio-
nen eingearbeitet, sowie die Geometrie des Zylinderrohres berücksichtigt.
Die in dieser Dissertation zu diskutierenden Optimalsteuerungsprobleme ver-
wenden als Nebenbedingung eine Gleichung für eine dünne Zylinderschale mit
„softclamped“ Randbedingungen. Diese Optimalsteuerungsprobleme untersuchen
wir in den folgenden Kapiteln für den stationären bzw. instationären Fall. Die
Steuergröße ist bei diesen Aufgaben die Dicke u, die wir im weiteren Verlauf
dieser Dissertation als ortsabhängige Größe u = u(·) betrachten wollen. Wir be-
trachten die Nebenbedingungen immer bezüglich der schwachen Formulierung:
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1. Das stationäre Problem:

Finde w ∈W(0, l), welches die Gleichung
∫ l

0

{
(2µ+ λESZ)

[
Ru3

12
d2xwd

2
xw̃

+

(
u3

12R3
+

u

R

)
(ww̃)

]}
dx = R

∫ l

0
fzw̃ dx

für alle w̃ ∈W(0, l) löst.

2. Das instationäre Problem:

Finde w ∈ W̃, das die Gleichungen
∫ l

0

{
ρ

(
Ru∂2

tww̃ +
Ru3

12
∂2
t ∂xwdxw̃

)

+(2µ+ λESZ)

[
Ru3

12
∂2
xwd

2
xw̃ +

(
u3

12R3
+

u

R

)
(ww̃)

]}
dx

= R

∫ l

0
fzw̃ dx

für alle w̃ ∈W(0, l) mit den Anfangsbedingungen:

w(·, 0) = ∂tw(·, 0) = 0

und für alle t ∈ (0, T ] löst. Unter W̃ verstehen wir den Lösungsraum für
die Funktion w = w(·, ·).
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Kapitel 3

Nemytskij-Operatoren

3.1 Stetigkeit von Nemytskij-Operatoren

Um die Nichtlinearitäten in den Modellgleichungen bezüglich der Steuerung u zu
umgehen, ordnen wir diesen Superpositionsoperatoren, so genannte Nemytskij-
Operatoren, zu. Für die Herleitung von Optimalitäts-Kriterien der Optimal-
steuerungsprobleme benötigen wir die Ableitungen erster Ordnung dieser
Nemytskij-Operatoren. In diesem Kapitel werden wir diese Operatoren defi-
nieren und uns mit wichtigen Sätzen über Stetigkeit und Differenzierbarkeit
beschäftigen.

In unserer Problematik ist die Steuerung u gleichmäßig durch Konstanten ua
und ub nach unten und oben beschränkt. Aufgrund der Definitionen der Bilinear-
formen für den stationären bzw. instationären Fall gehen wir von Steuerungen
u ∈ L∞(Ω) aus. Da das Gebiet Ω beschränkt ist, gilt somit auch u ∈ Lr(Ω)
mit 1 ≤ r ≤ ∞. Die Steuerungen können aber auch Elemente von „besseren“
Räumen sein, wie z.B. u ∈ Cl(Ω), dem Raum der stetig differenzierbaren Funk-
tionen bis zur Ordnung l. Durch die Festlegung u ∈ L∞(Ω) können wir mit
Bedingungen auskommen, denen alle elementar definierten Funktionen y auf R
genügen.

Definition 3.1.1. Es sei E ⊂ Rn eine beschränkte, messbare Menge und φ(x, y) :
E × R→ R eine reellwertige Funktion. Die Abbildung Ξ

Ξ(y) = φ(·, y(·)),

die einer Funktion y = y(x) : E → R die durch z(x) = φ(x, y(x)) definierte
Funktion z : E → R zuordnet, heißt Nemytskij-Operator.

Wir definieren für unsere Problemstellungen x ∈ Ω := (0, 1) ⊂ R und wenden
diese Definition auf die Koeffizienten in unseren Differenzialgleichungen an. Wir
definieren die Funktionen:

z1(x) = θ(u(x)) = ρRu(x)

z2(x) = υ(u(x)) =
ρRu(x)3

12

z3(x) = ϕ(u(x)) = (2µ+ λESZ)
Ru(x)3

12

z4(x) = ψ(u(x)) = (2µ+ λESZ)

(
u(x)3

12R3
+

u(x)

R

)

für alle x ∈ Ω und u ∈ Uad ⊂ L∞(Ω). Diese Funktionen werden den Nemytskij-

23
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Operatoren:

Θ(u) = ρRu

Υ(u) =
ρRu3

12

Φ(u) = (2µ+ λESZ)
Ru3

12

Ψ(u) = (2µ+ λESZ)

(
u

R
+

u3

12R3

)

zugeordnet. Die Operatoren sind Abbildungen von L∞(Ω) → L∞(Ω). Bevor wir
uns der Ableitung der Nemytskij-Operatoren zuwenden, benötigen wir grund-
legende Eigenschaften wie Beschränkheit, Lipschitz-Stetigkeit der erzeugenden
Funktionen zi und der zugeordneten Nemytskij-Operatoren. Wir beziehen uns
bei den Definitionen und Sätzen auf alle elementar messbaren Funktionen aus
R.

Definition 3.1.2. Eine Funktion φ(x, y) : E×R→ R erfüllt die Carathéodory-
Bedingung, wenn φ messbar bezüglich x für jedes feste y ∈ R und stetig bezüglich
y für fast alle festen x ∈ E ist. Sie genügt den Beschränktheitsbedingungen, wenn
eine Konstante K existiert, so dass

|φ(x, 0)| ≤ K

für fast alle x ∈ E gilt, und sie ist lokal Lipschitz-stetig bezüglich y, wenn für
jede Konstante M > 0 eine Konstante L(M) > 0 existiert, so dass für fast alle
x ∈ E gilt

|φ(x, y1)− φ(x, y2)| ≤ L(M)|y1 − y2|
für alle y1, y2 ∈ [−M,M ].

Unsere definierten Nemytskij-Operatoren genügen offensichtlich der
Beschränkheits- und der lokalen Lipschitz-Bedingung und eine separate Abhän-
gigkeit zwischen x und der Steuerung u ist nicht gegeben. Diese Definition ist
weiter gefasst als wir sie benötigen. In unseren konkreten Fällen liegen stets
beschränkte Steuerungen u vor.

Lemma 3.1.3. Die Funktion φ(x, y) sei messbar bezüglich x ∈ E für jedes
y ∈ R, erfülle die Beschränktheitsbedingung und sei lokal Lipschitz-stetig bezüg-
lich y mit L(M). Dann ist der zugeordnete Nemytskij-Operator stetig im Raum
L∞(E). Außerdem gilt

‖Ξ(y1)− Ξ(y2)‖Lr(E) ≤ L(M)‖y1 − y2‖Lr(E)

für alle 1 ≤ r ≤ ∞ und für alle Funktionen y1 und y2 aus L∞(E), welche der
Bedingung

‖y1‖L∞(E) ≤ M, ‖y2‖L∞(E) ≤ M

genügen.

Der Beweis dieses Lemmas und weitere Informationen zu dieser Thematik findet
man in [4]. Es gilt ua ≤ u(x) ≤ ub mit ua, ub ∈ R+ \ {0} und somit ist die Be-
schränkheit der verwendeten Nemytskij-Operatoren offensichtlich. Wir können
schlussfolgern, dass wir Konstanten M finden, welche uns die Beschränktheits-
bedingung und die lokale Lipschitz-Stetigkeit garantieren und demzufolge auch
die Stetigkeit der Operatoren bezüglich des Raumes L∞.
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3.2 Differenzierbarkeit von Nemytskij-Operatoren

Definition 3.2.1. Seien U und V reelle Banachräume sowie F : U → V eine
Abbildung von U in V. Existiert zu gegebenen u ∈ U, h ∈ U der Grenzwert

δF (u, h) := lim
t→0

1

t
(F (u+ th)− F (u))

in V, so heißt dieser Richtungsableitung von F an der Stelle u in Richtung h.
Existiert dieser Grenzwert für alle h ∈ U, dann heißt die Abbildung h 7→ δF (u, h)
erste Variation von F an der Stelle u.

Definition 3.2.2. Existieren die erste Variation δF (u, h) an der Stelle u und
ein linearer stetiger Operator A : U→ V, so dass

δF (u, h) = Ah =: F ′
G(u)

für alle h ∈ U gilt, dann heißt A Gâteaux-Ableitung von F an der Stelle u.

Definition 3.2.3. Eine Abbildung F : U → V heißt an der Stelle u Fréchet-
differenzierbar, wenn ein Operator A ∈ L(U,V) und eine Abbildung
r : U× U→ V mit den folgenden Eigenschaften existieren: Für alle h ∈ U gilt

F (u+ h) = F (u) +Ah+ r(u, h)

und das Restglied r genügt der Beziehung

‖r(u, h)‖V
‖h‖U → 0 für ‖h‖U → 0.

A = F ′(u) heißt Fréchet-Ableitung von F an der Stelle u.

Jede Fréchet-differenzierbare Abbildung ist auch Gâteaux-differenzierbar und
F ′
G(u) = F ′(u). Für die Eigenschaft der Differenzierbarkeit dieser Operatoren

müssen an die erzeugenden Funktionen φ höhere Glattheits-Voraussetzungen
gestellt werden.

Definition 3.2.4. Es sei E ⊂ Rn eine beschränkte Menge und φ = φ(x, y) :
E × R → R eine Funktion der Ortsvariablen x und der Funktionsvariablen y.
Diese sei k-mal nach y differenzierbar für fast alle x ∈ E. Die Funktion φ erfüllt
die Beschränkheitsbedingung der Ordnung k, wenn eine Schranke K existiert, so
dass

|dlyφ(x, 0)| ≤ K

gilt für alle x ∈ E und alle l = 0, . . . , k. Sie genügt den lokalen Lipschitz-
Bedingungen der Ordnung k, wenn eine von M abhängige Lipschitz-Konstante
L = L(M) existiert, so dass

|dkyφ(x, y1)− dkyφ(x, y2)| ≤ L(M)|y1 − y2|

gilt für alle yi ∈ R mit |yi| ≤ M, i = 1, 2.

Ist φ stetig differenzierbar, so auch der zugehörige Nemytskij-Operator. Das
Entscheidende für die Eigenschaft der Differenzierbarkeit ist nur die Wahl des
richtigen Raumes. In unserer Problemstellung haben wir uns auf den Raum L∞

festgelegt und wenden folgendes Lemma an.
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Lemma 3.2.5. Die Funktion φ sei messbar bezüglich x ∈ E für jedes y ∈ R und
differenzierbar nach y für fast alle x ∈ E. Sie genüge der Beschränktheitsbedin-
gung und lokalen Lipschitz-Bedingung jeweils mit Ordnung k = 1. Dann ist der
von φ erzeugte Nemytskij-Operator Ξ Fréchet-differenzierbar in L∞(E) und

(Ξ′(y)h)(x) = dyφ(x, y(x))h(x), ∀ x ∈ E.

Für den Beweis dieses Lemma’s verweisen wir auf [4]. Die Fréchet-Ableitung
an der Stelle y können wir als Gâteux-Ableitung berechnen. Es gilt für unsere
verwendeten Nemytskij-Operatoren:

Θ′(u)h = duθ(u)h = ρRh

Υ′(u)h = duυ(u)h =
ρRu2

4
h

Φ′(u)h = duϕ(u)h = (2µ+ λESZ)
Ru2

4
h

Ψ′(u)h = duψ(u)h = (2µ+ λESZ)

(
u2

4R3
+

1

R

)
h.

Für den später folgenden Beweis der Optimalitäts-Kriterien für die optimale
Steuerung u benötigen wir die Restglieder aus der Fréchet-Differenzierbarkeit.
Wir berechnen das Restglied am Beispiel des Nemytskij-Operatores Φ(u) und
zeigen die Restglied-Eigenschaft.

Beweis. Wir berechnen für beliebige Funktionen u, h ∈ L∞(Ω), die fast überall
durch ub beschränkt sind:

ϕ(u(x) + h(x))− ϕ(u(x)) = duϕ(u(x))h(x) + rΦ(u, h)(x),

wobei wir für das Restglied die Integraldarstellung

rΦ(u, h)(x) =

∫ 1

0
[duϕ(u(x) + sh(x))− duϕ(u(x))] ds h(x)

verwenden. Nach kurzer Rechnung folgt

rΦ(u, h)(x) = (2µ+ λESZ)
R

4

(
u(x)h(x)2 +

1

3
h(x)3

)

für fast alle x ∈ Ω. Es gilt

|rΦ(u, h)(x)| ≤ (2µ+ λESZ)
R

4

[
|u(x)||h(x)||h(x)|+ 1

3
|h(x)2||h(x)|

]

und wir gehen zur L∞-Norm über. Wir müssen zeigen, dass ‖rΦ(u,h)‖
‖h‖ → 0 für

‖h‖ → 0 gilt. Es ist

‖rΦ(u, h)‖
‖h‖ ≤ (2µ+ λESZ)

R

4

[
‖u‖‖h‖+ 1

3
‖h2‖

]
.

Offensichtlich gilt für ‖h‖ → 0 auch ‖rΦ(u,h)‖
‖h‖ → 0 und damit ist die Restglied-

Eigenschaft der Fréchet-Differenzierbarkeit erfüllt. Weiterhin ist der
Multiplikations-Operator, welcher der Funktion h(·) die Funktion duϕ(u(·))h(·)
zuordnet, linear und stetig in L∞(Ω), denn duϕ erfüllt die Beschränkheitsbedin-
gung. Damit haben wir die Existenz der Ableitung der Nemytskij-Operatoren
im Raum L∞ gezeigt.
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Dies können wir analog für die restlichen Nemytskij-Operatoren zeigen. An die-
ser Stelle wollen wir nur die Restglieder bezüglich der L∞-Norm abschätzen:

‖rΘ(u, h)‖
‖h‖ = 0

‖rΥ(u, h)‖
‖h‖ ≤ R

4

[
‖u‖‖h‖+ 1

3
‖h2‖

]

‖rΨ(u, h)‖
‖h‖ ≤ (2µ+ λESZ)

4R3

[
‖u‖‖h‖+ 4R2

3
‖h2‖

]
.

Die in diesem Kapitel definierten Nemytskij-Operatoren besitzen sogar die Ei-
genschaft der stetigen Fréchet-Differenzierbarkeit. Für den Nachweis dieser Ei-
genschaft verweisen wir ebenfalls auf [4].
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Kapitel 4

Das stationäre Problem

In diesem Kapitel beschäftigen wir uns mit dem stationären Fall und dem damit
verbundenen Optimalsteuerungsproblem. Bei unserem Problem ist der Beweis
der Existenz mindestens einer optimalen Steuerung komplexer als im linearen
Falle. Offen ist auch die Existenz der Lagrange’schen Multiplikatoren, die wir
zum „Ankoppeln“ der Nebenbedingung an das Zielfunktional benötigen. Für
dieses Kapitel treffen wir folgende Vereinbarungen:

• Es existiert eine optimale Steuerung u und

• für die intuitive Herleitung der notwendigen Bedingungen erster Ordnung
gilt die Lagrange’sche Multiplikatorenregel, also existieren die Lagran-
ge’schen Multiplikatoren und es liegt der reguläre Fall vor.

Das Ziel des vorliegenden Optimalsteuerungsproblems (stationäre Fall) ist es ei-
ne Dicke u zu bestimmen, welche die Deformation des Zylinderrohres minimiert.
Als zusätzliche Bedingung wird gefordert, dass das Volumen des Zylinderrohres
konstant bleibt. Diese Aufgabenstellung mündet in die mathematische Formu-
lierung:

ZF: min
u∈Uad

J(w) := min
u∈Uad

∫

Ω
w(x) dx

NB: d2x
(
Φ(u)d2xw

)
+Ψ(u)w = Rfz

RB: w(0) = w(1) = d2xw(0) = d2xw(1) = 0

BS: Uad =

{
u ∈ L∞(Ω), ua ≤ u(x) ≤ ub f.ü. in Ω,

∫

Ω
u(x) dx = C

}
,

wobei ua, ub ∈ R+ \ {0} gegeben sind. Die Dicke u = u(x) ist dabei die Steuer-
größe, die bei gegebener Krafteinwirkung fz = fz(x), die Auslenkung w = w(x)
steuert. In die Konstante C := VZ

2πR geht das Volumen VZ des Rohres ein.
Das Zielfunktional (ZF) verwenden wir in integraler Form, d.h. die Fläche die
unter der Funktion w beschrieben wird, soll minimal werden. Weitere Möglich-
keiten wären auch die Minimierung einer quadratischen Abweichung zu einer
vorgegeben Auslenkung w0:

min
u∈Uad

J(w) = min
u∈Uad

∫

Ω
(w(x)− w0(x))

2 dx

oder eine Formulierung mit Regularisierungsterm,

min
u∈Uad

J(w) = min
u∈Uad

∫

Ω
(w(x)− w0(x))

2 dx+
λ

2

∫

Ω
u(x)2 dx,

29
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um numerische Schwierigkeiten zu vermeiden. Wir definieren den Raum VK ,
den klassischen Lösungsraum:

VK := {w ∈ C4(Ω) ∩ C0(Ω) , d2xw(0) = d2xw(1) = 0},

wobei wir unter dem Raum Ck(Ω), k = 0, 1, . . . ,∞ den Raum aller stetigen
Funktionen verstehen, die k-mal stetig differenzierbar sind. Der Raum Ck

0 (Ω) ist
ein Unterraum zu Ck, wobei für die Funktionen w zusätzlich homogene Rand-
bedingung bis zur Ordnung k auf dem Rand Γ := {0} ∪ {1} gefordert werden.

Die Nebenbedingung besitzt für gegebenes fz ∈ C(Ω) und u ∈ C2(Ω) eine klas-
sische Lösung w ∈ VK . Bei vielen praktischen Problemen ist die Forderung der
Existenz der vierten Ableitung der Funktion w im Gebiet Ω zu stark. Meistens
kommt man mit schwächeren Voraussetzungen (niedrigere Ordnung der Ablei-
tungen) aus, weil die Gleichungen aus Erhaltungssätzen oder Variationsgleichun-
gen hergeleitet wurden. Ein weiterer Aspekt ist, dass für die wirkende Kraft in
vielen praktischen Fällen fz /∈ C(Ω) gilt. Um möglichst viele praxis relevante
Problemstellungen abzudecken, betrachten wir allgemein Kräfte fz ∈ L2(Ω),
wobei L2(Ω) der Raum der quadratisch integrierbaren Funktionen über Ω ist.
Für unser Optimalsteuerungsproblem kann unter diesen praktischen Gesichts-
punkten u ∈ C2(Ω) nicht immer garantiert werden. Wir verlangen als minimale
Anforderung an die Steuerung u ∈ L∞(Ω). Bei einigen praxisrelevanten Pro-
blemen kann die Steuerung aber auch „besseren“ Räumen, z.B.: u ∈ Ck(Ω),
angehören.
Wir verlassen die klassische Lösungstheorie und gehen zur Theorie der schwa-
chen Lösungen aus dem Bereich der partiellen Differenzialgleichungen über.

4.1 Die Variationsformulierung und das Lemma von
Lax und Milgram

Obwohl wir bereits im Kapitel 2 die Modellgleichung für den stationären Fall in
der schwachen Formulierung hergeleitet haben, wollen wir an dieser Stelle auf
den analytischen Hintergrund eingehen und den verwendeten Raum bezüglich
der schwachen Lösung spezifizieren.
Das Randwertproblem wird mit einer Testfunktion v ∈ VC := C2(Ω) ∩ C0(Ω)
multipliziert und anschließend wird über das Gebiet Ω integriert:

∫

Ω

{
d2x

(
Φ(u)d2xw(x)

)
+Ψ(u)w(x)

}
v(x) dx = R

∫

Ω
fz(x)v(x) dx.

Dabei wird zunächst angenommen, dass fz hinreichend glatt ist und w ∈ VK

gilt. Nach partieller Integration erhalten wir
∫

Ω
{Φ(u)d2xw(x)d2xv(x) + Ψ(u)w(x)v(x)} dx+

[
dx

(
Φ(u)d2xw(x)

)
v(x)

]
Γ

− [
Φ(u)d2xw(x)dxv

]
Γ
= R

∫

Ω
fz(x)v(x) dx.

Aufgrund der Wahl von v ∈ VC verschwindet der erste Randterm. Die dyna-
mischen Randbedingungen d2xw(0) = d2xw(1) = 0 werden in der Bilinearform
explizit berücksichtigt:

∫

Ω
{Φ(u)d2xw(x)d2xv(x) + Ψ(u)w(x)v(x)} dx = R

∫

Ω
fz(x)v(x) dx. (4.1)
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Diese Gleichung gilt für alle v ∈ VC . Für die schwache Lösung der Nebenbedin-
gung definieren wir die Sobolev-Räume Hk(Ω).

Definition 4.1.1. Hk(Ω) sei der Raum aller Funktionen w ∈ L2(Ω), für welche
die schwachen Ableitungen dαxw für alle α ≤ k existieren und zu L2(Ω) gehören.
Den Raum Hk versehen wir mit der Norm

‖w‖Hk(Ω) =


∑

α≤k

∫

Ω
|dαxw(x)|2 dx




1
2

.

Ausführliche Details zu den Sobolev-Räumen findet man in [5],[6]. Die Räume
Hk

0(Ω) enthalten Funktionen ausHk(Ω), bei denen die Randwerte aller Ableitun-
gen der Ordnung k−1 auf dem Rand verschwinden. Offenbar giltHk

0(Ω) ⊂ Hk(Ω)
und für diese Räume gilt die gleiche Normdefinition.
Der Raum VC ist bezüglich der H2-Norm nicht vollständig. Die Vervollständi-
gung von V erhalten wir, in dem wir den Raum VC mit derH2-Norm abschließen,

V := VC
‖·‖H2 = {w ∈ H2(Ω) | w(0) = w(1) = 0} = H2(Ω) ∩H1

0(Ω).

Der Raum VC ist dicht in V eingebettet und alle Ausdrücke in der Gleichung
(4.1) hängen bei gegebenen w ∈ V stetig von v ∈ V ab und somit gilt (4.1)
auch für alle v ∈ V. Umgekehrt kann wegen der Beliebigkeit von v ∈ VC und
unter der Voraussetzungen w ∈ VK auf die klassische Formulierung geschlossen
werden.
Wir definieren die Bilinearform a : V× V→ R als

a(w, v) :=

∫

Ω

{
Φ(u)d2xw(x)d

2
xv(x) + Ψ(u)w(x)v(x)

}
dx

und ein lineares stetiges Funktional F : V→ R durch

F (v) := R

∫

Ω
fz(x)v(x) dx.

Definition 4.1.2. Eine Funktion w ∈ V heißt schwache Lösung der Nebenbe-
dingung, wenn die Variationsformulierung (schwache Formulierung)

a(w, v) = F (v)

für alle v ∈ V erfüllt ist.

Der Raum aller linearen stetigen Funktionale auf V ist der duale Raum V∗ und
es gilt F ∈ V∗. Für die Existenz der Lösung w der Variationsformulierung nutzen
wir die Aussage des Lemmas von Lax und Milgram.

Lemma 4.1.3 (Lax und Milgram). Es sei V ein reeller Hilbertraum und
a : V × V → R eine Bilinearform mit folgenden Eigenschaften: Es existieren
reelle Konstanten α0 > 0 und β0 > 0, so dass die Beziehungen

|a(w, v)| ≤ α0‖w‖V‖v‖V (Beschränktheit)
a(w,w) ≥ β0‖w‖2V (V-Elliptizität)

erfüllt sind. Dann hat die Variationsformulierung für jedes F ∈ V∗ genau eine
Lösung w ∈ V und es existiert eine von F unabhängige Konstante cα, so dass
gilt

‖w‖V ≤ cα‖F‖V∗ .
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Für den Nachweis der V-Elliptizität in den Voraussetzungen des Lemmas be-
nutzen wir die zweite Ungleichung von Poincaré.

Lemma 4.1.4 (Zweite Ungleichung von Poincaré). Sei Ω ⊂ R ein beschränktes
Gebiet. Dann gilt für alle w ∈ H2(Ω) die Ungleichung:

‖w‖2H2 ≤ cΩ

[∫

Ω
|d2xw|2 dx+

∣∣∣∣
∫

Ω
{dxw + w} dx

∣∣∣∣
2
]

mit einer nur vom Gebiet Ω abhängigen Konstanten cΩ.

Der Beweis ist in [5] ausführlich dargelegt.

Satz 4.1.5. Ist Ω ein beschränktes Gebiet, so besitzt die Nebenbedingung (NB)
für jedes fz ∈ L2(Ω) genau eine schwache Lösung w ∈ V und es existiert eine
von fz unabhängige Konstante cp, so dass gilt

‖w‖H2 ≤ cp‖fz‖L2(Ω).

Beweis. Wir definieren

α = α(x) := max {Φ(u)(x),Ψ(u)(x)} , x ∈ Ω.

O.B.d.A setzen wir den RadiusR = 1 und vernachlässigen die Volumen-Bedingung.
Aus den Beschränkungen für den zulässigen Steuerbereich folgt

α0 = max
x∈Ω

α(x) = (2µ+ λESZ) ·
(
u3b
12

+ ub

)
.

Offenbar gilt α(x) ≤ α0,∀ x ∈ Ω. Wir schätzen die Bilinearform ab:

|a(w, v)| =

∣∣∣∣
∫

Ω

{
Φ(u)d2xwd

2
xv +Ψ(u)wv

}
dx

∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣
∫

Ω
α0(d

2
xwd

2
xv + wv) dx

∣∣∣∣

≤ |α0|
∫

Ω

{|d2xw||d2xv|+ |w||v|} dx

≤ α0

√∫

Ω
|(d2xw)2 + (w)2| dx

√∫

Ω
|(d2xv)2 + (v)2| dx

≤ α0‖w‖H2‖v‖H2 .

Damit haben wir die Beschränkheit der Bilinearform gezeigt. Beim Nachweis
der V-Elliptizität nutzen wir die zweite Ungleichung von Poincaré:

‖w‖2H2 ≤ cΩ

[∫

Ω
|d2xw|2 +

∣∣∣∣
∫

Ω
[dxw + w] dx

∣∣∣∣
2
]

≤ cΩ



∫

Ω
|d2xw|2 +

∣∣∣∣∣∣
w(1)− w(0)︸ ︷︷ ︸

=0

+

∫

Ω
w dx

∣∣∣∣∣∣

2


≤ cΩ

[∫

Ω
|d2xw|2 +

∫

Ω
|w|2 dx

]
.

Wir setzen
c(x) := min {Φ(u)(x),Ψ(u)(x)} , x ∈ Ω
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und für den Fall Radius R = 1, Vernachlässigung der Volumenbedingung und
unter Berücksichtigung der Beschränkung des zulässigen Steuerungsbereich, folgt

c0 = min
x∈Ω

c(x) = (2µ+ λESZ) · u
3
a

12
.

Wegen 0 < c0 ≤ c(x), ∀ x ∈ Ω folgt

a(w,w) =

∫

Ω

{
Φ(u)d2xwd

2
xw +Ψ(u)ww

}
dx

≥
∫

Ω
c0(|d2xw|2 + |w|2) dx ≥ c0

∫

Ω
|d2xw|2 + |w|2 dx

≥ c0
cΩ

‖w‖2H2

mit β0 =
c0
cΩ

. Mit diesen beiden Abschätzungen haben wir die Gültigkeit der

Voraussetzungen des Lemmas von Lax und Milgram gezeigt. Die Beschränk-
heit des Funktionals F können wir mit der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung
erschließen, für R = 1 gilt

|F (v)| ≤
∫

Ω
|fz(x)v(x)| dx = |(fz, v)L2 | ≤ ‖fz‖L2‖v‖L2 ≤ ‖fz‖L2‖v‖H2 .

Offenbar gilt ‖F‖V∗ ≤ ‖fz‖L2 und somit folgt

‖w‖H2 ≤ cp‖fz‖L2 ,

für die schwache Lösung w der Nebenbedingung (NB), mit cp = cΩ
c0
.

Bemerkung 4.1.6. 1. Die dynamischen Randbedingungen d2xw|Γ sind nicht
im Raum V enthalten. Diesen Umstand können wir kompensieren, indem
wir den Regularitätssatz [5], S.317 anwenden. Dann gilt für die Lösung

w ∈ H4∩V und nach Anwendung des Lemmas von Sobolev [5], S.110ff folgt
w ∈ C3(Ω). Somit sind die dynamischen Randbedingungen wohl definiert.

2. Bezüglich der Steuerung u hatten wir u ∈ L∞(Ω) vorausgesetzt, welche
die minimalste Forderung ist, was natürlich u ∈ Ck(Ω) für beliebiges k,
0 ≤ k ≤ 2 nicht ausschließt.

Wir gehen zum Optimalsteuerungsproblem für den stationären Fall über und
stellen die notwendigen Bedingungen erster Ordnung (Optimalitäts-System) für
die optimalen Lösungen w, u auf. Diese Bedingungen werden wir zunächst in-
tuitiv mit Hilfe der formalen Lagrange-Technik herleiten und im folgenden Ab-
schnitt exakt beweisen.

4.2 Die formale Lagrange-Technik

Wir definieren die Lagrange-Funktion

L(w, u, p, q0) := q0

∫

Ω
w dx−

∫

Ω
p{d2x(Φ(u)d2xw) + Ψ(u)w −Rfz} dx, (4.2)

mit einem Lagrange’schen Multiplikator q0 ∈ R und einer Lagrange’schen Mul-
tiplikatorfunktion p ∈ VK . Wir gehen vom regulären Fall aus und setzen q0 = 1.
In (4.2) haben wir nur die Nebenbedingungen berücksichtigt. Die Bedingungen
aus dem zulässigen Bereich (BS) führen wir explizit mit.



34 KAPITEL 4. DAS STATIONÄRE PROBLEM

Prinzip 4.2.1. Seien u,w die optimalen Lösungen, der Lagrange’sche Multipli-
kator p genüge der Gleichung

Lw(w, u, p) = 0.

Dann gilt die Variationsungleichung (notwendige Bedingung erster Ordnung)

Lu(w, u, p)(u− u) ≥ 0

für alle zulässigen u ∈ Uad. Die Ableitungen der Lagrange-Funktion nach dem
Multiplikator p ergibt die ursprüngliche Nebenbedingung.

Das in [8], S.69 formulierte Lagrange-Prinzip verlangt, dass die Nebenbedingung
noch Regularitäts-Bedingungen genügen müssen. Nach den Vereinbarungen zu
Beginn des Kapitels betrachten wir diese als erfüllt. Die Anwendung der Multi-
plikatorenregel erfolgt somit heuristisch (formal).
Wir beginnen für unsere Aufgabe zunächst damit, für den Lagrange’schen Mul-
tiplikator p eine Gleichung zu finden, die der Bedingung

Lw(w, u, p)h1 = 0

genügt. Wir gehen bei dieser Technik von klassischen Lösungen aus und wäh-
len beliebige Funktionen h1 ∈ VK . Um die Gâteaux-Ableitung der Lagrange-
Funktion zu vereinfachen, wenden wir zunächst partielle Integration an:

∫

Ω
{[d2x(Φ(u)d2xw) + Ψ(u)w]p} dx =

∫

Ω
[wd2x(Φ(u)d

2
xp) + Ψ(u)wp] dx

+[dx(Φ(u)d
2
xw)p]Γ − [Φ(u)d2xwdxp]Γ + [dxwΦ(u)d

2
xp]Γ − [wdx(Φ(u)d

2
xp)]Γ.

Diese Umformung setzen wir in die Lagrange-Funktion ein und vereinfachen
diese, indem wir die bekannten Werte (Randbedingungen) explizit einsetzen:

L(w, u, p) =

∫

Ω
w dx−

∫

Ω
[wd2x(Φ(u)d

2
xp) + Ψ(u)wp] dx− [dx(Φ(u)d

2
xw)p]Γ

− [dxwΦ(u)d
2
xp]Γ.

Für die Gâteaux-Ableitung bezüglich des Zustandes w folgt für beliebige Funk-
tionen h1 ∈ VK :

Lw(w, u, p)h1 = lim
t→0

1

t
[L(w + th1, u, p)− L(w, u, p)]

=

∫

Ω
h1 dx−

∫

Ω
[d2x(Φ(u)d

2
xp) + Ψ(u)p]h1 dx− [dx(Φ(u)d

2
xh1p]Γ

− [dxh1Φ(u)d
2
xp]Γ.

Aus dieser Ableitung versuchen wir eine Definition für die adjungierte Gleichung
zu gewinnen, die der Bedingung des Prinzips genügt. Um die Randterme zu
eliminieren, wählen wir zunächst beliebige h1 ∈ C∞

0 (Ω) ⊂ VK :
∫

Ω
[d2x(Φ(u)d

2
xp) + Ψ(u)p]h1 dx =

∫

Ω
h1 dx ∀ h1 ∈ C∞

0 (Ω)

woraus
d2x(Φ(u)d

2
xp) + Ψ(u)p = 1

folgt, was dem ersten Teil unseres adjungierten Systems entspricht. Die gewähl-
te Einschränkung h1 ∈ C∞

0 (Ω) heben wir wieder auf, indem wir Funktionen
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zulassen, welche auf dem Rand Γ nicht identisch Null sind. Für die Randterme
soll

−dx(Φ(u)d
2
xh1(1))p(1)− dx(Φ(u)d

2
xh1(0))p(0)− dxh1(1)Φ(u)d

2
xp(1)

−dxh1(0)Φ(u)d
2
xp(0) = 0

für beliebige h1 ∈ Vk gelten. Es ist stets Φ(u) 6= 0 für alle x ∈ Γ. Aus
dx(Φ(u)d

2
xh1(1)) berechnen wir

dx(Φ(u)d
2
xh1(1)) = dxΦ(u)d

2
xh(1) + Φ(u)d3xh(1) = Φ(u)d3xh(1),

wegen d2xh(1) = 0 weil h1 ∈ VK . Analog gilt dies natürlich auch für
dx(Φ(u)d

2
xh1(0)). Jetzt wählen wir Funktionen h1 ∈ Vk, für die zusätzlich

d3xh1(1) = d3xh1(0) = 0 gilt und erhalten

dxh1(1)Φ(u)d
2
xp(1)− dxh1(0)Φ(u)d

2
xp(0) = 0.

Durch Variation der Funktion dxh1 auf dem Rand Γ folgt sofort

d2xp(0) = d2xp(1) = 0

und nach Aufhebung der zusätzlichen Beschränkung d3xh1(1) = d3xh1(0) = 0,

dx(Φ(u)d
2
xh1(1))p(1)− dx(Φ(u)d

2
xh1(0))p(0) = 0,

folgt für beliebige h1:
p(0) = p(1) = 0.

Definition 4.2.2. Der adjungierte Zustand p ∈ VK zur Steuerung u sei Lösung
der Gleichung:

AG: d2x(Φ(u)d
2
xp) + Ψ(u)p = 1

RB: p(0) = p(1) = d2xp(0) = d2xp(1) = 0.

Die Existenz und Eindeutigkeit der Lösung setzen wir voraus. Mit dieser Defi-
nition folgt

Lw(w, u, p)h1 = 0 ∀ h1 ∈ VK ,

also der erste Teil des formalen Lagrange Prinzips. Die Herleitung der Variati-
onsungleichung geschieht auf analoge Weise. Ausgehend von

L(w, u, p) =

∫

Ω
w(x) dx−

∫

Ω
{d2x(Φ(u)d2xw(x)) + Ψ(u)w(x)}p(x) dx,

der Anwendung der Green’schen Formel (Partielle Integration)

L(w, u, p) =

∫

Ω
w(x) dx−

∫

Ω
{Φ(u)d2xwd2xp+Ψ(u)wp} dx

−[dx(Φ(u)d
2
xw)p]Γ + [Φ(u)d2xwdxp]Γ

und unter Berücksichtigung der Randbedingungen für die Funktionen w und p
folgt

L(w, u, p) =

∫

Ω
w(x) dx−

∫

Ω
{Φ(u)d2xwd2xp+Ψ(u)wp} dx.
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Die Gâteaux-Ableitung bezüglich u ist

Lu(w, u, p)h2 =

∫

Ω

{−Φ′(u)d2xwd
2
xp−Ψ′(u)wp

}
h2 dx ∀ h2 ∈ L∞(Ω).

Für h2 = u− u erhalten wir die Variationsungleichung
∫

Ω
{−Φ′(u)d2xwd

2
xp−Ψ′(u)wp}(u− u) dx ≥ 0.

Die Gâteaux-Ableitungen der Lagrange-Funktion nach p ergibt die ursprüngli-
che Nebenbedingung. Wenn u,w optimal sind, so existiert ein Lagrange’scher
Multiplikator p, so dass das folgende Optimalitätssystem (notwendige Bedin-
gungen erster Ordnung):

d2x
(
Φ(u)d2xw

)
+Ψ(u)w = Rfz

w|Γ = d2xw|Γ = 0

d2x
(
Φ(u)d2xp

)
+Ψ(u)p = 1

p|Γ = d2xp|Γ = 0∫

Ω
{−Φ′(u)d2xwd

2
xp−Ψ′(u)wp}(u− u) dx ≥ 0 ∀ u ∈ Uad

erfüllt ist. Mit der formalen Lagrange-Technik haben wir relativ leicht die not-
wendigen Bedingungen erster Ordnung ermitteln können. Diese Herleitung ist
natürlich kein exakter Beweis, aber wie wir im folgenden Abschnitt zeigen wer-
den, kommt man mit dieser Technik relativ einfach auf die notwendigen Bedin-
gungen erster Ordnung.

4.3 Zustandseliminierung im Zielfunktional und die
notwendige Bedingung erster Ordnung

In diesem Abschnitt werden wir unsere Aufgabenstellung soweit umformen, dass
wir ein nichtlineares Optimierungs-Problem im Banachraum erhalten. Für dieses
Problem werden wir notwendige Bedingungen erster Ordnung beweisen. Wir
setzen die Existenz einer optimalen Steuerung voraus!
Wir definieren den Steuerungs-Zustands-Operator G, der jeder Steuerung
u ∈ Uad ⊂ L∞(Ω) einen eindeutigen Zustand w ∈ V zuordnet, durch

w = G(u) Uad → V.

Der Zustand w muss natürlich der Nebenbedingung in der schwachen Formulie-
rung genügen. Mit diesem Operator G können wir den Zustand w im Zielfunk-
tional eliminieren und damit eine einfachere Definition des Optimalsteuerungs-
problems für den stationären Fall angeben,

ZF: min
u∈Uad

J(G(u)) = min
u∈Uad

∫

Ω
[G(u)](x) dx (4.3)

BS: Uad =

{
u ∈ L∞(Ω), ua ≤ u(x) ≤ ub f.ü. in Ω,

∫

Ω
u(x) dx = C

}
.

Wir setzen

fs(u) := J(G(u)) =

∫

Ω
[G(u)](x) dx (4.4)

und verwenden dies als neues Zielfunktional.
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Definition 4.3.1. Eine Steuerung u ∈ Uad heißt optimale Steuerung für die
Aufgabe (4.3), wenn fs(u) ≤ fs(u) gilt für alle u ∈ Uad. Wir bezeichnen
w = G(u) als zugehörigen optimalen Zustand.

Für die notwendige Bedingung erster Ordnung formulieren wir folgenden Hilfs-
satz:

Lemma 4.3.2. Es sei U = L∞(Ω) ein reeller Banachraum, Uad ⊂ U eine kon-
vexe Menge und fs : Uad → R ein auf Uad Gâteaux-differenzierbares reellwertiges
Funktional. Sei u ∈ Uad eine Lösung der Aufgabe (4.3). Dann ist die folgende
Variationsungleichung

f ′
s(u)(u− u) ≥ 0

für alle u ∈ Uad erfüllt.

Für den Beweis dieses Lemmas verweisen wir auf [4], S.50. Bevor wir uns mit
der Ableitung des neuen Zielfunktionals f ′

s(u) beschäftigen, wollen wir noch eine
Bemerkung zur Differenzierbarkeit unseres ursprünglichen Zielfunktionals J(w)
darlegen.

Bemerkung 4.3.3. Das Zielfunktional J(w) ist Gâteaux-differenzierbar, d.h
für beliebige h1 ∈ V existiert

δJ(w, h1) = lim
t→0

1

t
(J(w + th1)− J(w))

und man berechnet leicht

δJ(w, h1) = lim
t→0

1

t

∫

Ω
(w(x) + th1(x))− w(x) dx =

∫

Ω
1 · h1(x) dx.

Offensichtlich ist diese Abbildung linear und stetig in Bezug auf h1 ∈ V. Das
ursprüngliche Zielfunktional J ist sogar Fréchet-differenzierbar, denn es gilt

J(w + h1) = J(w) +Ah1 + r(w, h1) mit
‖r(w, h1)‖V

‖h1‖V → 0, ‖h1‖V → 0.

Das Restglied r(w, h1) entspricht der zweiten Ableitung der Taylorentwicklung
des Funktionals J und dies ist in diesem Fall identisch Null.

Nach dieser Bemerkung wenden wir uns der eigentlichen Berechnung von f ′
s(u)

zu. Unter Benutzung der Kettenregel gilt für beliebige h2 ∈ L∞(Ω):

〈f ′
s(u), h2〉 = 〈J ′(G(u)), G′(u)h2〉 =

∫

Ω
[G′(u)h2](x) dx.

In der Ableitung des Zielfunktionals fs benötigen wir G′(u) und wir werden
zeigen, dass diese als Fréchet-Ableitung des Steuerungs-Zustands-Operator G
existiert. Die Fréchet-Ableitung G′(u) muss der Eigenschaft

G(u+ h2)−G(u) = G′(u)h2 + r(u, h2)

genügen, wobei G′(u) linear bezüglich h2 ist und das Restglied r(u, h2) die Be-
ziehung

‖r(u, h2)‖V
‖h2‖L∞

→ 0 für ‖h2‖L∞ → 0

erfüllt.
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Satz 4.3.4. Sei Ω ein beschränktes Lipschitz-Gebiet und die Nemytskij-Operatoren
Φ,Ψ seien differenzierbar im Raum L∞. Dann ist der Steuerungs-Zustands-
Operator G Fréchet-differenzierbar von L∞(Ω) nach V. Die Ableitung hat die
Form

G′(u)h2 = y,

wobei y die schwache Lösung des Randwertproblems

d2x
(
Φ(u)d2xy

)
+Ψ(u)y = −d2x

(
Φ′(u)h2d2xw

)−Ψ′(u)h2w

mit den Randbedingungen:

y(0) = 0 d2xy(0) = 0 y(1) = 0 d2xy(1) = 0,

an der Stelle w = G(u) ist.

Unter schwacher Lösung verstehen wir immer die Lösung der resultierenden
Variationsgleichung aus dem Randwertproblem. Aus Gründen der Übersicht-
lichkeit verwenden wir im Beweis die starke Formulierung.

Beweis. Sei w = G(u) die schwache Lösung des Randwertproblems

d2x(Φ(u)d
2
xw) + Ψ(u)w = Rfz

w(0) = w(1) = d2xw(0) = d2xw(1) = 0

und sei wu = G(u + h2), h2 ∈ L∞(Ω) die schwache Lösung des Randwertpro-
blems

d2x(Φ(u+ h2)d
2
xwu) + Ψ(u+ h2)wu = Rfz

wu(0) = wu(1) = d2xwu(0) = d2xwu(1) = 0.

Wir bilden die Differenz G(u + h2) − G(u), was der Subtraktion der beiden
Randwertprobleme entspricht:

d2x(Φ(u+ h2)d
2
xwu − Φ(u)d2xw) + Ψ(u+ h2)wu −Ψ(u)w = 0

wu(0)− w(0) = 0 d2x(wu(0)− w(0)) = 0

wu(1)− w(1) = 0 d2x(wu(1)− w(1)) = 0

und daher

d2x([Φ(u+ h2)− Φ(u)]d2xw +Φ(u+ h2)d
2
x(wu − w)) + [Ψ(u+ h2)−Ψ(u)]w

+Ψ(u+ h2)(wu − w) = 0.

Wir können die im Kapitel 3 bewiesene Fréchet-Differenzierbarkeit der Nemytskij-
Operatoren ausnutzen,

d2x([Φ
′(u)h2 + rΦ(u, h2)]d

2
xw +Φ(u+ h2)d

2
x(wu − w))

+[Ψ′(u)h2 + rΨ(u, h2)]w +Ψ(u+ h2)(wu − w) = 0.

Für die Randbedingungen gilt weiterhin:

wu(0)− w(0) = 0 d2x(wu(0)− w(0)) = 0

wu(1)− w(1) = 0 d2x(wu(1)− w(1)) = 0.
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Wir setzen wu − w = y + yr mit einer Funktion y ∈ V als schwache Lösung der
Gleichung

d2x(Φ(u)d
2
xy) + Ψ(u)y = −d2x(Φ

′(u)h2d2xw)−Ψ′(u)h2w

mit den Randbedingungen:

y(0) = 0 d2xy(0) = 0 y(1) = 0 d2xy(1) = 0.

Wir bilden die Differenz, um eine Gleichung für die Funktion yr ∈ V bestimmen
zu können:

d2x(Φ(u+ h2)d
2
xyr) + Ψ(u+ h2)yr + d2x([Φ

′(u)h2 + rΦ(u, h2)]d
2
xy)

+[Ψ′(u)h2 + rΨ(u, h2)]y + d2x(rΦ(u, h2)d
2
xw) + rΨ(u, h2)w = 0,

und für die Randbedingungen folgt aus der Differenz:

yr(0) = 0 d2xyr(0) = 0 yr(1) = 0 d2xyr(1) = 0.

Für die Anwendung des Lemmas von Lax und Milgram schreiben wir die Varia-
tionsformulierung auf, d.h. die Gleichungen für y und yr multiplizieren wir mit
einem v ∈ V und integrieren über das Gebiet Ω, wenden die Green’sche Formel
an und setzen die dynamischen Randbedingungen d2xy(·) bzw. d2xyr(·) explizit
ein,

∫

Ω
{Φ(u)d2xyd2xv +Ψ(u)yv} dx

=

∫

Ω
{−Φ′(u)h2d2xwd

2
xv −Ψ′(u)h2wv} dx

∫

Ω
{Φ(u+ h2)d

2
xyrd

2
xv +Ψ(u+ h2)yrv} dx

=

∫

Ω

{−rΦ(u, h2)d
2
xwd

2
xv − rΨ(u, h2)wv −[Φ′(u)h2 + rΦ(u, h2)]d

2
xyd

2
xv

−[Ψ′(u)h2 + rΨ(u, h2)]yv
}
dx.

Wir definieren die Bilinearformen

ay(y, v) :=

∫

Ω
{Φ(u)d2xyd2xv +Ψ(u)yv} dx

ayr(yr, v) :=

∫

Ω
{Φ(u+ h2)d

2
xyrd

2
xv +Ψ(u+ h2)yrv} dx

für alle v ∈ V und die Linearformen in v,

fy(v) :=

∫

Ω
{−Φ′(u)h2d2xwd

2
xv −Ψ′(u)h2wv} dx

fyr(v) :=

∫

Ω

{−rΦ(u, h2)d
2
xwd

2
xv − rΨ(u, h2)wv

−[Φ′(u)h2 + rΦ(u, h2)]d
2
xyd

2
xv − [Ψ′(u)h2 + rΨ(u, h2)]yv

}
dx.

Wir suchen Funktionen y bzw. yr, welche die Gleichungen

ay(y, v) = fy(v) bzw. ayr(yr, v) = fyr(v)

für alle v ∈ V erfüllen. Wir untersuchen zunächst die Gleichung für y und
offenbar ist die Beschränkheit- und die V-Elliptizität-Bedingung erfüllt. Somit
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können wir das Lemma von Lax und Milgram anwenden. Für die Abschätzung
der Linearform fy(v) definieren wir

Θ1(u)(x) := max{|Φ′(u)(x)|, |Ψ′(u)(x)|}, x ∈ Ω.

Mit dieser Definition gilt

|fy(v)| ≤
∫

Ω
|Θ1(u)h2||d2xwd2xv + wv| dx ≤ ‖Θ1‖L∞‖h2‖L∞‖w‖H2‖v‖H2

und für die Norm des Funktionals folgt

‖f‖V ∗ = sup
v∈V

|fy(v)|
‖v‖V = ‖Θ1‖L∞‖h2‖L∞‖w‖H2 .

Aus dem Lemma von Lax und Milgram folgt somit

‖y‖H2 ≤ ‖Θ1‖L∞‖h2‖L∞

β0
‖w‖H2

mit einer Konstanten β0 unabhängig von h2. Offensichtlich ist die Lösung y
linear von h2 abhängig. Die Bilinearform ayr erfüllt auch die Voraussetzungen
des Lemmas von Lax und Milgram, wenn h2 hinreichend klein ist. Für die Ab-
schätzung der Linearform fyr(v) definieren wir

ryr(u, h2)(x) := max{|rΦ(u, h2)(x)|, |rΨ(u, h2)(x)|}, x ∈ Ω.

Es gilt

|fyr(v)| ≤
∫

Ω
|ryr(u, h2)||d2x(w + y)d2xv + (w + y)v|

+ |Θ1||h2||d2xyd2xv + yv| dx
≤ ‖ryr(u, h2)‖L∞‖w + y‖H2‖v‖H2 + ‖Θ1‖L∞‖h2‖L∞‖y‖H2‖v‖H2

‖fyr‖V∗ ≤ ‖ryr(u, h2)‖L∞‖w + y‖H2 + ‖Θ1‖L∞‖h2‖L∞‖y‖H2

und damit gilt für die Lösung yr:

‖yr‖H2 ≤ cα‖fyr‖V∗

mit einer Konstanten cα, die unabhängig von h2 ist. Jetzt müssen wir noch
zeigen, dass yr die geforderte Restgliedeigenschaft besitzt. Dazu dividieren wir
die Abschätzung durch ‖h2‖L∞ > 0

‖yr‖H2

‖h2‖L∞
≤ cα

‖fyr‖V∗

‖h2‖L∞

und führen die Grenzwertbetrachtung für ‖h2‖L∞ → 0 durch. Zum besseren
Verständnis betrachten wir die Terme einzeln. Für den ersten Term gilt sofort
die Restgliedeigenschaft der Nemytskij-Operatoren:

‖ryr(u, h2)‖L∞‖w‖H2

‖h2‖L∞
→ 0,

für ‖h2‖L∞ → 0, dies haben wir bereits im Kapitel 3 dargelegt. Im zweiten Term
wird die Abschätzung für die Lösung y verwendet:

‖ryr(u, h2)‖L∞‖y‖H2

‖h2‖L∞
≤ ‖ryr(u, h2)‖L∞‖Θ1‖L∞‖h2‖L∞‖w‖H2

β0‖h2‖L∞

=
‖ryr(u, h2)‖L∞‖Θ1‖L∞‖w‖H2

β0
→ 0,
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für ‖h2‖L∞ → 0. Für den letzten Term gilt

‖Θ1‖L∞‖h2‖L∞‖y‖H2

‖h2‖L∞
≤ ‖Θ1‖2L∞‖h2‖2L∞‖w‖H2

β0‖h2‖L∞

=
‖Θ1‖2L∞‖h2‖L∞‖w‖H2

β0
→ 0

für ‖h2‖L∞ → 0. Als Fazit folgt für die Restgliedeigenschaft

‖yr‖H2

‖h2‖L∞
≤ cα

‖fyr‖V∗

‖h2‖L∞
≤ o(‖h2‖L∞).

Damit ist die Fréchet-Differzierbarkeit des Operators G gezeigt:

G(u+ h2)−G(u) = G′(u)h2 + rG(u, h2)

mit G′(u)h2 = y und rG(u, h2) = yr.

Bemerkung 4.3.5. 1. In dem Beweis haben wir immer die optimale Steue-
rung u und den dazugehörigen optimalen Zustand w verwendet. Diese Ei-
genschaft der Optimalität ist aber an keiner Stelle benutzt worden. Der
Satz gilt auch für beliebige Steuerungen u und dazugehörige Zustände w,
aber im Hinblick auf die notwendige Bedingung erster Ordnung war nur
die Ableitung an der optimale Stelle u von Interesse.

2. Mit den dynamischen Randbedingungen d2xy|Γ sind wir im Beweis sehr
sorglos umgegangen. Wir verweisen dazu auf die Bemerkungen (4.1.6).

Für die Ableitung des Zielfunktionals fs bezüglich beliebiger Richtungen
h2 ∈ L∞(Ω) gilt

f ′
s(u)h2 =

∫

Ω
[G′(u)h2](x) dx =

∫

Ω
y(x) dx

mit y als schwache Lösung der Gleichung

d2x
(
Φ(u)d2xy

)
+Ψ(u)y = −d2x

(
Φ′(u)h2d2xw

)−Ψ′(u)h2w

und den zugehörigen Randbedingungen:

y(0) = 0 d2xy(0) = 0 y(1) = 0 d2xy(1) = 0.

Diese Ableitung können wir durch Definition eines adjungierten Zustands effizi-
enter formulieren.

Definition 4.3.6. Der adjungierte Zustand p ∈ V ist die schwache Lösung des
Randwertproblems

d2x
(
Φ(u)d2xp

)
+Ψ(u)p = 1

mit den zugehörigen Randbedingungen:

p(0) = 0 d2xp(0) = 0 p(1) = 0 d2xp(1) = 0.

Die Funktion p, die bei der formalen Lagrange-Technik als Lagrange’scher Mul-
tiplikator verwendet wurde, nutzen wir, um die notwendige Bedingung erster
Ordnung effizient darzustellen.
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Lemma 4.3.7. Es seien Funktionen u, h ∈ L∞(Ω), Nemytskij-Operatoren
Φ(u),Ψ(u) ∈ L∞(Ω) sowie deren Ableitungen bezüglich u: Φ′(u),Ψ′(u) ∈ L∞(Ω)
gegeben und y, p ∈ V die schwachen Lösungen von

d2xΦ(u)d
2
xp) + Ψ(u)p = 1

p(0) = p(1) = d2xp(0) = d2xp(1) = 0

und

d2x(Φ(u)d
2
xy) + Ψ(u)y = −d2x(Φ

′(u)hd2xw −Ψ′(u)hw
y(0) = y(1) = d2xy(0) = d2xy(1) = 0.

Dann gilt ∫

Ω
y dx =

∫

Ω
{−Φ′(u)d2xwd

2
xp−Ψ′(u)wp}h dx.

Beweis. Wir schreiben die Variationsformulierung für beide Randwertprobleme
auf. Für die Gleichung in p mit Testfunktion y gilt

∫

Ω
{Φ(u)d2xpd2xy +Ψ(u)py} dx =

∫

Ω
y dx

und für die Gleichung in y mit Testfunktion p gilt

∫

Ω
{Φ(u)d2xyd2xp+Ψ(u)yp} dx =

∫

Ω
{−Φ′(u)d2xwd

2
xp−Ψ′(u)wp}h dx.

Die linken Seiten sind gleich, also auch die rechten. Daraus folgt die Richtigkeit
der Behauptung.

Unter Benutzung des Lemmas folgt für die notwendige Bedingung erster Ord-
nung:

f ′
s(u)(u− u) =

∫

Ω
[G′(u)h2](x) dx =

∫

Ω
y(x) dx

=

∫

Ω
{−Φ′(u)d2xwd

2
xp−Ψ′(u)wp}(u− u) dx.

Offensichtlich hat sich die Vermutung, die wir mit Hilfe der formalen Lagrange-
Technik ermittelt haben, als korrekt erwiesen.

Fazit: Jede optimale Lösung u mit dem dazugehörigen optimalen Zustand
w = G(u) muss dem Optimalitätssystem:

∫

Ω
{Φ(u)d2xpd2xv +Ψ(u)pv} dx =

∫

Ω
v dx ∀ v ∈ V

∫

Ω
{−Φ′(u)d2xwd

2
xp−Ψ′(u)wp}(u− u) dx ≥ 0 ∀ u ∈ Uad

genügen, wobei p ∈ V die schwache Lösung der adjungierten Gleichung ist. In
dieser Formulierung ist natürlich die Nebenbedingung durch den Steuerungs-
Zustands-Operator G versteckt enthalten.
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4.4 Fazit

In diesem Kapitel haben wir den stationären Fall bearbeitet, zu jeder zulässi-
gen Steuerung die Existenz einer eindeutigen Lösung der Modellgleichung aus
dem Kapitel 2 gezeigt und das dazugehörige Optimalsteuerungsproblem formu-
liert. Für das resultierende Optimalsteuerungsproblem wurde die notwendige
Bedingung erster Ordnung hergeleitet. Dies erfolgte zunächst intuitiv mittels
der formalen Lagrange-Technik und wurde anschließend exakt bewiesen. Somit
können wir bei der numerischen Behandlung des Problems, die Erfüllung der
notwendigen Bedingung erster Ordnung für eine diskrete Lösung uh aufzeigen.
Diese numerische Umsetzung ist Hauptbestandteil des Kapitels 6.
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Kapitel 5

Das instationäre Problem

In diesem Kapitel beschäftigen wir uns mit dem instationären Fall. Der instatio-
näre Fall bedeutet, die Nebenbedingung ist eine zeitabhängige Gleichung und in
unseren konkreten Fall eine partielle Differenzialgleichung vom hyperbolischen
Typ. Seien

Q := Ω× (0, T ] = (0, 1)× (0, T ]

das Orts-Zeit-Gebiet und

Σ := Γ× (0, T ] = [{0} ∪ {1}]× (0, T ]

die zugehörigen Randstücke. Wir suchen eine Lösung w = w(x, t) ∈ Q, welche
der Differenzialgleichung:

Θ(u)∂2
tw − ∂x

(
Υ(u)∂2

t ∂xw
)
+ ∂2

x

(
Φ(u)∂2

xw
)
+Ψ(u)w = Rfz(5.1)

RB: w|Σ = ∂2
xw|Σ = 0

AB: w(·, 0) = ∂tw(·, 0) = 0

genügt. Diese Gleichung haben wir aus der Modellierung im Kapitel 2 als End-
resultat für die dünne Schale erhalten. Sie unterscheidet sich offensichtlich von
der ursprünglichen Nebenbedingung im Modell aus Tartu (1.1). Um mit diesem
Modell konform zu bleiben, werden wir diese Gleichung modifizieren, so dass der
Unterschied nur in der Verwendung der Materialparameter liegt. Eine weitere
Modifikation des ursprünglichen Problems ist, dass wir ein neues Zielfunktional
verwenden, was mit dem Fachgebiet der Topologie-Optimization konform ist. Un-
ser ursprüngliches Zielfunktional hat den entscheidenden Nachteil, dass T gerade
die Nullstelle der „Schwingungsgleichung“ (hyperbolischen Gleichung) bezüglich
der Zeit t sein könnte, und somit wäre das Optimalsteuerungsproblem praktisch
nicht sinnvoll formuliert. Im Bereich der Topologie-Optimization wird z.B. nicht
nur die Deformation an einem ausgewählten Zeitpunkt T , sondern die Deforma-
tion w bezüglich des gesamten Zeitintervalls [0, T ] und unter Berücksichtigung
der Richtung der wirkenden Kraft betrachtet. Diese Spezifikation resultiert in
eine neue Problemstellung, die wir als neue Zielsetzung auffassen wollen. Für
diese Zielstellungen werden wir die notwendige Bedingung erster Ordnung für
eine optimale Steuerung u und den zugehörigen optimalen Zustand w aufstellen.
Das Kapitel gliedert sich in folgender Weise:

a) Definition der Optimalsteuerungsprobleme.

b) Anwendung der formalen Lagrange-Technik zur intuitiven Bestimmung
der notwendigen Bedingungen erster Ordnung.

c) Konzept der schwachen Lösung für die Nebenbedingungen.

45
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d) Reduktion der Optimalsteuerungsprobleme und Beweis der notwendigen
Bedingung erster Ordnung.

Wir treffen analog zum stationären Fall folgende Voraussetzungen:

• Es existiert eine optimale Steuerung u und

• Die Gültigkeit der Lagrange’schen Multiplikatorenregel für die intuitive
Herleitung der notwendigen Bedingungen erster Ordnung.

Bevor wir zur Definition der Steuerungsprobleme kommen, wenden wir uns der
Modifikation der Gleichung (5.1) zu, um mit dem ursprünglichen Modell aus
Tartu konform zu bleiben.

5.1 Modifikationen der Nebenbedingung

Offensichtlich ist der Term ∂x
(
Υ(u)∂2

t ∂xw
)
in dem vorgelegten mechanischen

Modell aus Tartu nicht vorhanden. Dieser Term repräsentiert das
Beschleunigungs-Biegemoment, das vermutlich einen geringen Einflusses auf die
Lösung w der partiellen Differentialgleichung hat. Numerische Tests haben ge-
zeigt, dass sich die Lösungen w von (5.1)und ws von (5.2) nur um einen kleinen
Faktor bei konstanten Koeffizienten unterscheiden. Wir definieren ws als Lösung
der Gleichung

Θ(u)∂2
tws + ∂2

x

(
Φ(u)∂2

xws

)
+Φ(u)ws = Rfz (5.2)

mit den Rand- bzw. Anfangsbedingungen:

RB: ws|Σ = ∂2
xws|Σ = 0

AB: ws(·, 0) = ∂tws(·, 0) = 0.

Dieses Anfangs-Randwertproblem ist wieder mit dem ursprünglichen Problem
aus Tartu (1.1) konform, bis auf die Unterschiede in den Materialparametern.
Wir verwenden z.B. λESZ (was aus den Hypothesen von Mindlin und Reissner
herrührt) und nicht λ als Materialparameter.

5.2 Optimalsteuerungsproblem A

Wir beginnen mit der Definition des modifizierten Optimalsteuerungsproblems.
Wir suchen optimale Lösungen u (optimale Dicke) und ws (optimaler Zustand),
welche das Zielfunktional minimieren und die Nebenbedingungen erfüllen.

ZF: min
u∈Uad

JA(ws) = min
u∈Uad

∫

Ω
ws(x, T ) dx

NB: Θ(u)∂2
tws + ∂2

x

(
Φ(u)∂2

xws

)
+Ψ(u)ws = Rfz

RB: ws|Σ = ∂2
xws|Σ = 0

AB: ws(·, 0) = ∂tws(·, 0) = 0

BS: Uad =

{
u ∈ L∞(Ω), ua ≤ u(x) ≤ ub f.ü. in Ω,

∫

Ω
u(x) dx = C

}
.

Dabei ist die Dicke u die Steuergröße, die den Zustand (die Auslenkung) ws

der Zylinderschale bei gegebener Krafteinwirkung fz steuert. Im zulässigen Be-
reich (BS) ist wieder die Volumenbedingung vorhanden, die wir bereits aus dem
stationären Fall kennen.
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5.3 Optimalsteuerungsproblem B

Wir definieren das vollständigen Optimalsteuerungsproblem mit der vollständi-
gen Nebenbedingung und der gleichen Zielsetzung.

ZF: min
u∈Uad

JB(w) = min
u∈Uad

∫

Ω
w(x, T ) dx

NB: Θ(u)∂2
tw − ∂x(Υ(u)∂2

t ∂xw) + ∂2
x

(
Φ(u)∂2

xw
)
+Ψ(u)w = Rfz

RB: w|Σ = ∂2
xw|Σ = 0

AB: w(·, 0) = ∂tw(·, 0) = 0

BS: Uad =

{
u ∈ L∞(Ω), ua ≤ u(x) ≤ ub f.ü. in Ω,

∫

Ω
u(x) dx = C

}
.

In dieser Definition des Optimalsteuerungsproblems ist das Beschleunigungs-
Biegemoment enthalten.

5.4 Optimalsteuerungsproblem C

Wir verändern das Zielfunktional im Problem A, um mit Aufgabenstellungen
der Topologie Optimierung konform zu sein.

ZF: min
u∈Uad

JC(ws) = min
u∈Uad

∫∫

Q
fzws dx dt

NB: Θ(u)∂2
tws + ∂2

x

(
Φ(u)∂2

xws

)
+Ψ(u)ws = Rfz

RB: ws|Σ = ∂2
xws|Σ = 0

AB: ws(·, 0) = ∂tws(·, 0) = 0

BS: Uad =

{
u ∈ L∞(Ω), ua ≤ u(x) ≤ ub f.ü. in Ω,

∫

Ω
u(x) dx = C

}
.

Dieses Zielfunktional berücksichtigt die Richtung der Kraft bezüglich der Aus-
lenkung und wird zusätzlich noch durch die Kraft-Komponente gewichtet.

5.5 Optimalsteuerungsproblem D

Diese Problemstellung unterscheidet sich von Problem C nur durch die Verwen-
dung der vollständigen Nebenbedingung.

ZF: min
u∈Uad

JD(w) = min
u∈Uad

∫∫

Q
fzw dxdt

NB: Θ(u)∂2
tw − ∂x(Υ(u)∂2

t ∂xw) + ∂2
x

(
Φ(u)∂2

xw
)
+Ψ(u)w = Rfz

RB: w|Σ = ∂2
xw|Σ = 0

AB: w(·, 0) = ∂tw(·, 0) = 0

BS: Uad =

{
u ∈ L∞(Ω), ua ≤ u(x) ≤ ub f.ü. in Ω,

∫

Ω
u(x) dx = C

}
.

Die vier Problemstellungen haben viele Gemeinsamkeiten, die sich auch bei
der Herleitung der notwendigen Bedingungen erster Ordnung sowie in deren
Beweisen widerspiegeln. Bevor wir zur formalen Lagrange-Technik übergehen,
benötigen wir den Begriff der klassischen Lösung.



48 KAPITEL 5. DAS INSTATIONÄRE PROBLEM

Definition 5.5.1. Sei fz ∈ C0,0(Q) und u ∈ C2(Ω) gegeben. Wir sagen, die
(modifizierte bzw. vollständige) Nebenbedingung besitzt eine klassische Lösung
ws ∈WK bzw. w ∈WK :

WK := {w ∈ C4,2(Q); w|Σ = ∂2
xw|Σ = 0},

die auch den Anfangsbedingungen genügt. Unter dem Raum C4,2(Q) verstehen
wir den Raum der viermal stetig differenzierbaren Funktionen bezüglich x und
der zweimal stetig differenzierbaren Funktionen bezüglich t.

Die Frage nach der Existenz und Eindeutigkeit der Lösung setzen wir voraus.
Die Forderung der klassischen Lösung der Nebenbedingung ist bei vielen prak-
tischen Problemen zu stark, wie wir bereits beim stationären Fall diskutiert
haben. In vielen praktischen Anwendungsfällen wird fz /∈ C0,0(Q) gelten, so-
wie die Forderung u ∈ C2(Ω) wird nicht in allen Fällen erfüllbar sein. Deshalb
wenden wir uns später dem Konzept der schwachen Lösungen zu, wo wir diese
Voraussetzungen abschwächen können. Doch für die formale Lagrange-Technik
setzen wir die Existenz der klassischen Lösung als gegeben voraus.

5.6 Die formale Lagrange-Technik

Um eine Vorstellung von den notwendigen Bedingungen erster Ordnung zu be-
kommen, wenden wir die formale Lagrange-Technik an. Diese Technik dient
lediglich dazu, eine einprägsame Formulierung der notwendigen Bedingungen
erster Ordnung zu erhalten. Sie ist nicht exakt mathematisch abgesichert, weil
die strengen Voraussetzungen [8], S.69 nicht erfüllt sein müssen. Weiterhin ge-
hen wir sehr sorglos mit der Existenz der Integrale, den Zeitableitungen der
Funktionen ∂tws, ∂

2
tws bzw. ∂tw, ∂2

tw, ∂t∂xw und mit der Verwendung der An-
fangsbedingungen um.

5.6.1 Problem A

Wir definieren die Lagrange-Funktion

LA(ws, u, pA) := q0

∫

Ω
ws(x, T ) dx−

∫∫

Q

{
Θ(u)∂2

tws + ∂2
x

(
Φ(u)∂2

xws

)

+Ψ(u)ws −Rfz} pA dx dt,

mit dem Lagrange’schen Multiplikator q0 und einer Lagrange’schen Multipli-
katorfunktion pA = pA(x, t). Die Anfangsbedingung der Nebenbedingung und
die Nebenbedingungen in Ungleichungsform bzw. Gleichungsform bezüglich des
zulässigen Bereichs (BS) führen wir explizit mit. Es gelte

∫∫

Q
:=

∫ T

0

∫

Ω
=

∫

Ω

∫ T

0
.

Wir setzen die Gültigkeit des Lagrange-Prinzips (4.2.1) und den regulären Fall
voraus, also q0 = 1. Wir berechnen aus dem Prinzip die notwendigen Bedin-
gungen erster Ordnung für die optimale Steuerung u und den dazugehörigen
optimalen Zustand ws,

LA
ws
(ws, u, pA)h1 = 0 ∀ h1 ∈WK mit h1(·, 0) = ∂th1(·, 0) = 0

LA
u (ws, u, pA)(u− u) ≥ 0 ∀ u ∈ Uad.
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Die Bedingung h1(·, 0) = ∂th1(·, 0) = 0 benötigen wir, damit auch für die An-
fangsbedingungen (ws + h1)(·, 0) = ∂t(ws + h1)(·, 0) = 0 gilt.
Aus LA

ws
(ws, u, pA)h1 = 0 definieren wir die adjungierte Gleichung.

Wir wenden die Green’sche Formel (partielle Integration) bezüglich x und t an,
um die Gâteaux-Ableitung bezüglich des Zustandes ws einfacher berechnen zu
können. Aus Gründen der Übersichtlichkeit betrachten wir die Terme einzeln
und beginnen mit dem ersten Term und der partiellen Integration bezüglich t:

∫∫

Q
Θ(u)∂2

twspA dx dt (5.3)

=

∫

Ω
Θ(u)∂tws(x, T )pA(x, T ) dx−

∫

Ω
Θ(u)ws(x, T )∂tpA(x, T ) dx

+

∫∫

Q
Θ(u)ws∂

2
t pA dx dt,

wobei wir die bekannten Anfangsbedingungen ws(·, 0) und ∂tws(·, 0) in die Be-
rechnung bereits einbezogen haben. Der zweite Term ist bereits aus der formalen
Lagrange-Technik des stationären Falls bekannt. Wir führen die partielle Inte-
gration bezüglich x durch und setzen die Randbedingungen für die Funktion ws

explizit ein,
∫∫

Q
∂2
x

(
Φ(u)∂2

xws

)
pA dx dt (5.4)

=

∫ T

0
∂x

(
Φ(u)∂2

xws(x, t)
)
pA(x, t)|10 dt−

∫ T

0
Φ(u)∂xws(x, t)∂

2
xpA(x, t)|10 dt

+

∫∫

Q
ws∂

2
x(Φ(u)∂

2
xpA) dx dt.

Mit diesen Umformungen erhalten wir für die Gâteaux-Ableitung bezüglich des
Zustandes ws:

LA
ws
(ws, u, pA)h1 = lim

t→0

1

t
[LA(ws + th1, u, pA)− LA(ws, u, pA)]

=

∫

Ω
h1(x, T ) dx−

∫∫

Q

{
Θ(u)h1∂

2
t pA + h1∂

2
x(Φ(u)∂

2
xpA)

+Ψ(u)h1pA} dx dt−
∫

Ω
Θ(u)∂th1(x, T )pA(x, T ) dx

+

∫

Ω
Θ(u)h1(x, T )∂tpA(x, T ) dx

−
∫ T

0
∂x

(
Φ(u)∂2

xh1(x, t)
)
pA(x, t)|10 dt

+

∫ T

0
Φ(u)∂xh1(x, t)∂

2
xpA(x, t)|10 dt.

Wir definieren pA (adjungierter Zustand) als Lösung der Gleichung,

LA
ws
(ws, u, pA)h1 = 0

für alle h1 ∈WK gilt. Wir wählen zuerst h1 ∈ C∞
0 (Q) ⊂Wk und somit folgt:

∫∫

Q

{
Θ(u)∂2

t pA + ∂2
x(Φ(u)∂

2
xpA) + Ψ(u)pA

}
h1 dx dt = 0.
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Da dies für alle h1 ∈ C∞
0 (Q) gelten muss, folgt aus dem Fundamental-Lemma

der Variationsrechnung:

Θ(u)∂2
t pA + ∂2

x(Φ(u)∂
2
xpA) + Ψ(u)pA = 0.

Um die Randbedingungen zu diskutieren, lassen wir zunächst die Forderung
∂xh1|Σ = 0 fallen,

∫ T

0
Φ(u)∂xh1(x, t)∂

2
xpA(x, t)|10 dt = 0 ∀ h1,

und setzen ∂2
xpA|Σ = 0. Im nächsten Schritt lassen wir auch

∂x
(
Φ(u)∂2

xh1(x, t)
) |Σ 6= 0 zu, das ergibt

∫ T

0
∂x

(
Φ(u)∂2

xh1(x, t)
)
pA(x, t)|10 dt = 0 ∀ h1,

und setzen pA|Σ = 0. Diese Randbedingungen sind analog zu den Randbe-
dingungen der Zustandsgleichung (modifizierte Nebenbedingung). Als letzten
Schritt versuchen wir Bedingungen bezüglich der Zeit t zu diskutieren (in diesem
speziellen Fall sind es Endbedingungen). Wir lassen jetzt auch Funktionen zu,
für die gilt h1(·, T ) 6= 0, wobei wir für den Moment noch fordern ∂th1(·, T ) = 0,

∫

Ω
{1 + Θ(u)∂tpA(x, T )}h1(x, T ) dx = 0 ∀ h1

und aus der Beliebigkeit von h1(·, T ) folgern wir

−Θ(u)∂tpA(·, T ) = 1

als eine Endbedingung. Die Einschränkung an die Funktion ∂th1(·, T ) = 0 heben
wir auf und betrachten den verbleibenden Term

∫

Ω
Θ(u)∂th1(x, T )pA(x, T ) dx = 0

für beliebige Funktionen h1 und setzen p(·, T ) = 0 als zweite Endbedingung.

Definition 5.6.1. Der adjungierte Zustand pA ∈ WK zur Steuerung u sei Lö-
sung der Gleichung

AG: Θ(u)∂2
t pA + ∂2

x

(
Φ(u)∂2

xpA
)
+Ψ(u)pA = 0

RB: pA|Σ = ∂2
xpA|Σ = 0

EB: pA(·, T ) = 0 −Θ(u)∂tpA(·, T ) = 1.

Die Existenz und Eindeutigkeit der Lösung setzen wir für den Moment voraus.
Mit dieser Definition folgt sofort

LA
ws
(w, u, pA)h1 = 0 ∀ h1 ∈WK ,

was dem ersten Teil des Lagrange-Prinzips entspricht. Bei der Herleitung der
Variationsungleichung gehen wir auf analoge Weise vor. Dazu berechnen wir die
Ableitung nach der Steuerung u an der optimalen Stelle (ws, u), wobei wir von

LA(ws, u, pA) =

∫

Ω
ws(x, T ) dx−

∫∫

Q

{
Θ(u)∂2

twspA +Φ(u)∂2
xws∂

2
xpA

+Ψ(u)wspA −RfzpA} dx dt
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ausgehen. Für die Gâteaux-Ableitung ermitteln wir mit h2 ∈ L∞(Ω):

LA
u (ws, u, pA)h2 =

∫∫

Q

{−Θ′(u)∂2
twspA − Φ′(u)∂2

xws∂
2
xpA

−Ψ′(u)wspA
}
h2 dx dt

und für h2 = u− u folgt die Variationsungleichung

LA
u (ws, u, pA)(u− u) =

∫∫

Q

{−Θ′(u)∂2
twspA − Φ′(u)∂2

xws∂
2
xpA

−Ψ′(u)wspA
}
(u− u) dx dt ≥ 0.

Die Ableitung nach den Lagrange’schen Parameter pA ergibt die modifizierte
Nebenbedingung.
Fazit: Jede optimale Lösung ws, u des Problems A muss dem Optimalitätssys-
tem

Θ(u)∂2
tws + ∂2

x

(
Φ(u)∂2

xws

)
+Ψ(u)ws = Rfz

ws|Σ = ∂2
xws|Σ = 0

ws(·, 0) = ∂tws(·, 0) = 0

Θ(u)∂2
t pA + ∂2

x

(
Φ(u)∂2

xpA
)
+Ψ(u)pA = 0

pA|Σ = ∂2
xpA|Σ = 0

pA(·, T ) = 0

−Θ(u)∂tpA(·, T ) = 1∫∫

Q

{−Θ′(u)∂2
twspA − Φ′(u)∂2

xws∂
2
xpA

−Ψ′(u)wspA
}
(u− u) dx dt ≥ 0 ∀ u ∈ Uad

genügen. Dabei ist der Lagrange’sche Multiplikator pA ∈ WK die Lösung der
definierten adjungierten Gleichung.

5.6.2 Problem B

Wir definieren die Lagrange-Funktion:

LB(w, u, pB) :=

∫

Ω
w(x, T ) dx−

∫∫

Q

{
Θ(u)∂2

tw − ∂x
(
Υ(u)∂x∂

2
tw

)

+ ∂2
x

(
Φ(u)∂2

xw
)
+Ψ(u)w −Rfz

}
pB dx dt.

Wir gehen analog zum Problem A vor und weisen lediglich auf die Unterschiede
hin. Wir formen zunächst mittels partieller Integration die Lagrange-Funktion
um. Dabei wenden wir die bereits berechnete Umformungen (5.3), (5.4) an. Wir
müssen noch den Term mit der gemischten Ableitung betrachten:

∫∫

Q
∂x(Υ(u)∂x∂

2
tw)pB dx dt (5.5)

=

∫ T

0
Υ(u)∂x∂

2
tw(x, t)pB(x, t)|10 dt−

∫ T

0
Υ(u)∂2

tw(x, t)∂xpB(x, t)|10 dt

+

∫

Ω
∂tw(x, t)∂x(Υ(u)∂xpB(x, t))|T0 dx

−
∫

Ω
w(x, t)∂x(Υ(u)∂t∂xpB(x, t))|T0 dx+

∫∫

Q
w∂x(Υ(u)∂2

t ∂xpB) dx dt.
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Diese Umformung vereinfachen wir durch Einsetzen der bekannten Anfangs-
bzw. Randwerte der Funktion w:

=

∫ T

0
Υ(u)∂x∂

2
tw(x, t)pB(x, t)|10 dt+

∫

Ω
∂tw(x, T )∂x(Υ(u)∂xpB(x, T )) dx

−
∫

Ω
w(x, T )∂x(Υ(u)∂t∂xpB(x, T )) dx+

∫∫

Q
w∂x(Υ(u)∂2

t ∂xpB) dx dt.

Bemerkung 5.6.2. Aus w|Σ = 0 folgt auch ∂tw|Σ = ∂2
tw|Σ = 0. Dies ist leicht

einzusehen, indem wir die Definition der partiellen Ableitung bezüglich t:

lim
δt→0

w(·, t+ δt)− w(·, t)
δt

= ∂tw(t, ·)

an der Stelle x = 0 bzw. x = 1 anwenden. Dies gilt analog für die dynamische
Randbedingung ∂2

xw|Σ.
Wir bilden die Gâteaux-Ableitung der Lagrange-Funktion nach dem Zustand
w und definieren eine Gleichung für pB, das damit Lw(w, u, pB)h1 = 0 für alle
h1 ∈Wk ist:

LB
w(w, u, pB)h1 =

∫

Ω
h1(x, T ) dx−

∫∫

Q

{
Θ(u)h1∂

2
t pB − h1∂x(Υ(u)∂x∂

2
t pB)

+h1∂
2
x(Φ(u)∂

2
xpB) + Ψ(u)h1pB

}
dx dt

−
∫

Ω
Θ(u)∂th1(x, T )pB(x, T ) dx

+

∫

Ω
Θ(u)h1(x, T )∂tpB(x, T ) dx

+

∫ T

0
Υ(u)∂x∂

2
t h1(x, t)pB(x, t)|10 dt

+

∫

Ω
∂th1(x, T )∂x(Υ(u)∂xpB(x, T )) dx

−
∫

Ω
h1(x, T )∂x(Υ(u)∂t∂xpB(x, T )) dx

−
∫ T

0
∂x

(
Φ(u)∂2

xh1(x, t)
)
pB(x, t)|10 dt

+

∫ T

0
Φ(u)∂xh1(x, t)∂

2
xpB(x, t)|10 dt.

Wir wählen ein h1 ∈ C∞
0 (Q) ⊂WK , damit sind alle Terme bezüglich des Randes

Σ und die Terme bezüglich des Endzeitpunktes T identisch Null,
∫∫

Q

{
Θ(u)∂2

t pB − ∂x(Υ(u)∂x∂
2
t pB) + ∂2

x(Φ(u)∂
2
xpB) + Ψ(u)pB

}
h1 dx dt = 0.

Nach Anwendung des Fundamental-Lemmas der Variationsrechnung gilt

Θ(u)∂2
t pB − ∂x(Υ(u)∂x∂

2
t pB) + ∂2

x(Φ(u)∂
2
xpB) + Ψ(u)pB = 0,

was den Hauptteil des adjungierten Systems bezeichnet. Im nächsten Schritt
lassen wir die Randterme wieder zu, wobei wir zunächst noch ∂x∂

2
t h1 = 0 und

∂xh1 = 0 fordern. Somit verbleibt für den Rand nur der Term
∫ T

0
∂x

(
Φ(u)∂2

xh1(x, t)
)
pB(x, t)|10 dt = 0 ∀ h1
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und aus der Beliebigkeit von h1 folgt pB|Σ = 0. Unsere gewählte Einschränkung
bezüglich des Randes Σ heben wir auf und diskutieren den Term:

∫ T

0
Φ(u)∂xh1(x, t)∂

2
xpB(x, t)|10 dt.

Da dies für alle h1 gelten muss, setzen wir ∂2
xpB|Σ = 0. Jetzt wenden wir uns

den verbleibenden Termen zu und versuchen End-Bedingungen zu ermitteln, so
dass

∫

Ω
{h1 −Θ(u)∂th1pB +Θ(u)h1∂tpB + ∂th1∂x(Υ(u)∂xpB)

−h1∂x(Υ(u)∂t∂xpB)} dx = 0 ∀ h1

gilt. An die Funktion h1 stellen wir für den Moment die Bedingung ∂th1(·, T ) = 0
zum Endzeitpunkt T :

∫

Ω
{1 + Θ(u)∂tpB(x, T )− ∂x(Υ(u)∂t∂xpB(x, T ))}h1(x, T ) dx = 0

und aus der Beliebigkeit von h1 folgt,

Θ(u)∂tpB(·, T )− ∂x(Υ(u)∂x∂tpB(·, T )) = −1

als eine Endbedingung für die adjungierte Gleichung. Die gewählte Einschrän-
kung ∂th1(·, T ) = 0 heben wir auf und diskutieren die verbleibenden Terme

∫

Ω
{−Θ(u)pB(x, T ) + ∂x(Υ(u)∂xpB(x, T ))}∂th1(x, T ) dx ∀ h1

und können daraus die zweite Endbedingung:

Θ(u)pB(·, T )− ∂x(Υ(u)∂xpB(·, T )) = 0

folgern.

Definition 5.6.3. Der adjungierte Zustand pB ∈WK zur Steuerung u sei Lö-
sung der adjungierten Gleichung

AG: Θ(u)∂2
t pB − ∂x(Υ(u)∂2

t ∂xpB) + ∂2
x

(
Φ(u)∂2

xpB
)
+Ψ(u)pB = 0

RB: pB|Σ = ∂2
xpB|Σ = 0

EB: Θ(u)pB(·, T )− ∂x(Υ(u)∂xpB(·, T )) = 0

Θ(u)∂tpB(·, T )− ∂x(Υ(u)∂x∂tpB(·, T )) = −1.

Bemerkung 5.6.4. 1. Die Existenz und Eindeutigkeit der Lösung pB setzen
wir voraus.

2. Bei der Definition der adjungierten Gleichung haben wir als Endbedingun-
gen zwei gewöhnliche Differenzialgleichungen vorgelegt. Die Existenz einer
eindeutigen Lösung setzen wir voraus. Unter Benutzung des Konzeptes der
schwachen Lösungen werden wir die Existenz der Lösungen für diese End-
bedingungen aufzeigen.

Aus dieser Definition folgt sofort:

LB
w(w, u, pB)h1 = 0 ∀ h1 ∈WK .
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Bei der Herleitung der Variationsungleichung LB
u (w, u, pB)(u−u) ≥ 0 gehen wir

von

LB(w, u, pB) =

∫

Ω
w(x, T ) dx−

∫∫

Q

{
Θ(u)∂2

twpB +Υ(u)∂2
t ∂xw∂xpB

+Φ(u)∂2
xw∂

2
xpB +Ψ(u)wpB +RfzpB

}
dx dt

aus und berechnen die Gâteaux-Ableitung der Lagrange-Funktion nach der
Steuerung u bezüglich der Richtungen h2 ∈ L∞(Ω):

LB
u (w, u, pB)h2 =

∫∫

Q

{−Θ′(u)∂2
twpB −Υ′(u)∂2

t ∂xw∂xpB − Φ′(u)∂2
xw∂

2
xpB

−Ψ′(u)wpB
}
h2 dx dt

und für h2 = u− u ermitteln wir als zugehörige Variationsungleichung

∫∫

Q

{−Θ′(u)∂2
twpB −Υ′(u)∂2

t ∂xw∂xpB − Φ′(u)∂2
xw∂

2
xpB

−Ψ′(u)wpB
}
(u− u) dx dt ≥ 0.

Die Ableitung nach den Lagrange’schen Parametern pB ergibt die vollständige
Nebenbedingung.

Fazit: Jede optimale Lösung w, u des Problems B muss dem Optimalitätssystem

Θ(u)∂2
tw − ∂x

(
Υ(u)∂2

t ∂xw
)
+ ∂2

x

(
Φ(u)∂2

xw
)
+Ψ(u)w = Rfz

w|Σ = ∂2
xw|Σ = 0

w(·, 0) = ∂tw(·, 0) = 0

Θ(u)∂2
t pB − ∂x(Υ(u)∂2

t ∂xpB) + ∂2
x

(
Φ(u)∂2

xpB
)
+Ψ(u)pB = 0

pB = ∂2
xpB = 0

Θ(u)pB(·, T )− ∂x(Υ(u)∂xpB(·, T )) = 0

1 + Θ(u)∂tpB(·, T )− ∂x(Υ(u)∂t∂xpB(·, T )) = 0∫∫

Q

{−Θ′(u)∂2
twpB −Υ′(u)∂2

t ∂xw∂xpB − Φ′(u)∂2
xw∂

2
xpB

−Ψ′(u)wpB
}
(u− u) dx dt ≥ 0 ∀ u ∈ Uad

genügen. Dabei ist der Lagrange’sche Parameter pB ∈ WK Lösung der adjun-
gierten Gleichung.

5.6.3 Problem C

Wir definieren die Lagrange-Funktion:

LC(ws, u, pC) :=

∫∫

Q
wsfz dx dt−

∫∫

Q

{
Θ(u)∂2

tws + ∂2
x

(
Φ(u)∂2

xws

)

+Ψ(u)ws −Rfz} pC dx dt

und führen die gleichen Arbeitsschritte durch und nutzen die Umformungen
(5.3), (5.4). Wir bilden die Gâteaux Ableitung der Lagrange-Funktion bezüglich
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des Zustandes ws und der Richtungen h1 ∈WK :

LC
ws
(ws, u, pC)h1 =

∫∫

Q
h1fz dx dt−

∫∫

Q

{
Θ(u)h1∂

2
t pC + h1∂

2
x(Φ(u)∂

2
xpC)

+Ψ(u)h1pC} dx dt−
∫

Ω
Θ(u)∂th1(x, T )pC(x, T ) dx

+

∫

Ω
Θ(u)h1(x, T )∂tpC(x, T ) dx

−
∫ T

0
∂x

(
Φ(u)∂2

xh1(x, t)
)
pC(x, t)|10 dt

+

∫ T

0
Φ(u)∂xh1(x, t)∂

2
xpC(x, t)|10 dt.

Es folgt die gleiche Diskussion wie bei Problemstellung A, die wir an dieser Stelle
abkürzen und gleich zur Definition des adjungierten Zustandes übergehen.

Definition 5.6.5. Der adjungierte Zustand pC ∈ WK zur Steuerung u sei Lö-
sung der adjungierte Gleichung

AG: Θ(u)∂2
t pC + ∂2

x

(
Φ(u)∂2

xpC
)
+Ψ(u)pC = fz

RB: pC |Σ = ∂2
xpC |Σ = 0

EB: pC(·, T ) = ∂tpC(·, T ) = 0.

Offenbar gilt mit dieser Definition der adjungierten Gleichung mit Lösung pC ,

LC
ws
(w, u, pC)h1 = 0

für alle h1 ∈WK . In dem Zielfunktional ist die Steuerung u nicht enthalten und
die Variationsungleichung ist analog zu Problem A.

Fazit: Jede optimale Lösung ws, u des Problems C muss dem Optimalitätssys-
tem

Θ(u)∂2
tws + ∂2

x

(
Φ(u)∂2

xws

)
+Ψ(u)ws = Rfz

ws|Σ = ∂2
xws|Σ = 0

ws(·, 0) = ∂tws(·, 0) = 0

Θ(u)∂2
t pC + ∂2

x

(
Φ(u)∂2

xpC
)
+Ψ(u)pC = fz

pC |Σ = ∂2
xpC |Σ = 0

pC(·, T ) = ∂tpC(·, T )) = 0∫∫

Q

{−Θ′(u)∂2
twspC − Φ′(u)∂2

xws∂
2
xpC

−Ψ′(u)wspC
}
(u− u) dx dt ≥ 0 ∀ u ∈ Uad

genügen.

5.6.4 Problem D

Wir definieren die Lagrange-Funktion:

LD(w, u, pD) :=

∫∫

Q
wfz dx dt−

∫∫

Q

{
Θ(u)∂2

tw − ∂x
(
Υ(u)∂x∂

2
tw

)

+ ∂2
x

(
Φ(u)∂2

xw
)
+Ψ(u)w −Rfz

}
pD dx dt
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und bilden die Gâteaux-Ableitung der Lagrange-Funktion bezüglich des Zustan-
des w und der Richtungen h1 ∈WK :

LD
w (w, u, pD)h1 =

∫∫

Q
h1fz dx dt−

∫∫

Q

{
Θ(u)h1∂

2
t pD − h1∂x(Υ(u)∂x∂

2
t pD)

+h1∂
2
x(Φ(u)∂

2
xpD) + Ψ(u)h1pD)

}
dx dt

−
∫

Ω
Θ(u)∂th1(x, T )pD(x, T ) dx

+

∫

Ω
Θ(u)h1(x, T )∂tpD(x, T ) dx

+

∫ T

0
Υ(u)∂x∂

2
t h1(x, t)pD(x, t)|10 dt

+

∫

Ω
∂th1(x, T )∂x(Υ(u)∂xpD(x, T )) dx

−
∫

Ω
h1(x, T )∂x(Υ(u)∂t∂xpD(x, T )) dx

−
∫ T

0
∂x

(
Φ(u)∂2

xh1(x, t)
)
pD(x, t)|10 dt

+

∫ T

0
Φ(u)∂xh1(x, t)∂

2
xpD(x, t)|10 dt.

Definition 5.6.6. Der Lagrange’sche Parameter pD ∈WK zur Steuerung u sei
Lösung der adjungierten Gleichung

AG: Θ(u)∂2
t pD − ∂x(Υ(u)∂2

t ∂xpD) + ∂2
x

(
Φ(u)∂2

xpD
)
+Ψ(u)pD = fz

RB: pD|Σ = ∂2
xpD|Σ = 0

EB: pD(·, T ) = ∂tpD(·, T ) = 0.

Aus dieser Definition folgt sofort:

LD
w (w, u, pD)h1 = 0 ∀ h1 ∈WK

und die Variationsungleichung ist analog zu Problem B.
Fazit: Jede optimale Lösung w, u unserer Aufgabe muss dem Optimalitätssys-
tem

Θ(u)∂2
tw − ∂x

(
Υ(u)∂2

t ∂xw
)
+ ∂2

x

(
Φ(u)∂2

xw
)
+Ψ(u)w = Rfz

w|Σ = ∂2
xw|Σ = 0

w(·, 0) = ∂tw(·, 0) = 0

Θ(u)∂2
t pD − ∂x(Υ(u)∂2

t ∂xpD) + ∂2
x

(
Φ(u)∂2

xpD
)
+Ψ(u)pD = fz

pD|Σ = ∂2
xpD|Σ = 0

pD(·, T ) = ∂tpD(·, T )) = 0∫∫

Q

{−Θ′(u)∂2
twpD −Υ′(u)∂2

t ∂xw∂xpD − Φ′(u)∂2
xw∂

2
xpD

−Ψ′(u)wpD
}
(u− u) dx dt. ≥ 0 ∀ u ∈ Uad

genügen.
Fazit: Mit Hilfe der formalen Lagrange-Technik haben wir für unsere vier Op-
timalsteuerungsprobleme die notwendigen Bedingungen erster Ordnung intuitiv
formuliert. Unter Hinzunahme des Konzeptes der schwachen Lösungen werden
wir in den folgenden Abschnitten diese Bedingungen beweisen können.
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5.7 Schwache Lösungen der Nebenbedingungen

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit dem Konzept der schwachen Lösungen
bezüglich der (modifizierten bzw. vollständigen) Nebenbedingung beschäftigen.
Es werden Existenzsätze für die schwachen Lösungen der Nebenbedingungen for-
muliert, sowie Energieabschätzungen für diese Lösungen berechnet. Diese Ab-
schätzungen werden wir im Anschluss noch „verbessern“ und zum Beweis der
notwendigen Bedingungen erster Ordnung der vorgelegten Optimalsteuerungs-
probleme verwenden. Zunächst beginnen wir mit einigen theoretischen Grund-
lagen.

5.7.1 Abstrakte Funktionen

Der Begriff der abstrakten Funktionen wird allgemein als Hilfsmittel zur Be-
schreibung von instationären Gleichungen verwendet.

Definition 5.7.1. Eine Abbildung von [a, b] ⊂ R in einen Banachraum X heißt
abstrakte Funktion

w : [a, b] → X.

Im stationären Fall suchen wir eine schwache Lösung w ∈ V := H2(Ω)∩H1
0(Ω).

Im instationären Fall ist dies bezügliches des Ortes x analog, aber jetzt suchen
wir diese Lösungen für alle t ∈ (0, T ]. Wir bezeichnen w : (0, T ] → V als eine
abstrakte Funktion. Für jedes t ist dies eine Funktion in Abhängigkeit von x im
Raum V, w(t) ∈ V. Es gilt die Zuordnung

w(t) = w(·, t) mit [w(t)](x) = w(x, t)

für fast alle x ∈ Ω und jedes feste t. Wir stellen einige Definitionen zusammen
für die im weiteren verwendeten Räume.

Definition 5.7.2. Mit C(a, b;X) wird der Raum aller stetigen Funktionen
w : [a, b] → X mit der Norm

‖w‖C(a,b;X) = max
t∈[a,b]

‖w(t)‖X

bezeichnet. Eine abstrakte Funktion heißt stetig im Punkt t, wenn aus τ → t
folgt

lim
τ→t

‖w(τ)−w(t)‖X = 0.

Analog können wir die abstrakten Funktionenräume Cl(a, b;X) definieren, mit
der Norm

‖w‖Cl([a,b],X) = max
t∈[a,b]

l∑

i=0

∥∥ditw(t)
∥∥
X

und unter dit wollen wir die Ableitung bezüglich t mit der Ordnung i verstehen.

Für die Definition der Lebesgue-Räume von abstrakten Funktionen benötigen
wir noch einige Vorbereitungen, so den Begriff der Treppenfunktion und den
Begriff der Messbarkeit einer abstrakten Funktion.

Definition 5.7.3. Es sei w : [a, b] → X eine abstrakte Funktion. Ist [a, b] die
Vereinigung endlich vieler Lebesgue-messbarer und paarweise disjunkter Mengen
Mi ⊂ [a, b] und existieren endlich viele Elemente wi ∈ X, so dass w(t) = wi für
alle t ∈ Mi gilt, so heißt w Treppenfunktion.
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Definition 5.7.4. Eine abstrakte Funktion w : [a, b] → X heißt messbar, wenn
eine Folge {wk}∞k=1 von Treppenfunktionen wk : [a, b] → X existiert, so dass
w(t) = lim

k→∞
wk(t) fast überall auf [a, b] gilt.

Nach diesen einführenden Definitionen kommen wir zur Definition der Lebesgue-
Räume Lp von abstrakten Funktionen.

Definition 5.7.5. Unter Lp(a, b;X), 1 ≤ p ≤ ∞ versteht man den Raum aller
(Äquivalenzklassen von) messbaren Funktionen w : [a, b] → X mit der Eigen-
schaft ∫ b

a
‖w(t)‖pX dt < ∞.

Der Raum wird versehen mit der Norm

‖w‖Lp(a,b;X) :=

(∫ b

a
‖w(t)‖pX dt

) 1
p

.

Der Raum L∞(a, b;X) besteht aus (Äquivalenzklassen von) messbaren Funktio-
nen w : [a, b] → X mit

‖w‖L∞(a,b;X) := ess sup
t∈[a,b]

‖w(t)‖X < ∞.

Funktionen, die sich nur auf einer Menge vom Maß Null unterscheiden, gehören
zur gleichen Äquivalenzklasse.

5.7.2 Anwendung auf die Nebenbedingungen

Im Kapitel 2 hatten wir bereits die Variationsformulierung bezüglich x für den
instationären Fall hergeleitet. Diese Variationsformulierung wollen wir jetzt be-
züglich der verwendeten Räume untersuchen. Wir beginnen mit der modifizier-
ten Nebenbedingung und multiplizieren diese Gleichung mit v ∈ V und inte-
grieren über das Gebiet Ω, wobei wir t ∈ (0, T ] festhalten. Im weiteren Verlauf
unterdrücken wir die Abhängigkeit von der Variablen x.

∫

Ω
{Θ(u)d2tws(t)v +Φ(u)∂2

xws(t)d
2
xv +Ψ(u)ws(t)v} dx

=

∫

Ω
R fz(t)v dx

AB:
∫

Ω
ws(0)v dx =

∫

Ω
dtws(0)v dx = 0.

Diese Gleichungen gelten für alle v ∈ V und für alle t ∈ (0, T ]. Die Funktionen
ws, fz werden als abstrakte Funktionen von t aufgefasst, die fast überall mit
den entsprechenden reellen Funktionen übereinstimmen. Wir formulieren die
Gleichung um:

∫

Ω
Θ(u)d2tws(t)v dx

= −
∫

Ω
{Φ(u)∂2

xws(t)d
2
xv +Ψ(u)ws(t)v −R fz(t)v} dx =: Fs(t)v.

Die rechte Seite ist für fast jedes feste t ein lineares und stetiges Funktional
Fs(t) angewandt auf v ∈ V,

∫

Ω
Θ(u)d2tws(t)v dx = Fs(t)v.
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Für das Funktional gilt Fs ∈ V∗ und dies gilt natürlich auch für die linke Seite.
Da wir ws als abstrakte Funktion verwenden, folgt Θ(u)d2tws ∈ L2(0, T ;V∗).
Für die vollständige Nebenbedingung gehen wir analog vor,

∫

Ω
{Θ(u)d2tw(t)v +Υ(u)∂xd

2
tw(t)dxv +Φ(u)∂2

xw(t)d2xv

+Ψ(u)w(t)v} dx =

∫

Ω
R fz(t)v dx,

AB:
∫

Ω
w(0)v dx =

∫

Ω
dtw(0)v dx = 0.

Wir formen die Gleichung um zu
∫

Ω
{Θ(u)d2tw(t)v +Υ(u)d2t∂xw(t)dxv} dx

= −
∫

Ω
{Φ(u)∂2

xw(t)d2xv +Ψ(u)w(t)v −R fz(t)v} dx
︸ ︷︷ ︸

:=F (t)v

.

Wir definieren für die linke Seite

d2ty(t)v := d2t {Θ(u)w(t)v +Υ(u)∂xw(t)dxv}

und können folgern, dass d2ty ein Element von L2(0, T ;V∗) ist.

5.7.3 Vektorwertige Distributionen

Wir benötigen das Konzept der Distribution zur exakten Charakterisierung der
Ableitungen in den Nebenbedingungen. Für grundlegende Definitionen und Sät-
ze verweisen wir auf [5],[6],[9]. Wir definieren eine vektorwertige Distribution
T : C∞

0 (0, T ) → V für ein gegebenes w ∈ L2(0, T ;V) durch

T ϕ :=

∫ T

0
w(t)ϕ(t) dt ∀ ϕ ∈ C∞

0 (0, T )

und identifizieren die Funktion w mit der Distribution T . Wir definieren die
Ableitungen der Distribution T :

T ′ϕ(t) := −
∫ T

0
w(t)ϕ′(t) dt ∀ ϕ ∈ C∞

0 (0, T ) und

T ′′ϕ(t) :=

∫ T

0
w(t)ϕ′′(t) dt ∀ ϕ ∈ C∞

0 (0, T ),

wobei wir davon ausgehen, dass alle Distributionen inclusive der Ableitungen
reguläre Distributionen sind. Es existieren Funktionen y, z ∈ L1(0, T ;V) und es
gelten für die Distributionen

T ′ϕ(t) := −
∫ T

0
w(t)ϕ′(t) dt =

∫ T

0
y(t)ϕ(t) dt

T ′′ϕ(t) :=

∫ T

0
w(t)ϕ′′(t) dt = −

∫ T

0
y(t)ϕ′(t) dt =

∫ T

0
z(t)ϕ(t) dt

für alle ϕ ∈ C∞
0 (0, T ). Dann werden die Ableitungen T ′ durch y und T ′′ durch

z erzeugt und wir definieren

dtw := y d2tw := z.
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Nehmen wir an, dass unsere Funktionen sogar quadratisch integrierbar sind.
Dann folgt für die distributionellen Ableitungen dtw, d2tw ∈ L2(0, T,V).
Wir bezeichnen mit D(0, T ) den topologischen Raum der Funktionen ϕ
(Schwartz-Raum in der Distributions-Theorie). Damit ist T : D → V eine lineare
Abbildung von D(0, T ) in V, kurz T ∈ D′(0, T ;V).
Somit erzeugt jedes w ∈ L2(0, T ;V) ein T ∈ D′(0, T ;V).

Satz 5.7.6. Aus T ∈ D′(0, T ;V) folgt T ′ ∈ D′(0, T ;V) und auch T ′′ ∈ D′(0, T ;V).
Es gilt

L2(0, T ;V) ⊂ D′(0, T ;V)

und die Einbettung ist injektiv und stetig.

Aus dem Abschnitt (5.9.2) wissen wir bereits, dass die Ableitungen bezüglich t
Elemente von größeren Räumen sind.

Satz 5.7.7. Seien H1,H2 Hilberträume, H1 y H2, und die Einbettung sei stetig.
Dann gilt für die Abbildung

T : D → H1 und auch T : D → H2.

Die Beweise zu diesen Sätzen sind in [5] S.378ff dargelegt und wir können folgern
für H = L2(Ω):

T ′ ∈ D′(0, T ;V) und T ′ ∈ D′(0, T ;H) wenn V y H

gilt. Durch erneutes Differenzieren der Distribution T ′ folgt aus Satz 5.7.7

T ′′ ∈ D′(0, T ;H) und T ′′ ∈ D′(0, T ;V∗), wenn H = H∗ y V∗

gilt. Um die Abbildung der Differenzial-Operatoren in den entsprechenden Räu-
men besser charakterisieren zu können, benötigen wir den Gelfand’schen Drei-
er. Für eine umfassende Einführung dieses Konstrukts sowie Definitionen und
grundlegende Sätze (Einbettungs-Eigenschaften, Skalarprodukte, usw.) verwei-
sen wir auf [5] S.253ff.
Wir betrachten bei den Nebenbedingungen bezüglich des Ortes den Raum V
und es gilt die stetige Einbettung V y H. Den Raum H können wir nach dem
Satz von Riesz mit seinem Dualraum H∗ identifizieren. Wir wissen, dass jedes
Element f ∈ H durch

v 7→ (f, v)H ∀ v ∈ V
als ein lineares stetiges Funktional auf V aufgefasst werden kann und somit ein
Element in V∗ ist. Die Einbettung H∗ y V∗ ist ebenfalls dicht. Wir haben damit
die stetigen und dichten Einbettungen

V y H = H∗ y V∗,

einen Gelfand’schen Dreier.

5.7.4 Die modifizierte Nebenbedingung

In diesem Abschnitt werden wir den Satz der Existenz einer Lösung der mo-
difizierten Nebenbedingung formulieren und beweisen. Wir definieren zunächst
eine t-abhängige Bilinearform

as(ws, v; t) :=

∫

Ω
{Φ(u)(x)d2xws(x)d

2
xv(x) + Ψ(u)(x)ws(x)v(x)} dx (5.6)

für alle ws, v ∈ V.
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Bemerkung 5.7.8. 1) Offensichtlich ist unsere definierte Bilinearform un-
abhängig von der Variablen t. Da wir uns beim Beweis der Existenz einer
Lösung an den Beweisschritten von [5] orientieren, wollen wir diese

t-Abhängigkeit zulassen. Ein weiterer wichtiger Aspekt wäre, für nachfol-
gende Problemstellungen zu dieser Thematik eine zeitabhängige Dicke in
Betracht zu ziehen. Dies ist sinnvoll bei der Betrachtung der Optimalsteue-
rungsprobleme in sehr großen Zeitintervallen.

2) Die Funktionen ws, v in der Bilinearform können auch durch die abstrakten
Funktionen ws,v ersetzt werden.

Für die Lösbarkeit der modifizierten Nebenbedingung müssen wir die Gültigkeit
folgender Voraussetzungen aufzeigen.

Voraussetzung 5.7.9. 1) Für alle t ∈ [0, T ], T < ∞ ist die Bilinearform
(5.6) stetig und es gilt

|as(ws, v; t)| ≤ c1‖ws‖V‖v‖V, ws, v ∈ V,
wobei die Konstante c1 unabhängig von t sei.

Beweis. Der Beweis verläuft analog zu dem Nachweis der Beschränkheit
der Bilinearform, siehe Satz (4.1.5).

2) Die Bilinearform ist V koerzitiv, es gilt

as(ws, ws; t) ≥ c2‖ws‖2V.

Beweis. Ist wieder analog zu dem Beweis von Satz (4.1.5).

3) Nach dem Lemma von Lax und Milgram [5] S.264, gibt es einen Darstel-
lungsoperator L(t) : V→ V∗ linear und stetig für jedes t mit

as(ws, v; t) = (L(t)ws, v)H ws, v ∈ V.
In unserem konkreten Fall ist der Darstellungsoperator L(t) unabhängig
von t. Ursprünglich beschreibt der Darstellungsoperator nach dem Lemma
eine Abbildung L(t) : V → V. Somit müssten wir das Skalarprodukt des
Raumes V nutzen. Aber nach dem Satz von Riesz haben wir

(ws, v)H = (Rws, v)V,

wobei R der Riesz’sche Isomorphismus R : V∗ → V ist. Diese Eigenschaft
nutzen wir in Verbindung mit dem ursprünglichen Lemma und den Eigen-
schaften des Gelfand’schen Dreiers:

a(ws, v) = (Aws, v)V = (R−1Aws, v)H ∀ ws, v ∈ V.
Es gilt für die Definition des Darstellungsoperators L = R−1 ◦A:

L : V→ V∗ as(ws, v; t) = (Lws, v)H.

4) Weiter nehmen wir an, dass für alle ws, v ∈ V die Funktion t 7→ as(ws, v; t)
(ws, v festgehalten) für t ∈ [0, T ] stetig differenzierbar ist, d.h.

as(ws, v; t) ∈ C1[0, T ] wobei gelte |dtas(ws, v; t)| ≤ c3‖ws‖V‖v‖V t ∈ [0, T ].

Dies ist in unserem Fall offensichtlich erfüllt, denn für die Ableitung folgt
|dtas(ws, v; t)| = 0 für alle ws, v ∈ V.
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5) Ferner sei die Bilinearform

as(ws, v; t) = as(v, ws; t)

symmetrisch. Diese Voraussetzung ist bei unserer Bilinearform ebenso er-
füllt.

Bemerkung 5.7.10. Nach diesen Voraussetzungen betrachten wir die folgende
Problemstellung (im schwachen Sinne): Seien die Funktionen fz ∈ L2(0, T ;H),
die Anfangswerte ws(·, 0) = ws0 ∈ V, ∂tws(·, 0) = ws1 ∈ H gegeben. Wir suchen
eine Funktion [ws(t)](x) = ws(x, t), f.ü. (x, t) ∈ Q mit

ws ∈ L2(0, T ;V) dtws ∈ L2(0, T ;H),

so dass in V∗ die Gleichung

Θ(u)d2tws + Lws = fz ws(0) = ws0, dtws(0) = ws1

gilt. Diese Problemstellung ist gleichwertig zur Formulierung als schwache Glei-
chung in Bezug auf den Gelfand’schen Dreier:

(
Θ(u)d2tws, v

)
H + (Lws, v)H = (fz, v)H ∀ v ∈ V.

Für den Existenzbeweis und die Energieabschätzung benötigen wir eine wichtige
Integralungleichung.

Lemma 5.7.11 (Gronwall). Seien g(t), v(t) stetige Funktionen, sei
0 ≤ h(t) ∈ L1(0, T ) und es gelte in [0, T ]

v(t) ≤ g(t) +

∫ t

0
h(τ)v(τ) dτ.

Dann ist für alle t ∈ [0, T ]

v(t) ≤ g(t) +

∫ t

0
g(τ)h(τ) exp(H(t)−H(τ)) dτ

= exp(H(t))

[
g(0) +

∫ t

0
g′(τ) exp(−H(τ)) dτ

]

mit H(t) =
∫ t
0 h(τ) dτ .

Für den Beweis verweisen wir auf [5] S.421ff. Um Aussagen über die schwache
Konvergenz in Hilberträumen machen zu können, benötigen wir den folgenden
Satz.

Satz 5.7.12. Sei G ein Hilbertraum. Die Folge hn ∈ G sei beschränkt,
‖hn‖ ≤ K, n ∈ N. Dann existiert eine Teilfolge in hn, die schwach gegen ein
Element h ∈ G konvergiert, und es gilt ‖h‖ ≤ K.

Dieser Beweis ist in [5] S.137ff dargelegt.

Satz 5.7.13. Unter den Voraussetzungen (1) bis (5) hat die modifizierte Ne-
benbedingung zu gegebenen Anfangswerten genau eine Lösung. Die Abbildung

{fz, ws0, ws1} → {ws, dtws}
ist stetig und linear von

L2(0, T ;H)× V×H→ L2(0, T ;V)× L2(0, T ;H).

Es gilt die Energieabschätzung:

‖dtws‖2L2(0,T ;H) + ‖ws‖2L2(0,T ;V) ≤ C T (‖ws0‖2V + ‖ws1‖2H + ‖fz‖2L2(0,T ;H)),

mit einer Konstanten C, die unabhängig von t ist.
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Beweis. Um Mehrfachindizierung zu vermeiden, definieren wir w := ws bzw.
w := ws. Wir konstruieren zunächst eine approximative Lösungwi, i = 1, . . . , n
unter Benutzung der Galerkin-Approximation. Wir wählen eine Basis
{vi}∞i=1 ∈ V, diese Basis existiert, weil V ein separabler Hilbertraum ist. Wegen
V ⊂ H ist auch vi ∈ H. Wir setzen voraus, dass die Basis vi ein vollständiges
Orthonormalsystem in V bildet. Für ein beliebiges aber festes n bestimmen wir
eine Näherung wn(t) = wn(x, t) durch den Ansatz

wn(t) = wn(x, t) =
n∑

i=1

gni (t)vi(x) (5.7)

mit den unbekannten Funktionen gni (t) : [0, T ] → R, i = 1, . . . , n.

Approximation der Anfangsbedingungen:
Für die Anfangsbedingungen müssen wir die Approximationsaufgaben:

∥∥∥∥∥w0 −
n∑

i=1

yivi

∥∥∥∥∥
V

→ min
yi

und ∥∥∥∥∥w1 −
n∑

i=1

zivi

∥∥∥∥∥
H

→ min
zi

,

mit den unbekannten Koeffizienten yi, zi lösen. Wir beginnen mit der ersten An-
fangsbedingung w0 und nutzen aus, dass wir ein Orthonormalsystem in Raum
V besitzen. Es existiert für diese Gauß’sche Approximationsaufgabe eine ein-
deutige Lösung mit den Koeffizienten

yi = (w0, vi)V,

den Fourierkoeffizienten der Entwicklung bezüglich der Basis vi. Für die zweite
Anfangsbedingung w1 müssen wir noch einige Überlegungen anstellen. Wir wis-
sen, der Raum V ist stetig eingebettet in den Raum H und die Einbettung ist
dicht. Dies bedeutet, es existiert eine Konstante C, so dass

‖v‖H ≤ C‖v‖V ∀ v ∈ V
gilt. Die Elemente vi ∈ V sind Basiselemente für V, also linear unabhängig
und der span {vi} ist dicht in V. Es existiert für jedes v ∈ V und ε > 0 eine

Linearkombination
nε∑

k=1

akvk mit der Eigenschaft

∥∥∥∥∥
nε∑

k=1

akvk − v

∥∥∥∥∥
V

<
ε

2C
.

Weiterhin können wir aus der Dichtheit von V in H folgern, dass für jedes h ∈ H
und jedes ε > 0 ein v ∈ V existiert mit

‖v − h‖H <
ε

2
.

Daraus folgt
∥∥∥∥∥

nε∑

k=1

akvk − h

∥∥∥∥∥
H

=

∥∥∥∥∥
nε∑

k=1

akvk − v + v − h

∥∥∥∥∥
H

≤
∥∥∥∥∥

nε∑

k=1

akvk − v

∥∥∥∥∥
H

+ ‖v − h‖H

≤ C

∥∥∥∥∥
nε∑

k=1

akvk − v

∥∥∥∥∥
V

+ ‖v − h‖H ≤ ε.
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Mit dieser Abschätzung haben wir gezeigt, dass vi auch Basiselemente für H
sind, span {vi} ist dicht in H.

Folgerung 5.7.14. Seien v0 ∈ V, h0 ∈ V. Dann existiert eine Folge
yn ∈ span {vi} mit der Eigenschaft yn → v0 in V und es existiert eine Folge
zn ∈ span {vi} mit der Eigenschaft zn → h0 in H.

Aus yn → v0 in V folgt natürlich ‖yn‖V → ‖v0‖V und aus zn → h0 in H
folgt ‖zn‖H → ‖h0‖H. Mit Anwendung des Schmidt’schen Orthogonalisierungs-
Verfahren im Raum H können wir aus den Basiselementen {vi} im Raum H ein
orthonormales System {v̂i} herleiten.

Nach diesen Betrachtungen gelten für die Anfangswerte

wn(x, 0) = wn0 =
n∑

i=1

lni vi ∂twn(x, 0) = wn1 =
n∑

i=1

k̂ni v̂i (5.8)

mit
lni = (w0, vi)V k̂ni = (w1, v̂i)H i = 1, . . . , n.

Nach dem Schmidt’schen Orthogonalisierungs-Verfahren berechnen wir für die
Basis {v̂i}:

v̂1 = α11v1 v̂2 = α21v1 + α22v2 . . . v̂i =

i∑

k=1

αikvk

und somit folgt für die zweite Anfangsbedingung:

wn1 =

n∑

i=1

k̂ni v̂i =

n∑

i=1

k̂ni

(
i∑

k=1

αikvk

)
=

n∑

k=1

(
n∑

i=k

k̂ni αik

)
vk =

n∑

k=1

knkvk.

Aus diesen Betrachtungen folgt für die Anfangsbedingungen wn0 → w0 in V
und wn1 → w1 in H für n → ∞.
Existenz einer Lösung:
Entsprechend dem Konzept der schwachen Lösung lösen wir die Gleichung

(
Θ(u)∂2

tw(·, t), vj
)
H + as(w(·, t), vj ; t) = (R fz(t), vj)H, (5.9)

für alle t ∈ (0, T ] und für j = 1, . . . , n, die wir aus

Θ(u)∂2
tw + ∂2

x

(
Φ(u)∂2

xw
)
+Ψ(u)w = Rfz

durch Multiplikation mit den Basisfunktionen vj und anschließender partieller
Integration bezüglich x erhalten haben. Für die Funktion w = w(x, t) benutzen
wir den Ansatz (5.7) und betrachten die Terme einzeln, um einige Eigenschaften
aufzuzeigen. Wir beginnen mit dem ersten Term:

(
Θ(u)∂2

twn(t, x), vj(x)
)
H =

∫

Ω
Θ(u)

n∑

i=1

d2t g
n
i (t)vi(x)vj(x) dx

=
n∑

i=1

d2t g
n
i (t)

∫

Ω
Θ(u)vi(x)vj(x) dx (5.10)

für alle j = 1, . . . , n. Wir definieren dazu die Matrix

MΘ :=

[∫

Ω
Θ(u)vi(x)vj(x) dx

]n

i,j=1

.
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In Vektornotation ist (5.10) gleichwertig mit

MΘg
′′(t) mit g(t) = [gn1 (t), . . . , g

n
n(t)]

T .

Die Matrix MΘ ist positiv definit, denn sie ist eine sogenannte Massematrix,
wie sie in der Mechanik (bei Anwendungen des Energieerhaltungssatzes) häu-
fig vorkommt. Für die positive Definitheit der Matrix müssen wir zeigen, dass
yTMΘy > 0 für alle y ∈ Rn \ {0} gilt.

yTMΘy = yT




n∑

j=1

yj

∫

Ω
Θ(u)v1vj dx

...
n∑

j=1

yj

∫

Ω
Θ(u)vnvj dx



= yT




∫
ΩΘ(u)v1

n∑

j=1

yjvj dx

...
∫
ΩΘ(u)vn

n∑

j=1

yjvj dx




Sei ỹ(·) =
n∑

i=1

yivi(·), dann ist

yT




∫
ΩΘ(u)v1(x)ỹ(x) dx

...∫
ΩΘ(u)vn(x)ỹ(x) dx


 =

n∑

i=1

yi

∫

Ω
Θ(u)vi(x)ỹ(x) dx

=

∫

Ω
Θ(u)

n∑

i=1

yivi(x)ỹ(x) dx

=

∫

Ω
Θ(u)(ỹ(x))2 dx.

Wir wissen, Θ(u)(x) = Rρu(x) = C̃u(x) ist nach unten durch C̃ua > 0 und
nach oben durch C̃ub < ∞ beschränkt für fast alle x ∈ Ω, somit gilt

C̃ua‖ỹ‖2L2(Ω) ≤
∫

Ω
Θ(u)(ỹ(x))2 dx = yTMΘy.

Wegen der linearen Unabhängigkeit der vi ist ‖ỹ‖2L2(Ω) > 0 für y 6= 0, also
yTMΘy > 0, woraus wir positive Definitheit für die Matrix MΘ folgern können.
Aus dieser Eigenschaft folgt sofort die Invertierbarkeit der Matrix MΘ.
Bei dem zweiten Term in (5.9) können wir analog vorgehen:

as(w(t, ·), vj(·); t) =

∫

Ω

{
Φ(u)

n∑

i=1

gni (t)d
2
xvi(x)d

2
xvj(x)

+Ψ(u)
n∑

i=1

gni (t)vi(x)vj(x)

}
dx

für alle j = 1, . . . , n, wir definieren die Matrix

A :=

[∫

Ω
Φ(u)d2xvi(x)d

2
xvj(x) + Ψ(u)vi(x)vj(x) dx

]n

i,j=1

.

In Vektor-Notation ist somit:

Ag(t) mit g(t) = [gn1 (t), . . . , g
n
n(t)]

T .
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Die rechte Seite der Differenzialgleichung transformieren wir auf die gleiche Wei-
se:

(Rfz(x, t), vj(x))H = R

∫

Ω
fz(x, t)vj(x) dx = Rfn

zj(t)

für alle j = 1, . . . , n, wir definieren den Vektor (Lastvektor)

fz(t) = [fn
z1(t), . . . , f

n
zn(t)]

T .

Aus (5.9) folgt für beliebiges n:

MΘg
′′(t) +Ag(t) = Rfz(t) ⇐⇒ g′′(t) +M−1

Θ Ag(t) = RM−1
Θ fz(t). (5.11)

Wir erhalten ein System von linearen Differentialgleichungen. Aus der Theorie
der gewöhnlichen Differentialgleichungen wissen wir, dass eine eindeutige Lösung
gn(t) = [gn1 (t), . . . , g

n
n(t)]

T existiert, welche den Anfangsbedingungen

gni (0) = lni dtg
n
i (0) = kni

und der Gleichung (5.11) für alle t ∈ (0, T ] genügt, siehe [10].

Energieabschätzung:
Wir lassen im Ansatz (5.7) n → ∞ gehen und benötigen Abschätzungen für
die Lösung wn, die gleichmäßig bezüglich n sind. Da alle Funktionen reell und
hinreichend differenzierbar sind, gilt die folgende Beziehung für beliebige n:

(Θ(u)d2twn(t), dtwn(t))H =
1

2
dt(Θ(u)dtwn(t), dtwn(t))H

=
1

2
dt‖

√
Θ(u)dtwn(t)‖2H.

Wir setzenwn in die Gleichung (5.9) ein, multiplizieren mit dtgnj und summieren
über j, was

(
Θ(u)d2twn(t), dtwn(t)

)
H + as (wn(t), dtwn(t); t) = R (fz(t), dtwn(t))H (5.12)

ergibt. Wir definieren

a′s(w, v; t) := dtas(w, v; t) ∀ w, v ∈ V, (5.13)

und berechnen für die abstrakte Funktion w

dtas(w(t),w(t); t) = a′s(w(t),w(t); t) + 2as(w
′(t),w(t); t), (5.14)

wobei wir die Symmetrie der Bilinearform benutzt haben. Aus der Vorausset-
zung (4) wissen wir bereits, dass a′s(w(t),w(t); t) = 0, und daher

|a′s(w(t),w(t); t)| ≤ c3‖w(t)‖2V
für alle c3 ∈ R+ \ {0} gilt. Die Rechnung (5.14) setzen wir in (5.12) ein,

d

dt

[
‖
√
Θ(u)dtwn(t)‖2H + as(wn(t),wn(t); t)

]
− a′s(wn(t),wn(t); t)

= 2R (fz(t), dtwn(t))H.

Durch Integration von 0 bis t ≤ T folgt

‖
√

Θ(u)dtwn(t)‖2H + as(wn(t),wn(t); t)

= ‖
√
Θ(u)dtwn(0)‖2H + as(wn(0),wn(0); 0) +

∫ t

0
a′s(wn(s),wn(s); s) ds

+2R

∫ t

0
(fz(s), dswn(s))H ds.



5.7. SCHWACHE LÖSUNGEN DER NEBENBEDINGUNGEN 67

Im nächsten Schritt nutzen wir die Bedingung der V-Koerzitivität, die Be-
schränkheit der Bilinearform as(·, ·; t) für t = 0

‖
√

Θ(u)dtwn(t)‖2H + c2‖wn(t)‖2V
≤ ‖

√
Θ(u)dtwn(0)‖2H + c1‖wn(0)‖2V +

∫ t

0
a′s(wn(s),wn(s); s) ds

+2R

∫ t

0
(fz(s), dswn(s))H ds

und die Beschränkheit von a′s(·, ·; t)
‖
√

Θ(u)dtwn(t)‖2H + c2‖wn(t)‖2V
≤ ‖

√
Θ(u)dtwn(0)‖2H + c1‖wn(0)‖2V + c3

∫ t

0
‖wn(s)‖2V ds

+2R

∫ t

0
(fz(s), dswn(s))H ds

aus. Jetzt können wir die Schwarz’sche Ungleichung anwenden:

‖
√

Θ(u)dtwn(t)‖2H + c2‖wn(t)‖2V
≤ ‖

√
Θ(u)dtwn(0)‖2H + c1‖wn(0)‖2V +R

∫ t

0
‖fz(s)‖2H ds

+ c3

∫ t

0
‖wn(s)‖2V ds+R

∫ t

0
‖dswn(s)‖2H ds

≤ ‖
√

Θ(u)dtwn(0)‖2H + c1‖wn(0)‖2V +R

∫ t

0
‖fz(s)‖2H ds

+

∫ t

0
{R‖dswn(s)‖2H + c3‖wn(s)‖2V} ds.

In diese Ungleichung setzen wir die bekannten Anfangsbedingungen (5.8) ein:

‖
√
Θ(u)dtwn(t)‖2H + c2‖wn(t)‖2V

≤ ‖
√
Θ(u)wn1‖2H + c1‖wn0‖2V +R

∫ t

0
‖fz(s)‖2H ds

+

∫ t

0
{R‖dswn(s)‖2H + c3‖wn(s)‖2V} ds.

Für den Term ‖
√
Θ(u)dtwn(t)‖2H gelten die Abschätzungen:

θa‖dtwn(t)‖2H ≤ ‖
√

Θ(u)dtwn(t)‖2H ≤ θb‖dtwn(t)‖2H,
mit θa = Rρua bzw. θb = Rρub. Daraus folgt

θa‖dtwn(t)‖2H + c2‖wn(t)‖2V ≤ θb‖wn1‖2H + c1‖wn0‖2V +R

∫ t

0
‖fz(s)‖2H ds

+

∫ t

0
{R‖dswn(s)‖2H + c3‖wn(s)‖2V} ds.

Die Konstanten der linken Seite in der Ungleichung ersetzen wir durch die Kon-
stante

C1 = min{θa, c2},
was zu

C1{‖dtwn(t)‖2H + ‖wn(t)‖2V} ≤ θa‖dtwn(t)‖2H + c2‖wn(t)‖2V
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führt. Für die rechte Seite definieren wir die Konstanten

C2 := max{θb, c1, R} und C3 := max{R, c3}

und für die Anwendung des Lemma’s von Gronwall (5.7.11) definieren wir

ωn(t) := ‖dtwn(t)‖2H + ‖wn(t)‖2V.

Nach Einsetzen und Umstellung der Ungleichung folgt

ωn(t) ≤ C2

C1

[
‖wn0‖2V + ‖wn1‖2H +

∫ T

0
‖fz(s)‖2H ds

]
+

C3

C1

∫ t

0
ωn(s) ds

= g +

∫ t

0
h(s)ωn(s) ds.

Sei h(t) =
C3

C1
, 0 ≤ t ≤ T und

g :=
C2

C1

[
‖wn0‖2V + ‖wn1‖2H +

∫ T

0
‖fz(s)‖2H ds

]
.

Aus dem Lemma von Gronwall folgt:

ωn(t) ≤ C2

C1

[
‖wn0‖2V + ‖wn1‖2H +

∫ T

0
‖fz(s)‖2H ds

]
exp

(∫ t

0

C3

C1
ds

)

=
C2

C1

[
‖wn0‖2V + ‖wn1‖2H +

∫ T

0
‖fz(s)‖2H ds

]
exp

(
C3

C1
t

)
.

Da ‖wn0‖2V → ‖w0‖2V, ‖wn1‖2H → ‖w1‖2H gilt, gibt es zu jedem ε > 0 ein nε, so
dass für n > nε gilt:

|‖wn0‖2V − ‖w0‖2V| <
ε

2
|‖wn1‖2H − ‖w1‖2H| <

ε

2

und folglich

‖wn0‖2V <
ε

2
+ ‖w0‖2V ‖wn1‖2H <

ε

2
+ ‖w1‖2H.

Für n > nε und t ≤ T folgt,

ωn(t) ≤ C2

C1

[
‖w0‖2V + ‖w1‖2H + ε+

∫ T

0
‖fz(s)‖2H ds

]
exp

(
C3

C1
T

)
. (5.15)

Damit haben wir gezeigt, dass wn ∈ L2(0, T ;V) und dtwn ∈ L2(0, T ;H) be-
schränkt sind. Es existiert eine Teilfolge {wm} ⊂ {wn} und Elemente
z ∈ L2(0, T ;V), z̃ ∈ L2(0, T ;H) mit

wm ⇀ z ∈ L2(0, T ;V), m → ∞

und
dtwm ⇀ z̃ ∈ L2(0, T ;H), m → ∞,

dies folgt aus der Anwendung des Satzes (5.7.12). Das Element z̃ können wir
näher bestimmen. Dazu berechnen wir

∫ T
0 dtwm(t)ϕ(t) dt mit ϕ ∈ C∞

0 (0, T ).
Nach Anwendung der partiellen Integration folgt

∫ T

0
dtwm(t)ϕ(t) dt = −

∫ T

0
wm(t)dtϕ(t) dt.
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Für m → ∞ folgt
∫ T

0
wm(t)dtϕ(t) dt ⇀

∫ T

0
z(t)dtϕ(t) dt,

∫ T

0
dtwm(t)ϕ(t) dt ⇀

∫ T

0
z̃(t)ϕ(t) dt

und daher ∫ T

0
z̃(t)ϕ(t) dt =

∫ T

0
dtz(t)ϕ(t) dt,

also z̃ = dtz. Die schwache Konvergenz wm(0) ⇀ z(0) in V für m → ∞, können
wir ähnlich begründen, indem wir ϕ ∈ C∞(0, T ) mit ϕ(T ) = 0 wählen. Nach
Voraussetzung gilt

wm(0) = wm0 → w0 in V für m → ∞, also auch z(0) = w0.

Wir wählen ein ϕ ∈ C1(0, T ) mit ϕ(T ) = 0 und setzen yj(t) := ϕ(t)vj(x) und
multiplizieren unsere Gleichung

(
Θ(u)∂2

twm(·, t), vj
)
H + as(wm(·, t), vj ; t) = (R fz(t), vj)H,

mit ϕ(t) und integrieren partiell bezüglich t

∫ T

0
(−Θ(u)dtwm(t), dtyj(t))H + as(wm(t),yj(t); t) dt

=

∫ T

0
(R fz(t),yj(t))H dt+ (Θ(u)wm1,yj(0))H.

Für m → ∞ folgt
∫ T

0
(−Θ(u)dtz(t), dtyj(t))H + as(z(t),yj(t); t) dt (5.16)

=

∫ T

0
(R fz(t),yj(t))H dt+ (Θ(u)w1,yj(0))H.

Wenn wir aber ϕ(·) ∈ D(0, T ), d.h. ϕ(0) = ϕ(T ) = 0, wählen, folgt sofort aus
der Gleichung (5.16) für alle ϕ(·) und für alle j ∈ N

(Θ(u)d2tz(t), vj)H + as(z(t), vj ; t) = (R fz(t), vj)H (5.17)

und da dies für alle Basisfunktionen vj gilt, folgt nach dem Fundamental-Lemma
der Variationsrechnung schließlich

Θ(u)d2t z+ Lz = R fz. (5.18)

Aus (5.16) und (5.18) erhalten wir nach partieller Integration bezüglich t mit
den Funktionen ϕ ∈ C1(0, T ) mit ϕ(T ) = 0

(Θ(u)dtz(0), ϕ(0)vj)H = (Θ(u)w1, ϕ(0)vj)H ∀ vj ,

d.h. dtz(0) = w1. Damit ist z Lösung der partiellen Differenzialgleichung

Θ(u)d2tz+ ∂2
x(Φ(u)∂

2
xz) + Ψ(u)z = R fz,

also der modifizierten Nebenbedingung. Für den Nachweis der stetigen Abhän-
gigkeit der Lösung von den Anfangsbedingungen und der rechten Seite fz inte-
grieren wir die Abschätzung (5.15),

∫ T

0
{‖dtwm(t)‖2H + ‖wm(t)‖2V} dt

≤ C T

(
‖w0‖2V + ‖w1‖2H + ε+

∫ T

0
‖fz(t)‖2H dt

)
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mit C = C2
C1

exp
(
C3
C1

T
)
. Weil wm ⇀ z folgt ‖z‖V ≤ lim inf

m→∞ ‖wm‖V gilt, ist

∫ T

0
{‖dtz(t)‖2H + ‖z(t)‖2V} dt ≤ C T

(
‖w0‖2V + ‖w1‖2H +

∫ T

0
‖fz(t)‖2H dt

)
,

da ε beliebig war. Setzen wir noch ws = z, ws0 = w0 und ws1 = w1, dann er-
halten wir die zu beweisende Abschätzung. Für den Nachweis der Eindeutigkeit
der Lösung der modifizierten Nebenbedingung verweisen wir auf [5] S.422ff.

In diesem Beweis haben wir die Lösung der modifizierten Nebenbedingung
im schwachen (distributiven) Sinne verstanden. Aufgrund der Voraussetzun-
gen (5.7.9) und dem Existenzsatz können wir noch zusätzliche Regularität der
Lösung sichern.

Satz 5.7.15. Es gelten die Voraussetzungen (1)-(5). Dann existiert die Lösung
ws, dtws (gegebenenfalls durch Abänderung auf einer Menge vom Maß Null) in
dem Räumen

{ws, dtws} ∈ C([0, T ];V)× C([0, T ];H)
und die Abbildung

{fz, ws0, ws1} → {ws, dtws}
ist stetig von

L2(0, T ;H)× V×H→ C([0, T ];V)× C([0, T ];H).
Der Beweis dieses Satzes sowie weiterführende Betrachtungen (Existenz der An-
fangsbedingungen in den entsprechenden Räumen) sind in [9] S.275ff dargelegt.

Bemerkung 5.7.16. Der Existenzsatz (5.7.13) behält auch seine Gültigkeit,
wenn wir statt der Steuerung u in den Koeffizienten die gestörten Steuerungen
u+ h mit h ∈ L∞ und h hinreichend klein zulassen.

5.7.5 Vollständige Variationsformulierung der modifizierten Ne-
benbedingung

Definition 5.7.17. a) Unter Variationsformulierung der modifizierten bzw.
vollständigen Nebenbedingung verstehen wir die Multiplikation mit Funk-
tionen v ∈ V und anschließender Integration über das Orts-Gebiet Ω.

b) Unter vollständiger Variationsformulierung der modifizierten bzw. voll-
ständigen Nebenbedingung verstehen wir die Multiplikation mit Funktionen
v ∈ L2(Q) oder äquivalenten Räumen und anschließender Integration über
das Orts-Zeit-Gebiet Q.

Wir setzen die Betrachtungen aus Abschnitt (5.7.2) fort und beginnen mit zwei
Raum-Definitionen, die wir für die vollständige Variationsformulierung benöti-
gen.

Definition 5.7.18. Der Raum W2,1
s (Q) wird eingeführt durch

W2,1
s (Q) = {ws ∈ L2(Q) : ∂i

x∂
j
tws ∈ L2(Q), i = 0, 1, 2, j = 0, 1, ws|Σ = 0}

und versehen mit der Norm

‖ws‖W2,1
s (Q)

=



∫∫

Q

2∑

i=0

1∑

j=0

∂i
x∂

j
tws(x, t)

2 dx dt




1
2

.
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Diese Definition ist mit den Lösungsräumen aus dem Existenzsatz verträglich,
wobei die abstrakte Funktion ws mit der reellwertigen Funktion ws für fast alle
x und t übereinstimmt sowie die Ableitungen der Funktion ws bezüglich x und
t quadratisch integrierbar sind.

Definition 5.7.19. Der Raum W2,2
s (Q) wird eingeführt durch

W2,2
s (Q) = {ws ∈ L2(Q) : ∂i

x∂
j
tws ∈ L2(Q), i = 0, 1, 2, j = 0, 1, 2, ws|Σ = 0}.

und versehen mit der Norm

‖ws‖W2,2
s (Q)

=



∫∫

Q

2∑

i=0

2∑

j=0

∂i
x∂

j
tws(x, t)

2 dx dt




1
2

.

Alle Orts-Ableitungen ∂i
xws in diesen Definitionen sind als schwache Ableitun-

gen zu verstehen. Sie genügen der Beziehung:
∫∫

Q
ws(x, t)∂xv(x, t) dx dt = −

∫∫

Q
y(x, t)v(x, t) dx dt

für alle v ∈ C∞
0 (Q) und ∂xws = y ∈ L2(Q). Die höheren Ableitungen wer-

den analog definiert. Weiterhin sind die Ableitungen ∂i
tws auch als schwache

Ableitungen zu verstehen. Es existiert eine Funktion z ∈ L2(Q), so dass
∫∫

Q
ws(x, t)∂tv(x, t) dx dt = −

∫∫

Q
z(x, t)v(x, t) dx dt

für alle v ∈ C∞
0 (Q) gilt mit ∂tws = z und dies gilt analog für die höheren

Zeitableitungen.
Wir überführen die modifizierte Nebenbedingung in eine vollständige Variati-
onsformulierung mit Funktionen v ∈ C2(Q)

∫∫

Q
{Θ(u)∂2

tws + ∂2
x(Φ(u)∂

2
xws) + Ψ(u)ws}v dx dt = R

∫∫

Q
fzv dx dt,

wobei wir zunächst eine klassische Lösung ws ∈ WK annehmen wollen, um die
Existenz aller Integrale zu sichern. Wir integrieren partiell bezüglich x und t,

∫∫

Q
{−Θ(u)∂tws∂tv +Φ(u)∂2

xws∂
2
xv +Ψ(u)wsv} dx dt

= R

∫∫

Q
fzv dx dt−

∫

Ω
[Θ(u)∂twsv]

T
0 dx−

∫ T

0
[∂x(Φ(u)∂

2
xws)v]

1
0 dt

+

∫ T

0
[Φ(u)∂2

xws∂xv]
1
0 dt.

Im nächsten Schritt setzen wir die dynamische Randbedingung ∂2
xws|Σ = 0 ein

und verlangen von unserer Testfunktion v, dass sie auch die Randbedingungen
erster Ordnung bezüglich des Ortes erfüllt, d.h. v|Σ = 0. Es verbleibt nur der
Randterm, den wir aus der partiellen Integration bezüglich t erhalten haben,

∫∫

Q
{−Θ(u)∂tws∂tv +Φ(u)∂2

xws∂
2
xv +Ψ(u)wsv} dx dt

= R

∫∫

Q
fzv dx dt−

∫

Ω
[Θ(u)∂twsv]

T
0 dx.
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Für v ∈ C2(Q) ist v(·, 0) und v(·, T ) wohl definiert und für v ∈W2,1
s (Q) sind sie

als Spuren im L2(Ω) zu verstehen. Aus dem Existenzsatz (5.7.13) und dem Satz
(5.7.15) können wir auf die Existenz der Anfangsbedingung ∂tws(·, 0) = ws1 = 0
schließen und diese in der vollständigen Variationsformulierung berücksichtigen.
Es gilt

∫∫

Q
{−Θ(u)∂tw∂tv +Φ(u)∂2

xw∂
2
xv +Ψ(u)wv} dx dt = R

∫∫

Q
fzv dx dt (5.19)

für alle v ∈W2,1
s (Q) mit der zusätzlichen Bedingung v(·, T ) = 0.

Definition 5.7.20. Eine Funktion w ∈ W2,1
s (Q) heiße schwache Lösung der

modifizierten Nebenbedingung, wenn sie die vollständige Variationsformulierung
(5.19) für alle v ∈W2,1

s (Q) erfüllt, welche der Anfangsbedingung
ws(·, 0) = ws0 = 0 und zusätzlich der Forderung v(·, T ) = 0 genügt.

Bei dieser Herleitung der Variationsformulierung haben wir hohe Regularität
an die Lösung ws gestellt. Diese geforderte Regularität wollen wir im weiteren
abschwächen und nutzen dabei das Konzept der abstrakten Funktionen.

Definition 5.7.21. Unter W2
s(0, T ) versteht man den Raum aller

ws ∈ L2(0, T ;V) mit Ableitung dtws ∈ L2(0, T ;H) und (distributioneller) Ab-
leitung d2tws ∈ L2(0, T ;V∗), versehen mit der Norm

‖ws‖W2
s(0,T ) =

(∫ T

0
{‖ws(t)‖2V + ‖dtws(t)‖2H + ‖d2tws(t)‖2V∗} dt

) 1
2

.

Der Raum W2
s(0, T ) wird mit dem Skalarprodukt

(ws,v)W2
s(0,T ) =

∫ T

0
{〈ws,v〉V + (dtws, dtv)H + 〈d2tws, d

2
tv〉V∗} dt

zu einem Hilbertraum. Das Skalarprodukt 〈F,G〉V∗ definiert man durch
〈JF, JG〉V, wobei J : V∗ → V die nach dem Satz von Riesz existierende
Dualitäts-Abbildung ist, die jedem Funktional F aus V∗ diejenige Funktion
f zuordnet, welche F darstellt. Jetzt können wir aufgrund der Dichtheit des
Raumes V in dem Raum H das Skalarprodukt des Raumes V durch das Skalar-
produkt des Raumes H zu ersetzen, wie wir es bereits in (5.7.9) Voraussetzung
(3) dargelegt haben.

Satz 5.7.22. Die nach Satz (5.7.13) existierende schwache Lösung ws ∈W2,1
s (Q)

der vollständigen Variationsformulierung (5.19) gehört, gegebenenfalls nach Ab-
änderung auf einer Menge vom Maß Null, dem Raum W2

s(0, T ) an.

Beweis. Wir führen die Betrachtungen aus Abschnitt (5.7.2) fort und betrachten
die vollständige Variationsformulierung, die wir noch einmal partiell bezüglich
t integrieren mit den zusätzlichen Forderungen v(·, T ) = ∂tv(·, T ) = 0:

∫∫

Q
Θ(u)ws∂

2
t v dx dt

= −
∫∫

Q
{Φ(u)∂2

xws∂
2
xv +Ψ(u)wsv −Rfzv} dx dt

+

∫

Ω
Θ(u)∂tws(x, 0)v(x, 0) dx−

∫

Ω
Θ(u)ws(x, 0)∂tv(x, 0) dx,
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für alle v ∈ W2,2
s (Q). Wenn wir jetzt, wie im Beweis von Satz (5.7.13), die

Funktion v(x, t) := y(x)ϕ(t) mit ϕ(t) ∈ C∞
0 (0, T ) und y ∈ V setzen und das

Konzept der abstrakten Funktionen einbeziehen, folgt
∫ T

0
(Θ(u)ws(t)d

2
tϕ(t), y)H dt

= −
∫ T

0
({Φ(u)∂2

xws(t), d
2
xy)Hϕ(t) + (Ψ(u)ws(t), y)Hϕ(t)} dt

+

∫ T

0
(R fz(t), y)Hϕ(t) dt+

∫

Ω
(Θ(u)∂tws(0), y)Hϕ(0) dx

−
∫

Ω
(Θ(u)ws(0), y)Hdtϕ(0) dx.

Wegen ϕ ∈ C∞
0 (0, T ) entfallen die Anfangsbedingungen. Nach Definition von

ws ∈ W2,1
s (Q) gehört für fast jedes t die Funktion ws(·, t) zu L2(Ω). In den

restlichen Werten t können wir die auf der rechte Seite vorkommende abstrakte
Funktion ws durch Null fortsetzen, ohne diese Funktion im L2-Sinne zu ändern.

Unter dem Integral stehen für festes t lineare Funktionale Fi(t) : V→ R:

F1(t) : y 7→ (Φ(u)∂2
xws(t), d

2
xy)H

F2(t) : y 7→ (Ψ(u)ws(t), y)H

F3(t) : y 7→ (R fz(t), y)H.

Ein lineares Funktional ist genau dann stetig, wenn es beschränkt ist. Es gilt

|F1(t)y| ≤
∫

Ω
|Φ(u)||∂2

xws(t)||d2xy| dx ≤ c̃Φ‖ws(t)‖V‖y‖V

|F2(t)y| ≤
∫

Ω
|Ψ(u)||ws(t)||y| dx ≤ cΨ‖ws(t)‖H‖y‖H ≤ c̃Ψ‖ws(t)‖V‖y‖V

|F3(t)y| ≤
∫

Ω
|R fz(t)||y| dx ≤ ĉ‖fz(t)‖H‖y‖H ≤ c‖fz(t)‖H‖y‖V,

mit Konstanten cΦ = ‖Φ(u)‖L∞(Ω), c̃Φ = c‖Φ(u)‖L∞(Ω), cΨ = ‖Ψ(u)‖L∞(Ω),
c̃Ψ = c‖Ψ(u)‖L∞(Ω) und Konstanten c, ĉ die aus den Normabschätzungen folgen.
Auf diese Weise erhalten wir für alle t : Fi(t) ∈ V∗:

‖F1(t)‖V∗ ≤ c̃Φ‖ws(t)‖V
‖F2(t)‖V∗ ≤ c̃Ψ‖ws(t)‖V
‖F3(t)‖V∗ ≤ c‖fz(t)‖H.

Die rechts stehenden Funktionen in der Variationsformulierung sind alle qua-
dratisch bezüglich t integrierbar wegen ws ∈ L2(0, T ;V) ⊂ L2(Q) und
fz ∈ L2(0, T ;H) ∼= L2(Q), folglich auch die links stehenden.
Wir setzen F (t) :=

∑
Fi(t) und schließen (Abschnitt (5.7.2)), dass

F ∈ L2(0, T ;V∗) gelten muss.
Wir schreiben, unter Verwendung des Funktionals F , die Variationsformulierung
um, ∫ T

0
(Θ(u)ws(t)d

2
tϕ(t), y)H dt = −

∫ T

0
(F (t)ϕ(t), y)H dt,

und vertauschen die Integrationsreihenfolge
(∫ T

0
Θ(u)ws(t)d

2
tϕ(t) dt, y

)

H
= −

(∫ T

0
F (t)ϕ(t) dt, y

)

H
∀ y ∈ V.
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Es gilt folglich
∫ T

0
Θ(u)ws(t)d

2
tϕ(t) dt = −

∫ T

0
F (t)ϕ(t) dt

im Raum V∗. Dies heißt aber auchΘ(u)d2tws = −F im Sinne von vektorwertigen
Distributionen, also d2tws ∈ L2(0, T ;V∗) und damit ws ∈W2

s(0, T ).

Satz 5.7.23. Die schwache Lösung der modifizierten Nebenbedingung genügt
der Abschätzung

‖ws‖2W2
s(0,T ) ≤ CwT (‖fz‖2L2(0,T ;H) + ‖ws0‖2V + ‖ws1‖2H)

mit einer von fz, ws0, ws1 unabhängigen Konstanten Cw > 0. Damit ist die
Abbildung von (fz, ws0, ws1) 7→ (ws, dtws) stetig von L2(0, T ;H)× V×H nach
W2

s(0, T ) und damit auch in den Räumen C([0, T ];V)× C([0, T ];H).
Beweis. Für die Norm von ‖ws‖W2

s(0,T ) gilt

‖ws‖2W2
s(0,T ) = ‖ws‖2L2(0,T ;V) + ‖dtws‖2L2(0,T ;H) + ‖d2tws‖2L2(0,T ;V∗).

Für den ersten Anteil hatten wir bereits gezeigt (Satz (5.7.13)), dass

‖ws‖2L2(0,T ;V) + ‖dtws‖2L2(0,T ;H) = ‖ws‖2W2,1
s (Q)

≤ CT (‖fz‖2L2(0,T ;H) + ‖ws0‖2V + ‖ws1‖2H)

gilt. Für den zweiten Teil nutzen wir die Erkenntnisse aus dem Beweis (5.7.22)
mit den dort verwendeten Funktionalen Fi:

θa‖d2tws‖L2(0,T ;V∗) ≤
∥∥∥∥∥

3∑

i=1

Fi

∥∥∥∥∥
L2(0,T ;V∗)

≤
3∑

i=1

‖Fi‖L2(0,T ;V∗),

mit θa = Rρua. Für die Funktionale Fi gilt

‖F1‖2L2(0,T ;V∗) =

∫ T

0
‖F1‖2V∗ dt ≤

∫ T

0
c̃Φ‖ws(t)‖2V dt

≤ c̃Φ‖ws‖2W 2,1(Q) ≤ CΦT (‖fz‖2L2(0,T ;H) + ‖ws0‖2V + ‖ws1‖2H),

‖F2‖2L2(0,T ;V∗) =

∫ T

0
‖F2‖2V∗ dt ≤

∫ T

0
c̃Ψ‖ws(t)‖2V dt

≤ c̃Ψ‖ws‖2W 2,1(Q) ≤ CΨT (‖fz‖2L2(0,T ;H) + ‖ws0‖2V + ‖ws1‖2H),

‖F3‖2L2(0,T ;V∗) =

∫ T

0
‖F3‖2V∗ dt ≤

∫ T

0
ĉ‖fz(t)‖H dt ≤ c‖fz‖2L2(0,T ;H).

Damit folgt

‖ws‖2W2
s(0,T ) ≤ CwT (‖fz‖2L2(0,T ;H) + ‖ws0‖2V + ‖ws1‖2H),

mit einer Konstanten Cw, die zu beweisende Ungleichung.

Für die modifizierte Nebenbedingung haben wir homogene Anfangsbedingungen
vorlegt und damit vereinfacht sich die Abschätzung (5.7.23) zu

‖ws‖W2
s(0,T ) ≤

√
CwT‖fz‖L2(0,T ;H). (5.20)

Damit haben wir die Existenz der Ableitung d2tws := ∂2
tws im Raum V∗ gezeigt.

Wir schreiben die Variationsformulierung (5.19) entsprechend um. Wir setzen
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ws ∈W2
s(0, T ) voraus und damit auch die Existenz der Anfangs- und Endwerte

der abstrakten Funktion ws im Raum W2
s(0, T ),

∫ T

0
(Θ(u)d2tws, v)V∗,V dt+

∫∫

Q
{Φ(u)∂2

xws∂
2
xv +Ψ(u)wsv} dx dt

=

∫∫

Q
fzv dx dt

für alle v ∈ L2(0, T ;V) mit den Anfangsbedingungen dtws(0) = ws1 = 0 und
ws(0) = ws0 = 0. Wenn wir in dieser Gleichung einmal bezüglich t partiell
integrieren, folgt

∫ T

0
(−Θ(u)dtws, ∂tv)H dt+

∫∫

Q
{Φ(u)∂2

xws∂
2
xv +Ψ(u)wsv} dx dt

=

∫∫

Q
fzv dx dt−

∫

Ω
Θ(u)dtws(T )v(·, T ) dx ∀ v ∈W2,1

s (Q)

mit der Anfangsbedingung ws(0) = ws0 = 0. Diese Gleichung gilt natürlich
auch für alle v ∈W2

s(0, T ), denn alle obigen Integrale sind auch bezüglich dieses
Raumes stetig.
Im Folgenden wollen wir einen abstrakten Regularitätssatz formulieren, der uns
d2tw ∈ L2(0, T ;H) garantiert. Diese Regularitätsforderung benötigen wir zum
Beweis der notwendigen Bedingung erster Ordnung. Wir beginnen mit zwei
wichtigen Definitionen für die höhere Regularität, wobei wir uns an den For-
malismus aus [5] halten wollen.

Definition 5.7.24. Unter Hk
s(0, T ;H) verstehen wir den Raum aller Funktionen

ws, die Ableitungen ditws ∈ L2(0, T ;H), i = 0, . . . , k haben. Wir versehen den
Raum mit dem Skalarprodukt

(ws,v)Hk
s (0,T ;H) =

∫ T

0

k∑

i=0

(ditws, d
i
tv)H dt

und der zugehörigen Norm

‖ws‖Hk
s (0,T ;H) =

(∫ T

0

k∑

i=0

‖ditws(t)‖2H dt

) 1
2

.

Diese Definition ist mit der bisherigen Raumdefiniton W2,1
s (Q) bzw.

W2,2
s (Q) verträglich, wenn wir die stetigen Einbettungen im Gelfand’schen Drei-

er V y H berücksichtigen.

Definition 5.7.25. Unter Hk
s(0, T ;V) verstehen wir den Raum aller Funktionen

w, die Ableitungen diws ∈ L2(0, T ;V), i = 0, . . . , k haben. Wir versehen den
Raum mit dem Skalarprodukt

(ws,v)Hk
s (0,T ;V) =

∫ T

0

k∑

i=0

(ditws, d
i
tv)V dt

und der zugehörigen Norm

‖ws‖Hk
s (0,T ;V) =

(∫ T

0

k∑

i=0

‖ditws(t)‖2V dt

) 1
2

.
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Satz 5.7.26. Wir betrachten die modifizierte Nebenbedingung

Θ(u)d2tws + Lws = R fz in (0, T ]

mit den Anfangsbedingungen

ws(0) = dtws(0) = 0.

Außer den in (5.7.9) gestellten Annahmen setzen wir voraus

a)
fz ∈ H1

s(0, T ;H); ws(0), dtws(0) ∈ V; d2tws(0) = fz(0) ∈ H.

b)

fz ∈ H2
s(0, T ;H); ws(0), dtws(0), d

2
tws(0) ∈ V; d3tws(0) = dtfz(0) ∈ H.

Dann gilt für die Lösung ws

a)

ws ∈ H1
s(0, T ;V), d2tws ∈ L2(0, T ;H), d3tws ∈ L2(0, T ;V∗).

b)

ws ∈ H2
s(0, T ;V), d3tws ∈ L2(0, T ;H), d4tws ∈ L2(0, T ;V∗).

Bemerkung 5.7.27. In diesem Satz werden Kompatibilitätsbedingungen für die
höheren Ableitungen gefordert, d.h. für t = 0 müssen die Anfangsbedingungen
in (a) bzw. (b) zu der Lösung ws und zu den Randbedingungen des Raumes V
passen.

Der Beweis sowie ausführlichere Information zu dieser Thematik findet man
in [5] S.428ff. Bei dem Beweis muss natürlich der Nemytskij-Operator Θ(u)
berücksichtigt werden.
Wenn die zusätzlichen Voraussetzungen des Satzes gelten, können wir die Exis-
tenz von dtws ∈ L2(0, T ;H) sicherstellen. Die bereits berechneten Energieab-
schätzungen gelten weiterhin wegen L2(0, T ;V) ⊂ L2(0, T ;H) und
H1

s(0, T ;H) ⊂ L2(0, T ;H). Es gilt nach Satz (5.7.7) auch
d2tws ∈ L2(0, T ;H) ⊂ L2(0, T ;V∗).

5.7.6 Die vollständige Nebenbedingung

In diesem Abschnitt werden wir den Satz der Existenz einer Lösung der voll-
ständigen Nebenbedingung formulieren und beweisen. Wir definieren zunächst
eine t-abhängige Bilinearform

a(w, v; t) :=

∫

Ω
{Φ(u)d2xw(x)d2xv(x) + Ψ(u)w(x)v(x)} dx ∀ w, v ∈ V

und stellen an die vollständige Nebenbedingung die gleichen Voraussetzungen
(5.7.9). Zusätzlich verlangen wir, dass für die Anfangsbedingung
∂tw(·, 0) ∈ V1 := H1

0(Ω) gilt. Im Gegensatz zur modifizierten Nebenbedingung,
wo wir nur ∂tws(·, 0) ∈ H vorausgesetzt hatten, benötigen wir für die Anfangs-
bedingungen auch die Existenz der ersten schwachen Ableitung bezüglich x.
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Bemerkung 5.7.28. Mit diesen Voraussetzungen ergibt sich folgende Problem-
stellung: Wir suchen eine Funktion w = w(x, t), f.ü. (x, t) ∈ Q mit

w ∈ L2(0, T ;V) ∂tw ∈ L2(0, T ;V1)

bei gegebener Krafteinwirkung fz ∈ L2(0, T ;H) und den Anfangswerten
w(·, 0) = w0 ∈ V sowie ∂tw(·, 0) = w1 ∈ V1, welche die vollständige Nebenbedin-
gung löst. Wir betrachten das Problem als schwache Gleichung im Gelfand’schen
Dreier:

(Θ(u)∂2
tw, v)H + (Υ(u)∂2

t ∂xw, dxv)H + (Lw, v) = (Rfz, v)H ∀ v ∈ V.

Satz 5.7.29. Unter den Voraussetzungen (5.7.9) hat die vollständige Nebenbe-
dingung zu gegebenen Anfangswerten genau eine Lösung. Die Abbildung

{fz, w0, w1} → {w, ∂tw}

ist stetig und linear von

L2(0, T ;H)× V× V1 → L2(0, T ;V)× L2(0, T ;V1).

Es gilt die Energieabschätzung:
∫ T

0
{‖∂tw‖2V1

+ ‖w‖2V} dt ≤ C T

(
‖w0‖2V + ‖w1‖2V1

+

∫ T

0
‖fz(t)‖2H dt

)

mit einer Konstanten C, die unabhängig von t ist.

Beweis. Wir gehen analog zum Beweis der Existenz einer Lösung bei der modifi-
zierten Nebenbedingung vor und vernachlässigen bereits bekannte Beweisschrit-
te. Wir konstruieren zunächst eine approximative Lösung wi, i = 1, . . . , n unter
Benutzung der Galerkin-Approximation und wählen eine Basis {vi}∞i=1 ∈ V. Es
gilt vi ∈ V1 und auch vi ∈ H wegen V ⊂ V1 ⊂ H. Wir setzen voraus, dass
die Basis vi ein vollständiges Orthonormalsystem in V bildet. Für ein beliebiges
aber festes n bestimmen wir eine Näherung wn = wn(x, t) durch den Ansatz

wn = wn(x, t) =
n∑

i=1

gni (t)vi(x) (5.21)

mit den unbekannten Funktionen gni (t) : [0, T ] → R, i = 1, . . . , n.

Approximation der Anfangsbedingungen:
Analog zum Beweis der modifizierten Nebenbedingung (5.7.12) können wir die
gleichen Betrachtungen durchführen. Aus diesen folgt für die Anfangsbedingun-
gen wn0 → w0 in V und wn1 → w1 in V1 für n → ∞.

Existenz einer Lösung der vollständigen Nebenbedingung:
Entsprechend dem schwachen Lösungs-Konzept lösen wir die Gleichung

(
Θ(u)∂2

tw, vj
)
H + (Υ(u)∂2

t ∂xw, ∂xvj)H + a(w, vj ; t) = (Rfz, vj)H, (5.22)

für alle t ∈ (0, T ] und j = 1, . . . , n, die wir aus

Θ(u)∂2
tw − ∂x(Υ(u)∂2

t ∂xw) + ∂2
x

(
Φ(u)∂2

xw
)
+Ψ(u)w = Rfz

durch Multiplikation mit den Basisfunktionen vj und anschließender partieller
Integration bezüglich x erhalten haben. Für die Funktion w setzen wir den
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Ansatz (5.21) ein und betrachten die Terme einzeln. Für den ersten Term folgt
für alle j = 1, . . . , n:

(
Θ(u)∂2

twn, vj
)
H =

n∑

i=1

d2t g
n
i (t)

∫

Ω
Θ(u)vi(x)vj(x) dx.

Wir definieren die Matrix:

MΘ :=

[∫

Ω
Θ(u)vi(x)vj(x) dx

]n

i,j=1

und wissen bereits, dass die Inverse der Matrix existiert. Wir transformieren
den zweiten Term zu

(Υ(u)∂2
t ∂xwn, dxvj)H =

n∑

i=1

d2t g
n
i (t)

∫

Ω
Υ(u)dxvi(x)dxvj(x) dx (5.23)

für j = 1, . . . , n und definieren die Matrix

MΥ :=

[∫

Ω
Υ(u)dxvi(x)dxvj(x) dx

]n

i,j=1

.

In Vektornotation ist (5.23) äquivalent zu

MΥg
′′(t) mit g(t) = [gn1 (t), . . . , g

n
n(t)]

T .

Wir beweisen an dieser Stelle die Eigenschaft der Positivität, aus dieser Eigen-
schaft folgt die Invertierbarkeit der Matrix. Wir müssen zeigen, dass
yTMΥy > 0 für alle y ∈ Rn \ {0} gilt, es ist

yTMΥy = yT




n∑

j=1

yj

∫

Ω
Υ(u)dxv1dxvj dx

...
n∑

j=1

yj

∫

Ω
Υ(u)dxvndxvj dx




= yT




∫

Ω



Υ(u)dxv1

n∑

j=1

yjdxvj



 dx

...
∫

Ω



Υ(u)dxvn

n∑

j=1

yjdxvj



 dx




.

Sei ỹ(x) =
n∑

i=1

yivi(x) und ŷ(x) =
n∑

i=1

yidxvi(x),

yT




∫
ΩΥ(u)dxv1(x)ŷ(x) dx

...∫
ΩΥ(u)dxvn(x)ŷ(x) dx


 =

n∑

i=1

yi

∫

Ω
Υ(u)dxvi(x)ŷ(x) dx

=

∫

Ω
Υ(u)

n∑

i=1

yidxvi(x)ŷ(x) dx

=

∫

Ω
Υ(u)(ŷ(x))2 dx.
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Für den Nemytskij-Operator Υ(u) gilt Rρu3
a

12 ≤ Rρu3

12 ≤ Rρ
u3
b

12 für fast alle x ∈ Ω
und somit folgt

C̃u3a‖ŷ‖2L2(Ω) ≤
∫

Ω
Υ(u)(ŷ(x))2 dx = yTMΥy

mit einer Konstanten C̃ = Rρ
12 . Die Norm ‖ŷ‖2L2(Ω) können wir durch die H1(Ω)-

Seminorm
|ỹ|2H1(Ω) = ‖ŷ‖2L2(Ω)

abschätzen. Aufgrund der Definition des Lösungsraumes V können wir die Fried-
rich’sche Ungleichung benutzen und es gilt

Cu3a‖ỹ‖2L2(Ω) ≤
∫

Ω
Υ(u)(ŷ(x))2 dx = yTMΥy

mit einer Konstanten C. Aus der linearen Unabhängigkeit der Basis vi folgt
‖ỹ‖2L2(Ω) > 0, was positive Definitheit für die Matrix MΥ und somit auch die
Existenz der Inverse von MΥ sichert.
Die restlichen Terme sind analog zum Fall der modifizierten Nebenbedingung,
wir definieren die Matrix

A :=

[∫

Ω
Φ(u)d2xvi(x)d

2
xvj(x) + Ψ(u)vi(x)vj(x) dx

]n

i,j=1

und für die rechte Seite der Differentialgleichung den Lastvektor

fz(t) = [fn
z1(t), . . . , f

n
zn(t)]

T

für alle j = 1, . . . , n. Aus (5.22) folgt für beliebiges n:

Mg′′(t) +Ag(t) = Rfz(t) ⇐⇒ g′′(t) +M−1Ag(t) = RM−1fz(t), (5.24)

wobei M := MΘ+MΥ eine ebenfalls positiv definite Matrix ist. Dies ist ein Sys-
tem von linearen Differentialgleichungen und aus der Theorie der gewöhnlichen
Differentialgleichungen wissen wir, dass eine eindeutige Lösung
gn(t) = [gn1 (t), . . . , g

n
n(t)]

T existiert, welche den Anfangsbedingungen

gni (0) = lni dtg
n
i (0) = kni

und der Gleichung (5.24) für alle t ∈ (0, T ] genügt, siehe [10].

Energieabschätzung:

Wir betrachten den Fall n → ∞ im Ansatz (5.21) und leiten eine Abschätzung
für die Lösung wn her, die gleichmäßig bezüglich n ist. Dazu benötigen wir noch
einige nützliche Beziehungen. Für beliebiges n gilt

(Θ(u)∂2
twn, ∂twn)H =

1

2
∂t‖

√
Θ(u)∂twn‖2H

und

(Υ(u)∂2
t ∂xwn, ∂t∂xwn)H =

1

2
∂t(Υ(u)∂t∂xwn, ∂t∂xwn)H

=
1

2
∂t‖

√
Υ(u)∂t∂xwn‖2H,
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unter der Voraussetzung, dass alle gi hinreichend oft differenzierbar sind. Wir
setzen wn in die Gleichung (5.22) ein, multiplizieren mit dtg

n
j und summieren

über j, was zu
(
Θ(u)∂2

twn, ∂twn

)
H + (Υ(u)∂2

t ∂xwn, ∂t∂xwn)H + a (wn, ∂twn; t) (5.25)
= R (fz, ∂twn)H

führt. Wir benutzen die obigen Umrechnungen sowie (5.13) bzw. (5.14) in (5.25),

∂t

[
‖
√

Θ(u)∂twn‖2H + ‖
√
Υ(u)∂t∂xwn‖2H + a(wn, wn; t)

]
− a′(wn, wn; t)

= 2R (fz, dtwn)H.

Durch Integration von 0 bis t ≤ T erhalten wir

‖
√

Θ(u)∂twn‖2H + ‖
√
Υ(u)∂t∂xwn‖2H + a(wn, wn; t)

= ‖
√

Θ(u)∂twn(·, 0)‖2H + ‖
√

Υ(u)∂t∂xwn(·, 0)‖2H + a(wn(·, 0), wn(·, 0); 0)

+

∫ t

0
a′(wn(·, s), wn(·, s); s) ds+ 2R

∫ t

0
(fz(·, s), ∂swn(·, s))H ds.

Wir können die Bedingung der V-Koerzitivität, die Beschränkheit der Bilinear-
form a(·, ·; t) für t = 0 und die Beschränkheit von a′(·, ·; t) nutzen, es folgt

‖
√

Θ(u)∂twn‖2H + ‖
√
Υ(u)∂t∂xwn‖2H + c2‖wn‖2V

≤ ‖
√

Θ(u)∂twn(·, 0)‖2H + ‖
√

Υ(u)∂t∂xwn(·, 0)‖2H + c1‖wn(·, 0)‖2V
+ c3

∫ t

0
‖wn(·, s)‖2V ds+ 2R

∫ t

0
(fz(·, s), ∂swn(·, s))H ds.

Dieses Resultat formen wir mit Hilfe der Schwarz’schen Ungleichung um:

‖
√

Θ(u)∂twn‖2H + ‖
√
Υ(u)∂t∂xwn‖2H + c2‖wn‖2V

≤ ‖
√

Θ(u)∂twn(·, 0)‖2H ++‖
√

Υ(u)∂t∂xwn(·, 0)‖2H + c1‖wn(·, 0)‖2V
+R

∫ t

0
‖fz(·, s)‖2H ds+ c3

∫ t

0
‖wn(·, s)‖2V ds+R

∫ t

0
‖∂swn(·, s)‖2H ds.

In diese Ungleichung setzen wir die bekannten approximierten Anfangsbedin-
gungen ein:

‖
√

Θ(u)∂twn‖2H + ‖
√
Υ(u)∂t∂xwn‖2H + c2‖wn‖2V

≤ ‖
√

Θ(u)wn1‖2H ++‖
√
Υ(u)∂t∂xwn(·, 0)‖2H + c1‖wn0‖2V

+R

∫ t

0
‖fz(·, s)‖2H ds+ c3

∫ t

0
‖wn(·, s)‖2V ds+R

∫ t

0
‖∂swn(·, s)‖2H ds.

Zu der Funktion ∂t∂xwn(·, 0) müssen wir noch einige Bemerkungen machen. Wir
haben diese Anfangsbedingung im Raum V1 vorausgesetzt und betrachten die
Ableitung im schwachen Sinne, d.h.

∫

Ω
∂t∂xwn(x, 0)v dx = −

∫

Ω
∂twn(x, 0)dxv dx v ∈ C∞

0 (Ω).

Es gilt ∫

Ω
∂twn(x, 0)dxv dx =

∫

Ω
wn1dxv dx

und nach partieller Integration folgt

−
∫

Ω
wn1dxv dx =

∫

Ω
dxwn1v dx =⇒ ∂x∂twn(·, 0) = dxwn1.
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Aus dieser Überlegung gilt für unsere Abschätzung:

‖
√

Θ(u)∂twn‖2H + ‖
√
Υ(u)∂t∂xwn‖2H + c2‖wn‖2V

≤ ‖
√

Θ(u)wn1‖2H ++‖
√
Υ(u)dxwn1‖2H + c1‖wn0‖2V +R

∫ t

0
‖fz(·, s)‖2H ds

+ c3

∫ t

0
‖wn(·, s)‖2V ds+R

∫ t

0
‖∂swn(·, s)‖2H ds.

Die Funktionen ‖
√
Θ(u)∂twn‖2H und ‖

√
Υ(u)∂t∂xwn‖2H können wir, unter Be-

nutzung der Abschätzungen für die Nemytskij-Operatoren, nach unten bzw.
nach oben abschätzen,

θa‖∂twn‖2H ≤ ‖
√

Θ(u)∂twn‖2H ≤ θb‖∂twn‖2H
ψa‖∂t∂xwn‖2H ≤ ‖

√
Υ(u)∂t∂xwn‖2H ≤ ψb‖∂t∂xwn‖2H,

mit θa = Rρua bzw. θb = Rρub und ψa = Rρu3
a

12 bzw. ψb = Rρ
u3
b

12 . Es gilt

θa‖∂twn‖2H + ψa‖∂t∂xwn‖2H + c2‖wn‖2V
≤ θb‖wn1‖2H + ψb‖dxwn1‖2H + c1‖wn0‖2V

+

∫ t

0
{R‖fz(·, s)‖2H + c3‖wn(·, s)‖2V +R‖∂swn(·, s)‖2H} ds.

Wir definieren
C1 := min{θa, ψa, c2}

und erhalten für die linke Seite der Ungleichung:

C1{‖∂twn‖2H + ‖∂t∂xwn‖2H + ‖wn‖2V} ≤ θa‖∂twn‖2H + ψa‖∂t∂xwn‖2H + c2‖wn‖2V
oder in der H1-Norm

C1{‖∂twn‖2V1
+ ‖wn‖2V} ≤ θa‖∂twn‖2H + ψa‖∂t∂xwn‖2H + c2‖wn‖2V.

Für die L2-Norm der Funktion ∂twn gilt ‖∂twn‖2H ≤ ‖∂twn‖2V1
und für die rechte

Seite definieren wir die Konstanten

C2 := max{θb, ψb, c1}+R und C3 := max{R, c3}.

Wir definieren, für die Anwendung des Lemma’s von Gronwall (5.7.11),

ωn(t) := ‖∂twn‖2V1
+ ‖wn‖2V.

Nach Einsetzen und Umstellen der Ungleichung gilt

ωn(t) ≤ C2

C1

[
‖wn0‖2V + ‖wn1‖2V1

+

∫ T

0
‖fz(·, s)‖2H ds

]
+

C3

C1

∫ t

0
ωn(s) ds

= g +

∫ t

0
h(s)ωn(s) ds.

Aus dem Lemma folgt für h(t) =
C3

C1
, 0 ≤ t ≤ T < ∞ und

g =
C2

C1

[
‖wn0‖2V + ‖wn1‖2V1

+

∫ T

0
‖fz(·, s)‖2H ds

]
,
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ωn(t) ≤ C2

C1

[
‖wn0‖2V + ‖wn1‖2V1

+

∫ T

0
‖fz(·, s)‖2H ds

]
exp

(∫ t

0

C3

C1
ds

)

=
C2

C1

[
‖wn0‖2V + ‖wn1‖2V1

+

∫ T

0
‖fz(·, s)‖2H ds

]
exp

(
C3

C1
t

)
.

Da ‖wn0‖2V → ‖w0‖2V und ‖wn1‖2H → ‖w1‖2V1
gilt, gibt es zu jedem ε > 0 ein nε,

so dass für n > nε gilt

|‖wn0‖2V − ‖w0‖2V| <
ε

2
|‖wn1‖2H − ‖w1‖2V1

| < ε

2
,

folglich ist

‖wn0‖2V <
ε

2
+ ‖w0‖2V ‖wn1‖2V1

<
ε

2
+ ‖w1‖2V1

.

Daher gilt für n > nε und t ≤ T :

ωn(t) ≤ C2

C1

[
‖w0‖2V + ‖w1‖2V1

+ ε+

∫ T

0
‖fz(·, s)‖2H ds

]
exp

(
C3

C1
T

)
. (5.26)

Wir haben gezeigt, dass wn ∈ L2(0, T ;V) und ∂twn ∈ L2(0, T ;V1) gleichmäßig
beschränkt mit einer Schranke, von n unabhängig ist. Nach Lemma (5.7.12)
existiert eine Teilfolge {wm} ⊂ {wn} und Elemente z ∈ L2(0, T ;V) sowie
z̃ ∈ L2(0, T ;V1) mit der Eigenschaft

wm ⇀ z ∈ L2(0, T ;V), m → ∞

und
∂twm ⇀ z̃ ∈ L2(0, T ;V1), m → ∞.

Im Existenzbeweis einer Lösung der modifizierten Nebenbedingung haben wir
bereits z̃ = ∂tz gezeigt und nach Voraussetzung gilt

wm(·, 0) = wm0 → w0 in V für m → ∞, also z(·, 0) = w0.

Wir wählen ein ϕ ∈ C1(0, T ) mit ϕ(T ) = 0 und setzen φj := ϕ(t)vj(x) und
multiplizieren unsere Gleichung (5.22) mit ϕ(t) und integrieren partiell bez. t:

∫ T

0
{−(Θ(u)∂twm, ∂tφj)H − (Υ(u)∂t∂xwm, ∂t∂xφj)H + a(wm, φj ; t)} dt

=

∫ T

0
(Rfz(·, t), φj)H dt+ (Θ(u)wm1, φj(·, 0))H + (Υ(u)dxwm1, ∂xφj(·, 0))H,

für m → ∞ folgt
∫ T

0
{−(Θ(u)∂tz, ∂tφj)H − (Υ(u)∂t∂xz, ∂t∂xφj)H + a(z, φj ; t)} dt

=

∫ T

0
(Rfz(·, t), φj)H dt+ (Θ(u)w1, φj(·, 0))H (5.27)

+(Υ(u)dxw1, ∂xφj(·, 0))H.

Dabei benutzen wir die Beziehungen:
∫

Ω
∂t∂xwmv dx = −

∫

Ω
∂twmdxv dx ∀ v ∈ C∞

0 (Ω)
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und für m → ∞

−
∫

Ω
zdxv dx =

∫

Ω
∂xzv dx ∀ v ∈ C∞

0 (Ω).

Wenn wir aber ϕ(t) ∈ D(0, T ), d.h. ϕ ∈ C∞
0 (0, T ) wählen, so folgt aus der

Gleichung (5.27) für alle ϕ(t) und für j ∈ N
(Θ(u)∂2

t z, vj)H + (Υ(u)∂2
t ∂xz, ∂xvj)H + a(z, vj ; t) = (Rfz, vj)H.

Da dies für alle Basisfunktionen vj gilt, folgt schließlich

Θ(u)∂2
t z − ∂x(Υ(u)∂2

t ∂xz) + Lz = Rfz. (5.28)

Aus (5.27) und (5.28) erhalten wir nach partieller Integration bezüglich t mit
Funktionen ϕ ∈ C1(0, T ) mit ϕ(T ) = 0

(Θ(u)∂tz(x, 0), ϕ(0)vj)H = (Θ(u)w1, ϕ(0)vj)H ∀ vj

und

(Υ(u)∂t∂xz(x, 0), ϕ(0)dxvj)H = (Υ(u)dxw1, ϕ(0)dxvj)H ∀ vj ,

d.h. ∂tz(x, 0) = w1 und ∂t∂xz(x, 0) = dxw1. Damit ist z die Lösung von

Θ(u)∂2
t z − ∂x(Υ(u)∂2

t ∂xz) + ∂2
x(Φ(u)∂

2
xz) + Ψ(u)z = Rfz

mit den zugehörigen Anfangs- und Randbedingungen. Für die stetige Abhän-
gigkeit der Lösung von den Anfangsbedingungen und der rechten Seite fz inte-
grieren wir die Abschätzung (5.26),
∫ T

0
{‖∂twm‖2V1

+‖wm‖2V}dt ≤ C T

(
‖w0‖2V + ‖w1‖2V1

+ ε+

∫ T

0
‖fz(·, t)‖2H dt

)
,

mit C = C2
C1

exp
(
C3
C1

T
)
und weil für wm ⇀ z gilt ‖z‖V ≤ lim inf

m→∞ ‖wm‖V, folgt
∫ T

0
{‖∂tz‖2V1

+ ‖z‖2V} dt ≤ C T

(
‖w0‖2V + ‖w1‖2V1

+

∫ T

0
‖fz(·, t)‖2H dt

)
,

da ε beliebig war. Wir setzen w = z und erhalten die zu beweisende Abschät-
zung.

Bemerkung 5.7.30. Der Existenzsatz (5.7.29) behält auch seine Gültigkeit,
wenn wir statt der Steuerung u in den Koeffizienten die gestörten Steuerungen
u+ h mit h ∈ L∞ und h hinreichend klein zulassen.

5.7.7 Vollständige Variationsformulierung der vollständigen Ne-
benbedingung

In diesem Abschnitt wollen wir die Energieabschätzung für die Lösung w ver-
bessern und die vollständige Variationsformulierung herleiten. Sei

V y H = H∗ y V∗,

der Gelfand’schen Dreier mit den Räumen V und H, dann gilt auch unter Hin-
zunahme der Sobolev’schen Einbettungssätze:

V y V1 y H = H∗ y V∗
1 y V∗.

Ausführlichere Informationen zu dieser Thematik siehe [5],[6],[9].
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Definition 5.7.31. Der Raum W2,1(Q) wird eingeführt durch

W2,1(Q) = {w ∈ L2(Q), ∂i
x∂

j
tw ∈ L2(Q), i = 0, 1, 2, j = 0, 1, w|Σ = 0}

und versehen mit der Norm

‖w‖W2,1(Q) =



∫∫

Q

2∑

i=0

1∑

j=0

[∂i
x∂

j
tw(x, t)]

2 dx dt




1
2

.

Diese Definition ist mit den Lösungsräumen aus dem Existenzsatz (5.7.29) der
vollständigen Nebenbedingung verträglich.

Definition 5.7.32. Der Raum W2,2(Q) wird eingeführt durch

W2,2(Q) = {w ∈ L2(Q), ∂i
x∂

j
tw ∈ L2(Q), i = 0, 1, 2, j = 0, 1, 2, w|Σ = 0}

und versehen mit der Norm

‖w‖W2,2(Q) =



∫∫

Q

2∑

i=0

2∑

j=0

[∂i
x∂

j
tw(x, t)]

2 dx dt




1
2

.

Wir verstehen analog zum Abschnitt (5.9.5) alle Ableitungen als schwache Ab-
leitungen. Wir gehen über zur vollständigen Variationsformulierung, indem wir
die vollständige Nebenbedingung mit Funktionen v ∈ C2(Q) mit der Einschrän-
kung v|Σ = 0 multiplizieren, über das Orts-Zeit-Gebiet Q integrieren, die par-
tielle Integration bezüglich x ausführen und die bekannten Randbedingungen
einarbeiten,

∫∫

Q
{Θ(u)∂2

twv +Υ(u)∂2
t ∂xw∂xv +Φ(u)∂2

xw∂
2
xv +Ψ(u)wv} dx dt

= R

∫∫

Q
fzv dx dt.

Hierbei haben wir zunächst eine klassische Lösung w ∈ WK angenommen, um
die Existenz der Integrale zu sichern. Jetzt führen wir die partielle Integration
bezüglich t durch:

∫∫

Q
{−Θ(u)∂tw∂tv −Υ(u)∂t∂xw∂t∂xv +Φ(u)∂2

xw∂
2
xv +Ψ(u)wv} dx dt

= R

∫∫

Q
fzv dx dt−

∫

Ω
[Θ(u)∂twv]

T
0 dx−

∫

Ω
[Υ(u)∂t∂xw∂xv]

T
0 dx.

In den berechneten Randintegralen können wir aufgrund der Voraussetzung
einer klassischen Lösung die Anfangsbedingungen einsetzen, es verbleiben die
Randintegrale:

∫

Ω
Θ(u)∂tw(x, T )v(x, T ) dx und

∫

Ω
Υ(u)∂t∂xw(x, T )∂xv(x, T ) dx.

Denn aus ∂tw(·, 0) = 0 folgt auch ∂x∂tw(·, 0) = 0. Für v ∈ C2(Q) ist v(·, T ) sowie
∂xv(·, T ) wohl definiert und für v ∈ W2,1(Q) sind sie als Spuren im L2(Ω) zu
verstehen. Aus dem Existenzsatz (5.7.29) können wir auch auf die Existenz der
Anfangsbedingungen ∂tw(·, 0) = w1 = 0 bzw. ∂t∂xw(·, 0) = dxw1 = 0 in diesem
Raum schließen und diese in der Variationsformulierung berücksichtigen. An die
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Funktion v stellen wir noch die Zusatzbedigungen v(·, T ) = ∂xv(·, T ) = 0 und
somit gilt für alle v ∈W2,1(Q) die vollständige Variationsformulierung:

∫∫

Q
{−Θ(u)∂tw∂tv −Υ(u)∂t∂xw∂t∂xv +Φ(u)∂2

xw∂
2
xv +Ψ(u)wv} dx dt

= R

∫∫

Q
fzv dx dt (5.29)

mit der Anfangsbedingung w(·, 0) = w0 = 0.

Definition 5.7.33. Eine Funktion w ∈ W2,1(Q) heißt schwache Lösung der
vollständigen Nebenbedingung, wenn sie die vollständige Variationsformulierung
(5.29) für alle v ∈W2,1(Q) erfüllt, welche der Anfangsbedingung w(·, 0) = 0 und
zusätzlich der Forderung v(·, T ) = ∂xv(·, T ) = 0 genügen.

Die Gültigkeit dieser Variationsformulierung hatten wir bereits im Beweis von
Satz (5.7.29) bestätigt.
Wir gehen über zum Konzept der abstrakten Funktionen und setzen voraus,
dass die abstrakte Funktion w mit der reellwertigen Funktion w fast überall
übereinstimmt.

Definition 5.7.34. UnterW2(0, T ) versteht man den Raum aller w ∈ L2(0, T ;V)
mit Ableitungen dtw ∈ L2(0, T ;V1) und distributionellen Ableitungen
d2tw ∈ L2(0, T,V∗), versehen mit der Norm

‖w‖W2(0,T ) =

(∫ T

0
{‖w‖2V + ‖dtw‖2V1

+ ‖d2tw‖2V∗} dt
) 1

2

.

In dieser Raumdefinition sind auch die Funktionen mit gemischten Ableitun-
gen enthalten. Weiterhin gilt natürlich auch dtw ∈ L2(0, T ;H) aufgrund der
Einbettungssätze. Der Raum W2(0, T ) wird mit dem Skalarprodukt

(w,v)W2(0,T ) =

∫ T

0
{〈w,v〉V + 〈dtw, dtv〉V1 + 〈d2tw, d2tv〉V∗} dt

zu einem Hilbertraum. Das Skalarprodukt des Raumes V∗ wird durch die Duali-
tätsabbildung und die Anwendung des Satzes von Riesz mit dem Skalarprodukt
des Raumes H dargestellt.

Satz 5.7.35. Die nach Satz (5.7.29) existierende schwache Lösung w ∈W2,1(Q)
gehört gegebenenfalls nach Abänderung auf einer Menge vom Maß Null, dem
Raum W2(0, T ) an.

Beweis. Die vollständige Variationsformulierung (5.29) integrieren wir noch ein-
mal bezüglich t,

∫∫

Q
{Θ(u)w∂2

t v +Υ(u)∂xw∂
2
t ∂xv} dx dt

= −
∫∫

Q
{Φ(u)∂2

xw∂
2
xv +Ψ(u)wv −Rfzv} dx dt+

∫

Ω
Θ(u)∂tw(·, 0)v(·, 0) dx

−
∫

Ω
Θ(u)w(·, 0)∂tv(·, 0) dx−

∫

Ω
Υ(u)∂t∂xw(·, 0)∂xv(·, 0) dx

+

∫

Ω
Υ(u)∂xw(·, 0)∂t∂xv(·, 0) dx
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für alle v ∈ W2,2(Q) mit v(·, T ) = ∂tv(·, T ) = 0. Wenn wir jetzt wie im Beweis
von Satz (5.7.29) die Funktion v(x, t) = y(x)ϕ(t) mit ϕ(t) ∈ C∞

0 (0, T ) und
y ∈ V setzen und das Konzept der abstrakten Funktionen einbeziehen, folgt

∫ T

0
{(Θ(u)w(t), y)H + (Υ(u)∂xw(t), dxy)H}d2tϕ(t) dt

= −
∫ T

0
{(Φ(u)∂2

xw(t), d2xy)H + (Ψ(u)w(t), y)H}ϕ(t) dt

+

∫ T

0
(R fz(t), y)Hϕ(t) dt.

Nach Definition von w ∈ W2,1(Q) gehört für fast jedes t die Funktion w zu
L2(Ω). In den restlichen t-Werten können wir die auf der rechten Seite vor-
kommende abstrakte Funktion w durch Null fortsetzen, ohne diese Funktion im
L2-Sinne zu verändern.
Unter dem Integral stehen für feste t lineare Funktionale Fi(t) : V→ R:

F1(t) : y 7→ (Φ(u)∂2
xw(t), d2xy)H

F2(t) : y 7→ (Ψ(u)w(t), y)H

F3(t) : y 7→ (R fz(t), y)H.

Aus dem Beweis von Satz (5.7.22) wissen wir bereits, dass

‖F1(t)‖V∗ ≤ c̃Φ‖w(t)‖V
‖F2(t)‖V∗ ≤ c̃Ψ‖w(t)‖V
‖F3(t)‖V∗ ≤ c‖fz(t)‖H

mit Konstanten c̃Φ, c̃Ψ, c gilt. Die rechts stehenden Funktionen in der Variati-
onsformulierung sind alle quadratisch bezüglich t integrierbar, wegen
w ∈ L2(0, T ;V) ⊂ L2(Q) und fz ∈ L2(0, T ;H) ∼= L2(Q), folglich auch die links
stehenden Funktionen. Wir setzen F (t) =

∑
Fi(t), dann ist F ∈ L2(0, T ;V∗)

(siehe Abschnitt (5.7.2)).
Wir schreiben unter Verwendung des Funktionals F die vollständige Variations-
formulierung um:

∫ T

0
{(Θ(u)w(t)d2tϕ(t), y)H + (Υ(u)∂xw(t)d2tϕ(t), dxy)H} dt

= −
∫ T

0
(F (t)ϕ(t), y)H dt

und vertauschen die Integrationsreihenfolge


∫ T

0
{Θ(u)w(t)− ∂x[Υ(u)∂xw(t)]}︸ ︷︷ ︸

=:z(t)

d2tϕ(t) dt, y



H

= −
(∫ T

0
F (t)ϕ(t) dt, y

)

für alle y ∈ V. Es gilt
∫ T

0
z(t)d2tϕ(t) dt = −

∫ T

0
F (t)ϕ(t) dt

im Raum V∗. Dann ist auch d2tz = −F im Sinne von vektorwertigen Distribu-
tionen, also d2tz ∈ L2(0, T ;V∗) und somit z ∈W2(0, T ). Aufgrund der Definition
von z gilt damit auch für die abstrakte Funktion w ∈W2(0, T ) (inclusive schwa-
che Ableitungen bezüglich x).
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Satz 5.7.36. Die schwache Lösung der vollständigen Nebenbedingung genügt
der Abschätzung

‖w‖2W2(0,T ) ≤ CwT (‖fz‖2L2(0,T ;H) + ‖w0‖2V + ‖w1‖2V1
)

mit einer von fz, w0, w1 unabhängigen Konstanten Cw > 0. Damit ist die Abbil-
dung von (fz, w0, w1) 7→ (w, dtw) stetig von L2(0, T ;H)×V1×H nachW2(0, T ).

Beweis. Für die Norm von ‖w‖W2(0,T ) gilt

‖w‖2W2(0,T ) = ‖w‖2L2(0,T ;V) + ‖dtw‖2L2(0,T ;V1)
+ ‖d2tw‖2L2(0,T ;V∗).

Für den ersten Anteil hatten wir bereits

‖w‖2L2(0,T ;V) + ‖dtw‖2L2(0,T ;V1)
= ‖w‖2W2,1(Q)

≤ CT (‖fz‖2L2(0,T ;H) + ‖w0‖2V + ‖w1‖2V1
)

gezeigt. Für den zweiten Teil nutzen wir die Erkenntnisse aus dem letzten Beweis
mit den dort verwendeten Funktionalen Fi:

α‖d2tw‖L2(0,T ;V∗) ≤
∥∥∥∥∥

3∑

i=1

Fi

∥∥∥∥∥
L2(0,T ;V∗)

≤
3∑

i=1

‖Fi‖L2(0,T ;V∗),

wobei α = min{Rρua, Rρu3
a

12 }. Für die Abschätzungen dieser Funktionale siehe
Beweis von Satz (5.7.23). Es gilt

‖w‖2W2(0,T ) ≤ CwT (‖fz‖2L2(0,T ;H) + ‖w0‖2V + ‖w1‖2V1
),

mit einer Konstanten Cw, die zu beweisende Ungleichung.

Bemerkung 5.7.37. Für die Einbettung des Raumes W2(0, T ) in den Raum
der stetig differenzierbaren Funktionen Cl(0, T ) und damit auch die Existenz
der Anfangs- und Endwerte der Funktion w in diesem Raum können wir die
Einbettungssätze heranziehen. Ausführliche Details zu dieser Thematik findet
man in [5] S.432ff und S.407ff.

Bei der vorgelegten Nebenbedingung verwenden wir homogene Anfangsbedin-
gungen und damit vereinfacht sich die Abschätzung zu

‖w‖2W2(0,T ) ≤ CwT‖fz‖2L2(0,T ;H)

und folglich

‖w‖W2(0,T ) ≤
√

CwT‖fz‖L2(0,T ;H). (5.30)

Diese Abschätzung werden wir im Beweis der notwendigen Bedingung 1. Ord-
nung der Optimalsteuerungsprobleme mit vollständiger Nebenbedingung ver-
wenden.
Wir können die vollständige Variationsformulierung umschreiben, indem wir
w ∈W2(0, T ) voraussetzen,

∫ T

0
{〈Θ(u)d2tw(t), v〉V∗,V + 〈Υ(u)∂xd

2
tw(t), ∂xv〉V∗,V } dt+

∫ T

0
a(w, v; t) dt

=

∫ T

0
(R fz(t), v)H dt
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für alle v ∈ L2(0, T ;V) und mit den Anfangsbedingungen w(0) = w0 und
dtw(0) = w1. Wenn wir in dieser Gleichung einmal bezüglich t partiell inte-
grieren, folgt

∫ T

0
{−(Θ(u)dtw(t), ∂tv)H − (Υ(u)∂xdtw(t), ∂t∂xv)H + a(w(t), v; t)} dt

=

∫ T

0
(R fz(t), v)H dt−

∫

Ω
Θ(u)dtw(T )v(·, T ) dx+

∫

Ω
Θ(u)dtw(0)v(·, 0) dx

−
∫

Ω
Υ(u)∂xdtw(T )∂xv(·, T ) dx+

∫

Ω
Υ(u)∂xdtw(0)∂xv(·, 0) dx

für alle v ∈W2,1(Q) mit den Anfangsbedingungen w(0) = w0 und
dtw(0) = w1 sowie der resultierenden Anfangsbedingung ∂xdtw(0) = dxw1. In
unserem speziellen Fall sind homogene Anfangsdaten vorgelegt und somit folgt:

∫ T

0
{−(Θ(u)dtw(t), ∂tv)H − (Υ(u)∂xdtw(t), ∂t∂xv)H + a(w(t), v; t)} dt

=

∫ T

0
(R fz(t), v)H dt−

∫

Ω
Θ(u)dtw(T )v(·, T ) dx

−
∫

Ω
Υ(u)∂xdtw(T )∂xv(·, T ) dx

für alle v ∈ W2,1(Q). Diese Gleichung behält auch ihre Gültigkeit, wenn wir
v ∈W2(0, T ) voraussetzen. Im folgenden wollen wir uns mit höherer Regularität
der Lösung w beschäftigen. Diese höhere Regularitätsforderung benötigen wir
im Beweis der notwendigen Bedingungen erster Ordnung für unsere vorgelegten
Optimalsteuerungsprobleme.

Definition 5.7.38. Unter Hk(0, T ;H) verstehen wir den Raum aller Funktionen
w, die Ableitungen ditw ∈ L2(0, T ;V1), i = 0, . . . , k haben. Wir versehen den
Raum mit dem Skalarprodukt

(w,v)Hk(0,T ;V1) =

∫ T

0

k∑

i=0

(ditw, ditv)V1 dt

und der zugehörigen Norm

‖w‖Hk(0,T ;V1) =

(∫ T

0

k∑

i=0

‖ditw(t)‖2V1
dt

) 1
2

.

Diese Definitionen sind mit den bisherigen Raum-Definitionen W2,1(Q) bzw.
W2,2(Q) verträglich, wenn wir die stetigen Einbettungen im Gelfand’schen Drei-
er V y V1 berücksichtigen.

Definition 5.7.39. Unter Hk(0, T ;V) verstehen wir den Raum aller Funktionen
w, die Ableitungen ditw ∈ L2(0, T ;V), i = 0, . . . , k haben. Wir versehen den
Raum mit dem Skalarprodukt

(w,v)Hk(0,T ;V) =

∫ T

0

k∑

i=0

(ditw, ditv)V dt

und der zugehörigen Norm

‖w‖Hk(0,T ;V) =

(∫ T

0

k∑

i=0

‖ditw(t)‖2V dt

) 1
2

.
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Im Gegensatz zur modifizierten Nebenbedingung können wir an dieser Stelle kei-
nen abstrakten Lösungssatz formulieren. Durch das Vorhandensein eines Termes
mit gemischter Ableitung in der vollständigen Nebenbedingung ist dies ein of-
fenes Problem. Wir können aber stärkere Annahmen vorgeben, um damit die
höhere Regularität zu erreichen.

Voraussetzung 5.7.40. Wir betrachten die vollständige Nebenbedingung

(Θ(u)d2tw, v)H + (Υ(u)∂xd
2
tw, ∂xv)H + (Lw, v)H = (R fz, v)H in (0, T ]

für alle v ∈ V und mit den Anfangsbedingung

w(0) = dtw(0) = 0.

Außer den in (5.7.9) gemachten Annahmen setzen wir voraus:

a)
fz ∈ H1(0, T ;V1); w(0), dtw(0) ∈ V; d2tw(0) = fz(0) ∈ V1.

b)

fz ∈ H2(0, T ;V1); w(0), dtw(0), d2tw(0) ∈ V; d3tw(0) = dtfz(0) ∈ V1.

Dann soll für die Lösung w

a)

w ∈ H1(0, T ;V), d2tw ∈ L2(0, T ;V1), d3tw ∈ L2(0, T ;V∗).

b)

w ∈ H2(0, T ;V), d3tw ∈ L2(0, T ;V1), d4tw ∈ L2(0, T ;V∗)

gelten. Dies sind natürlich sehr starke Voraussetzungen und Anforderungen an
die Lösungw. Bei den Voraussetzungen haben wir Kompatibilitäts-Bedingungen
formuliert, die natürlich an der Stelle t = 0 zu den Randbedingungen des Raum-
es V passen müssen. Die bisher berechneten Lösungsabschätzungen behalten
weiterhin Gültigkeit aufgrund des Gelfand’schen Dreiers und den damit ver-
bundenen Einbettungen.

Bemerkung 5.7.41. 1. In den vergangenen Abschnitten haben wir die Exis-
tenz einer Lösung der modifizierten bzw. vollständigen Nebenbedingung
aufgezeigt und die resultierenden Energieabschätzungen unter Verwendung
der abstrakten Räume verbessert.

2. Durch die Verwendung des Konzeptes der abstrakten Räume können wir
die vollständige Variationsformulierung effizient darstellen und daraus folgt
auch für die notwendigen Bedingungen erster Ordnung eine elegantere
Darstellungsweise.

3. Durch Verstärkung der Voraussetzungen bezüglich der Anfangsdaten und
der Krafteinwirkung fz können wir für die Lösung höhere Regularität si-
chern (erwarten). Diese höhere Regularität ist für die Beweise der not-
wendigen Bedingung erster Ordnung existenziell.
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5.8 Zustandseliminierung im Zielfunktional

Die ursprünglichen Optimalsteuerungsprobleme für den instationären Fall (Pro-
blem A-D) formen wir soweit um, dass wir eine nichtlineare Optimierungsaufga-
be im Banachraum erhalten. Für diese Problemstellungen werden wir in diesem
Abschnitt die notwendige Bedingung erster Ordnung beweisen.

5.8.1 Problem A

Wir definieren analog zum stationären Fall den Steuerungs-Zustands-Operator
GA, der jeder Steuerung u ∈ Uad einen eindeutigen End-Zustand
w̃s = ws(·, T ) ∈ V zuordnet, durch

w̃s = GA(u) Uad → V,

wobei die schwache Lösung ws der modifizierten Nebenbedingung und den An-
fangsbedingungen genügt. Der Steuerungs-Zustands-Operator GA ist im Gegen-
satz zum stationären Fall von komplizierter Bauart. Wir müssen berücksichtigen,
dass nur die Funktionswerte zum Endzeitpunkt T in das Zielfunktional einflie-
ßen. Dieser Operator GA setzt sich zusammen aus dem Zuordnungs-Operator
Zs : u 7→ ws und dem linearen Beobachtungs-Operator ET : ws 7→ ws(·, T ). Es
gilt

u(·) 7→ ws(·, ·) 7→ ws(·, T ) ⇐⇒ ws(·, T ) = ET (Zs(u)) =: GA(u).

Mit dem OperatorGA folgt für das Problem A eine einfachere Darstellungsweise:

ZF: min
u∈Uad

J(GA(u)) = min
u∈Uad

∫

Ω
[GA(u)](x) dx

BS: Uad =

{
u ∈ L∞(Ω), ua ≤ u(x) ≤ ub f.ü. in Ω,

∫

Ω
u(x) dx = C

}
.

Die modifizierte Nebenbedingung haben wir durch den Steuerungs-Zustands-
Operator GA formal eliminiert. Wir definieren

fA(u) := J(GA(u)) =

∫

Ω
[GA(u)](x) dx

und verwenden dies als neues Zielfunktional. Ist u optimale Steuerung, so muss
die notwendige Bedingung erster Ordnung (Variationsungleichung)

f ′
A(u)(u− u) ≥ 0 ∀ u ∈ Uad

erfüllt sein. Wir wenden uns der Berechnung von f ′
A(u) zu, wobei wir zunächst

die Kettenregel für h ∈ L∞ anwenden:

〈f ′
A(u), h〉 = 〈J ′(GA(u)), G

′
A(u)h〉 =

∫

Ω
(G′

A(u)h)(x) dx.

Wir benötigen G′
A(u) in der Ableitung des Zielfunktionals und berechnen die-

se als Fréchet-Ableitung des Steuerungs-Zustands-Operator GA. Diese Fréchet-
Ableitung G′

A(u) muss der Eigenschaft

GA(u+ h)−GA(u) = G′
A(u)h+ r(u, h)

mit ‖r(u, h)‖V
‖h‖L∞

→ 0 für ‖h‖L∞ → 0

genügen.
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Voraussetzung 5.8.1. 1. Das Gebiet Q ist ein beschränktes Lipschitzgebiet.

2. Die verwendeten Nemytskij-Operatoren sind bezüglich des Raumes L∞

Fréchet-differenzierbar, siehe Kapitel 3.

3. Die Anfangsbedingungen sowie die Krafteinwirkung fz der modifizierten
Nebenbedingung erfüllen die Voraussetzungen des Regularitätssatzes

(5.7.26) (b) und somit gilt ws ∈ H2
s(0, T ;V).

Bemerkung 5.8.2. Die Voraussetzung (3) ist sehr stark, die wir aber zum Be-
weis der Existenz der Fréchet-Ableitung des Steuerungs-Zustands-Operator GA

benötigen. Der Existenzsatz (5.7.13) für hyperbolische Probleme besitzt nur Gül-
tigkeit für rechte Seiten f ∈ L2(0, T ;H), [5] S.429. Im Anschluss an diesen
Beweis werden wir die Forderung nach der hohen Regularität abschwächen kön-
nen.

Satz 5.8.3. Mit den Voraussetzungen (5.8.1) ist der Steuerungs-Zustands-Operator
GA Fréchet-differenzierbar von L∞(Ω) nach V. Die Ableitung hat die Form

G′
A(u)h = ỹA,

wobei h ∈ L∞(Ω) beliebig und ỹA = yA(·, T ) der Endwert der schwachen Lösung
yA ∈ H1

s(0, T ;V) ⊂W2
s(0, T ) des Anfangs-Randwertproblems

Θ(u)∂2
t yA + ∂2

x(Φ(u)∂
2
xyA) + Ψ(u)yA

= −Θ′(u)h∂2
tws − ∂2

x(Φ
′(u)h∂2

xws)−Ψ′(u)hws

mit den Randbedingungen

yA|Σ = ∂2
xyA|Σ = 0

und den Anfangsbedingungen

yA(·, 0) = ∂tyA(·, 0) = 0

ist. Unter u bzw. ws ∈ H2
s(0, T ;V) verstehen wir die optimale Steuerung bzw.

den zugehörigen optimalen Zustand.

Bemerkung 5.8.4. Wir fordern im Satz, analog zu der Lösung ws der mo-
difizierten Nebenbedingung, für yA höhere Regularität. Diese wird im Beweis
benötigt, um die Restgliedeigenschaft aufzeigen zu können.

Beweis. Um im Beweis den Überblick zu bewahren, verwenden wir zunächst
die starke Formulierung. Sei w̃s = GA(u) = ws(·, T ) der Endwert der schwachen
Lösung des Anfangs-Randwertproblems

Θ(u)∂2
tws + ∂2

x

(
Φ(u)∂2

xws

)
+Ψ(u)ws = Rfz

RB: ws(0, ·) = ws(1, ·) = ∂2
xws(0, ·) = ∂2

xws(1, ·) = 0

AB: ws(·, 0) = ∂tws(·, 0) = 0

und sei w̃u = wu(·, T ) = GA(u + h), h ∈ L∞(Ω) der Endwert der schwachen
Lösung des Anfangs-Randwertproblems

Θ(u+ h)∂2
twu + ∂2

x

(
Φ(u+ h)∂2

xwu

)
+Ψ(u+ h)wu = Rfz

RB: wu(0, ·) = wu(1, ·) = ∂2
xwu(0, ·) = ∂2

xwu(1, ·) = 0

AB: wu(·, 0) = ∂twu(·, 0) = 0.
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Wir bilden die Differenz GA(u+h)−GA(u), was der Subtraktion der Endwerte
der beiden Probleme entspricht. Die Endwerte ws(·, T ) bzw. wu(·, T ) werden
durch den Beobachtungs-Operators ET eindeutig den Lösungen ws(·, ·) bzw.
wu(·, ·) zugeordnet und somit können wir auch die Anfangs-Randwertprobleme
voneinander subtrahieren,

Θ(u+ h)∂2
twu + ∂2

x

(
Φ(u+ h)∂2

xwu

)
+Ψ(u+ h)wu = Rfz

−Θ(u)∂2
tws − ∂2

x

(
Φ(u)∂2

xws

)−Ψ(u)ws = −Rfz

wu(0, ·)− ws(0, ·) = wu(1, ·)− ws(1, ·) = 0

∂2
xwu(0, ·)− ∂2

xws(0, ·) = ∂2
xwu(1, ·)− ∂2

xws(1, ·) = 0

wu(·, 0)− ws(·, 0) = ∂twu(·, 0)− ∂tws(·, 0) = 0.

Wir fügen produktive Nullen ein

Θ(u+ h)∂2
t (wu − ws) + [Θ(u+ h)−Θ(u)]∂2

tws

+ ∂2
x[Φ(u+ h)∂2

x(wu − ws)] + ∂2
x([Φ(u+ h)− Φ(u)]∂2

xws)

+Ψ(u+ h)(wu − ws) + [Ψ(u+ h)−Ψ(u)]ws = 0,

um die Fréchet-Differenzierbarkeit der Nemytskij-Operatoren ausnutzen zu kön-
nen,

Θ(u+ h)∂2
t (wu − ws) + [Θ′(u)h+ rΘ(u, h)]∂

2
tws

+ ∂2
x[Φ(u+ h)∂2

x(wu − ws)] + ∂2
x([Φ

′(u)h+ rΦ(u, h)]∂
2
xws)

+Ψ(u+ h)(wu − ws) + [Ψ′(u)h+ rΨ(u, h)]ws = 0.

Die Anfangsbedingungen bzw. Randbedingungen bleiben unverändert. Wir set-
zen wu − ws = yA + yr, und durch den linearen Beobachtungsoperator ET gilt
dies natürlich auch für die Endwerte w̃u−w̃s = ỹA+ ỹr mit ỹA = yA(·, T ), wobei
yA die schwache Lösung des Anfangs-Randwertproblems

Θ(u)∂2
t yA + ∂2

x

(
Φ(u)∂2

xyA
)
+Ψ(u)yA

= −Θ′(u)h∂2
tws − ∂2

x

(
Φ′(u)h∂2

xws

)−Ψ′(u)hws

RB: yA(0, ·) = yA(1, ·) = ∂2
xyA(0, ·) = ∂2

xyA(1, ·) = 0

AB: yA(·, 0) = ∂tyA(·, 0) = 0

ist. Wir bilden die Differenz, um eine Gleichung für yr zu bestimmen, also yr =
wu − ws − yA:

Θ(u+ h)∂2
t (yA + yr) + [Θ′(u)h+ rΘ(u, h)]∂

2
tws + ∂2

x[Φ(u+ h)∂2
x(yA + yr)]

+ ∂2
x([Φ

′(u)h+ rΦ(u, h)]∂
2
xws +Ψ(u+ h)(yA + yr) + [Ψ′(u)h+ rΨ(u, h)]ws

−Θ(u)∂2
t yA − ∂2

x

(
Φ(u)∂2

xyA
)−Ψ(u)yA −Θ′(u)h∂2

tws − ∂2
x

(
Φ′(u)h∂2

xws

)

−Ψ′(u)hws = 0,

wobei ỹr = yr(·, T ) die geforderte Restgliedeigenschaft besitzen soll. Wegen der
Fréchet-Differenzierbarkeit der Nemytskij-Operatoren gelten die Gleichungen

Θ(u+ h) = Θ(u) + Θ′(u)h+ rΘ(u, h)

Φ(u+ h) = Φ(u) + Φ′(u)h+ rΦ(u, h)

Ψ(u+ h) = Ψ(u) + Ψ′(u)h+ rΨ(u, h).
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Durch Umstellung und Vereinfachung folgt letztendlich

Θ(u+ h)∂2
t yr + ∂2

x(Φ(u+ h)∂2
xyr) + Ψ(u+ h)yr + [Θ′(u)h+ rΘ(u, h)]∂

2
t yA

+ rΘ(u, h)∂
2
tws + ∂2

x([Φ
′(u)h+ rΘ(u, h)]∂

2
xyA) + [Ψ′(u)h+ rΨ(u, h)]yA

+ ∂2
x(rΦ(u, h)∂

2
xws) + rΨ(u, h)ws = 0.

Die Anfangs- und Randbedingungen der Gleichungen für yA bzw. yr sind analog
zu den Gleichungen für ws bzw. wu.
Das Anfangs-Randwertproblem für yA überführen wir in die vollständige Va-
riationsformulierung und diskutieren die Existenz einer Lösung im schwachen
Sinne,

∫∫

Q
{Θ(u)∂2

t yAv +Φ(u)∂2
xyA∂

2
xv +Ψ(u)yAv} dx dt

=

∫∫

Q
{−Θ′(u)∂2

twsv − Φ′(u)∂2
xws∂

2
xv −Ψ′(u)wsv}h dx dt

für alle v ∈ L2(0, T ;V). Wir setzen

fyA(v) :=

∫∫

Q
{−Θ′(u)∂2

twsv − Φ′(u)∂2
xws∂

2
xv −Ψ′(u)wsv}h dx dt

und
Σ(u)(x) := max{|Θ′(u)|, |Φ′(u)|, |Ψ′(u)|}.

Mit diesen Definitionen folgt für den Betrag der rechten Seite des Anfangs-
Randwertproblems

|fyA(v)| ≤
∫∫

Q
{|Σ(u)h|(|∂2

twsv|+ |∂2
xws∂

2
xv|+ |wsv|)} dx dt

und für die Norm des Funktionals gilt

‖fyA‖ = sup
v∈L2(0,T ;V)

|fyA(v)|
‖v‖L2(0,T ;V)

≤ C̃‖Σ(u)‖L∞‖h‖L∞‖ws‖W2,2
s (Q)

≤ C̃‖Σ(u)‖L∞‖h‖L∞‖ws‖W2
s(0,T ).

Für die Funktion ws haben wir gefordert ws ∈ H2
s(0, T ;V ), also

ws ∈ L2(0, T ;V), ∂tws ∈ L2(0, T ;V) und ∂2
tws ∈ L2(0, T ;V). Mit der Eigen-

schaft der stetigen Einbettung des Gelfand’schen Dreiers gilt ∂tws ∈ L2(0, T ;H)
sowie ∂2

tws ∈ L2(0, T ;H) und ∂2
tws ∈ L2(0, T ;V∗), was unsere obige Abschät-

zung rechtfertigt.
Nach Einsetzen der Abschätzung für die Lösung ws folgt:

‖fyA‖ ≤ C̃‖Σ‖L∞‖h‖L∞
√
CwT‖fz‖L2(0,T ;H).

Da offensichtlich die rechte Seite fyA(v) aus quadratisch integrierbaren Funktio-
nen besteht, können wir den Existenzsatz (5.7.13) anwenden und für die Lösung
yA die Abschätzung

‖yA‖W2
s(0,T ) ≤ C‖Σ‖L∞‖h‖L∞‖fz‖L2(0,T ;H),

mit einer Konstanten C ermitteln. Aufgrund der hohen Regularität an die
Lösung der modifizierten Nebenbedingung gilt auch yA ∈ H1

s(0, T ;V) sowie
∂2
t yA ∈ L2(0, T ;H). Diese Eigenschaft der höheren Regularität bezüglich yA

werden wir im folgenden benötigen.
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Wir wenden uns der Restgliedgleichung für yr zu und auch für diese Gleichung
besitzt der Existenzsatz (5.7.13), für h hinreichend klein, Gültigkeit. Nach Über-
gang zur vollständigen Variationsformulierung gilt:

∫∫

Q
{Θ(u+ h)∂2

t yrv +Φ(u+ h)∂2
xyr∂

2
xv +Ψ(u+ h)yrv} dx dt

=

∫∫

Q
{[Θ′(u)h+ rΘ(u, h)]∂

2
t yAv + rΘ(u, h)∂

2
twsv

+ [Φ′(u)h+ rΘ(u, h)]∂
2
xyA∂

2
xv + [Ψ′(u)h+ rΨ(u, h)]yAv

+ rΦ(u, h)∂
2
xws∂

2
xv + rΨ(u, h)wsv} dx dt.

Für die Abschätzung der Lösung yr definieren wir

fyr(v) :=

∫∫

Q
{[Θ′(u)h+ rΘ(u, h)]∂

2
t yAv + rΘ(u, h)∂

2
twsv

+ [Φ′(u)h+ rΘ(u, h)]∂
2
xyA∂

2
xv + [Ψ′(u)h+ rΨ(u, h)]yAv

+ rΦ(u, h)∂
2
xws∂

2
xv + rΨ(u, h)wsv} dx dt,

und
ryr(u, h)(x) := max{|rΘ(u, h)(x)|, |rΦ(u, h))(x)|, |rΨ(u, h))|}.

Offensichtlich ist jede Funktion der rechten Seite quadratisch integrierbar. Für
die Norm des Funktionals fyr berechnen wir zunächst den Betrag des Funktio-
nals:

|fyr(v)| ≤
∫∫

Q
{|Σ(u)h+ ryr(u, h)|(|∂2

t yAv|+ |∂2
xyA∂

2
xv|+ |yAv|)

+|ryr(u, h)|(|∂2
twsv|+ |∂2

xws∂
2
xv|+ |wsv|)} dx dt,

und nach Berechnung der Supremums-Norm gilt für alle v ∈ L2(0, T ;V):

‖fyr‖ ≤ {‖Σ‖L∞‖h‖L∞ + ‖ryr(u, h)‖L∞} ‖yA‖W2
s(0,T )

+ ‖ryr(u, h)‖L∞‖ws‖W2
s(0,T )

≤ C
{‖Σ‖2L∞‖h‖2L∞ + ‖ryr(u, h)‖L∞‖Σ‖L∞‖h‖L∞

+ ‖ryr(u, h)‖L∞} ‖fz‖L2(0,T ;H).

Jetzt können wir den Existenzsatz (5.7.13) anwenden und für die Lösung yr die
Abschätzung

‖yr‖W2
s(0,T ) ≤ C

{‖Σ‖2L∞‖h‖2L∞ + ‖ryr(u, h)‖L∞‖Σ‖L∞‖h‖L∞

+ ‖ryr(u, h)‖L∞} ‖fz‖L2(0,T ;H),

mit einer Konstanten C, folgern.
Offensichtlich ist die Lösung yA des Anfangs-Randwertproblems linear bezüglich
h ∈ L∞(Ω) und durch den linearen Beobachtungs-Operator ET wird diese Ei-
genschaft nicht verändert. Um die Restgliedeigenschaft der Lösung yr zu zeigen,
teilen wir die Abschätzung für yr durch die Norm der Funktion h und müssen
zeigen, dass für h → 0 auch die Lösung yr gegen Null strebt,

‖yr‖W2
s(0,T )

‖h‖L∞
≤ C

{‖Σ‖2L∞‖h‖L∞ + ‖ryr(u, h)‖L∞‖Σ‖L∞

+
‖ryr(u, h)‖L∞

‖h‖L∞

}
‖fz‖L2(0,T ;H).
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Der Term ‖Σ‖2L∞‖h‖L∞ strebt für h → 0 offensichtlich gegen Null. Bei ryr(u, h)
haben wir bereits die Restgliedeigenschaft der Nemytskij-Operatoren im Kapitel
3 gezeigt. Als Fazit folgt, dass für h → 0 auch yr → 0 strebt. Nach Anwendung
des linearen Beobachtungsoperators ET folgt ỹr → 0. Da ỹr ∈ V ist, gilt die
Restgliedeigenschaft bezüglich des Raumes V und somit die Behauptung des
Satzes.

Bemerkung 5.8.5. Im Beweis wäre die Benutzung der optimalen Steuerung
u an keiner Stelle nötig gewesen. Dieser Satz gilt allgemein für beliebige Steue-
rungen u ∈ Uad und zugehörige End-Zustände w̃s. In Bezug auf die notwendige
Bedingung erster Ordnung ist nur die Ableitung an der Stelle u von Interesse.

Für die Ableitung des Zielfunktionals fA bezüglich beliebiger Richtung
h ∈ L∞(Ω) haben wir

f ′
A(u)h =

∫

Ω
ỹA dx =

∫

Ω
yA(x, T ) dx

mit yA als schwacher Lösung des Anfangs-Randwertproblems

Θ(u)∂2
t yA + ∂2

x

(
Φ(u)∂2

xyA
)
+Ψ(u)yA

= −Θ′(u)h∂2
tws − ∂2

x

(
Φ′(u)h∂2

xws

)−Ψ′(u)hws

und den zugehörigen Anfangs- und Randbedingungen ermittelt, wobei ws der
zugehörige optimale Zustand zur optimalen Steuerung u ist.
Wir gehen über zur vollständigen Variationsformulierung für das Anfangs-
Randwertproblem mit Lösung yA, indem wir auch die partielle Integration be-
züglich t ausführen und zusätzlich v(·, T ) = 0 verlangen,

∫ T

0
{(−Θ(u)∂tyA, ∂tv)H + a(ws, v; t)} dt

=

∫ T

0
{(Θ′(u)h∂tws, ∂tv)H − (Φ′(u)h∂2

xws, ∂
2
xv)H − (Ψ′(u)hws, v)H} dt.

Diese Gleichung gilt für alle v ∈W2,1
s (Q).

Bemerkung 5.8.6. In der vollständigen Variationsformulierung können wir
die für yA hohe Regularitäts-Forderung
ws ∈ H2

s(0, T ;V) in die Forderung ws ∈ H1
s(0, T ;V) abschwächen, weil eine

Zeit-Ableitung die Testfunktion v ∈W2,1
s (Q) trägt. Die Restgliedgleichung muss

analog in die vollständige Variationsformulierung überführt werden. Damit kann
man aber die Existenz der Lösung yA, yr in der starken Formulierung bezüglich
t nicht sicher stellen.

Wir definieren einen adjungierten Zustand pA zu u als Lösung der
End-Randwertaufgabe (adjungierte Gleichung AG):

Θ(u)∂2
t pA + ∂2

x

(
Φ(u)∂2

xpA
)
+Ψ(u)pA = 0 (5.31)

RB: pA|Σ = ∂2
xpA|Σ = 0

EB: pA(·, T ) = 0 Θ(u)∂tpA(·, T ) = −1.

Für die Existenz einer Lösung dieser adjungierten Gleichung formulieren wir
folgenden Satz.
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Satz 5.8.7. Das Problem (5.31) besitzt genau eine schwache Lösung
pA ∈W2

s(0, T ), diese genügt der Abschätzung

‖pA‖W2
s(0,T ) ≤

√
CpT (Rρua)

−1.

Beweis. Wir definieren τ := T − t als neue Zeitvariable und setzen
p̃(·, τ) = pA(·, T − t). Mit diesen Definitionen transformiert sich die Aufgabe
(5.31) zu,

Θ(u)∂2
τ p̃+ ∂2

x

(
Φ(u)∂2

xp̃
)
+Ψ(u)p̃ = 0

RB: p̃|Σ = ∂2
xp̃|Σ = 0

AB: p̃(·, 0) = 0 ∂τ p̃(·, 0) = − 1

Θ(u)
=: p1.

Jetzt können wir den Existenzsatz (5.7.13) für Anfangs-Randwertprobleme an-
wenden und erhalten als Abschätzung für die Lösung p̃ im Raum W2

s(0, T ):

‖p̃‖W2
s(0,T ) ≤

√
CpT‖p1‖H ≤ √

CpT (Rρua)
−1

mit einer Konstanten Cp ∈ R+ \ {0}. Nach der Rücktransformation gilt für die
Lösung pA:

‖pA‖W2
s(0,T ) ≤

√
CpT (Rρua)

−1.

Wir setzen voraus, dass der adjungierte Zustand pA die Forderungen (a) des Re-
gularitätssatzes (5.7.26) erfüllt und somit die Lösung p ∈ H1

s(0, T ;V) garantiert.
Mit dieser Voraussetzung und dem folgenden Lemma können wir die notwen-
dige Bedingung erster Ordnung unter Benutzung des adjungierten Zustandes p
effizienter aufschreiben.

Lemma 5.8.8. Es seien Funktionen u, h ∈ L∞(Ω), Nemytskij-Operatoren
Θ(u),Φ(u),Ψ(u) ∈ L∞(Ω) sowie deren Ableitungen bezüglich u:
Θ′(u),Φ′(u),Ψ′(u) ∈ L∞(Ω) gegeben. Weiterhin sei yA ∈ H1

s(0, T ;V) ⊂W2
s(0, T )

die schwache Lösung von

Θ(u)∂2
t yA + ∂2

x

(
Φ(u)∂2

xyA
)
+Ψ(u)yA

= −Θ′(u)h∂2
tws − ∂2

x

(
Φ′(u)h∂2

xws

)−Ψ′(u)hws

RB: yA|Σ = ∂2
xyA|Σ = 0

AB: yA(·, 0) = ∂tyA(·, 0) = 0

und sei pA ∈ H1
s(0, T ;V) ⊂W2

s(0, T ) die schwache Lösung von

Θ(u)∂2
t pA + ∂2

x

(
Φ(u)∂2

xpA
)
+Ψ(u)pA = 0

RB: pA|Σ = ∂2
xpA|Σ = 0

EB: pA(·, T ) = 0 Θ(u)∂tpA(·, T ) = −1.

Dann gilt
∫

Ω
yA(x, T ) dx =

∫∫

Q
{Θ′(u)∂tws∂tpA − Φ′(u)∂2

xws∂
2
xpA −Ψ′(u)wspA}h dx dt.

Beweis. Wir schreiben die vollständige Variationsformulierung für beide Aufga-
ben auf. Für die adjungierte Gleichung (AG) mit Testfunktion yA gilt:
∫∫

Q
{−Θ(u)∂tpA∂tyA +Φ(u)∂2

xpA∂
2
xyA +Ψ(u)pAyA} dx dt =

∫

Ω
yA(x, T ) dx
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und für die Gleichung in yA mit Testfunktion pA gilt:
∫∫

Q
{−Θ(u)∂tyA∂tpA +Φ(u)∂2

xyA∂
2
xpA +Ψ(u)yApA} dx dt

=

∫∫

Q
{Θ′(u)∂tws∂tpA − Φ′(u)∂2

xws∂
2
xpA −Ψ′(u)wspA}h dx dt.

Die linken Seiten sind gleich, also auch die rechten Seiten. Daraus ergibt sich
die Richtigkeit der Behauptung.

Für die notwendige Bedingung erster Ordnung unter Benutzung des Lemmas
folgt:

f ′
A(u)(u− u) =

∫∫

Q

{
Θ′(u)∂tws∂tpA − Φ′(u)∂2

xws∂
2
xpA

−Ψ′(u)wspA
}
(u− u) dx dt ≥ 0,

für alle u ∈ Uad.

Bemerkung 5.8.9. Wir können die Variationsungleichung auch zu

f ′
A(u)(u− u) =

∫∫

Q

{−Θ′(u)∂2
twspA − Φ′(u)∂2

xws∂
2
xpA

−Ψ′(u)wspA
}
(u− u) dx dt ≥ 0

umformen und sogar ws,pA ∈W2
s(0, T ) zulassen, denn das Integral ist auch in

diesem Raum wohl definiert. Damit können wir die Forderungen nach höherer
Regularität vernachlässigen. Diese Variationsungleichung hatten wir bereits mit
der formalen Lagrange-Technik bezüglich der klassischen Lösungstheorie ermit-
telt. Unter Einbeziehung des Konzeptes der schwachen Lösungen konnten wir
diese Vermutung beweisen.

Fazit: Jede Lösung u, w̃s = GA(u) des Problems A muss diesem Optimalitäts-
system:

Θ(u)∂2
t pA + ∂2

x

(
Φ(u)∂2

xpA
)
+Ψ(u)pA = 0

pA|Σ = ∂2
xpA|Σ = 0

pA(·, T ) = 0

−Θ(u)∂tpA(·, T ) = 1∫∫

Q

{
Θ′(u)∂tws∂tpA − Φ′(u)∂2

xws∂
2
xpA −Ψ′(u)wspA

}
(u− u) dx dt ≥ 0

für alle u ∈ Uad genügen. Eine numerisch ermittelte Lösung uh muss der notwen-
digen Bedingung erster Ordnung genügen. Diese Untersuchungen werden wir im
Kapitel 7 vornehmen.

5.8.2 Problem B

Wir gehen analog zur Problemstellung A vor und definieren zunächst den
Steuerungs-Zustands-Operator GB, der jeder Steuerung u ∈ Uad einen eindeu-
tigen Endzustand w̃ = w(·, T ) zuordnet, durch

w̃ = GB(u) Uad → V,
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wobei w die schwache Lösung der vollständigen Nebenbedingung ist. Der Aufbau
dieses Operators ist analog zur Problemstellung A. Mit dem Operator GB folgt
für das Problem B eine einfachere Darstellungsweise:

ZF: min
u∈Uad

J(GB(u)) = min
u∈Uad

∫

Ω
[GB(u)](x) dx

BS: Uad =

{
u ∈ L∞(Ω), ua ≤ u(x) ≤ ub f.ü. in Ω,

∫

Ω
u(x) dx = C

}
.

Die vollständige Nebenbedingung haben wir durch den Steuerungs-Zustands-
Operator GB formal eliminiert. Wir definieren

fB(u) := J(GB(u)) =

∫

Ω
[GB(u)](x) dx

und verwenden dies als neues Zielfunktional. Ist u optimale Steuerung, so muss
die notwendige Bedingung erster Ordnung (Variationsungleichung)

f ′
B(u)(u− u) ≥ 0 ∀ u ∈ Uad

erfüllt sein. Für die Berechnung von f ′
B(u) gilt analog zu Problem A:

〈f ′
B(u), h〉 = 〈J ′(GB(u)), G

′
B(u)h〉 =

∫

Ω
[G′

B(u)h](x) dx.

Voraussetzung 5.8.10. 1. Das Gebiet Q ist ein beschränktes Lipschitzge-
biet.

2. Die verwendeten Nemytskij-Operatoren sind bezüglich des Raumes L∞

Fréchet-differenzierbar, siehe Kapitel 3.

3. Für die Anfangsbedingungen sowie die Krafteinwirkung fz der vollständi-
gen Nebenbedingung fordern wir höhere Regularität, d.h. w ∈ H2(0, T ;V).

Bemerkung 5.8.11. Die Voraussetzung (3) ist wie bei Problem A eine sehr
starke Forderung, die aber für den Beweis der Existenz der Fréchet-Ableitung
des Steuerungs-Zustands-Operators GB benötigt wird. Diese Forderung werden
wir im Anschluss abschwächen können.

Satz 5.8.12. Mit den Voraussetzungen (5.8.10) ist der Steuerungs-Zustands-
Operator GB Fréchet-differenzierbar von L∞(Ω) nach V. Die Ableitung hat die
Form

G′
B(u)h = ỹB,

wobei h ∈ L∞(Ω) beliebig und ỹB = yB(·, T ) der Endwert der schwachen Lösung
yB ∈ H1(0, T ;V) ⊂W2(0, T ) des Anfangs-Randwertproblems

Θ(u)∂2
t yB − ∂x(Υ(u)∂2

t ∂xyB) + ∂2
x(Φ(u)∂

2
xyB) + Ψ(u)yB

= −Θ′(u)h∂2
tw + ∂x(Υ

′(u)h∂2
t ∂xw)− ∂2

x(Φ
′(u)h∂2

xw)−Ψ′(u)hw

mit den Randbedingungen

yB|Σ = ∂2
xyB|Σ = 0

und den Anfangsbedingungen:

yB(·, 0) = ∂tyB(·, 0) = 0

ist. Unter u bzw. w ∈ H2(0, T ;V) verstehen wir die optimale Steuerung bzw. den
zugehörigen optimalen Zustand.
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Beweis. Der Beweis ist fast analog zur Problemstellung A und wir verkürzen
deshalb die Beweisführung. Sei w̃ = GB(u) = w(·, T ) der Endwert der schwachen
Lösung des Anfangs-Randwertproblems

Θ(u)∂2
tw − ∂x(Υ(u)∂2

t ∂
2
tw) + ∂2

x

(
Φ(u)∂2

xw
)

+Ψ(u)w = Rfz

RB: w(0, ·) = w(1, ·) = ∂2
xw(0, ·) = ∂2

xw(1, ·) = 0

AB: w(·, 0) = ∂tw(·, 0) = 0

und sei w̃u = wu(·, T ) = GB(u + h), h ∈ L∞(Ω) der Endwert der schwachen
Lösung des Anfangs-Randwertproblems

Θ(u+ h)∂2
twu − ∂x(Υ(u+ h)∂2

t ∂xwu) + ∂2
x

(
Φ(u+ h)∂2

xwu

)

+Ψ(u+ h)wu = Rfz

RB: wu(0, ·) = wu(1, ·) = ∂2
xwu(0, ·) = ∂2

xwu(1, ·) = 0

AB: wu(·, 0) = ∂twu(·, 0) = 0.

Wir bilden die Differenz GB(u + h) − GB(u), was der Subtraktion der beiden
Probleme entspricht,

Θ(u+ h)∂2
twu − ∂x(Υ(u+ h)∂2

t ∂xwu) + ∂2
x

(
Φ(u+ h)∂2

xwu

)
+Ψ(u+ h)wu

−Θ(u)∂2
tw + ∂x(Υ(u)∂2

t ∂
2
tw)− ∂2

x

(
Φ(u)∂2

xw
)−Ψ(u)w

wu(0, ·)− w(0, ·) = wu(1, ·)− w(1, ·) = 0

∂2
xwu(0, ·)− ∂2

xw(0, ·) = ∂2
xwu(1, ·)− ∂2

xw(1, ·) = 0

wu(·, 0)− w(·, 0) = ∂twu(·, 0)− ∂tw(·, 0) = 0.

Durch Einfügen von produktiven Nullen

Θ(u+ h)∂2
t (wu − w) + [Θ(u+ h)−Θ(u)]∂2

tw − ∂x{Υ(u+ h)∂2
t ∂x(wu − w)}

− ∂x{[Υ(u+ h)−Υ(u)]∂2
t ∂xw}+ ∂2

x[Φ(u+ h)∂2
x(wu − w)]

+ ∂2
x([Φ(u+ h)− Φ(u)]∂2

xw) + Ψ(u+ h)(wu − w)

+ [Ψ(u+ h)−Ψ(u)]w = 0,

können wir die Fréchet-Differenzierbarkeit der Nemytskij-Operatoren benutzen,

Θ(u+ h)∂2
t (wu − w) + [Θ′(u)h+ rΘ(u, h)]∂

2
tw − ∂x{Υ(u+ h)∂2

t ∂x(wu − w)}
− ∂x{[Υ′(u)h+ rΥ(u, h)]∂

2
t ∂xw}+ ∂2

x[Φ(u+ h)∂2
x(wu − w)]

+ ∂2
x([Φ

′(u)h+ rΦ(u, h)]∂
2
xw) + Ψ(u+ h)(wu − w)

+ [Ψ′(u)h+ rΨ(u, h)]w = 0.

Die Anfangsbedingungen bzw. Randbedingungen bleiben unverändert. Wir set-
zen wu − w = yB + yr und durch den linearen Beobachtungs-Operator ET gilt
dies natürlich auch für die Endwerte w̃u− w̃ = ỹB+ ỹr mit ỹB = yB(·, T ), wobei
yB die schwache Lösung des Anfangs-Randwertproblems

Θ(u)∂2
t yB − ∂x(Υ(u)∂2

t ∂xyB) + ∂2
x(Φ(u)∂

2
xyB) + Ψ(u)yB

= −Θ′(u)h∂2
tw + ∂x(Υ

′(u)h∂2
t ∂xw)− ∂2

x(Φ
′(u)h∂2

xw)−Ψ′(u)hw
RB: yB(0, ·) = yB(1, ·) = ∂2

xyB(0, ·) = ∂2
xyB(1, ·) = 0

AB: yB(·, 0) = ∂tyB(·, 0) = 0
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ist. Wir bilden die Differenz, um eine Gleichung für yr und demzufolge auch für
ỹr bestimmen zu können, also yr = wu − w − yB:

Θ(u+ h)∂2
t (yB + yr) + [Θ′(u)h+ rΘ(u, h)]∂

2
tw − ∂x{Υ(u+ h)∂2

t ∂x(yB + yr)}
− ∂x{[Υ′(u)h+ rΥ(u, h)]∂

2
t ∂xw}+ ∂2

x[Φ(u+ h)∂2
x(yB + yr)]

+ ∂2
x([Φ

′(u)h+ rΦ(u, h)]∂
2
xw +Ψ(u+ h)(yB + yr) + [Ψ′(u)h+ rΨ(u, h)]w

−Θ(u)∂2
t yB + ∂x(Υ(u)∂2

t ∂xyB)− ∂2
x

(
Φ(u)∂2

xyB
)−Ψ(u)yB −Θ′(u)h∂2

tw

+ ∂x(Υ
′(u)h∂2

t ∂xw)− ∂2
x

(
Φ′(u)h∂2

xw
)−Ψ′(u)hw = 0,

wobei yr die geforderte Restgliedeigenschaft besitzen soll. Für die Fréchet-
Differenzierbarkeit der Nemytskij-Operatoren gelten die folgenden Gleichungen:

Θ(u+ h) = Θ(u) + Θ′(u)h+ rΘ(u, h)

Υ(u+ h) = Υ(u) + Υ′(u)h+ rΥ(u, h)

Φ(u+ h) = Φ(u) + Φ′(u)h+ rΦ(u, h)

Ψ(u+ h) = Ψ(u) + Ψ′(u)h+ rΨ(u, h).

Diese Gleichungen nutzen wir in der Restgliedgleichung und durch Umstellung
und Vereinfachung folgt:

Θ(u+ h)∂2
t yr − ∂x(Υ(u+ h)∂2

t ∂xyr) + ∂2
x(Φ(u+ h)∂2

xyr) + Ψ(u+ h)yr

+ [Θ′(u)h+ rΘ(u, h)]∂
2
t yB + rΘ(u, h)∂

2
tw − ∂x{[Υ′(u)h+ rΥ(u, h)]∂

2
t ∂xyB}

− ∂x(rΥ(u, h)∂
2
t ∂xw) + ∂2

x([Φ
′(u)h+ rΘ(u, h)]∂

2
xyB) + [Ψ′(u)h+ rΨ(u, h)]yB

+ ∂2
x(rΦ(u, h)∂

2
xw) + rΨ(u, h)w = 0.

Die Anfangs- und Randbedingungen der Gleichungen für yB bzw. yr sind analog
zu den beiden Anfangs-Randwertproblemen für w bzw. wu.
Das Anfangs-Randwertproblem für yB überführen wir in die vollständige Va-
riationsformulierung und diskutieren die Existenz einer Lösung im schwachen
Sinne:

∫∫

Q
{Θ(u)∂2

t yBv +Υ(u)∂2
t ∂xyB∂xv +Φ(u)∂2

xyB∂
2
xv +Ψ(u)yBv} dx dt

=

∫∫

Q
{−Θ′(u)∂2

twv −Υ′(u)∂2
t ∂xw∂xv − Φ′(u)∂2

xw∂
2
xv −Ψ′(u)wv}h dx dt

für alle v ∈ L2(0, T ;V). Wir definieren

fyB (v) :=

∫∫

Q
{−Θ′(u)∂2

twv−Υ′(u)∂2
t ∂xw∂xv−Φ′(u)∂2

xw∂
2
xv−Ψ′(u)wv}hdx dt

und
Σ(u)(x) := max{|Θ′(u)|, |Υ′(u)|, |Φ′(u)|, |Ψ′(u)|}.

Mit diesen Definitionen folgt für den Betrag der rechten Seite des Anfangs-
Randwertproblems

|fyB (v)| ≤
∫∫

Q
|Σ(u)h|(|∂2

twv|+ |Υ′(u)∂2
t ∂xw∂xv|+ |∂2

xw∂
2
xv|+ |wv|) dx dt

und für die Norm des Funktionals gilt

‖fyB‖ = sup
v∈L2(0,T ;V)

|fyB (v)|
‖v‖L2(0,T ;V)

≤ C̃‖Σ(u)‖L∞‖h‖L∞‖w‖W2,2(Q)

≤ C̃‖Σ(u)‖L∞‖h‖L∞‖w‖W2(0,T ).
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Für die Funktion w haben wir gefordert w ∈ H2(0, T ;V), also w ∈ L2(0, T ;V)
und ∂2

tw ∈ L2(0, T ;V). Aus der Eigenschaft der stetigen Einbettung des Gel-
fand’schen Dreier’s folgt auch ∂2

tw ∈ L2(0, T ;V1) und auch ∂2
tw ∈ L2(0, T ;V∗),

was unsere obige Abschätzung rechtfertigt.
Nach Einsetzen der Abschätzung für die Lösung w gilt:

‖fyB‖ ≤ C̃‖Σ‖L∞‖h‖L∞
√
CwT‖fz‖L2(0,T ;H).

Da offensichtlich die rechte Seite fyB(v) aus L2-Funktionen besteht, können wir
den Existenzsatz (5.7.29) anwenden und für die Lösung yB die Abschätzung

‖yB‖W2(0,T ) ≤ C‖Σ‖L∞‖h‖L∞‖fz‖L2(0,T ;H),

mit einer Konstanten C ermitteln. Aufgrund der hohen Regularitäts-Forderung
an die Lösung der vollständigen Nebenbedingung erwarten wir auch
yB ∈ H1(0, T ;V) sowie ∂2

t yB ∈ L2(0, T ;V1). Für die Restgliedgleichung besitzt
der Existenzsatz (5.7.29) ebenso Gültigkeit, für h hinreichend klein und wir
können zur vollständigen Variationsformulierung übergehen,

∫∫

Q
{Θ(u+ h)∂2

t yrv +Υ(u+ h)∂2
t ∂xyr∂xv +Φ(u+ h)∂2

xyr∂
2
xv

+Ψ(u+ h)yrv} dx dt
=

∫∫

Q
{[Θ′(u)h+ rΘ(u, h)]∂

2
t yBv + rΘ(u, h)∂

2
twv

+ [Υ′(u)h+ rΥ(u, h)]∂
2
t ∂xyB∂xv + rΥ(u, h)∂

2
twv

+ [Φ′(u)h+ rΘ(u, h)]∂
2
xyB∂

2
xv + [Ψ′(u)h+ rΨ(u, h)]yBv

+ rΦ(u, h)∂
2
xw∂

2
xv + rΨ(u, h)wv} dx dt,

wobei wir die Randbedingungen der Funktionen yB, yr, w, v bereits berücksich-
tigt haben. Für die Abschätzung der Lösung yr setzen wir

fyr(v) :=

∫∫

Q
{[Θ′(u)h+ rΘ(u, h)]∂

2
t yBv + rΘ(u, h)∂

2
twv

+ [Υ′(u)h+ rΥ(u, h)]∂
2
t ∂xyB∂xv + rΥ(u, h)∂

2
twv

+ [Φ′(u)h+ rΘ(u, h)]∂
2
xyB∂

2
xv + [Ψ′(u)h+ rΨ(u, h)]yBv

+ rΦ(u, h)∂
2
xw∂

2
xv + rΨ(u, h)wv} dx dt,

und

ryr(u, h)(x) := max{|rΘ(u, h)(x)|, |rΥ(u, h)(x)|, |rΦ(u, h))(x)|, |rΨ(u, h)(x))|}.
Offensichtlich ist jede Funktion der rechten Seite fyr ein Element aus L2(Q).
Für die Norm des Funktionals fyr berechnen wir den Betrag des Funktionals:

|fyr(v)| ≤
∫∫

Q
|Σ(u)h+ ryr(u, h)|(|∂2

t yBv|+ |∂2
t ∂xyB∂xv|+ |∂2

xyB∂
2
xv|

+ |yBv|) + |ryr(u, h)|(|∂2
twv|+ |∂2

xw∂
2
xv|+ |wv|) dx dt,

und nach Berechnung der Supremums-Norm gilt für alle v ∈ L2(0, T ;V):

‖fyr‖ ≤ {‖Σ‖L∞‖h‖L∞ + ‖ryr(u, h)‖L∞} ‖yB‖W2(0,T )

+ ‖ryr(u, h)‖L∞‖w‖W2(0,T )

≤ C
{‖Σ‖2L∞‖h‖2L∞ + ‖ryr(u, h)‖L∞‖Σ‖L∞‖h‖L∞

+ ‖ryr(u, h)‖L∞} ‖fz‖L2(0,T ;H).
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Für die Lösung yr können wir die Abschätzung

‖yr‖W2(0,T ) ≤ C
{‖Σ‖2L∞‖h‖2L∞ + ‖ryr(u, h)‖L∞‖Σ‖L∞‖h‖L∞

+ ‖ryr(u, h)‖L∞} ‖fz‖L2(0,T ;H),

mit einer Konstante C folgern.
Offensichtlich ist die Lösung yB des Anfangs-Randwertproblems linear bezüglich
h ∈ L∞(Ω) und durch den Beobachtungs-Operator ET bleibt diese Eigenschaft
erhalten. Um die Restgliedeigenschaft der Lösung yr zu zeigen, teilen wir die
Abschätzung für yr durch die Norm der Funktion h und müssen zeigen, dass für
h → 0 auch die Lösung yr gegen Null strebt,

‖yr‖W2(0,T )

‖h‖L∞

≤ C

{
‖Σ‖2L∞‖h‖L∞ + ‖ryr(u, h)‖L∞‖Σ‖L∞ +

‖ryr(u, h)‖L∞

‖h‖L∞

}
‖fz‖L2(0,T ;H).

Offensichtlich folgt für h → 0 auch yr → 0. Diese Restgliedeigenschaft wird auch
durch den Beobachtungs-Operator ET nicht beeinträchtigt. Es gilt ỹr → 0 für
h → 0 im Raum V und damit folgt die Behauptung des Satzes.

Für die Ableitung des Zielfunktionals fB bezüglich beliebiger Richtungen
h ∈ L∞(Ω) haben wir

f ′
B(u)h =

∫

Ω
ỹB dx =

∫

Ω
yB(x, T ) dx

mit yB als schwache Lösung des Anfangs-Randwertproblems

Θ(u)∂2
t yB − ∂x(Υ(u)∂2

t ∂xyB) + ∂2
x(Φ(u)∂

2
xyB) + Ψ(u)yB

= −Θ′(u)h∂2
tw + ∂x(Υ

′(u)h∂2
t ∂xw)− ∂2

x(Φ
′(u)h∂2

xw)−Ψ′(u)hw

mit den zugehörigen Anfangs- und Randbedingungen, wobei w der zugehörige
optimale Zustand zur optimalen Steuerung u ist, ermittelt.
Wir gehen über zu vollständigen Variationsformulierung für das Anfangs-
Randwertproblem mit Lösung yB, indem wir auch die partielle Integration be-
züglich t ausführen und zusätzlich v(·, T ) = 0 sowie ∂xv(·, T ) = 0 fordern,

∫∫

Q
{−Θ(u)∂tyB∂tv −Υ(u)∂t∂xyB∂t∂xv +Φ(u)∂2

xyB∂
2
xv +Ψ(u)yBv} dx dt

=

∫∫

Q
{Θ′(u)∂tw∂tv +Υ′(u)∂t∂xw∂t∂xv − Φ′(u)∂2

xw∂
2
xv −Ψ′(u)wv}h dx dt

für alle v ∈W2,1(Q).

Bemerkung 5.8.13. In dieser Formulierung für yB können wir die Forderung
nach höherer Regularität w ∈ H2(0, T ;V) in die Forderung w ∈ H1(0, T ;V)
abschwächen, weil eine Zeitableitung die Testfunktion v ∈ W2,1(Q) trägt. Eine
analoge Argumentationsweise gilt auch für die Gleichung in yr.

Wir definieren die adjungierte Gleichung als End-Randwertaufgabe:

Θ(u)∂2
t pB − ∂x(Υ(u)∂2

t ∂xpB) + ∂2
x

(
Φ(u)∂2

xpB
)
+Ψ(u)pB = 0

(5.32)
RB: pB|Σ = ∂2

xpB|Σ = 0

EB: Θ(u)pB(·, T )− ∂x(Υ(u)∂xpB(·, T )) = 0

Θ(u)∂tpB(·, T )− ∂x(Υ(u)∂x∂tpB(·, T )) = −1.
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Bei diesem Problem sind als Endbedingungen gewöhnliche Differenzialgleichun-
gen vorgelegt. Diese Gleichungen müssen wir zunächst auf Existenz einer Lösung
und die Zugehörigkeit zu den entsprechenden Räumen untersuchen. Wir defi-
nieren z0(·) = pB(·, T ) und für die erste Endbedingung folgt

−dx(Υ(u)dxz) + Θ(u)z = 0.

Wir sind nur an schwachen Lösungen bezüglich der Sobolev-Räume interessiert
und stellen das zugehörige Variationsproblem auf,

az(z0, y) :=

∫

Ω
{Υ(u)dxz0dxy+Θ(u)z0y} dx =

∫

Ω
0 · y dx =: fz(y) ∀ y ∈ V1.

Offensichtlich erfüllt die Bilinearform az(z0, y) die Voraussetzungen des Lemmas
von Lax und Milgram. Damit können wir für die eindeutige Lösung z0 folgern:

‖z0‖V1 ≤ 0 =⇒ z0 = 0 =⇒ pB(·, T ) = 0.

Laut Existenzsatz (5.7.29) benötigen wir die Endbedingung pB(·, T ) ∈ V. Um
dies sicherzustellen, wenden wir den Satz über höhere Regularität der Lösung
z0 an [5] S.317, [6] S.140ff. Damit wir diesen Satz anwenden können, müssen
wir u ∈ C1(Ω) gewährleisten. Diese Forderung an die Steuerung u schließt un-
sere bisherige schwächste Forderung u ∈ L∞(Ω) nicht aus. Mit dieser höheren
Regularität an die Lösung der ersten Endbedingung können wir pB(·, T ) ∈ V
erwarten.

Für die zweite Endbedingung definieren wir z1(·) = ∂tpB(·, T ) und gehen zur
Variationsformulierung über:

az(z1, y) :=

∫

Ω
{Υ(u)dxz1dxy +Θ(u)zy} dx = −

∫

Ω
y dx =: fz(y) ∀ y ∈ V1.

Offensichtlich erfüllt auch diese Bilinearform az(z1, y) die Voraussetzungen des
Lemmas von Lax und Milgram und damit können wir für die eindeutige Lösung
z1,

‖z1‖V1 ≤ 1 =⇒ ∂tpB(·, T ) ∈ V1,

folgern. Für diese zweite Endbedingung können wir analog den Regularitäts-
satz anwenden und würden ∂tpB(·, T ) ∈ V erhalten. Mit diesen Betrachtungen
haben wir nachgewiesen, dass die Endbedingungen sinnvoll für die definierte
adjungierte Gleichung sind.

Satz 5.8.14. Das Problem (5.32) besitzt genau eine schwache Lösung
pB ∈W2(0, T ) und genügt der Abschätzung

‖pB‖W2(0,T ) ≤ C‖∂tp(·, T )‖V1

Beweis. Wir definieren τ := T − t als neue Zeitvariable und setzen
p̃(·, τ) = pB(·, T − t). Mit diesen Definitionen transformiert sich die Aufgabe
(5.32) zu,

Θ(u)∂2
τ p̃− ∂x(Υ(u)∂2

τ∂xp̃) + ∂2
x

(
Φ(u)∂2

xp̃
)
+Ψ(u)p̃ = 0

RB: p̃|Σ = ∂2
xp̃|Σ = 0

EB: Θ(u)p̃(·, 0)− ∂x(Υ(u)∂xp̃(·, 0)) = 0

Θ(u)∂τ p̃(·, 0)− ∂x(Υ(u)∂x∂τ p̃(·, 0)) = −1
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Jetzt können wir den Existenzsatz (5.7.29) anwenden und erhalten als Abschät-
zung für die Lösung p̃ im Raum W2(0, T ):

‖p̃‖W2(0,T ) ≤ C‖∂tpB(·, T )‖V1

mit einer Konstanten C ∈ R+ \{0}. Durch Rücktransformation wird der Beweis
vervollständigt.

Wir erwarten, dass der adjungierte Zustand pB der Forderung nach höherer
Regularität (5.7.40), (a) genügt. Mit dieser Voraussetzung und dem folgenden
Lemma können wir die notwendige Bedingung erster Ordnung durch Benutzung
des adjungierten Zustandes pB effizienter darstellen.

Lemma 5.8.15. Es seien Funktionen u, h ∈ L∞(Ω), Nemytskij-Operatoren
Θ(u),Υ(u),Φ(u),Ψ(u) ∈ L∞(Ω), sowie deren Ableitungen bezüglich u:
Θ′(u),Υ′(u),Φ′(u),Ψ′(u) ∈ L∞(Ω) gegeben. Weiterhin sei
yB ∈ H1(0, T ;V) ⊂W2(0, T ) die schwache Lösung von

Θ(u)∂2
t yB − ∂x(Υ(u)∂2

t ∂xyB) + ∂2
x(Φ(u)∂

2
xyB) + Ψ(u)yB

= −Θ′(u)h∂2
tw + ∂x(Υ

′(u)h∂2
t ∂xw)− ∂2

x(Φ
′(u)h∂2

xw)−Ψ′(u)hw
RB: yB|Σ = ∂2

xyB|Σ = 0

AB: yB(·, 0) = ∂tyB(·, 0) = 0

und es sei pB ∈ H1(0, T ;V) ⊂W2(0, T ) die schwache Lösung von

Θ(u)∂2
t pB − ∂x(Υ(u)∂2

t ∂xpB) + ∂2
x

(
Φ(u)∂2

xpB
)
+Ψ(u)pB = 0

RB: pB|Σ = ∂2
xpB|Σ = 0

EB: Θ(u)pB(·, T )− ∂x(Υ(u)∂xpB(·, T )) = 0

Θ(u)∂tpB(·, T )− ∂x(Υ(u)∂x∂tpB(·, T )) = −1.

Dann gilt
∫

Ω
yB(x, T ) dx =

∫∫

Q

{
Θ′(u)∂tw∂tpB +Υ′(u)∂t∂xw∂t∂xpB

−Φ′(u)∂2
xw∂

2
xpB −Ψ′(u)wpB

}
h dx dt.

Beweis. Wir schreiben die vollständige Variationsformulierung für beide Aufga-
ben auf. Für die adjungierte Gleichung gilt mit Testfunktion yB:

∫∫

Q
{−Θ(u)∂tpB∂tyB −Υ(u)∂t∂xpB∂t∂xyB +Φ(u)∂2

xpB∂
2
xyB

+Ψ(u)pByB} dx dt+
∫

Ω
[Θ(u)∂tpByB]

T
0 dx+

∫

Ω
[Υ(u)∂t∂xpB∂xyB]

T
0 dx = 0,

wobei wir die Randbedingungen bereits eingearbeitet haben. Wir können die
Integrale bezüglich Ω durch die zweite Endbedingung ersetzen,

∫∫

Q
{−Θ(u)∂tpB∂tyB −Υ(u)∂t∂xpB∂t∂xyB +Φ(u)∂2

xpB∂
2
xyB

+Ψ(u)pByB} dx dt =
∫

Ω
yB(x, T ) dx.
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Für die Gleichung in yB mit Testfunktion pB
∫∫

Q
{−Θ(u)∂tyB∂tpB −Υ(u)∂t∂xyB∂t∂xpB +Φ(u)∂2

xyB∂
2
xpB

+Ψ(u)yBpB} dx dt
=

∫∫

Q

{
Θ′(u)∂tw∂tpB +Υ′(u)∂t∂xw∂t∂xpB − Φ′(u)∂2

xw∂
2
xpB

−Ψ′(u)wpB
}
h dx dt.

Die linken Seiten sind gleich, also auch die rechten Seiten. Somit folgt die Rich-
tigkeit der Behauptung.

Unter Benutzung des Lemmas gilt für die notwendige Bedingung erster Ord-
nung:

f ′
B(u)(u− u) =

∫∫

Q

{
Θ′(u)∂tw∂tpB +Υ′(u)∂t∂xw∂t∂xpB

−Φ′(u)∂2
xw∂

2
xpB −Ψ′(u)wpB

}
(u− u) dx dt ≥ 0

für alle u ∈ Uad.

Bemerkung 5.8.16. Wir können auch die notwendige Bedingung erster Ord-
nung zu

f ′
B(u)(u− u) =

∫∫

Q

{−Θ′(u)∂2
twpB −Υ′(u)∂2

t ∂xw∂xpB

−Φ′(u)∂2
xw∂

2
xpB −Ψ′(u)wpB

}
(u− u) dx dt ≥ 0

umformen und sogar w, pB ∈ W2(0, T ) zulassen, denn das Integral ist auch in
diesem Raum wohl definiert. Diese Variationsungleichung hatten wir bereits mit
der formalen Lagrange-Technik bezüglich der klassischen Lösungstheorie ermit-
telt. Unter Einbeziehung des Konzeptes der schwachen Lösungen konnten wir
diese Vermutung bestätigen.

Fazit: Jede optimale Lösung u, w̃ = G(u) des Problems B muss dem Optimali-
tätssystem:

Θ(u)∂2
t pB − ∂x(Υ(u)∂2

t ∂xpB) + ∂2
x

(
Φ(u)∂2

xpB
)
+Ψ(u)pB = 0

pB|Σ = ∂2
xpB = 0

Θ(u)pB(·, T )− ∂x(Υ(u)∂xpB(·, T )) = 0

1 + Θ(u)∂tpB(·, T )− ∂x(Υ(u)∂t∂xpB(·, T )) = 0∫∫

Q

{−Θ′(u)∂2
twpB −Υ′(u)∂2

t ∂xw∂xpB − Φ′(u)∂2
xw∂

2
xpB

−Ψ′(u)wpB
}
(u− u) dx dt ≥ 0

für alle u ∈ Uad genügen.

5.8.3 Problem C

In den letzten beiden Abschnitten beschäftigen wir uns mit den Problemen,
welche ein Zielfunktional aus dem Gebiet der Topologie-Optimierung verwenden.
Bei diesen Aufgaben können wir auf bereits bekannte Sätze zurückgreifen.
Wir definieren den Steuerungs-Zustands-Operator GC , der jeder Steuerung
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u ∈ Uad einen Zustand ws zuordnet, durch

ws = GC(u) Uad →W2
s(0, T ),

wobei die schwache Lösung ws der modifizierten Nebenbedingung, die den
Anfangs- und Randbedingungen genügt. Dieser Steuerungs-Zustands-Operator
GC ist im Gegensatz zu den Problemen A und B von einfacherer Bauart, da die-
ser nur den Zuordnungsoperator Zs : u 7→ ws beinhaltet. Durch den Steuerungs-
Zustands-Operator vereinfacht sich das Optimalsteuerungsproblem zu

ZF: min
u∈Uad

J(GC(u)) = min
u∈Uad

∫∫

Q
fzGC(u) dx dt

BS: Uad =

{
u ∈ L∞(Ω), ua ≤ u(x) ≤ ub f.ü. in Ω,

∫

Ω
u(x) dx = C

}
.

Wir definieren
fC(u) := J(GC(u)) =

∫∫

Q
fzGC(u) dx dt

und verwenden dies als neues Zielfunktional. Ist u optimale Steuerung, so muss
die notwendige Bedingung erster Ordnung (Variationsungleichung)

f ′
C(u)(u− u) ≥ 0 ∀ u ∈ Uad

erfüllt sein. Der folgende Satz liefert uns G′
C(u) als Fréchet-Ableitung des

Steuerungs-Zustands-Operator GC .

Satz 5.8.17. Mit den Voraussetzungen (5.8.1) ist der Steuerungs-Zustands-
Operator GC Fréchet-differenzierbar von L∞(Ω) nach W2

s(0, T ). Die Ableitung
hat die Form

G′
C(u)h = yC ,

wobei yC ∈ H1
s(0, T ;V) ⊂W2

s(0, T ) die schwache Lösung des Anfangs-
Randwertproblems

Θ(u)∂2
t yC + ∂2

x(Φ(u)∂
2
xyC) + Ψ(u)yC

= −Θ′(u)h∂2
tws − ∂2

x(Φ
′(u)h∂2

xws)−Ψ′(u)hws

mit den Randbedingungen

yC |Σ = ∂2
xyC |Σ = 0

und den Anfangsbedingungen:

yC(·, 0) = ∂tyC(·, 0) = 0

ist. Unter u bzw. ws ∈ H2
s(0, T ;V) verstehen wir die optimale Steuerung bzw.

den dazugehörigen optimalen Zustand.

Beweis. Der Beweis ist analog zu dem Satz (5.8.3) aus der Problemstellung A,
wobei der lineare Beobachtungs-Operator ET entfällt.

Bemerkung 5.8.18. Die gestellten hohen Regularitäts-Forderungen können
wir, wie bereits bei Problem A erwähnt, durch Übergang zur vollständigen Va-
riationsformulierung abschwächen.
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Für die Ableitung des Zielfunktionals fC bezüglich beliebiger Richtung
h ∈ L∞(Ω) gilt nach Anwendung des Satzes

f ′
C(u)h =

∫∫

Q
fzyC dx dt

mit yC als schwache Lösung des Anfangs-Randwertproblems:

Θ(u)∂2
t yC + ∂2

x

(
Φ(u)∂2

xyC
)
+Ψ(u)yC

= −Θ′(u)h∂2
tws − ∂2

x

(
Φ′(u)h∂2

xws

)−Ψ′(u)hws

und den zugehörigen Anfangs- und Randbedingungen.
Wir definieren den adjungierten Zustand als Lösung der End-Randwertaufgabe:

Θ(u)∂2
t pC + ∂2

x

(
Φ(u)∂2

xpC
)
+Ψ(u)pC = fz (5.33)

RB: pC |Σ = ∂2
xpC |Σ = 0

EB: pC(·, T ) = ∂tpC(·, T ) = 0.

Diese adjungierte Gleichung ist mit unserer modifizierten Nebenbedingung fast
identisch. Der einzige Unterschied besteht im Fehlen des Radiuses R in der
rechten Seite der Differenzialgleichung.

Satz 5.8.19. Das Problem (5.33) besitzt genau eine schwache Lösung
pC ∈W2

s(0, T ) und genügt der Abschätzung

‖pC‖W2
s(0,T ) ≤ C‖fz‖L2(0,T ;H).

Beweis. Für den Beweis definieren wir eine neue Zeitvariable τ := T − t und
transformieren die Aufgabe (5.33) in ein Anfangs-Randwertproblem. Jetzt kön-
nen wir den Existenzsatz (5.7.13) anwenden und erhalten die im Satz formulierte
Abschätzung für die Lösung pC .

Wir setzen voraus, dass der adjungierte Zustand pC die Forderungen (a) des Re-
gularitätssatzes (5.7.26) erfüllt und somit für die Lösung pC ∈ H1

s(0, T ;V) gilt.
Mit dieser Voraussetzung und dem folgenden Lemma können wir die notwendi-
ge Bedingung erster Ordnung durch Benutzung des adjungierten Zustandes pC
effizient darstellen.

Lemma 5.8.20. Es seien Funktionen u, h ∈ L∞(Ω), Nemytskij-Operatoren
Θ(u),Φ(u),Ψ(u) ∈ L∞(Ω) sowie deren Ableitungen bezüglich u:
Θ′(u),Φ′(u),Ψ′(u) ∈ L∞(Ω) gegeben. Weiterhin sei yC ∈ H1

s(0, T ;V) ⊂W2
s(0, T )

die schwache Lösung von

Θ(u)∂2
t yC + ∂2

x

(
Φ(u)∂2

xyC
)
+Ψ(u)yC

= −Θ′(u)h∂2
tws − ∂2

x

(
Φ′(u)h∂2

xws

)−Ψ′(u)hws

RB: yC |Σ = ∂2
xyC |Σ = 0

AB: yC(·, 0) = ∂tyC(·, 0) = 0

und sei pC ∈ H1
s(0, T ;V) ⊂W2

s(0, T ) die schwache Lösung von

Θ(u)∂2
t pC + ∂2

x

(
Φ(u)∂2

xpC
)
+Ψ(u)pC = fz

RB: pC |Σ = ∂2
xpC |Σ = 0

EB: pC(·, T ) = ∂tpC(·, T ) = 0.

Dann gilt:
∫∫

Q
fzyC dx dt =

∫∫

Q

{
Θ′(u)∂tws∂tpC − Φ′(u)∂2

xws∂
2
xpC −Ψ′(u)wspC

}
hdx dt.
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Beweis. Wir schreiben die vollständige Variationsformulierung für beide Aufga-
ben auf. Für die adjungierte Gleichung mit Testfunktion yC gilt:
∫∫

Q
{−Θ(u)∂tpC∂tyC +Φ(u)∂2

xpC∂
2
xyC +Ψ(u)pCyC} dx dt =

∫∫

Q
fzyC dx dt

und für die Gleichung in yC mit Testfunktion pC gilt:
∫∫

Q
{−Θ(u)∂tyC∂tpC +Φ(u)∂2

xyC∂
2
xpC +Ψ(u)yCpC} dx dt

=

∫∫

Q

{
Θ′(u)∂tws∂tpC − Φ′(u)∂2

xws∂
2
xpC −Ψ′(u)wspC

}
h dx dt.

Die linken Seiten sind gleich, also auch die rechten Seiten. Damit folgt die Rich-
tigkeit der Behauptung.

Für die notwendige Bedingung erster Ordnung unter Benutzung des Lemmas
gilt:

f ′
C(u)(u− u) =

∫∫

Q

{
Θ′(u)∂tws∂tpC − Φ′(u)∂2

xws∂
2
xpC

−Ψ′(u)wspC
}
(u− u) dx dt ≥ 0

für alle u ∈ Uad, die Variationsungleichung.
Fazit: Jede Lösung u,ws = GC(u) des Problems C muss dem Optimalitätssys-
tem:

Θ(u)∂2
t pC + ∂2

x

(
Φ(u)∂2

xpC
)
+Ψ(u)pC = fz

pC |Σ = ∂2
xpC |Σ = 0

pC(·, T ) = ∂tpC(·, T ) = 0∫∫

Q

{
Θ′(u)∂tws∂tpC − Φ′(u)∂2

xws∂
2
xpC −Ψ′(u)wspC

}
(u− u) dx dt ≥ 0

für alle u ∈ Uad genügen.

5.8.4 Problem D

Wir gehen analog zur Problemstellung B vor und definieren zunächst den
Steuerungs-Zustands-Operator GD, der jeder Steuerung u ∈ Uad einen Zustand
w zuordnet, durch

w = GD(u) Uad →W2(0, T ),

wobei w die schwache Lösung der vollständigen Nebenbedingung ist, die den
Anfangs- und Randbedingungen genügt. Der Aufbau dieses Operators ist analog
zu Problem B, wobei wir den Beobachtungs-Operator ET vernachlässigen. Mit
GD folgt für das Problem D eine einfachere Darstellungsweise:

ZF: min
u∈Uad

J(GD(u)) = min
u∈Uad

∫∫

Q
fzGD(u) dx dt

BS: Uad =

{
u ∈ L∞(Ω), ua ≤ u(x) ≤ ub f.ü. in Ω,

∫

Ω
u(x) dx = C

}
.

Die vollständige Nebenbedingung haben wir durch den Steuerungs-Zustands-
Operator GD formal eliminiert. Wir definieren

fD(u) := J(GD(u)) =

∫∫

Q
fzGD(u) dx dt
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und verwenden dies als neues Zielfunktional. Ist u optimale Steuerung so muss
die notwendige Bedingung erster Ordnung (Variationsungleichung)

f ′
D(u)(u− u) ≥ 0 ∀ u ∈ Uad

erfüllt sein.

Satz 5.8.21. Mit den Voraussetzungen (5.8.10) ist der Steuerungs-Zustands-
Operator GD Fréchet-differenzierbar von L∞(Ω) nach W2(0, T ). Die Ableitung
hat die Form

G′
D(u)h = yD,

wobei h ∈ L∞(Ω) beliebig und yD ∈ H1(0, T ;V) ⊂W2(0, T ) die schwache Lösung
des Anfangs-Randwertproblems

Θ(u)∂2
t yD − ∂x(Υ(u)∂2

t ∂xyD) + ∂2
x(Φ(u)∂

2
xyD) + Ψ(u)yD

= −Θ′(u)h∂2
tw + ∂x(Υ

′(u)h∂2
t ∂xw)− ∂2

x(Φ
′(u)h∂2

xw)−Ψ′(u)hw

mit den Randbedingungen

yD|Σ = ∂2
xyD|Σ = 0

und den Anfangsbedingungen:

yD(·, 0) = ∂tyD(·, 0) = 0

ist. Unter u bzw. w ∈ H2(0, T ;V) verstehen wir die optimale Steuerung bzw. den
zugehörigen optimalen Zustand.

Beweis. Der Beweis ist analog zu dem Satz (5.8.12) aus der Problemstellung B,
wobei wir den linearen Beobachtungs-Operator ET weglassen.

Für die Ableitung des Zielfunktionals fD bezüglich beliebiger Richtungen
h ∈ L∞(Ω) haben wir

f ′
D(u)h =

∫∫

Q
fzyD dx dt

mit yD als schwacher Lösung des Anfangs-Randwertproblems:

Θ(u)∂2
t yD − ∂x(Υ(u)∂2

t ∂xyD) + ∂2
x(Φ(u)∂

2
xyD) + Ψ(u)yD

= −Θ′(u)h∂2
tw + ∂x(Υ

′(u)h∂2
t ∂xw)− ∂2

x(Φ
′(u)h∂2

xw)−Ψ′(u)hw

und den zugehörigen Anfangs- und Randbedingungen ermittelt.
Wir definieren den adjungierten Zustand als Lösung der End-Randwertaufgabe:

Θ(u)∂2
t pD − ∂x(Υ(u)∂2

t ∂xpD) + ∂2
x

(
Φ(u)∂2

xpD
)
+Ψ(u)pD = fz

(5.34)
RB: pD|Σ = ∂2

xpD|Σ = 0

EB: pD(·, T ) = ∂tpD(·, T )) = 0.

Dieses Problem ist mit der vollständigen Nebenbedingung fast identisch, bis auf
das Fehlen des Radiuses R in der rechten Seite der Differenzialgleichung.

Satz 5.8.22. Das Problem (5.34) besitzt genau eine schwache Lösung
pD ∈W2(0, T ) und genügt der Abschätzung

‖pD‖W2(0,T ) ≤ C‖fz‖L2(0,T ;H).
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Beweis. Wir definieren τ := T − t als neue Zeitvariable und transformieren die
Aufgabe (5.34) in ein Anfangs-Randwertproblem. Jetzt können wir den Exis-
tenzsatz (5.7.29) anwenden und erhalten die im Satz formulierte Abschätzung.
Durch Rücktransformation wird der Beweis vervollständigt.

Wir setzen voraus, dass der adjungierte Zustand pD den Forderungen nach hö-
herer Regularität (5.7.40), (a) genügt. Mit dieser Voraussetzung und dem fol-
genden Lemma können wir die notwendige Bedingung erster Ordnung durch
Benutzung des adjungierten Zustandes pD effizienter darstellen.

Lemma 5.8.23. Es seien Funktionen u, h ∈ L∞(Ω), Nemytskij-Operatoren
Θ(u),Υ(u),Φ(u),Ψ(u) ∈ L∞(Ω) sowie deren Ableitungen bezüglich u:
Θ′(u),Υ′(u),Φ′(u),Ψ′(u) ∈ L∞(Ω) gegeben. Weiterhin sei
yD ∈ H1(0, T ;V) ⊂W2(0, T ) die schwache Lösung von

Θ(u)∂2
t yD − ∂x(Υ(u)∂2

t ∂xyD) + ∂2
x(Φ(u)∂

2
xyD) + Ψ(u)yD

= −Θ′(u)h∂2
tw + ∂x(Υ

′(u)h∂2
t ∂xw)− ∂2

x(Φ
′(u)h∂2

xw)−Ψ′(u)hw
RB: yD|Σ = ∂2

xyD|Σ = 0

AB: yD(·, 0) = ∂tyD(·, 0) = 0.

und es sei pD ∈ H1(0, T ;V) ⊂W2(0, T ) die schwache Lösung von

Θ(u)∂2
t pD − ∂x(Υ(u)∂2

t ∂xpD) + ∂2
x

(
Φ(u)∂2

xpD
)
+Ψ(u)pD = fz

RB: pD|Σ = ∂2
xpD|Σ = 0

EB: pD(·, T ) = ∂tpD(·, T ) = 0.

Dann gilt:
∫∫

Q
fzyD dx dt =

∫∫

Q
{Θ′(u)∂tw∂tpD +Υ′(u)∂t∂xw∂t∂xpD

−Φ′(u)∂2
xw∂

2
xpD −Ψ′(u)wpD}h dx dt.

Beweis. Wir schreiben die vollständige Variationsformulierung für beide Aufga-
ben auf. Für die adjungierte Gleichung gilt mit Testfunktion yD:

∫∫

Q
{−Θ(u)∂tpD∂tyD −Υ(u)∂t∂xpD∂t∂xyD +Φ(u)∂2

xpD∂
2
xyD

+Ψ(u)pDyD} dx dt =
∫∫

Q
fzyD dx dt,

wobei wir die Anfangs- und Randbedingungen bereits eingearbeitet haben. Für
die Gleichung in yD mit Testfunktion pD gilt:

∫∫

Q
{−Θ(u)∂tyD∂tpD −Υ(u)∂t∂xyD∂t∂xpD +Φ(u)∂2

xyD∂
2
xpD

+Ψ(u)yDpD} dx dt
=

∫∫

Q
{Θ′(u)∂tw∂tpD +Υ′(u)∂t∂xw∂t∂xpD − Φ′(u)∂2

xw∂
2
xpD

−Ψ′(u)wpD}h dx dt.

Die linken Seiten sind gleich, also auch die rechten Seiten. Somit folgt die Rich-
tigkeit der Behauptung.
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Für die notwendige Bedingung erster Ordnung unter Benutzung des Lemmas
folgt somit, die Variationsungleichung

f ′
D(u)(u− u) =

∫∫

Q
{Θ′(u)∂tw∂tpD +Υ′(u)∂t∂xw∂t∂xpD − Φ′(u)∂2

xw∂
2
xpD

−Ψ′(u)wpD}(u− u) dx dt ≥ 0

für alle u ∈ Uad. Diese Ungleichung hatten wir bereits mittels der formalen
Lagrange-Technik ermittelt.
Fazit: Jede optimale Lösung u,w = GD(u) des Problems D muss dem Optima-
litätssystem:

Θ(u)∂2
t pD − ∂x(Υ(u)∂2

t ∂xpD) + ∂2
x

(
Φ(u)∂2

xpD
)
+Ψ(u)pD = fz

pD|Σ = ∂2
xpD|Σ = 0

pD(·, T ) = ∂tpD(·, T )) = 0∫∫

Q

{
Θ′(u)∂tw∂tpD +Υ′(u)∂t∂xw∂t∂xpD − Φ′(u)∂2

xw∂
2
xpD

−Ψ′(u)wpD
}
(u− u) dx dt ≥ 0

für alle u ∈ Uad genügen.

5.9 Fazit

In diesem Kapitel haben wir vier verschiedene Optimalsteuerungsprobleme
(A-D) für den instationären Fall formuliert und mit Hilfe der formalen Lagrange-
Technik die notwendigen Bedingungen erster Ordnung intuitiv hergeleitet. Unter
Einbeziehung des Konzeptes der schwachen Lösungen für die partiellen Differen-
zialgleichungen konnten wir die Existenz einer Lösung unserer modellierten Glei-
chungen aus dem Kapitel 2 bezüglich der Sobolev-Räume beweisen. Für diese
Lösungen haben wir unter Benutzung des Konzeptes der abstrakten Funktio-
nen Abschätzungen berechnet. Diese Abschätzungen und unter der zusätzlichen
Forderung der höheren Regularität bezüglich der Lösungen konnten wir die not-
wendigen Bedingungen für unsere Optimalsteuerungsprobleme exakt beweisen.
Es hat sich gezeigt, dass wir durch Benutzung der formalen Lagrange-Technik
intuitiv auf die richtigen notwendigen Bedingungen erster Ordnung gekommen
sind. In den folgenden zwei Kapiteln werden wir uns mit der numerischen Be-
stimmung einer optimalen Lösung uh im stationären sowie im instationären Fall
befassen und diese Lösung auf Erfüllung der bewiesenen notwendigen Bedingun-
gen erster Ordnung testen.
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Kapitel 6

Numerische Implementierung
des stationären Problems

In diesem Kapitel werden wir uns eingehend mit der numerischen Lösung des
Optimalsteuerungsproblems für den stationären Fall beschäftigen, siehe Kapi-
tel 4. Die vorgelegte Nebenbedingung ist eine gewöhnliche Differenzialgleichung
vierter Ordnung, die wir mittels der Finiten Elemente Methode lösen. Für das
resultierende Optimalsteuerungsproblem verwenden wir den Optimierungs sol-
ver fmincon aus der Numerik-Software Matlab. Zuerst wollen wir einige kurze
Anmerkungen zur Finiten Elemente Methode darlegen, die wir zur Bestimmung
einer Näherungslösung der Nebenbedingung und der adjungierten Gleichung
benutzen. Diese Methode verwendet als Ausgangspunkt die Variationsformu-
lierung, die wir bei unserer Modellierung hergeleitet haben. Bei den folgenden
Ausführungen werden wir uns an den Formalismus von [11] halten. Ausführliche
Information zur Finiten Elemente Methode sind auch in [2],[12] zu finden.

6.1 Numerische Lösung der Nebenbedingung mittels
der Finiten Elemente Methode

Der Ausgangspunkt für die Lösung der Nebenbedingung mittels der FEM ist die
Variationsformulierung und die daraus resultierende Aufgabenstellung: Finde
ein w ∈ V, welche die Gleichung

a(w, v) = f(v)

mit der Bilinearform

a(w, v) :=

∫

Ω
{Φ(u)d2xwd2xv +Ψ(u)wv} dx

und der Linearform

f(v) := R

∫

Ω
fzv dx

für alle v ∈ V löst. Diese Variationsformulierung hat den Vorteil, dass die Lösung
nicht im klassischen Sinne w ∈ VK , sondern im schwachen Sinne (schwache
Lösung) w ∈ V gesucht wird. Wenn wir die Voraussetzungen des Regularitäts-
Satzes [5], S.317 erfüllen, können wir für die Lösung w ∈ V ∩Hk(Ω) mit k > 2
erwarten. Bei hinreichender Glattheit der Funktionen w ist die schwache Lösung
gleich der klassischen Lösung. In dieser schwachen Formulierung können wir auch
Funktionen fz zulassen, die nur quadratisch integrierbar sind, d.h. fz ∈ L2(Ω).
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6.1.1 Konstruktion einer Näherungs-Lösung der Nebenbedin-
gung mittels der FEM

Wir werden in diesem Unterabschnitt nicht das komplette Konzept der FEM
vorstellen, sondern nur auf die Besonderheiten (Konstruktionsschritte) einge-
hen, die wir bei Gleichungen vierter Ordnung benötigen. Bevor wir zu den Kon-
struktionsschritten übergehen, benötigen wir den Begriff der finiten Funktion
und eine Aussage über die Einbettung der Räume der stetig differenzierbaren
Funktionen Ck(Ω) in die Sobolev-Räume Hk(Ω).

Definition 6.1.1 (finite Funktion). Eine finite Funktion ist eine Funktion, die
nur in einem „kleinen“ endlichen Intervall (α, β) von Null verschieden ist.

Satz 6.1.2. Sei k ≥ 1 und Ω beschränkt. Eine stückweise beliebig oft differen-
zierbare Funktion v : Ω → R gehört zu Hk(Ω), wenn v ∈ Ck−1(Ω) gilt.

Den Beweis findet man in [2] S.59ff. Aus diesem Satz folgt, dass w ∈ H2(Ω)
wenn w ∈ C1(Ω) gilt. Diese Überlegung werden wir bei der Konstruktion einer
Näherungs-Lösung mittels der FEM einfließen lassen.

Konstruktions-Schritte 6.1.3. 1. Man zerlegt das Intervall Ω in n-Teil-

intervalle (finite Elemente Ei). Wir wählen der Einfachheit halber eine
äquidistante Unterteilung, so dass für jeden Knoten xj , j = 0, 1, . . . , n
gilt:

xj = x0 + jh h =
xn − x0

n
,

mit dem Diskretisierungs-Parameter h.

2. Jedem Knoten xj ∈ Ω ordnen wir zwei stetige finite Funktionen pj , qj (An-
satzfunktionen) zu, die nur im Intervall [xj−1, xj+1] von Null verschieden
ist.

Diese Ansatzfunktionen erfüllen die Bedingungen

pj(xi) = δij dxpj(xi) = 0, ∀ i, j

qj(xi) = 0 dxqj(xi) = δij ∀ i, j,

wobei δij das Kroneckersymbol bezeichnet.

3. Das Ziel ist es, eine Näherungslösung wh der Nebenbedingung zu finden,
die sich als Linearkombination

wh(·) =
n∑

j=0

w0
jpj(·) + w1

j qj(·)

mit den Ansatzfunktionen pj , qj und gewissen Knotenparametern w0
j , w

1
j

darstellen lässt. Für die Knotenparameter gilt w0
j = wh(xj) und

w1
j = dxwh(xj). Wir nutzen bei diesem Näherungsansatz die Hermite-

Interpolation. Wir erwarten, dass wh(xj) ≈ w(xj) bzw.

dxwh(xj) ≈ dxw(xj) für h hinreichend klein gilt.

4. Wir definieren das finite Element E(i) := [xi−1, xi] für i = 1, . . . , n und
definieren eine Abbildung eines beliebigen finiten Elements E(i) auf das
Referenz-Element Ê = [0, 1], mittels der Transformations-Vorschrift

ξ = ξE(i)(x) =
x− xi−1

h



6.1. LÖSUNG DER NEBENBEDINGUNG MITTELS FEM 115

und der zugehörigen Umkehrabbildung

x = xE(i)(ξ) = hξ + xi−1.

5. Wir definieren auf dem Referenz-Element Ê die Formfunktionen:

ϕ0(ξ) := (ξ − 1)2(1 + 2ξ)

ψ0(ξ) := ξ(1− ξ)2

ϕ1(ξ) := ξ2(3− 2ξ)

ψ1(ξ) := (ξ − 1)ξ2

für ξ ∈ [0, 1].

6. Die globalen Ansatzfunktionen pj , qj werden mittels der lokalen Ansatz-
funktionen p

(i)
β , q

(i)
β (im Element E(i)) definiert, wobei wir die Abbildung

auf das Referenz-Element verwenden:

pj(x) =

{
p
(i)
β (x) = ϕβ(ξE(i)(x)) für x ∈ E(i), i ∈ Bj

0 sonst

und

qj(x) =

{
q
(i)
β (x) = hψβ(ξE(i)(x)) für x ∈ E(i), i ∈ Bj

0 sonst
.

Die Menge Bj enthält die Nummern aller Elemente E(i), in denen der
Knoten xj (globale Knotennummer) liegt und β ist die lokale Knotennum-
mer (0 oder 1) des Knotens xj.

7. Für die vorgelegte Variationsformulierung definieren wir eine diskrete Er-
satzaufgabe: Finde ein wh ∈ Vh ⊂ V, welche die Gleichung

ah(wh, vh) = f(vh) ∀ vh ∈ Vh

mit der diskreten Bilinearform

ah(wh, vh) :=

∫

Ω
{Φ(uh)d2xwhd

2
xvh +Ψ(uh)whvh} dx

=
n∑

i=1

∫

E(i)

{Φ(uh)d2xwhd
2
xvh +Ψ(uh)whvh} dx

und der diskreten Linearform

fh(vh) := R

∫

Ω
fzvh dx = R

n∑

i=1

∫

E(i)

fzvh dx

löst. Aufgrund der Definition der Funktionenmenge Vh:

Vh = {wh(·) : wh(·) =
n∑

j=0

w0
jpj(·) + w1

j qj(·)} ⊂ V

verwenden wir eine konforme Finite Elemente Methode. Das Ziel dieser
Näherungsfomulierung ist es, die unbekannten Knotenparameter w0

j , w
1
j zu

ermitteln.
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Bemerkung 6.1.4. 1. Aus Konstruktionsschritt (7) folgt, dass wir die

Bilinear- bzw. Linearform „elementeweise“ betrachten können. Dies hat
zur Folge, das wir sehr einfach für jedes Element die zugehörige Bilinear-
bzw Linearform und die daraus resultierenden Element-Matrizen bzw.

Element-Vektoren berechnen können, siehe Abschnitt (6.1.2).

2. Eine Abschätzung für den Interpolationsfehler, den wir mit unserem ge-
wählten Ansatz machen, wird in dieser Dissertation nicht dargelegt. Wir
gehen davon aus, dass für den Fehler

‖w − wh‖ ≤ Chp

mit einer Konstante C und der Fehlerordnung p = 1 oder besser gilt.

3. Eine wichtige Bemerkung zu den Funktionen ψ0, ψ1. Wir berechnen leicht
unter Hinzunahme von Konstruktionsschritt (6),

dqj(x)

dx
= h

dψβ(ξ(x))

dξ

dξ(x)

dx
= h

dψβ(ξ)

dξ

1

h
, β = 0, 1.

Die Wichtung mit dem Diskretisierungsparameter h ist erforderlich, damit
auch nach Transformation auf das Referenz-Element

dqj(x)

dx
=

dψβ(ξ)

dξ

gilt.

6.1.2 Elementeweiser Aufbau der Steifigkeitsmatrix und des
Lastvektors

Die Bezeichnungen Steifigkeitsmatrix bzw. Lastvektor haben mechanischen Ur-
sprung und wir wollen an dieser Bezeichnungsweise festhalten. Wie bereits bei
den Konstruktionsschritten dargelegt, haben wir das Intervall Ω mit sich nicht
überlappenden Teilintervallen

Ω = (0, 1) =
n⋃

i=1

[xi−1, xi] mit (xi−1, xi) ∩ (xi′−1, xi′) = ∅ für i 6= i′

zerlegt. Unter Ausnutzung der Additivität des Integrals können wir die diskrete
Bilinearform∫

Ω
{Φ(uh)d2xwhd

2
xvh +Ψ(uh)whvh} dx

=
n∑

i=1

∫

E(i)

{Φ(uh)d2xwhd
2
xvh +Ψ(uh)whvh} dx,

als Summe über alle finite Elemente betrachten, und mit dem Lösungsansatz
für die Funktion wh folgt

n∑

i=1

∫

E(i)

{Φ(uh)d2xwhd
2
xvh +Ψ(uh)whvh} dx

=
n∑

i=1

∫

E(i)



Φ(uh)d

2
x




i∑

j=i−1

w0
jpj + w1

j qj


 d2xvh

+Ψ(uh)




i∑

j=i−1

w0
jpj + w1

j qj





 vh dx.
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In dieser Umformung werden nur die Funktionen p, q verwendet, die auf dem
jeweiligen Element E(i) present sind. Wir betrachten ein i-tes Element und
definieren

[
v0i−1 v1i−1 v0i v1i

]
K(i)




w0
i−1

w1
i−1

w0
i

w1
i




:=

∫

E(i)



Φ(uh)d

2
x




i∑

j=i−1

w0
jpj + w1

j qj


 d2xvh

+Ψ(uh)




i∑

j=i−1

w0
jpj + w1

j qj


 vh



 dx,

mit der Element-Matrix

K(i) =




K
(i)
11 K

(i)
12 K

(i)
13 K

(i)
14

K
(i)
21 K

(i)
22 K

(i)
23 K

(i)
24

K
(i)
31 K

(i)
32 K

(i)
33 K

(i)
34

K
(i)
41 K

(i)
42 K

(i)
43 K

(i)
44


 .

Für die beliebigen Funktionen vh setzen wir sukzessive die gewählten Knoten-
basis-Funktionen pj , qj ein. Wir definieren p̃ := [pi−1 qi−1 pi qi] = [p̃1 p̃2 p̃3 p̃4]
bzw. ϕ̃ := [ϕ0 hψ0 ϕ1 hψ1] = [ϕ̃1 ϕ̃2 ϕ̃3 ϕ̃4]. Mit diesen Bezeichnungen gilt für
das Element E(i):

K
(i)
kl =

∫

E(i)

{Φ(uh)d2xp̃k(x)d2xp̃l(x) + Ψ(uh)p̃k(x)p̃l(x)} dx

=

∫

E(i)

{
Φ(uh)

1

h2
d2ξϕ̃k(ξE(i)(x))

1

h2
d2ξϕ̃l(ξE(i)(x))

+Ψ(uh)ϕ̃k(ξE(i)(x))ϕ̃l(ξE(i)(x))} dx

=

∫

Ê

{
Φ(uh)

1

h4
d2ξϕ̃k(ξ)d

2
ξϕ̃l(ξ) + Ψ(uh)ϕ̃k(ξ)ϕ̃l(ξ)

}
h dξ

für k, l = 1, . . . , 4, wobei wir die Beziehung ϕ̃k(ξE(i)(xE(i)(ξ))) = ϕ̃k(ξ) ange-
wandt haben. Bezüglich der diskreten Linearform gehen wir analog vor:

∫

Ω
Rfzvh dx =

n∑

i=1

∫

E(i)

Rfzvh dx.

Wir definieren den Element-Lastvektor

f (i) :=




∫
Ê Rfz(x(ξ))ϕ0(ξ)h dξ∫
Ê Rfz(x(ξ))ψ0(ξ)h dξ∫
Ê Rfz(x(ξ))ϕ1(ξ)h dξ∫
Ê Rfz(x(ξ))ψ1(ξ)h dξ


 .

Damit können wir für jedes einzelne Element E(i) die Element-Matrix und
den Element-Lastvektor relativ leicht berechnen. Das Zusammensetzen dieser
Element-Matrizen und Element-Lastvektoren zur globalen MatrixKh bzw. Last-
vektor fh wird als Assemblierung bezeichnet. Dazu definieren wir die Element-
zusammenhangsmatrizen C(i) = [C

(i)
αj ]

2,n
α=1,j=0 mit

C
(i)
αj =





I falls j diejenige globale Knotennummer eines Knotens ist,
die der lokalen Knotenummmer α im i-ten Element
entspricht

0 sonst

,(6.1)
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mit der Einheitsmatrix I ∈ R2×2 und der Nullmatrix 0 ∈ R2×2. Diese Matrix
stellt den Zusammenhang zwischen der lokalen Knotennummerierung bei den
Element-Matrizen bzw. Element-Lastvektoren und der globalen Knotennumme-
rierung der Matrix Kh bzw. des Vektors fh her. In unserem speziellen Fall muss
die Anzahl der Freiheitsgrade berücksichtigt werden, d.h. zwei Freiheitsgrade
pro Knoten w0

j und w1
j . Es gilt für alle ~vh:

∫

Ω
{Φ(uh)d2xwhd

2
xvh+Ψ(uh)whvh}dx = ~vTh

(
n∑

i=1

(C(i))TK(i)C(i)

)
~wh = ~vThKh ~wh

und ∫

Ω
Rfzvh dx = ~vTh

(
n∑

i=1

(C(i))T f (i)

)
= ~vTh fh,

mit dem Lösungsvektor ~wh = [w0
0 w

1
0 . . . w0

nw
1
n] ∈ R2n+2. Die Matrix Kh bzw.

der Vektor fh hat nach dem Einbau der Elementmatrix bzw. des Element-
Lastvektors für das Elementes E(1) die Form:




K
(1)
11 K

(1)
12 K

(1)
13 K

(1)
14 0 . . . 0

K
(1)
21 K

(1)
22 K

(1)
23 K

(1)
24 0 . . . 0

K
(1)
31 K

(1)
32 K

(1)
33 K

(1)
34 0 . . . 0

K
(1)
41 K

(1)
42 K

(1)
43 K

(1)
44 0 . . . 0

0 0 0 0 0 . . . 0
...

...
...

...
...

. . .
...

0 0 0 0 0 . . . 0




und




f
(1)
1

f
(1)
2

f
(1)
3

f
(1)
4

0
...
0




.

Im nächsten Schritt fügen wir die Element-Matrix bzw. Element-Lastvektor für
das Element E(2) hinzu,



K
(1)
11 K

(1)
12 K

(1)
13 K

(1)
14 0 . . . . . . . . . 0

K
(1)
21 K

(1)
22 K

(1)
23 K

(1)
24 0 . . . . . . . . . 0

K
(1)
31 K

(1)
32 K

(1)
33 +K

(2)
11 K

(1)
34 +K

(2)
12 K

(2)
13 K

(2)
14 0 . . . 0

K
(1)
41 K

(1)
42 K

(1)
43 +K

(2)
21 K

(1)
44 +K

(2)
22 K

(2)
23 K

(2)
24 0 . . . 0

0 0 K
(2)
13 K

(2)
23 K

(2)
33 K

(2)
34 0 . . . 0

0 0 K
(2)
14 K

(2)
24 K

(2)
34 K

(2)
44 0 . . . 0

0 0 0 0 0 . . . . . . . . . 0
...

...
...

...
...

. . . . . . . . .
...

0 0 0 0 0 . . . . . . . . . 0




und



f
(1)
1

f
(1)
2

f
(1)
3 + f

(2)
1

f
(1)
4 + f

(2)
2

f
(2)
3

f
(2)
4

0
...
0




.
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Dieses „assemblieren“ wird für alle Elemente E(i) mit i = 1, . . . , n durchgeführt.
Die unbekannten Knotenparameter ~wh ∈ R2n+2 können wir als Lösung des
linearen Gleichungssystems

Kh ~wh = fh,

bestimmen. Bevor wir diese Lösung berechnen, müssen wir noch einige Bemer-
kungen über den Einbau der Randbedingungen, sowie über die Diskretisierung
der Steuerung u und den damit verbundenen Nemytskij-Operatoren darlegen.

6.1.3 Einbau der Randbedingungen

Wir verwenden bei der Berücksichtigung der Randbedingungen erster Art
(Dirichlet-Bedingungen) in der Steifigkeits-MatrixKh die Straftechnik (Penalty-
Methode). Bei dieser Technik werden die Einträge in der Steifigkeitsmatrix Kh,
die mit den Dirichlet-Knoten (Randbedingungen) in Bezug stehen, wie folgt
modifiziert:

Kii := Kii+K̂ und fi := fi+K̂gi mit K̂ = 10p max
j=1,...,N

|Kij |N N := 2n+2,

wobei p eine hinreichend große Zahl ist. Mit gi bezeichnen wir die vorliegenden
Dirichlet-Bedingungen undN bezeichnet die Dimension des linearen Gleichungs-
systems. Wir betrachten diese Modifikation etwas genauer,

N∑

j=1

Kijwj + K̂wi = fi + K̂gi(xi) ⇐⇒
N∑

j=1

Kij

K̂
wj + wi =

fi

K̂
+ gi(xi).

Aufgrund der Wahl von K̂ gilt:

|Kij |
K̂

≤ 10−p

n
und

|fi|
K̂

≤ 10−p ∀ j = 1, 2, . . . , N.

Daraus folgt, dass der Näherungsfehler wi − gi(xi) für alle Dirichlet-Knoten in
der Größenordnung 10−p liegt. Damit wird erzwungen, dass die Komponenten
des Lösungs-Vektors, welche zu den Dirichlet-Knoten gehören, mit einer Genau-
igkeit von 10−p approximiert werden. In unserem konkreten Fall sind homogene
Dirichlet-Bedingungen vorgelegt. Diese Technik hat den entscheidenden Vorteil,
dass nur wenige Modifikationen in der Steifigkeitsmatrix und dem Lastvektor
vorgenommen werden müssen. Für weitere Informationen zu dieser Technik ver-
weisen wir auf [11] S.227ff.

6.1.4 Die Diskretisierung der Steuerung u

Während der Benutzung des Optimierungs-Algorithmus werden wir die Steue-
rung u nicht in einer geschlossenen analytischen Form vorfinden. Wir kennen nur
die Werte an den Knotenpunkten xj und verwenden deshalb für die Steuerung
uh eine lineare Interpolationsformel,

uh(·) =
n∑

j=0

ujlj(·)

mit linearen Ansatzfunktionen lj . Es gilt uh ∈ C(Ω). Dies ist wegen
C(Ω) ⊂ L∞(Ω) mit der bisherigen Forderung u ∈ L∞(Ω) verträglich.
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Bemerkung 6.1.5. Es wäre auch eine Interpolations-Darstellung mittels qua-
dratischen oder kubischen Ansatzfunktionen möglich. In dieser Arbeit beschrän-
ken wir uns aus zwei Gründen nur auf den Fall mit linearen Ansatzfunktionen.
Der erste Grund ist, dass der Aufwand bei der Berechnung der Element-Matrizen
steigen würde durch Hinzunahme von weiteren Knoten und dies natürlich einen
negativen Einfluss auf das Laufzeitverhalten des Optimierungs solvers hat. Der
zweite Grund ist, dass wir für mittlere Diskretisierungen schon sehr gute Er-
gebnisse erzielen und diese den Mehraufwand nicht rechtfertigen würden. Ein
wesentlicher Vorteil wäre natürlich die höhere Fehlerordnung bei Verwendung
einer Interpolationsformel mit höherem Polynomgrad.

Die globalen Ansatzfunktionen sind für uns nicht von Interesse, diese können
wir aus den Formfunktionen für das Referenz-Element Ê bestimmen. Da wir die
FEM mit ihrer Elemente-Betrachtungsweise benutzen, definieren wir auf dem
Referenz-Element Ê die linearen Formfunktionen

φ0(ξ) = 1− ξ φ1(ξ) = ξ ∀ ξ ∈ Ê.

Mit dem linearen Interpolationsansatz für die Steuerung u gilt für die Nemytskij-
Operatoren Φ(u),Ψ(u) in der Elemente-Betrachtungsweise:

Φ(uh)|E(i) =
(2µ+ λESZ)R

12

(
i∑

k=i−1

uklk(x)

)3

Ψ(uh)|E(i) =
(2µ+ λESZ)

12R3



12R2

(
i∑

k=i−1

uklk(x)

)
+

(
i∑

k=i−1

uklk(x)

)3




und nach Transformation auf das Referenz-Element Ê:

Φ(uh)|Ê =
(2µ+ λESZ)R

12

(
1∑

k=0

ũkφk(ξ)

)3

Ψ(uh)|Ê =
(2µ+ λESZ)

12R3



12R2

(
1∑

k=0

ũkφk(ξ)

)
+

(
1∑

k=0

ũkφk(ξ)

)3


 ,

wobei wir die Beziehung φi(ξE(i)(xE(i)(ξ))) = φi(ξ) benutzt haben. Die Koeffi-
zienten ũ0 bzw. ũ1 entsprechen den Werten uh(xi−1) bzw. uh(xi) im aktuell be-
trachteten Element E(i). Diese Berechnungs-Vorschrift bezüglich des Referenz-
Elements Ê fließt bei der Berechnung der Element-Matrizen ein.

6.1.5 Numerische Integration und Lösung des FEM - Gleichungs-
systems

Zur Berechnung der Einträge in den Element-Matrizen und den Element-
Lastvektoren werden Quadraturformeln der Gestalt

∫ 1

0
y(ξ) dξ ≈

n∑

k=1

ωky(ξk)

verwendet. In unserem konkreten Fall verwenden wir die Gauss-Quadratur-
Formeln. Wir wissen, dass die n-Punkte Gauss-Quadratur-Formel Integrale mit
Polynomen y, deren Polynom-Grad maximal 2n−1 ist, numerisch exakt berech-
net [13]. Bei der Betrachtung der diskreten Bilinearform sieht man leicht, dass
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wir Polynome von maximal neunten Grades exakt integrieren müssen. Es wird
aber die 6-Punkte Gauss-Formel bei der Berechnung der Element-Matrizen und
des Element-Lastvektors verwendet, um beliebige Krafteinwirkungen fz hinrei-
chend gut approximativ berechnen zu können.
Für die Auflösung des linearen Gleichungssystems Kh ~wh = fh verwenden wir
ein Iterations-Verfahren. Bei praktischen Problemen kann die Dimension des
Problems leicht sehr groß werden und ein direktes Lösen des Gleichungssystems
kann in hohe Laufzeit des Programms münden und wäre dementsprechend nicht
sehr vorteilhaft. Aufgrund der guten Eigenschaften der Steifigkeitsmatrix Kh

(Positivität, Symmetrie) verwenden wir zum Lösen des linearen Gleichungssys-
tems die Vorkonditionierte-Konjungierte-Gradienten-Methode (PCG-Methode).

Der Ausgangspunkt dieses Verfahrens bildet die Tatsache, dass die Lösung des
linearen, symmetrischen Gleichungssystems Kh ~wh = fh zur Minimierung eines
quadratischen Funktionals

J(~wh) = min
vh∈RN

J(~vh) mit J(~vh) =
1

2
(Kh~vh, ~vh)− (fh, ~vh)

äquivalent ist. Der Gradient

r := ∇J(~vh) = Kh~vh − fh

weist in Richtung der lokal stärksten Zunahme des zu minimierenden Funk-
tionals und folglich −r im Punkt ~vh in Richtung des lokal stärksten Abstiegs.
Auf dieser Grundlage wurde dieses Iterations-Verfahren (Verfahren des steilsten
Abstiegs) entwickelt. In unserem Falle können wir durch geeignete Vorkondi-
tionierung die Konvergenz des Verfahrens gegen die Lösung ~wh beschleunigen.
Indem wir das äquivalente Gleichungssystem

K̃w̃ = f̃ mit K̃ = C−0.5KhC
−0.5, w̃ = C0.5 ~wh und f̃ = C−0.5fh,

mit C einer positiven und symmetrischen Matrix lösen. Diese Matrix C wird
so gewählt, dass κ(K̃) ≤ κ(Kh) (κ ist die Konditionszahl) gilt. Mit dieser
Vorkonditionierung ergibt sich das eigentlich verwendete Verfahren für unse-
re Problemstellung. Als Vorkonditionierung verwenden wir die „unvollständige“
Cholesky-Zerlegung. Sie entspricht der „vollständigen“ Cholesky-Zerlegung mit
dem wesentlichen Unterschied, dass nur die Nicht-Null-Einträge der Matrix Kh

in der Zerlegung berücksichtigt werden. Die Beschreibung der PCG-Methode
sowie der unvollständigen Cholesky-Zerlegung ist z.B. in [11] S.267ff und [13]
dargelegt. Durch die Verwendung der Vorkonditionierung können wir die Anzahl
der Iterations-Schritte beim Auffinden einer Lösung ~wh erheblich reduzieren.

6.2 Numerische Lösung der adjungierten Gleichung
mittels der FEM

Für unser Optimalitätssystem (Kapitel 4, Abschnitt 4.3) haben wir den adjun-
gierten Zustand p ∈ V als Lösung der adjungierte Gleichung (AG)

d2x
(
Φ(u)d2xp

)
+Ψ(u)p = 1 p(0) = p(1) = d2xp(0) = d2xp(1) = 0

definiert. Wir gehen zur Variationsformulierung über und berechnen p ∈ V als
Lösung von

a(p, v) :=

∫

Ω
{Φ(u)d2xpd2xv +Ψ(u)pv} dx =

∫

Ω
v dx =: f(v) ∀ v ∈ V.
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Für die Funktion p verwenden wir den Hermite-Interpolationsansatz analog zur
Nebenbedingung

ph(·) =
n∑

j=0

p0jrj(·) + p1jsj(·)

und suchen eine Lösung ph ∈ V der diskreten Ersatzaufgabe:

ah(ph, vh) :=

∫

Ω
{Φ(uh)d2xphd2xvh +Ψ(uh)phvh} dx =

∫

Ω
vh dx =: fh(vh)

für alle vh ∈ Vh ⊂ V. Die Vorgehensweise zur Bestimmung einer numerischen
Lösung ph ist analog zur Berechnung der numerischen Lösung wh der Neben-
bedingung. Sie unterscheidet sich lediglich in der Definition der rechten Seite
fh(vh) und in dem resultierenden Lastvektor fh.

6.3 Numerische Implementierung der Ableitung des
Zielfunktionals

Im Kapitel 4 haben wir das Optimalsteuerungsproblem und die notwendige
Bedingung erster Ordnung für den stationären Fall formuliert. Durch Definition
des Steuerungs-Zustands-Operators konnten wir die Optimalsteuerungsaufgabe
vereinfachen und ein neues Zielfunktional fs(u) definieren. Für die Ableitung
des Zielfunktionals fs hatten wir mittels des adjungierten Zustandes p:

f ′
s(u)z =

∫

Ω

{−Φ′(u)d2xwd
2
xp−Ψ′(u)wp

}
z dx ∀ z ∈ L∞(Ω)

ermittelt. Der Optimierungs-Solver fmincon, auf den wir an späterer Stelle ein-
gehen werden, berechnet die diskrete Ableitung ∇fsh(uh) mittels Finiter Diffe-
renzen:

∇fsh(uh) =

[
∂fsh(uh)

∂ui

]n

i=0

=
fsh(uh + hei)− fsh(uh)

h
,

mit ei dem i-ten Einheitsvektor. Da wir bei der analytischen Betrachtung des
Optimalsteuerungsproblems die Ableitung f ′

s(u) ermittelt haben, werden wir
diese Ableitung numerisch mittels der Finiten Elemente Methode implementie-
ren. Dies hat den Vorteil, dass wir einen positiven Effekt bezüglich der Lauf-
zeit erzielen, wenn wir den FEM-Gradienten dem Optimierungs solver als Input
übergeben können. Diese Vorgehensweise könnte problematisch werden, weil wir
numerisch ein diskretisiertes Problem lösen mit den damit verbundenen Appro-
ximationen (Fehlern) und der zugehörige Gradient kann von dem analytischen
Gradienten stark abweichen. Es kommt zusätzlich noch der Diskretisierungsfeh-
ler des FEM-Gradienten hinzu. Numerische Tests haben gezeigt, dass der Fehler,
den wir duch Benutzung des FEM-Gradienten machen, bezüglich des Finiten-
Differenzen-Gradienten in der Größenordnung von 10−6 liegt bei hinreichend
kleinen Diskretisierungsparameter h. Numerische Instabilitäten, die sich bei dem
Optimierungs solver fmincon bezüglich der Verfeinerung der Diskretisierung ge-
zeigt haben, können durch Verwendung des FEM-Gradienten vermieden werden.
Die Lösungen des Optimalsteuerungsproblems mit FEM-Gradienten oder Finite
Differenzen-Gradienten sind natürlich identisch.

Wir gehen über zur diskretisierten Variante des Gradienten, wobei wir beliebige
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Richtungen zh ∈ C(Ω) verwenden,

∇fsh(uh)zh =

∫

Ω

{−Φ′(uh)d2xwhd
2
xph −Ψ′(uh)whph

}
zh dx

=
n∑

i=1

∫

E(i)

{−Φ′(uh)d2xwhd
2
xph −Ψ′(uh)whph

}
zh dx

für alle zh ∈ C(Ω) ⊂ L∞(Ω). Die Ableitungen der Nemytskij-Operatoren
Φ′(uh),Ψ′(uh) werden analog nach Abschnitt (6.1.4) für jedes ElementE(i) unter
Hinzunahme der Transformation auf das Referenz-Element Ê berechnet:

Φ′(uh)|Ê =
(2µ+ λESZ)R

4

(
1∑

k=0

ũkφk(ξ)

)2

Ψ′(uh)|Ê =
(2µ+ λESZ)

4R3


4R2 +

(
1∑

k=0

ũkφk(ξ)

)2

 ,

mit den Werten ũk aus dem aktuell verwendeten Element E(i). Die Funktionen
wh, ph sind die numerischen Lösungen der Nebenbedingung und der adjungierten
Gleichung. Damit folgt für das Element E(i):

∫

E(i)

{−Φ′(uh)d2xwhd
2
xph −Ψ′(uh)whph

}
zh dx

=

∫

E(i)

{
−Φ′(uh)

1

h4

4∑

l=1

w
(l)
h d2ξϕ̃l(ξ(x))

4∑

l=1

p
(l)
h d2ξϕ̃l(ξ(x))

−Ψ′(uh)
4∑

l=1

w
(l)
h ϕ̃l(ξ(x))

4∑

l=1

p
(l)
h ϕ̃l(ξ(x))

}
zh dx.

Wir vereinbaren

θ(i)(ξ(x)) := −Φ′(uh)
1

h4

4∑

l=1

w
(l)
h d2ξϕ̃l(ξ(x))

4∑

l=1

p
(l)
h d2ξϕ̃l(ξ(x))

−Ψ′(uh)
4∑

l=1

w
(l)
h ϕ̃l(ξ(x))

4∑

l=1

p
(l)
h ϕ̃l(ξ(x)).

Für die beliebigen Richtungen zh wählen wir sukzessive unsere Knotenbasis-
Funktionen lj für j = 0, . . . , n aus und nach Transformation des beliebigen
Elements auf das Referenz-Element mit den dort definierten Formfunktionen φi

folgt

∇E(i)f
(i)
sh =

[ ∫
Ê θ(i)(ξ)φ0(ξ)h dξ∫
Ê θ(i)(ξ)φ1(ξ)h dξ

]
,

der Element-Gradienten-Vektor. Mittels den Elementzusammenhangsmatrizen
C̃(i) = [C̃

(i)
αj ]

2,n
α=1,j=0 mit

C̃
(i)
αj =





1 falls j diejenige globale Knotennummer eines Knotens ist,
die der lokalen Knotenummmer α im i-ten Element
entspricht

0 sonst

(6.2)

können wir den globalen Gradienten-Vektor

∇fsh(uh) =
n∑

i=1

(C̃(i))T∇E(i)f
(i)
sh
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berechnen. Diesen Gradienten werden wir bei der Lösung des diskreten Opti-
malsteuerungsproblems und auch mit den entsprechenden Modifikationen für
die notwendige Bedingung erster Ordnung verwenden.

6.4 Numerische Lösung des Optimalsteuerungs-
problems

Für die direkte Lösung des Optimalsteuerungsproblems ist der Ausgangspunkt
das zustandsreduzierte Problem (4.3). Dieses Problem wird diskretisiert und die
diskrete Variante des Problems unter Hinzunahme eines Optimierungs solvers
gelöst.

Bemerkung 6.4.1. Das Zielfunktional berechnen wir ebenfalls unter Benutzung
des FEM-Konzeptes:

fsh(u) =

∫

Ω
[G(u)](x) dx =

∫

Ω
w(x) dx ≈

∑

E(i)

∑
xg

γgwh(xg)h,

mit den Gauss-Punkten xg und den Gauss-Gewichten γg. Dabei summieren wir
über alle Elemente und für jedes Element E(i) ist nach Transformation auf das
Referenz-Element Ê die Gauss-Quadratur-Formel zu benutzen.

Das Optimalsteuerungsproblem geht in ein endlich dimensionales Optimierungs-
problem über:

ZF: min
uh∈Uh

fsh(uh) = min
uh∈Uh

∑

E(i)

∑
xg

γgwh(xg)h

NB: A~uh = C

BS: Uh = {~uh ∈ Rn+1 | ~ua ≤ ~uh ≤ ~ub},
mit

A =
[

h
2 h . . . h h

2

]
.

Die Volumen-Bedingung lösen wir aus dem zulässigen Bereich Uad heraus und
verwenden sie als zusätzliche Nebenbedingung. Diese wird mittels Trapez-
Quadratur-Formel berechnet, wobei die Konstante C (Volumen) von dem jewei-
ligen betrachteten Problem abhängig ist und vorgegeben wird. Die Beschrän-
kungen in der Menge Uh an den diskreten Steuerungs-Vektor ~uh sind kompo-
nentenweise zu verstehen.
Als Optimierungs solver verwenden wir aus der Optimization Toolbox von Mat-
lab das Tool fmincon. Dieses Tool ist für die Lösung von Optimierungsproble-
men mit linearen (nichtlinearen) Zielfunktionalen und linearen (nichtlinearen)
Nebenbedingungen in Gleichungs- sowie in Ungleichungsform geeignet.
In dem Solver fmincon ist das SQP-Verfahren (sequentielle quadratische Opti-
mierung) eingebaut. Dieses Verfahren transformiert das ursprüngliche diskrete
Problem in eine Folge von quadratischen Optimierungsproblemen und nutzt
diese zur Bestimmung einer Lösung. Die Grundlage des SQP-Verfahrens ist ei-
ne Verallgemeinerung des Newton-Verfahrens für unbeschränkte Probleme. Das
ursprüngliche Problem wir in ein quadratisches Optimierungsproblem:

min
~uh∈Uh

∇fsh(u
(k)
h )(uh − u

(k)
h ) +

1

2
f ′′
sh(u

(k)
h )(uh − u

(k)
h )2

BS : ~uh ∈ Uh,
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transformiert und eine Iterationsfolge u
(k)
h , Lagrange’sche Multiplikatoren q

(k)
h

für die Volumen-Bedingung und Lagrange’sche Multiplikatoren µ
(k)
a , µ

(k)
b für

die Beschränkungen der Steuerungen bestimmt, die gegen die optimale Lösung
uh und gegen die zugehörigen Lagrange’schen Multiplikatoren qh, µa, µb kon-
vergieren. Aussagen über das Konvergenz-Verhalten dieses Verfahrens (SQP-
Verfahren), sowie für ausführlichere Informationen verweisen wir auf [14] S.246ff,
[4] und für das Tool fmincon auf die umfangreiche Optimization Toolbox - Doku-
mentation. In dem Optimierungs solver ist nur die Variante enthalten, die nach
lokalen optimalen Lösungen sucht, d.h. bei schlecht gewählten Start-Vektor ~u0
kann auch keine Konvergenz eintreten.
Wir übergeben an fmincon als Input:

• das diskrete Zielfunktional fsh(uh),

• die Volumenbedingung A~uh = C,

• die Beschränkungen an die Steuerung, die Vektoren ~ua, ~ub und

• den diskreten Gradienten-Vektor ∇fsh(uh), um bei der Lösung des Opti-
mierungsproblems Geschwindigkeitsvorteile zu erzielen.

Als Abbruch-Kriterien in diesem Verfahren wird überprüft, ob die Änderungen
des Zielfunktionals kleiner als die vorgeschriebene Toleranz sind, die Verletzung
der Nebenbedingung innerhalb der Toleranzen liegt und die notwendigen Bedin-
gungen für die Optimalität der Lösung ~uh erfüllt sind. Als Ausgabe (Output)
erhalten wir

• den optimale Lösungsvektor uh,

• den diskreten Lagrange’schen Multiplikator qh für die Volumenbedingung
sowie

• die Lagrange’schen Multiplikatoren ~µa, ~µb, für die Beschränkungen an die
Steuerung.

Ob die Lösung uh des diskreten Optimalsteuerungsproblems wirklich ein Kan-
didat für die optimale Lösung ist, zeigt sich durch das Überprüfen der notwen-
digen Bedingung erster Ordnung, d.h. das Optimalitätssystem aus Kapitel 4,
Abschnitt 4.3 muss erfüllt sein.

6.5 Numerische Auswertung der notwendigen Bedin-
gungen erster Ordnung

Als notwendige Bedingung erster Ordnung hatten wir im Kapitel 4 das Opti-
malitätssystem hergeleitet. Diese Variationsungleichung

∫

Ω

{−Φ′(u)d2xwd
2
xp−Ψ′(u)wp

}
(z − u) dx ≥ 0 ∀ z ∈ Uad (6.3)

ist nun der Ausgangspunkt für die Bestätigung der Optimalität der numerisch
berechneten optimalen Lösung uh.

Bemerkung 6.5.1. Die in [4] praktizierte punktweise Diskussion der notwen-
digen Bedingung erster Ordnung ist hier nicht anwendbar, aufgrund der Nicht-
linearität der Steuerung u und der zusätzlichen Volumenbedingung. Es hat sich
gezeigt, dass bei dieser Art der Diskussion sich nur Lösungen ergeben, die mit
der Volumenbedingung nicht vereinbar sind.
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Wir definieren

b(z) :=

∫

Ω

{
Φ′(u)d2xwd

2
xp+Ψ′(u)wp

}
z dx.

Die Ungleichung (6.3) ist äquivalent zu

max
z∈Uad

b(z) = b(u).

Für die Funktion z verwenden wir den linearen Interpolationsansatz analog zur
Steuerung u. Daraus ergibt sich die diskrete Problemstellung:

max
zh∈Uh

∑

E(i)

∑
xg

γg
{
Φ′(uh)d2xwhd

2
xph +Ψ′(uh)whph

}
zhh

NB: A~zh = C.

Diese Aufgabe lösen wir ebenfalls numerisch mit den Optimierungs solver fmin-
con, nachdem wir das Problem mittels FEM diskretisiert haben, siehe Bemer-
kung (6.4.1). Als Input nutzen wir die bereits berechneten diskreten Größen
wh, ph sowie die optimale Steuerung uh und erwarten das für die Lösung zh:

zh ≈ uh ⇐⇒ |zh − uh| < ε (6.4)

mit ε hinreichend klein, gilt. Der Gradient ∇bh(zh) zu dieser Problemstellung
wird ebenfalls mittels der FEM berechnet und dem Optimierungs solver fmincon
übergeben. Mit diesem Test (6.4) hätten wir bestätigt, dass uh die notwendi-
gen Bedingungen erster Ordnung für die Problemstellung im stationären Fall
erfüllt. Aber bei schlechter Wahl des Start-Vektors ~z0 können sich Lösungen zh
einstellen, für die nicht zh ≈ uh gilt. Beim anschließenden Vergleich des Ziel-
Funktionals fsh zeigte sich, dass fsh(zh) > fsh(uh) galt. Damit ist zh aufgrund
der Wahl des Start-Vektors ~z0 nicht die gesuchte optimale Lösung. Die Ursa-
che dieses Unvermögens des Auffindens der optimalen Lösung könnte mit der
lokalen Suche nach optimalen Lösungen des im Optimierungs solvers implemen-
tierten SQP-Verfahrens zusammenhängen. Wir verwenden deshalb ~z0 = uh + ε
als Start-Näherung. Wobei ε die Störung der optimalen Lösung in allen Kom-
ponenten von uh realisiert.

6.6 Beispiele

Für die folgenden Beispiele verwenden wir die Material-Parameter:

E = 2.1 · 102, ν = 0.3, R = 1

das Elastizitätsmodul, die Poison-Zahl und den Radius. Die ersten beiden Pa-
rameter sind von dem jeweilig verwendeten Material abhängig und der letzte
Parameter von der jeweiligen Problemstellung. Für die Diskretisierung des sta-
tionären Problems legen wir uns auf 50 Gitterpunkte fest. An diesen Punkten
suchen wir die diskrete optimale Lösung uh und die zugehörige optimale Zu-
standslösung wh.
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Abbildung 6.1: Start-Konfiguration

In (6.1) sehen wir einen Längsschnitt durch das Zylinderrohr, wobei wir auf-
grund der Symmetrie nur den oberen Anteil darstellen. Die − · −· Linie ent-
spricht der Mittelebene der Zylinderschale. Diese Konfiguration stellt für alle
Beispiele die Start-Konfiguration dar.
Für die Beschränkungen an die Steuerung legen wir die Konstanten

ua = 0.05 ub = 0.15

fest und für die Volumen-Bedingung berechnen wir für die Konstante C:

C = 2πR

∫ 1

0
u0(x) dx = 2πR · 0.1 = 0.628318530717959,

mit u0 = 0.1 der Start-Steuerung.

6.6.1 1. Krafteinwirkung fz = x(1− x)

Als erstes Beispiel wählen wir eine symmetrische Krafteinwirkung und erwarten,
dass die optimale Dicke uh sowie die Auslenkung wh auch gewisse Symmetrie-
Eigenschaften aufweist.
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tion (S1)
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Auf den oberen Grafiken sehen wir jeweils die optimale Dicke uh, deren Bestä-
tigung durch die numerische Auswertung der Variationsungleichung (VU) und
den Längsschnitt des Zylinderrohres, wobei wir aufgrund der Symmetrie nur den
oberen Teil darstellen. Auf den folgenden Grafiken ist der zugehörige optimale
Zustand wh und der adjungierte Zustand ph abgebildet.
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Abbildung 6.5: adjungierter Zustand ph
(S1)

Die obige Erwartung konnte durch die numerische Lösung bestätigt werden.

6.6.2 2. Krafteinwirkung fz = exp(x)

Als zweites Beispiel wählen wir eine exponentielle Krafteinwirkung fz, um eine
nichtlineare, unsymmetrische Krafteinwirkung simulieren zu können. Diese „Un-
Symmetrie“ müsste sich auch in den optimalen Lösungen niederschlagen. Auch
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tion (S2)
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in diesem Fall konnte die Vermutung durch die Numerik bestätigt werden.

6.6.3 3. Krafteinwirkung Sprungfunktion

Für das letzte Beispiel definieren wir eine Sprungfunktion:

fz(x) =

{
exp(x) x ∈ [0, 0.5]
exp(−x) x ∈ (0.5, 1]

,

um ein einfaches Beispiel für eine Krafteinwirkung fz ∈ L2(Ω) darlegen zu
können. Durch Verwendung des Konzeptes der schwachen Lösungen und der
FEM stellt dies keine Schwierigkeit dar. Dieser „Sprung“ dürfte auf die Lösung
einen geringeren Einfluss haben als vermutet. Aufgrund der hohen Glättungs-
Eigenschaften des Differenzial-Operators vierter Ordnung können wir stetige
Lösungen erwarten. Unsere Vermutung wurde durch die Numerik bestätigt.
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Abbildung 6.10: optimale Dicke u(S3)
Abbildung 6.11: Zylinderrohr Konfigu-
ration (S3)
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Abbildung 6.12: optimaler Zustand
wh(S3)
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Abbildung 6.13: adjungierter Zustand
ph(S3)

Die optimalen Lösungen zeigen hohe Glattheits-Eigenschaften. Die „Knicke“ an
den Rändern bei der optimalen Steuerung uh können durch Verfeinerung der
Diskretisierung oder durch einen Regularisierungsterm vermieden werden.

6.7 Fazit

In diesem Kapitel haben wir die numerische Implementierung des stationären
Problems dargelegt. Zur Bestimmung der Lösung der Nebenbedingung und der
adjungierten Gleichung wurde das Konzept der Finiten Elemente benutzt. Die
Besonderheiten, die sich beim Lösen der Gleichung vierter Ordnung ergeben,
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wurden ebenfalls aufgezeigt. Weiterhin konnte dieses Konzept auch zur Berech-
nung des diskreten Gradienten des Zielfunktionals fs benutzt werden, um positi-
ve Effekte bezüglich der Laufzeit des zu lösenden Optimalsteuerungsproblems zu
erreichen. Das vorgelegte Optimalsteuerungsproblem für das stationäre Problem
wurde zunächst diskretisiert und anschließend mittels des Optimierungs solvers
fmincon gelöst. Die im Kapitel 4 hergeleitete notwendige Bedingung erster Ord-
nung wurden als Test auf die erhaltene optimale Lösung uh angewandt und
die Erfüllung dieser Bedingung bestätigt. Als Abschluss dieses Kapitels wurden
Beispiele berechnet und deren Lösungen grafisch dargelegt. Der Quell-Code der
Implementierung in Matlab ist im Anhang der Dissertation beigelegt.



Kapitel 7

Numerische Implementierung
des instationären Problems

In diesem Kapitel wollen wir uns den instationären Problemen und den damit
verbundenen Optimalsteuerungsproblemen A-D beschäftigen. Diese Probleme
wurden im Kapitel 5 formuliert, die Existenz der Lösung der modifizierten bzw.
der vollständigen Nebenbedingungen gezeigt und die notwendige Bedingung ers-
ter Ordnung für die Probleme A-D bewiesen.

Bevor wir uns den Optimalsteuerungsproblemen zuwenden, beschäftigen wir uns
mit den Implementierungen zur Bestimmung einer numerischen Lösung der mo-
difizierten beziehungsweise der vollständigen Nebenbedingung. Bei diesen Dar-
legungen werden wir auf bereits bekannte Implementierungsdetails aus dem Ka-
pitel 6 zurückgreifen. Im Anschluss wenden wir uns den Implementierungen der
adjungierten Gleichungen und den Gradienten der Zielfunktionale für diese Pro-
bleme zu. Zum Schluss des Kapitels werden Beispiele für alle Problemstellungen
berechnet und deren numerische Lösungen in grafischer Form präsentiert.

7.1 Implementierung und numerische Lösung der mo-
difizierten Nebenbedingung

Wir suchen eine Lösung ws = ws(x, t), (x, t) ∈ Q, welche der partiellen Diffe-
renzialgleichung

Θ(u)∂2
tws + ∂2

x(Φ(u)∂
2
xws) + Ψ(u)ws = Rfz

RB: ws|Σ = ∂2
xws|Σ = 0

AB: ws(·, 0) = ∂tws(·, 0) = 0

genügt. Mit fz = fz(x, t) bezeichnen wir die Krafteinwirkung auf das Zylinder-
rohr. Diese Problemstellung transformieren wir in ein System von zwei partiellen
Differenzialgleichungen erster Ordnung bezüglich der Zeit t. Wir definieren dazu

ys := ∂tws

und damit erhalten wir das System:

∂tws − ys = 0

Θ(u)∂tys + ∂2
x(Φ(u)∂

2
xws) + Ψ(u)ws = Rfz

RB: ys|Σ = ws|Σ = ∂2
xys|Σ = ∂2

xws|Σ = 0

AB: ys(·, 0) = ws(·, 0) = 0.

131
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Bei diesem System haben wir die Eigenschaft benutzt, dass die partiellen Ablei-
tungen bezüglich der Zeit t auf dem Rand Σ verschwinden. Diese Umformung
hat den entscheidenden Vorteil, dass wir zusätzlich zur Lösung ws auch die erste
Ableitung bezüglich der Zeit ∂tws berechnen. Die wir später bei der Implemen-
tierung der Gradienten der Zielfunktionale und auch für die Auswertung der
notwendigen Bedingung erster Ordnung für die Probleme A und C benötigen.

Die weitere Vorgehensweise ist für die modifizierte sowie für die vollständige
Nebenbedingung identisch und wir setzen aus Gründen der Übersichtlichkeit
w = ws bzw. y = ys. Zunächst gehen wir zur Variationsformulierung über, indem
wir unser System mit Test-Funktionen v ∈ V multiplizieren, über das Gebiet Ω
integrieren und die Randbedingungen bezüglich des Ortes berücksichtigen:

∫

Ω
{∂twv − yv} dx = 0

∫

Ω
{Θ(u)∂tyv +Φ(u)∂2

xwd
2
xv +Ψ(u)wv} dx = R

∫

Ω
fzv dx

AB:
∫

Ω
w(x, 0)v(x) dx = 0

∫

Ω
y(x, 0)v(x) dx = 0.

Diese Gleichungen gelten für alle v ∈ V und für alle t ∈ (0, T ]. Dies ist auch der
Ausgangspunkt für die Finite Elemente Methode bezüglich des Ortes (Linien-
variationsformulierung).

7.1.1 Zeitdiskretisierung

Die vorgelegten Gleichungen beinhalten Ableitungen bezüglich der Zeit. Diese
Ableitungen werden mittels Finite Differenzen approximiert. Wir definieren eine
Zeit-Diskretisierung durch tm = t0 +mτ mit m ∈ N0:

0 = t0 < t1 < . . . < tm−1 < tm < . . . < tM = T mit τ = tm − tm−1. (7.1)

mit dem Zeitdiskretisierungsparameter τ und definieren die diskreten Funktio-
nen bezüglich der Zeit: wm := w(x, tm) bzw. ym := y(x, tm). Zur Approxi-
mation der Zeit-Ableitung können wir die bekannten Differenzen-Quotienten
verwenden. Die einfachste Möglichkeit wäre die Verwendung des vorwärtigen
Differenzenquotienten:

∫

Ω
{(wm − wm−1)v − τym−1v} dx = 0,

was auf ein explizites Euler-Verfahren bezüglich der Zeit t führen würde. Aber
aus Gründen der Stabilität verwenden wir ein σ-gewichtetes Schema, welches
eine Linearkombination zwischen expliziten und impliziten Verfahren darstellt:

∫

Ω
{(wm − wm−1)v − τ [σym−1 + (1− σ)ym]v} dx = 0

und speziell für σ = 1
2 folgt das Crank-Nicolson-Verfahren, siehe [11] und [12].

Dieses Verfahren werden wir im weiteren Verlauf der Arbeit immer verwenden.
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Es folgt
∫

Ω

{
(wm − wm−1)v − τ

2
(ym + ym−1)v

}
dx = 0

AB:
∫

Ω
w(x, 0)v(x) dx = 0

∫

Ω

{
Θ(u)(ym − ym−1)v +

τ

2
[Φ(u)∂2

x(w
m + wm−1)d2xv

+Ψ(u)(wm + wm−1)v]
}
dx =

Rτ

2

∫

Ω
(fm

z + fm−1
z )v dx

AB:
∫

Ω
y(x, 0)v(x) dx = 0.

Wie bereits erwähnt, verwenden wir für den Ort die Finite Elemente Methode.
Dabei müssen wir beachten, dass wir Funktionen bei fester Zeit t im Sobolev-
Raum V betrachten. Dies hat zur Folge, dass wir analog zu Kapitel 6 für den Ort
den Hermite-Interpolationsansatz nutzen, was zu den C1-Elementen führt. Wir
definieren analog zum stationären Fall einen semidiskreten Ansatz für beliebige
diskrete Zeitpunkte tm:

wm
h : = wh(·, tm) =

n∑

j=0

w0
j (tm)pj(·) + w1

j (tm)qj(·) bzw. (7.2)

ymh : = yh(·, tm) =
n∑

j=0

y0j (tm)pj(·) + y1j (tm)qj(·),

wobei n die Anzahl der verwendeten Knoten bezüglich der Orts-Diskretisierung
ist. Die Knotenparameter w0

j (tm) bzw. y0j (tm) sind näherungsweise w(xj , tm)

bzw. y(xj , tm) und w1
j (tm) bzw. y1j (tm) bezeichnen die ersten Ableitungen be-

züglich x im Knotenpunkt (xj , tm). Die Funktionen pj , qj sind die Knotenbasis-
Funktionen im diskretisierten Raum Vh ⊂ V, siehe Kapitel 6. Mit diesen verwen-
deten Ansätzen gehen wir zur volldiskreten Ersatzaufgabe über: Finde diskrete
Funktionen wm

h , ymh , welche die Gleichungen
∫

Ω

{
(wm

h − wm−1
h )vh − τ

2
(ymh + ym−1

h )vh

}
dx = 0

AB:
∫

Ω
w0
h(x, t0)vh(x) dx = 0

∫

Ω

{
Θ(uh)(y

m
h − ym−1

h )vh +
τ

2
Φ(uh)∂

2
x(w

m
h + wm−1

h )d2xvh

+
τ

2
Ψ(uh)(w

m
h + wm−1

h )vh

}
dx =

Rτ

2

∫

Ω
(fm

z + fm−1
z )vh dx

AB:
∫

Ω
y0h(x, t0)vh(x) dx = 0,

für alle vh ∈ Vh und in allen Zeit-Gitterpunkten tm erfüllen. Als Funktionen vh
wählen wir alle Knotenbasis-Funktionen pj , qj . Zur Vereinfachung definieren wir
den Funktionen-Vektor und die Knotenparameter-Vektoren

p̃ := [p0 q0 p1 q1 . . . pn qn] = [p̃1 . . . p̃N ]

w̃m := [w0
0(tm) w1

0(tm) w0
1(tm) w1

1(tm) . . . w0
n(tm) w1

n(tm)]T (7.3)
= [w̃m

1 . . . w̃m
N ]T

ỹm := [y00(tm) y10(tm) y01(tm) y11(tm) . . . y0n(tm) y1n(tm)]T

= [ỹm1 . . . ỹmN ]T
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mit N = 2n+ 2. Somit folgt für alle Funktionen p̃i mit i = 1, . . . , N :

N∑

j=1

[
(w̃m

j − w̃m−1
j )

∫

Ω
p̃j p̃i dx− τ

2
(ỹmj + ỹm−1

j )

∫

Ω
p̃j p̃i dx

]
= 0

AB:
N∑

j=1

[
w̃0
j

∫

Ω
p̃j p̃i dx

]
= 0

N∑

j=1

[
(ỹmj − ỹm−1

j )

∫

Ω
Θ(uh)p̃j p̃i dx

]

+
τ

2





N∑

j=1

[
(w̃m

j + w̃m−1
j )

∫

Ω
{Φ(uh)d2xp̃jd2xp̃i +Ψ(uh)p̃j p̃i} dx

]


=
Rτ

2

∫

Ω
{fz(x, tm) + fz(x, tm−1)}p̃i dx

AB:
N∑

j=1

[
ỹ0j

∫

Ω
p̃j p̃i dx

]
= 0.

Diese Gleichungen werden wir im folgenden noch weiter vereinfachen.

7.1.2 Diskretisierung der Steuerung

Wir diskretisieren die Steuerung u und die damit verbundenen Nemytskij-
Operatoren analog zu Unterabschnitt (6.1.4) mittels linearer Interpolationsfor-
mel,

uh(·) =
n∑

j=0

ujlj(·),

mit lj ∈ C(Ω). Die Begründung dieser Vorgehensweise haben wir in diesem Un-
terabschnitt dargelegt und auch für die Nemytskij-Operatoren Φ(u) bzw. Ψ(u)
die Berechnungsvorschrift angegeben. An dieser Stelle legen wir noch die Be-
rechnungsvorschrift für Θ(u) und für Υ(u), welche wir auch in der vollständigen
Nebenbedingung benötigen, dar. Es gilt bezüglich des Referenz-Elementes Ê:

Θ(uh)|Ê = Rρ
1∑

k=0

ũkφk(ξ)

Υ(uh)|Ê =
Rρ

12

(
1∑

k=0

ũkφk(ξ)

)3

,

mit den Koeffizienten ũk aus dem jeweils betrachteten Element E(i).

7.1.3 Umformulierung der volldiskreten Ersatzaufgabe

Zur einfachen Darstellung der volldiskreten Ersatzaufgabe definieren wir die
Massematrix Mh, bzw. die Θ-gewichtete Massematrix MΘ

h , die zeitunabhängige
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Steifigkeitsmatrix Kh und den Lastvektor Fm
h :

Mh := [Mkl]
N
k,l=1 =

[∫

Ω
p̃k(x)p̃l(x) dx

]N

k,l=1

MΘ
h := [MΘ

kl ]
N
k,l=1 =

[∫

Ω
Θ(uh)p̃k(x)p̃l(x) dx

]N

k,l=1

(7.4)

Kh := [Kkl]
N
k,l=1 =

[∫

Ω
Φ(uh)d

2
xp̃k(x)d

2
xp̃l(x) + Ψ(uh)p̃k(x)p̃l(x) dx

]N

k,l=1

Fm
h := [Fm

l ]Nl=1 =

[∫

Ω
Rfm

z (x, tm)p̃l(x) dx

]N

l=1

und setzen als zugehörige Knotenparameter-Vektoren Y m
h = ỹm bzw. Wm

h = ỹm

für alle diskreten Zeit-Schichten tm. Die Randbedingungen w|Σ = y|Σ = 0
wurden bereits in der Raum-Definition V berücksichtigt und die dynamischen
Randbedingungen ∂2

xw|Σ = ∂2
xy|Σ = 0 wurden in der Variationsformulierung

eingearbeitet. Mit diesen Definitionen können wir die volldiskrete Ersatzaufgabe
in Matrix-Vektor-Notation darstellen:

MhW
m
h = MhW

m−1
h +

τ

2
Mh(Y

m
h + Y m−1

h )

=⇒ Wm
h = Wm−1

h +
τ

2
(Y m

h + Y m−1
h )

MΘ
h Y m

h = MΘ
h Y m−1

h − τ

2
Kh(W

m
h +Wm−1

h ) +
τ

2
(Fm

h + Fm−1
h ).

Diese formen wir mit A := MΘ
h + τ2

4 Kh um:

AWm
h =

(
MΘ

h − τ2

4
Kh

)
Wm−1

h + τMΘ
h Y m−1

h +
τ2

4
(Fm

h + Fm−1
h )

︸ ︷︷ ︸
Bm−1

Y m
h =

2

τ
(Wm

h −Wm−1
h )− Y m−1

h .

Für die Anfangsbedingungen gilt:

w(·, 0) = 0 =⇒ W 0
h = ~0 und y(·, 0) = 0 =⇒ Y 0

h = ~0,

wobei wir benutzt haben, dass für w(·, 0) = 0 auch ∂xw(·, 0) = 0 gilt. Die gleiche
Argumentation gilt natürlich auch für y(·, 0).

7.1.4 Der elementeweise Aufbau der Matrizen und des Last-
vektors

Für ausführliche Details verweisen wir auf Kapitel 6 und die dort angegebene
Literatur, wo bereits der Aufbau dargelegt wurde. An dieser Stelle wollen wir
aus Gründen der Vollständigkeit die Berechnungsvorschriften angeben.

Der elementeweise Aufbau der Massematrix Mh

Unter Ausnutzung der Additivität des Integrals berechnen wir
∫

Ω
p̃k(x)p̃l(x) dx k, l = 1, . . . , N
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als eine Summe über alle Element-Integrale E(i)

∫

Ω
p̃k(x)p̃l(x) dx =

n∑

i=1

∫

E(i)

p̃k(x)p̃l(x) dx =
n∑

i=1

(C(i))TM (i)C(i) = Mh,

mit C(i), der Elementzusammenhangsmatrix (6.1), die jede Element-Massematrix
M (i) an die richtige Stelle (Knoten-Position) in der globalen Massematrix Mh

einfügt. Zur Vereinfachung definieren wir ϕ̃ := [ϕ0 hψ0 ϕ1 hψ1] = [ϕ̃1 ϕ̃2 ϕ̃3 ϕ̃4]
und für die einzelnen Einträge in der Element-Massematrix M (i) ∈ R4,4 folgt,

M
(i)
kl =

∫

Ê
ϕ̃k(ξ)ϕ̃l(ξ)h dξ,

für k, l = 1, . . . , 4.

Der elementeweise Aufbau der gewichteten Massematrix MΘ
h

Dieser Aufbau ist fast analog zur Massematrix Mh mit dem Unterschied, dass
wir den diskreten Nemytskij-Operator Θ(uh) berücksichtigen. Es folgt unter
Benutzung der Additivität:

∫

Ω
Θ(uh)p̃k(x)p̃l(x)dx =

n∑

i=1

∫

E(i)

Θ(uh)p̃k(x)p̃l(x)dx =

n∑

i=1

(C(i))TM
(i)
Θ C(i) = MΘ

h

und für die Einträge in der Θ-gewichteten Element-Massematrix gilt:

M
Θ(i)
kl =

∫

Ê
Θ(uh)(ξ)ϕ̃k(ξ)ϕ̃l(ξ)h dξ

für k, l = 1, . . . , 4.

Der elementeweise Aufbau der Steifigkeitsmatrix Kh

Der Aufbau der zeitunabhängigen Steifigkeitsmatrix Kh ist komplett analog
zu der Nebenbedingung im stationären Fall und wir verweisen deshalb auf die
Darlegungen im Kapitel 6.

Der elementeweise Aufbau des Lastvektors Fh

Der Lastvektor ist in diesem Falle von der Zeit t abhängig, wobei nur Kraftein-
wirkungen fz an den diskreten Zeiten tm von Interesse sind. Es gilt für jede
Zeitschicht tm und über alle Elemente E(i) summiert:

R

∫

Ω
fz(x, tm)p̃ dx =

n∑

i=1

(C(i))T f (i)

mit

f (i) =

[∫

Ê
Rfz(x(ξ), tm)ϕ̃l(ξ)h dξ

]4

l=1

.

Für Informationen zum Einbau der Randbedingungen in die Matrix A, die ver-
wendete numerische Integrations-Quadraturformel sowie das Verfahren zum Lö-
sen des Gleichungssystems AWm

h = Bm−1 verweisen wir auf die Ausführungen
im Kapitel 6 Abschnitt (6.1.5) und die dort angegebene Literatur.
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7.2 Implementierung und numerische Lösung der voll-
ständigen Nebenbedingung

In der vollständigen Nebenbedingung ist das Beschleunigungs-Biegemoment,
welches wir bei der modifizierten Nebenbedingung vernachlässigt haben, ent-
halten. Wir suchen eine Lösung w = w(x, t), (x, t) ∈ Q, welche die partielle
Differenzialgleichung

Θ(u)∂2
tws − ∂x(Υ(u)∂2

t ∂xw) + ∂2
x(Φ(u)∂

2
xw) + Ψ(u)w = Rfz

RB: w|Σ = ∂2
xw|Σ = 0

AB: w(·, 0) = ∂tw(·, 0) = 0

erfüllt. Analog zur modifizierten Nebenbedingung setzen wir ∂tw = y und er-
halten ein System von zwei partiellen Differenzialgleichungen erster Ordnung
bezüglich der Zeit t:

∂tw − y = 0

Θ(u)∂ty − ∂x(Υ(u)∂x∂ty) + ∂2
x(Φ(u)∂

2
xw) + Ψ(u)w = Rfz

RB: y|Σ = w|Σ = ∂2
xy|Σ = ∂2

xw|Σ = 0

AB: y(·, 0) = w(·, 0) = 0.

Die Vorgehensweise ist analog zur modifizierten Nebenbedingung und wir ge-
hen lediglich auf Implementierungs-Unterschiede ein. Wir gehen zunächst zur
Variationsformulierung über,

∫

Ω
{∂twv − yv} dx = 0

AB:
∫

Ω
y(x, 0)v(x) dx = 0

∫

Ω
{Θ(u)∂tyv +Υ(u)∂x∂tydxv +Φ(u)∂2

xwd
2
xv +Ψ(u)wv} dx

= R

∫

Ω
fzv dx

AB:
∫

Ω
w(x, 0)v(x) dx = 0.

Jetzt diskretisieren wir bezüglich der Zeit t und benutzen die Differenzen-
Quotienten zur Approximation der Zeitableitungen. Auch bei der vollständigen
Nebenbedingung nutzen wir das Crank-Nicolson-Verfahren:

∫

Ω

{
(wm − wm−1)v − τ

2
(ym + ym−1)v

}
dx = 0

AB:
∫

Ω
y(x, 0)v(x) dx = 0

∫

Ω

{
Θ(u)(ym − ym−1)v +Υ(u)∂x(y

m − ym−1)dxv

+
τ

2
Φ(u)∂2

x(w
m + wm−1)d2xv +

τ

2
Ψ(u)(wm + wm−1)v

}
dx

=
Rτ

2

∫

Ω
(fm

z + fm−1
z )v dx

AB:
∫

Ω
w(x, 0)v(x) dx = 0.
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In diesem Schema nutzen wir den Hermite-Interpolationsansatz (7.2) für die
Funktionen wm bzw. ym und die lineare Interpolationsformel für die Steuerung
u, siehe Abschnitt (6.1.4).

Damit können wir zur volldiskreten Ersatzaufgabe für die vollständige Neben-
bedingung mit beliebigen Funktionen vh ⊂ Vh übergehen: Suche Funktionen
wm
h , ymh , welche die Gleichungen:

∫

Ω

{
(wm

h − wm−1
h )vh − τ

2
(ymh + ym−1

h )vh

}
dx = 0

AB:
∫

Ω
y0h(x, t0)vh(x) dx = 0

∫

Ω

{
Θ(uh)(y

m
h − ym−1)vh +Υ(uh)∂x(y

m
h − ym−1

h )dxvh

+
τ

2
Φ(uh)∂

2
x(w

m
h + wm−1

h )d2xvh +
τ

2
Ψ(uh)(w

m
h + wm−1

h )vh

}
dx

=
Rτ

2

∫

Ω
(fm

z + fm−1
z )vh dx

AB:
∫

Ω
w0
h(x, t0)vh(x) dx = 0

für alle vh ∈ Vh und in allen Zeit-Gitterpunkten tm erfüllen. Für die belie-
bigen Funktionen vh setzen wir die Knotenbasis-Funktionen ein und mit den
Vereinbarungen (7.3) folgt:

N∑

j=1

[
(wm

j − wm−1
j )

∫

Ω
p̃j p̃i dx− τ

2
(ymj + ym−1

j )

∫

Ω
p̃j p̃i dx

]
= 0

AB:
N∑

j=1

[
y0j

∫

Ω
p̃j p̃i dx

]
= 0

N∑

j=1

[
(ymj − ym−1

j )

∫

Ω
{Θ(uh)p̃j p̃i +Υ(uh)dxp̃jdxp̃i} dx

]

+
τ

2

N∑

j=1

[
(wm

j + wm−1
j )

∫

Ω
{Φ(uh)d2xp̃jd2xp̃i +Ψ(uh)p̃j p̃i} dx

]

=
Rτ

2

∫

Ω
{fz(x, tm) + fz(x, tm−1)}p̃i dx

AB:
N∑

j=1

[
w0
j

∫

Ω
p̃j p̃i dx

]
= 0.

Für die numerische Implementierung des Beschleunigungs-Biegemomentes defi-
nieren wir die Laplacematrix Gh:

Gh = [Gkl]
N
k,l=1 =

[∫

Ω
Υ(uh)dxp̃k(x)dxp̃l(x) dx

]N

k,l=1

, (7.5)

welche wir analog zu den bereits betrachten Matrizen Mh,M
Θ
h bzw. Kh imple-

mentieren. Mit den zugehörigen Knotenparameter-Vektoren mit Y m
h = ỹmh bzw.

Wm
h = w̃m

h für alle Zeitschichten tm und den definierten Matrizen (7.4) und
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(7.5) gilt in der Matrix-Vektor-Notation:

MhW
m
h = MhW

m−1
h +

τ

2
Mh(Y

m
h + Y m−1

h )

=⇒ Wm
h = Wm−1

h +
τ

2
(Y m

h + Y m−1
h )

(MΘ
h +Gh)Y

m
h = (MΘ

h +Gh)Y
m−1
h − τ

2
Kh(W

m
h +Wm−1

h ) +
τ

2
(Fm

h + Fm−1
h ).

Wir setzen BΘΥ
h := MΘ

h + Gh und stellen diese Gleichungen nach den unbe-
kannten Knotenparametern der Zeitschichten tm um,

(
BΘΥ

h +
τ2

4
Kh

)
Wm

h =

(
BΘΥ

h − τ2

4
Kh

)
Wm−1

h + τBΘΥ
h Y m−1

h

+
τ2

4
(Fm

h + Fm−1
h )

Y m
h =

2

τ
(Wm

h −Wm−1
h )− Y m−1

h .

Aus diesen Gleichungen und den Anfangsbedingungs-Vektoren Y 0
h = W 0

h = 0
können wir die unbekannten Knotenparameter pro Zeitschicht tm berechnen.

Fazit:Wir müssen pro Zeitschicht tm zwei Gleichungen für die modifizierte bzw.
vollständige Nebenbedingung lösen und erhalten als Lösung näherungsweise die
diskreten Knotenparameter w(xi, tj), ∂xw(xi, tj), y(xi, tj) = ∂tw(xi, tj) sowie
∂xy(xi, tj) = ∂t∂xw(xi, tj) im Gitterknotenpunkt (xi, tj) für alle i = 0, . . . , n
und j = 1, . . . ,m, die wir für die Implementierung der Zielfunktionale bei den
Problemen A-D und für die notwendige Bedingung erster Ordnung benötigen.

7.3 Implementierungen und numerische Lösungen der
adjungierten Gleichungen

Für die effiziente Darstellung der notwendigen Bedingung erster Ordnung benö-
tigen wir die adjungierten Gleichungen. Die Diskretisierung dieser Gleichungen
verläuft fast analog zu der modifizierten bzw. vollständigen Nebenbedingung.
Wir verwenden ebenfalls für die Ortsdiskretisierung die Finite Elemente Metho-
de und für die Zeit-Diskretisierung ein σ-gewichtetes Schema und speziell das
Crank-Nicolson-Verfahren. Die adjungierten Gleichungen für die Probleme A-D
sind rückwärts-gestellte Probleme, dies hat natürlich wesentlichen Einfluss auf
die resultierenden Gleichungen und deren Bestimmung einer Näherungslösung.

7.3.1 Implementierung der adjungierten Gleichung für das Pro-
blem A

Wir suchen die Lösung pA = pA(x, t), (x, t) ∈ Q des Endwert-Randwertproblems:

Θ(u)∂2
t pA + ∂2

x(Φ(u)∂
2
xpA) + Ψ(u)pA = 0

RB: pA|Σ = ∂2
xpA|Σ = 0

EB: pA(·, T ) = 0 Θ(u)∂tpA(·, T ) = −1.

Analog zu den Zustands-Gleichungen setzen wir ∂tpA = yA und transformie-
ren die adjungierte Gleichung für das Problem A in ein System von partiellen
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Differenzialgleichungen erster Ordnung bezüglich der Zeit:

∂tpA − yA = 0

Θ(u)∂tyA + ∂2
x(Φ(u)∂

2
xpA) + Ψ(u)pA = 0

RB: pA|Σ = yA = ∂2
xpA|Σ = ∂2

xyA|Σ = 0

EB: pA(·, T ) = 0 Θ(u)yA(·, T ) = −1.

Somit haben wir zwei rückwärts gestellte Probleme in der Zeit vorliegen. Zu-
nächst diskretisieren wir die Zeit (7.1) analog zu den Nebenbedingungen, wobei
wir auf die spezielle Art der Probleme für den Moment keine Rücksicht nehmen
und gehen zur Variationsformulierung bezüglich des Ortes über:

∫

Ω
{∂tpA − yA}v dx = 0

∫

Ω
{∂tyAv +Φ(u)∂2

xpAd
2
xv +Ψ(u)pAv} dx = 0

EB:
∫

Ω
pA(x, T )v(x) dx = 0

∫

Ω
Θ(u)yA(x, T )v(x) dx =

∫

Ω
−v(x) dx.

Für die Funktionen pA und yA verwenden wir den Hermite-Interpolationsansatz
(7.2) und formulieren die volldiskrete Ersatzaufgabe: Finde Funktionen pmAh, y

m
Ah,

welche die Gleichungen
∫

Ω

{
(pmAh − pm−1

Ah )vh − τ

2
(ymAh + ym−1

Ah )vh

}
dx = 0

EB:
∫

Ω
pMAh(x, tM )vh(x) dx = 0

∫

Ω

{
Θ(uh)(y

m
Ah − ym−1

Ah )vh +
τ

2
Φ(uh)∂

2
x(p

m
Ah + pm−1

Ah )d2xvh

+
τ

2
Ψ(uh)(p

m
Ah + pm−1

Ah )vh

}
dx = 0

EB:
∫

Ω
Θ(uh)y

M
Ah(x, tM )vh(x) dx = −

∫

Ω
vh(x) dx.

für alle vh ∈ Vh und in allen Zeit-Gitterpunkten tm erfüllen. Analog zu den
Zustandsgleichungen wählen wir für die beliebigen Funktion vh ⊂ Vh unsere
Knotenbasisfunktionen pj , qj aus. Mit den Vereinbarungen (7.3) folgt:

N∑

j=1

[
(p̃mAj − p̃m−1

Aj )

∫

Ω
p̃j p̃i dx− τ

2
(ỹmAj + ỹm−1

Aj )

∫

Ω
p̃j p̃i dx

]
= 0

EB:
N∑

j=1

[
p̃MAj

∫

Ω
p̃j p̃i dx

]
= 0

N∑

j=1

[
(ỹmAj − ỹm−1

Aj )

∫

Ω
Θ(uh)p̃j p̃i dx

]
+

τ

2





N∑

j=1

[
(p̃mAj + p̃m−1

Aj )

∫

Ω
Φ(uh)d

2
xp̃jd

2
xp̃i +Ψ(uh)p̃j p̃i dx

]
 = 0

EB:
N∑

j=1

[
ỹMAj

∫

Ω
Θ(uh)p̃j p̃i dx

]
= −

∫

Ω
p̃i dx.
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Unter Verwendung der definierten Matrizen (7.4) und mit Definition des End-
bedingungs-Vektor Qh:

Qh := [Qi]
N
i=1 =

[∫

Ω
−p̃i(x) dx

]N

i=1

können wir das Problem in Matrix-Vektor-Notation

MhP
m
Ah −MhP

m−1
Ah =

τ

2
Mh(Y

m
Ah + Y m−1

Ah )

=⇒ Pm−1
Ah = Pm

Ah −
τ

2
(Y m

Ah + Y m−1
Ah )

MΘ
h Y m

Ah −MΘ
h Y m−1

Ah = −τ

2
Kh(P

m
Ah + Pm−1

Ah ),

mit Knotenparameter-Vektoren Pm
Ah = p̃mA und Y m

Ah = ỹmA für alle diskreten Zeit-
schichten tm darstellen. Es liegt ein rückwärts gestelltes Problem in der Zeit vor
und damit ist immer die Zeitschicht tm−1 und die zugehörigen Knotenparameter-
Vektoren von Interesse. Wir stellen deshalb unsere Gleichungen um zu:

(
MΘ

h +
τ2

4
Kh

)
Y m−1
Ah =

(
MΘ

h − τ2

4
Kh

)
Y m
Ah + τKhP

m
Ah

Pm−1
Ah = Pm

Ah −
τ

2
(Y m

Ah + Y m−1
Ah ).

Für die Diskretisierung der Endbedingungen gilt:

pA(·, T ) = 0 =⇒ PM
Ah = ~0 und Θ(u)yA(·, T ) = −1 =⇒ Y M

Ah = (MΘ
h )−1Qh.

Bei den Endbedingungen haben wir ebenfalls benutzt, dass für die Funktion
p(·, T ) = 0 auch ∂xp(·, T ) = 0 gilt. Mit dieser Diskretisierung und den da-
mit verbundenen linearen Gleichungssystemen können wir bei den vorgegebe-
nen Endwerten problemlos die Knotenparameter-Vektoren der vorangegangen
Zeitschichten tm−1 berechnen.

7.3.2 Implementierung der adjungierten Gleichung für das Pro-
blem B

Wir suchen die Lösung pB = pB(x, t), (x, t) ∈ Q des Endwert-Randwertproblems:

Θ(u)∂2
t pB − ∂x(Υ(u)∂2

t ∂xpB) + ∂2
x(Φ(u)∂

2
xpB) + Ψ(u)pB = 0

RB: pB|Σ = ∂2
xpB|Σ = 0

EB: pB(·, T ) = 0 Θ(u)∂tpB(·, T )− ∂x(Υ(u)∂x∂tpB(·, T )) = −1.

Nach Definition von ∂tpB =: yB und Transformation der adjungierten Gleichung
für das Problem B in ein System von partiellen Differenzialgleichungen erster
Ordnung bezüglich der Zeit folgt:

∂tpB − yB = 0

Θ(u)∂tyB − ∂x(Υ(u)∂x∂tyB) + ∂2
x(Φ(u)∂

2
xpB) + Ψ(u)pB = 0

RB: yB|Σ = pB|Σ = ∂2
xyB|Σ = ∂2

xpB|Σ = 0

EB: pB(·, T ) = 0 Θ(u)yB(·, T )− ∂x(Υ(u)∂xyB(·, T )) = −1.
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Analog zu der Implementierung der adjungierten Gleichung für das Problem A
stellen wir die Variationsformulierung bezüglich des Ortes für das System auf:∫

Ω
{∂tpB − yB}v dx = 0

∫

Ω
{Θ(u)∂tyBv +Υ(u)∂x∂tyBdxv +Φ(u)∂2

xpBd
2
xv +Ψ(u)pBv} dx = 0

EB:
∫

Ω
pB(x, T )v(x) dx = 0

∫

Ω
{Θ(u)yB(x, T )v(x) + Υ(u)∂xyB(x, T )dxv(x)} dx =

∫

Ω
−v(x) dx.

Für die Funktionen pB und yB verwenden wir den Hermite-Interpolationsansatz
(7.2) und gehen zur volldiskreten Ersatzaufgabe über: Finde Funktionen pmBh, y

m
Bh,

welche die Gleichungen∫

Ω

{
(pmBh − pm−1

Bh )vh − τ

2
(ymBh + ym−1

Bh )vh

}
dx = 0

EB:
∫

Ω
pMBh(x, tM )vh(x) dx = 0

∫

Ω

{
Θ(uh)(y

m
Bh − ym−1

Bh )vh +Υ(uh)∂x(y
m
Bh − ym−1

Bh )dxvh

+
τ

2
Φ(uh)∂

2
x(p

m
Bh + pm−1

Bh )d2xvh +
τ

2
Ψ(uh)(p

m
Bh + pm−1

Bh )vh

}
dx = 0

EB:
∫

Ω
{Θ(uh)y

M
Bh(x, tM )vh(x) + Υ(uh)∂xy

M
Bh(x, tM )dxvh(x)} dx

= −
∫

Ω
vh(x) dx

für alle vh ∈ Vh und in allen Zeit-Gitterpunkten tm erfüllen. Als Testfunktionen
vh verwenden wir unsere Knotenbasis-Funktionen und mit den Vereinbarungen
(7.3) folgt

N∑

j=1

[
(p̃mBj − p̃m−1

Bj )

∫

Ω
p̃j p̃i dx− τ

2
(ỹmBj + ỹm−1

Bj )

∫

Ω
p̃j p̃i dx

]
= 0

EB:
N∑

j=1

[
p̃MBj

∫

Ω
p̃j p̃i dx

]
= 0

N∑

j=1

[
(ỹmBj − ỹm−1

Bj )

{∫

Ω
{Θ(uh)p̃j p̃i +Υ(uh)dxp̃jdxp̃i} dx

}]

+
τ

2





N∑

j=1

[
(p̃mBj + p̃m−1

Bj )

∫

Ω
{Φ(uh)d2xp̃jd2xp̃i dx+Ψ(uh)p̃j p̃i} dx

]
 = 0

EB:
N∑

j=1

[
ỹMBj

{∫

Ω
Θ(uh)p̃j p̃i dx+

∫

Ω
Υ(uh)dxp̃jdxp̃i dx

}]
= −

∫

Ω
p̃i dx.

Unter Verwendung der definierten Matrizen können wir das Problem in Matrix-
Vektor-Notation,

MhP
m
Bh −MhP

m−1
Bh =

τ

2
Mh(Y

m
Bh + Y m−1

Bh )

=⇒ Pm−1
Bh = Pm

Bh −
τ

2
(Y m

Bh + Y m−1
Bh )

BΘΥ
h Y m

Bh = BΘΥ
h Y m−1

Bh − τ

2
Kh(P

m
Bh + Pm−1

Bh ),
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aufschreiben mit definierten Knotenparameter-Vektoren Pm
Bh = p̃mB und

Y m
h = ỹmB für alle diskreten Zeitschichten tm. Die Knotenparameter-Vektoren

der Zeitschicht tm−1 sind für uns von Interesse und wir formen unsere Gleichun-
gen um zu:

(
BΘΥ

h +
τ2

4
Kh

)
Y m−1
Bh =

(
BΘΥ

h − τ2

4
Kh

)
Y m
Bh + τKhP

m
Bh

Pm−1
Bh = Pm

Bh −
τ

2
(Y m

Bh + Y m−1
Bh ).

Bemerkung zur Diskretisierung der Endbedingung

Die erste Endbedingung ist analog zur Problemstellung A und es gilt:

pB(·, T ) = 0 =⇒ PM
Bh = ~0.

Die zweite Endbedingung
∫

Ω
{Θ(u)yB(x, T )z(x) + Υ(u)∂xyB(x, T )dxz(x)} dx =

∫

Ω
−z(x) dx (7.6)

für alle z ∈ V1 ist in der Berechnungsweise komplexer. Hier muss ein Rand-
wertproblem gelöst werden. Wir hatten für diese Endbedingung ∂tpB(·, T ) ∈ V1

gefordert, was nach Satz (6.1.2) bezüglich der Diskretisierung C0-Elemente nach
sich ziehen würde. Für die Lösung der volldiskreten Ersatzaufgabe benötigen
wir jedoch auch die erste Ableitung bezüglich x der Funktion yB(·, T ) pro Kno-
ten im Knotenparameter-Vektor Y M

Bh. Diese Ableitungen könnten wir im An-
schluss an die numerische Bestimmung der Lösung des Randwerproblems (7.6)
interpolieren. Wir gehen einen anderen Weg, indem wir gleich den Hermite-
Interpolationsansatz verwenden, bekommen wir diese Ableitungen sofort berech-
net. Dies stellt natürlich eine Einschränkung an die Wahl der Testfunktionen
z dar und hat approximative Auswirkungen auf die Lösung. Durch Erfüllung
der Voraussetzung des Regularitätssatzes und dessen Anwendung können wir
aber auch ∂tpB(·, T ) ∈ V erwarten. Damit ist diese Vorgehensweise, der Benut-
zung des Hermite-Interpolationsansatzes, gerechtfertigt und wir bestimmen eine
Näherungslösung Y M

Bh aus
BΘΥ

h Y M
Bh = Qh,

welche wir zur Lösung der adjungierten Gleichung für das Problem B verwenden.

7.3.3 Implementierung der adjungierten Gleichung für das Pro-
blem C

Die Probleme C und D sind fast analog zu den Zustandsgleichungen für die
modifizierte bzw. vollständige Nebenbedingung. Der Hauptunterschied besteht
darin, dass wir jetzt rückwärtsgestellte Probleme in der Zeit lösen. Dies hat
natürlich Auswirkung auf die Berechnungs-Schemata der Näherungslösungen
der adjungierten Gleichungen für diese Probleme.

Wir suchen die Lösung pC = pC(x, t), (x, t) ∈ Q des Endwert-Randwertproblems:

Θ(u)∂2
t pC + ∂2

x(Φ(u)∂
2
xpC) + Ψ(u)pC = fz

RB: pC |Σ = ∂2
xpC |Σ = 0

EB: pC(·, T ) = 0 ∂tpC(·, T ) = 0
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und setzen analog zu den Zustandsgleichungen ∂tpC = yC . Wir transformie-
ren wieder in ein System von partiellen Differenzialgleichungen erster Ordnung
bezüglich der Zeit:

∂tpC − yC = 0

Θ(u)∂tyC + ∂2
x(Φ(u)∂

2
xpC) + Ψ(u)pC = fz

RB: yC |Σ = pC |Σ = ∂2
xyC |Σ = ∂2

xpC |Σ = 0

EB: pC(·, T ) = 0 yC(x, T ) = 0.

Nach dem Übergang zur Variationsformulierung,

∫

Ω
{∂tpC − yC}v dx = 0

∫

Ω
{Θ(u)∂tyCv +Φ(u)∂2

xpCd
2
xv +Ψ(u)pCv} dx =

∫

Ω
fzv dx

EB:
∫

Ω
pC(x, T )v(x) dx = 0

∫

Ω
Θ(u)yC(x, T )v dx = 0,

und Verwendung des Hermite-Interpolationsansatzes (7.2) für die Funktionen pC
und yC folgt die volldiskrete Ersatzaufgabe: Finde Funktionen pmCh, y

m
Ch, welche

die Gleichungen

∫

Ω

{
(pmCh − pm−1

Ch )vh − τ

2
(ymCh + ym−1

Ch )vh

}
dx = 0

EB:
∫

Ω
pMCh(x, tM )vh(x) dx = 0

∫

Ω

{
Θ(uh)(y

m
Ch − ym−1

Ch )vh +
τ

2
Φ(uh)∂

2
x(p

m
Ch + pm−1

Ch )d2xvh

+
τ

2
Ψ(uh)(p

m
Ch + pm−1

Ch )vh

}
dx =

τ

2

∫

Ω
(fm

z + fm−1
z )vh dx

EB:
∫

Ω
yMCh(x, tM )vh(x) dx = 0.

für alle vh ∈ Vh und in allen Zeit-Gitterpunkten tm erfüllen. Für die beliebi-
gen Funktion vh verwenden wir die Knotenbasisfunktionen pj , qj und mit den
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Vereinbarungen (7.3) folgt

N∑

j=1

[
(p̃mCj − p̃m−1

Cj )

∫

Ω
p̃j p̃i dx− τ

2
(ỹmCj + ỹm−1

Cj )

∫

Ω
p̃j p̃i dx

]
= 0

EB:
N∑

j=1

[
p̃MCj

∫

Ω
p̃j p̃i dx

]
= 0

N∑

j=1

[
(ỹmCj − ỹm−1

Cj )

∫

Ω
Θ(u)p̃j p̃i dx

]

+
τ

2





N∑

j=1

[
(p̃mCj + p̃m−1

Cj )

∫

Ω
{Φ(uh)d2xp̃jd2xp̃i dx+Ψ(uh)p̃j p̃i} dx

]


=
τ

2

∫

Ω
{fz(x, tm) + fz(x, tm−1)}p̃i dx

EB:
N∑

j=1

[
ỹMCj

∫

Ω
p̃j p̃i dx

]
= 0.

Mit den definierten Matrizen (7.4) gilt in Matrix-Vektor-Notation

MhP
m
Ch −MhP

m−1
Ch =

τ

2
Mh(Y

m
Ch + Y m−1

Ch )

=⇒ Pm−1
Ch = Pm

Ch −
τ

2
(Y m

Ch + Y m−1
Ch )

MΘ
h Y m

Ch −MΘ
h Y m−1

Ch = −τ

2
Kh(P

m
Ch + Pm−1

Ch ) +
τ

2R
(Fm

h + Fm−1
h )

mit den Knotenparameter-Vektoren Pm
Ch = p̃mC und Y m

Ch = ỹmC für alle diskreten
Zeitschichten tm. Diese Gleichungen stellen wir nach Pm−1

Ch bzw. Y m−1
Ch um:

(
MΘ

h +
τ2

4
Kh

)
Y m−1
Ch =

(
MΘ

h − τ2

4
Kh

)
Y m
Ch + τKhP

m
Ch −

τ

2R
(Fm

h + Fm−1
h )

Pm−1
Ch = Pm

Ch −
τ

2
(Y m

Ch + Y m−1
Ch )

und für die Endbedingungen folgt:

pC(·, T ) = 0 =⇒ PM
Ch = ~0 und yCh(·, T ) = 0 =⇒ Y M

Ch = ~0.

Mit diesen Gleichungen können wir eine Näherungslösung für die adjungierte
Gleichung des Problems C berechnen.

7.3.4 Implementierung der adjungierten Gleichung für das Pro-
blem D

Wir suchen die Lösung pD = pD(x, t), (x, t) ∈ Q des Endwert-Randwertproblems:

Θ(u)∂2
t pD − ∂x(Υ(u)∂2

t ∂xpD) + ∂2
x(Φ(u)∂

2
xpD) + Ψ(u)pD = fz

RB: pD|Σ = ∂2
xpD|Σ = 0

EB: pD(·, T ) = ∂tpD(·, T ) = 0

und setzen ∂tpD = yD. Nach der Transformation in ein System von partiellen
Differenzialgleichungen erster Ordnung bezüglich der Zeit t und dem Übergang
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zur Variationsformulierung folgt:
∫

Ω
{∂tpD − yD}v dx = 0

∫

Ω
{Θ(u)∂tyDv +Υ(u)∂t∂xyDdxv +Φ(u)∂2

xpDd
2
xv +Ψ(u)pDv} dx

=

∫

Ω
fzv dx

EB:
∫

Ω
pD(x, T )v(x) dx = 0

∫

Ω
yD(x, T )v dx = 0.

Für die Funktionen pD und yD verwenden wir den Hermite-Interpolationsansatz
(7.2) und gehen zur volldiskreten Ersatzaufgabe über: Finde Funktionen pmDh, y

m
Dh,

welche die Gleichungen
∫

Ω

{
(pmDh − pm−1

Dh )vh − τ

2
(ymDh + ym−1

Dh )vh

}
dx = 0

EB:
∫

Ω
pMDh(x, tM )vh(x) dx = 0

∫

Ω

{
Θ(uh)(y

m
Dh − ym−1

Dh )vh +Υ(uh)∂x(y
m
Dh − ym−1

Dh )dxvh

+
τ

2
Φ(uh)∂

2
x(p

m
Dh + pm−1

Dh )d2xvh +
τ

2
Ψ(uh)(p

m
Dh + pm−1

Dh )vh

}
dx

=
τ

2

∫

Ω
(fz(x, tm−1) + fz(x, tm))vh dx

EB:
∫

Ω
yMDh(x, tM )vh(x) dx = 0

für alle vh ∈ Vh und in allen Zeit-Gitterpunkten tm erfüllen. Mit den Vereinba-
rungen (7.3) und Verwendung der definierten Matrizen (7.4) und (7.5) schreiben
wir das Problem in Matrix-Vektor-Notation auf,

MhP
m
Dh −MhP

m−1
Dh =

τ

2
Mh(Y

m
Dh + Y m−1

Dh )

=⇒ Pm−1
Dh = Pm

Dh −
τ

2
(Y m

Dh + Y m−1
Dh )

BΘΥ
h (Y m

Dh − Y m−1
Dh ) = −τ

2
Kh(P

m
Ch + Pm−1

Ch ) +
τ

2R
(Fm

h + Fm−1
h )

mit den Knotenparameter-Vektoren Pm
Dh = p̃mD und Y m

Dh = ỹmD für alle diskreten
Zeitschichten tm. Wir stellen unsere Gleichungen nach Pm−1

Dh bzw. Y m−1
Dh um:

(
BΘΥ

h +
τ2

4
Kh

)
Y m−1
Dh =

(
BΘΥ

h − τ2

4
Kh

)
Y m
Dh + τKhP

m
Dh

− τ

2R
(Fm

h + Fm−1
h )

Pm−1
Dh = Pm

Dh −
τ

2
(Y m

Dh + Y m−1
Dh )

und für die Endbedingungen folgt analog zu Problem C:

pD(·, T ) = 0 =⇒ PM
Dh = ~0 yDh(·, T ) = 0 =⇒ Y M

Dh = ~0.

Mit diesem Berechnungs-Schema können wir eine Näherungslösung für die ad-
jungierte Gleichung des Problems D bestimmen.
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Fazit: Mit diesen Berechnungs-Schemata der adjungierten Gleichungen für die
Probleme A-D können wir die diskreten Knotenparameter p(xi, tj), ∂xp(xi, tj),
y(xi, tj) = ∂tp(xi, tj) und ∂xy(xi, tj) = ∂x∂tp(xi, tj) für jeden Gitterknoten-
punkt (xi, tj) für alle i = 0, . . . , n und j = 0, . . . ,m− 1 näherungsweise berech-
nen. Diese Knotenparameter werden für die Implementierung und die Auswer-
tung der notwendigen Bedingung erster Ordnung benötigt.

7.4 Numerische Implementierung der Zielfunktionale
der Probleme A-D

Für die direkte Lösung der Probleme A-D sind die Ausgangspunkte die zu-
standsreduzierten Probleme, Kapitel 5 Abschnitt 5.10. Diese Probleme werden
durch die Diskretisierung in ein endlich dimensionales Optimierungsproblem
transformiert und mittels eines Optimierungs solvers gelöst.
Die numerische Implementierung der Zielfunktionale für die Probleme A und B
unterscheidet sich nicht vom Optimalsteuerungsproblem des stationären Falls.
Diese Zielfunktionale, welche nur die Endzeit T beinhalten, werden unter Be-
nutzung des FEM-Konzeptes diskretisiert:

fAh/Bh(u) =

∫

Ω
[GA/B(u)](x) dx =

∫

Ω
w(x, T ) dx ≈

∑

E(i)

∑
xg

γgw
M
h (xg, tM )h,

mit den Gauss-Punkten xg und den Gauss-Gewichten γg. Dabei summieren wir
über alle Elemente und benutzen für jedes Element E(i) nach Transformation auf
das Referenz-Element Ê die Gauss-Quadratur-Formel. Für die diskrete Funktion
wM
h verwenden wir den Hermite-Interpolationsansatz (7.2) zum Endzeitpunkt

T .
Für die zustandsreduzierten Probleme C und D müssen wir eine Diskretisierung
bezüglich des Orts-Zeit-Gebietes verwenden.

Das Orts-Zeit-Gebiet Q wird in Vierecke E
(k)
t (Finite Elemente)

Q =

nm⋃

k=1

E
(k)
t ,

zerlegt, wobei n · m die Anzahl der verwendeten Elemente ist. Die Elemente
E

(k)
t sind mittels des Indexes k eindeutig identifizierbar. Die Vereinigung aller

Elemente E
(k)
t überdeckt das Orts-Zeit-Gebiet Q. Zwei Elemente dürfen nur

eine Kante oder einen Eckknoten gemeinsam haben und sind sonst zueinander
disjunkt, siehe Abbildung (7.1).
Wir nutzen als Referenz-Element das durch

Êt = {ξ1, ξ2 : 0 ≤ ξ1, ξ2 ≤ 1}

definierte Viereck (Quadrat). Mittels der Transformationsvorschrift (y := [x t]T )

y = y
E

(k)
t

(~ξ) = J (k)~ξ + [x(k)a t
(k)
b ]T ~ξ = ~ξ

E
(k)
t

(y) = (J (i))−1(y − [x(k)a t
(k)
b ]T ),

und der zugehörigen Umkehrabbildung wird die Abbildung des
Referenz-Elementes Êt auf ein beliebiges Viereck E

(k)
t der Vernetzung realisiert.

Die Indices a, b geben uns den ersten verwendeten Knoten im betrachteten Ele-
ment

E
(k)
t = [(x(k)a , t

(k)
b ), (x

(k)
a+1, t

(k)
b ), (x

(k)
a+1, t

(k)
b+1), (x

(k)
a , t

(k)
b+1)]
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Abbildung 7.1: Netz - Konfiguration für das Orts-Zeitgebiet Q

an. Bei uns ist die Transformationsmatrix

J (k) =

[
x
(k)
a+1 − x

(k)
a 0

0 t
(k)
b+1 − t

(k)
b

]

eine Diagonalmatrix und somit gilt

| det(J)| = |(x(k)a+1 − x(k)a )(t
(k)
b+1 − t

(k)
b )| = |h · τ |

(wegen der Verwendung von Rechteck-Elementen die nur gestaucht oder ge-
streckt werden müssen bei der Transformation). Bei äquidistanter Diskretisie-
rung bezüglich des Ortes und der Zeit (h = τ) liegen sogar Quadrate vor. Für
das zu berechnende Integral über das Orts-Zeitgebiet gilt:

∫∫

Q
F (x, t)dx dt =

nm∑

k=1

∫∫

E
(k)
t

F (x, t)dx dt =

nm∑

k=1

∫∫

Êt

F (x(ξ1), t(ξ2))|hτ |dξ1 dξ2.

Für die Funktion ws bzw. w verwenden wir den zwei-dimensionalen Hermite-
Interpolationsansatz:

w̃τ
h(x, t) =

m∑

j=0

n∑

i=0

1∑

a,b=0

αab
ij s

a
i (x)s

b
j(t) (7.7)

mit globalen Ansatzfunktionen si, sj ∈ Π3 (Polynome 3.Grades). Die Parame-
ter a, b bezeichnen die jeweilige Ableitung da

dxa ,
db

dtb
der Funktion s und unter

den Knotenparametern αab
ij verstehen wir die Ableitungen der Funktionen ws

beziehungsweise w am Gitterpunkt

α00
ij = w(xi, tj) α10

ij = ∂xw(xi, tj) α01
ij = ∂tw(xi, tj) α11

ij = ∂x∂tw(xi, tj)

am Gitterknoten. Dieser Ansatz beinhaltet die Approximation des Raumes V
bezüglich x. Durch die Verwendung des C1-Ansatz und für die Zeit t verlangen
wir ebenfalls einen C1-Ansatzes. Bezüglich der Zeit t haben wir somit eine hohe
Glattheits-Forderung vorgegeben, welche sich mit dem Satz (5.7.15) begrün-
den lässt. Durch die Benutzung der Rothe-Methode haben wir alle benötigten
Knotenparameter für diesen Ansatz berechnen können.
Die globalen Ansatzfunktionen können durch die lokalen Ansatzfunktionen be-
züglich des Elementes E

(k)
t dargestellt werden, siehe Kapitel 6 und auch [11]

S.201.
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Bemerkung 7.4.1. Durch die Wahl des Hermite-Interpolationsansatzes und
bei Verwendung von Rechteck-Elementen bei der Diskretisierung nutzen wir das
Bogner-Fox-Schmidt Element (C1-Element). Dieses Element verwendet 16 Frei-
heitsgrade (4 Werte pro Elementknoten)

w(xi, tj) ∂xw(xi, tj) ∂tw(xi, tj) ∂x∂tw(xi, tj),

welche wir aufgrund unserer Wahl der numerischen Implementierung ermittelt
haben.

Wie aus dem Ansatz (7.7) ersichtlich, können wir die lokalen Ansatzfunktio-
nen durch Linearkombination aus den 1D-Hermite-Interpolations-Polynomen
(Tensorprodukte) berechnen. Diese Tensorprodukte fließen in die Definition des
Funktionen-Vektors s̃(y):

[s00(x)s
0
0(t) s

1
0(x)s

0
0(t) s

0
0(x)s

1
0(t) s

1
0(x)s

1
0(t)︸ ︷︷ ︸

node 1

. . .

. . . s00(x)s
0
1(t) s

1
0(x)s

0
1(t) s

0
0(x)s

1
1(t) s

1
0(x)s

1
1(t)︸ ︷︷ ︸

node 4

]

= [s̃1(y), . . . s̃16(y)] =: s̃(y) (7.8)

mit (x, t) ∈ E
(k)
t unter Beachtung der zugehörigen lokalen Knotenreihenfolge ein.

Wir definieren ebenfalls den Vektor ϕ(~ξ) für die verwendeten Formfunktionen
bezüglich des Referenz-Elementes Êt:

[φ0(ξ1)φ0(ξ2) hψ0(ξ1)φ0(ξ2) τφ0(ξ1)ψ0(ξ2) hτψ0(ξ1)ψ0(ξ2)︸ ︷︷ ︸
node 1

. . .

. . . φ0(ξ1)φ1(ξ2) hψ0(ξ1)φ1(ξ2) τφ0(ξ1)ψ1(ξ2) hτψ0(ξ1)ψ1(ξ2)︸ ︷︷ ︸
node 4

]

= [ϕ̃1(~ξ), . . . ϕ̃16(~ξ)] =: ϕ̃(~ξ). (7.9)

Dieser Formfunktionen-Vektor kann auch über Linearkombinationen aus den
1D-Hermite-Formfunktionen berechnet werden. Die bereits im Kapitel 6 be-
schriebene Gewichtung der Formfunktionen bezüglich der Ableitungen x und t
ist auch in diesem Vektor ϕ̃ berücksichtigt worden. Die Knotenparameter ordnen
wir in dem Vektor W (k) ∈ R16 unter Berücksichtigung der lokalen Elementnum-
merierung (x1, t1), . . . , (x4, t4):

W (k) := [w(x1, t1) ∂xw(x1, t1) ∂tw(x1, t1) ∂x∂tw(x1, t1) . . .

. . . w(x4, t4) ∂xw(x4, t4) ∂tw(x4, t4) ∂x∂tw(x4, t4)] (7.10)

an. Für die Zielfunktionale der Zustandsreduzierten Probleme C und D folgt
mit diesen Definitionen:

fCh/Dh(u) =

∫∫

Q
fzws/ dx dt ≈

∑

E
(k)
t

∑
xg ,tg

γ̃gfz(x̃g, t̃g)w̃
τ
h(xg, tg)hτ

=
∑

E
(k)
t

∑
xg ,tg

γ̃gfz(x̃g, t̃g)W
(k)(ϕ̃(xg, tg))

Thτ,

mit den Gauss-Punkten xg, tg im Referenz-Element Êt, den Gauss-Punkten
x̃g, t̃g im betrachteten Element E(k)

t und den zugehörigen Gauss-Gewichten γ̃g.
Wie im stationären Fall transformieren wir auf das Referenz-Element Êt, nut-
zen die Gauss-Quadraturformel und summieren über alle Elemente E

(k)
t . Der

in diesem Abschnitt verwendete Ansatz für den Zustand und die zugehörigen
Vereinbarungen werden auch für den adjungierten Zustand verwendet.
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7.5 Numerische Implementierungen der Ableitungen
der Zielfunktionale der Probleme A-D

Analog zum stationären Fall implementieren wir die Ableitungen der Zielfunk-
tionale mittels der FEM-Technik, um die Laufzeit des Optimierungs solvers zu
verbessern. Auch im Hinblick auf die Auswertung der notwendigen Bedingung
erster Ordnung werden diese Ableitungen mit den jeweiligen Modifikationen
benötigt. Mit den Definitionen des letzten Abschnittes sind diese Ableitungen
(Gradienten) relativ einfach zu implementieren. Wir unterscheiden zwischen den
Problemen A/C und B/D.

7.5.1 Die Gradienten für die Zielfunktionale der Probleme A
und C

Aus Kapitel 5 Abschnitt 5.10 folgt für die Ableitung der Zielfunktionale:

f ′
A/C(u)z =

∫∫

Q
{Θ′(u)∂tws∂tpA/C − Φ′(u)∂2

xws∂
2
xpA/C −Ψ′(u)wspA/C}z dx dt

mit beliebigen Richtungen z ∈ L∞(Ω). Wir nutzen ebenfalls für die Steuerung
die lineare Interpolationsformel:

uh(·) =
n∑

j=0

ujlj(·)

mit stückweise linearen Ansatzfunktionen lj . Hierbei müssen wir beachten, dass
die Steuerung u unabhängig von der Zeit t ist. Mit diesem Ansatz für die Steue-
rung u folgt nach Transformation auf das Referenz-Element Êt für die Ableitung
der Nemytskij-Operatoren:

Θ′(uh)|Êt
= ρR

Υ′(uh)|Êt
=

R

4

(
1∑

k=0

ũkφk(ξ)

)2

Φ′(uh)|Êt
=

(2µ+ λESZ)R

4

(
1∑

k=0

ũkφk(ξ)

)2

Ψ′(uh)|Êt
=

(2µ+ λESZ)

4R3


4R2 +

(
1∑

k=0

ũkφk(ξ)

)2

 ,

mit den Werten ũk aus dem aktuell verwendeten Element E(k)
t . Diese Diskreti-

sierung ist unabhängig von der Zeit t.
Wir gehen zur diskreten Variante der Ableitungen der Zielfunktionale über:

∇fAh/Ch(uh)zh =

∫∫

Q
{Θ′(uh)∂tw̃τ

h∂tp̃
τ
Ah/Ch − Φ′(uh)∂2

xw̃
τ
h∂

2
xp̃

τ
Ah/Ch

−Ψ′(uh)w̃τ
hp̃

τ
Ah/Ch}zh dx dt

=
nm∑

k=1

∫∫

E
(k)
t

{Θ′(uh)∂tw̃τ
h∂tp̃

τ
Ah/Ch − Φ′(uh)∂2

xw̃
τ
h∂

2
xp̃

τ
Ah/Ch

−Ψ′(uh)w̃τ
hp̃

τ
Ah/Ch}zh dx dt

für beliebige Richtungen zh. Offensichtlich können wir zur
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Element-Betrachtungsweise übergehen. Wir nutzen die Vereinbarungen (7.8), (7.9)
und (7.10) und führen die Transformation auf das Referenz-Element Êt aus. Für
ein beliebiges Element E(k)

t folgt:
∫∫

E
(k)
t

{Θ′(uh)∂tw̃τ
h∂tp̃

τ
Ah/Ch − Φ′(uh)∂2

xw̃
τ
h∂

2
xp̃

τ
Ah/Ch

−Ψ′(uh)w̃τ
hp̃

τ
Ah/Ch}zh dx dt

=

∫∫

E
(k)
t

{Θ′(uh)W (k)∂ts̃
T · P (k)∂ts̃

T − Φ′(uh)W (k)∂2
xs̃

T · P (k)∂2
xs̃

T

−Ψ′(uh)W (k)s̃T · P (k)s̃T }zh dx dt
=

∫∫

Êt

{
Θ′(uh)

1

τ2
W (k)∂ξ2ϕ̃

T · P (k)∂ξ2ϕ̃
T − Φ′(uh)

1

h4
W (k)∂2

ξ1ϕ̃
T · P (k)∂2

ξ1ϕ̃
T

−Ψ′(uh)W (k)ϕ̃T · P (k)ϕ̃T
}
zhhτ dξ1 dξ2 =:

∫∫

Ê
g(ξ1, ξ2)zhhτ dξ1 dξ2.

Für die beliebigen Richtungen zh setzen wir sukzessiv die Knotenbasis-Funktionen
lj , j = 0, . . . , n bzw. deren zugehörigen lokalen Formfunktionen φ0, φ1 ein. Da-
mit folgt für jedes Element E(k)

t :

∇
E

(k)
t

f̃
(k)
Ah/Ch =

[ ∫∫
Êt

g(ξ1, ξ2)φ0(ξ1)hτ dξ1 dξ2∫∫
Êt

g(ξ1, ξ2)φ1(ξ1)hτ dξ1 dξ2

]
,

das ist der Element-Gradienten-Vektor bezüglich des Elementes E
(k)
t . Da die

Steuerung u unabhängig von der Zeit t ist, spiegelt sich dies auch bei der Be-
rechnung der Richtungsableitungen für die Probleme A und C bezüglich der
beliebigen Richtungen z wieder. Um die diskrete Variante der Ableitungen (Gra-
dienten) berechnen zu können, müssen wir noch einige Vorbereitungen durchfüh-
ren. Wir definieren dazu die Menge B̃i, i = 1, . . . , n, welche im i-ten Eintrag die
Nummern k der Element-Gradienten-Vektoren enthält, die aus den Knotenbasis-
Funktionen li−1 und li gebildet wurden. Mit diesen Mengen B̃i können wir die
Element-Gradienten-Vektoren bezüglich der Elemente E(i) := [xi−1, xi] notie-
ren:

∇E(i)f
(i)
Ah/Ch =

nm∑

k=0

{
∇

E
(k)
t

f̃
(k)
Ah/Ch k ∈ B̃i

0 sonst

}
i = 1, . . . , n.

Mittels C̃(i) (6.2) können wir den globalen Gradienten-Vektor

∇fAh/Ch(uh) =
n∑

i=1

(C̃(i))T∇E(i)f
(i)
Ah/Ch

berechnen, welcher der numerischen Implementierung der Ableitung des Ziel-
funktionals der Probleme A und C entspricht.

7.5.2 Die Gradienten für die Zielfunktionale der Probleme B
und D

Aus Kapitel 5 Abschnitt 5.10 folgt für die Ableitung der Zielfunktionale:

f ′
B/D(u)z =

∫∫

Q
{Θ′(u)∂tw∂tpB/D +Υ′(u)∂t∂xw∂t∂xpB/D

−Φ′(u)∂2
xw∂

2
xpB/D −Ψ′(u)wpB/D}z dx dt,
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mit beliebigen Richtungen z ∈ L∞(Ω). Wir gehen zur diskreten Variante der
Ableitungen der Zielfunktionale über:

∇fBh/Dh(uh)zh =

∫∫

Q
{Θ′(uh)∂tw̃τ

h∂tp̃
τ
B/D +Υ′(uh)∂t∂xw̃τ

h∂t∂xp̃
τ
Bh/Dh

−Φ′(uh)∂2
xw̃

τ
h∂

2
xp̃

τ
Bh/Dh −Ψ′(uh)w̃τ

hp̃
τ
Bh/Dh}zh dx dt

=

nm∑

k=1

∫∫

E
(k)
t

{Θ′(uh)∂tw̃τ
h∂tp̃

τ
B/D +Υ′(uh)∂t∂xw̃τ

h∂t∂xp̃
τ
Bh/Dh

−Φ′(uh)∂2
xw̃

τ
h∂

2
xp̃

τ
Bh/Dh −Ψ′(uh)w̃τ

hp̃
τ
Bh/Dh}zh dx dt

für beliebige Richtungen zh. Es folgt in der Elementbetrachtungsweise mit den
Definitionen (7.8), (7.9) und (7.10) sowie der Transformation auf das Referenz-
Element Êt für ein beliebiges Element E(k)

t :
∫∫

E
(k)
t

{Θ′(uh)∂tw̃τ
h∂tp̃

τ
Bh/Dh +Υ′(uh)∂t∂xw̃τ

h∂t∂xp̃
τ
Bh/Dh

−Φ′(uh)∂2
xw̃

τ
h∂

2
xp̃

τ
Bh/Dh −Ψ′(uh)w̃τ

hp̃
τ
Bh/Dh}zh dx dt

=

∫∫

E
(k)
t

{Θ′(uh)W (k)∂ts̃
T · P (k)∂ts̃

T +Υ′(uh)W (k)∂t∂xs̃
T · P (k)∂t∂xs̃

T

−Φ′(uh)W (k)∂2
xs̃

T · P (k)∂2
xs̃

T −Ψ′(uh)W (k)s̃T · P (k)s̃T }zh dx dt
=

∫∫

Êt

{
Θ′(uh)

1

τ2
W (k)∂ξ2ϕ̃

T · P (k)∂ξ2ϕ̃
T

+Υ′(uh)
1

h2τ2
W (k)∂ξ2∂ξ1ϕ̃

T · P (k)∂ξ2∂ξ1ϕ̃
T

−Φ′(uh)
1

h4
W (k)∂2

ξ1ϕ̃
T · P (k)∂2

ξ1ϕ̃
T −Ψ′(uh)W (k)ϕ̃T · P (k)ϕ̃T

}
zhhτ dξ1 dξ2

=:

∫∫

Êt

g(ξ1, ξ2)zhhτ dξ1 dξ2.

Für die beliebigen Richtungen zh setzen wir unsere Knotenbasisfunktionen lj

ein. Somit gilt für jedes Element E(k)
t :

∇
E

(k)
t

f̃
(k)
Bh/Dh =

[ ∫∫
Êt

g(ξ1, ξ2)φ0(ξ1)hτ dξ1 dξ2∫∫
Êt

g(ξ1, ξ2)φ1(ξ1)hτ dξ1 dξ2

]
,

das ist der Element-Gradienten-Vektor bezüglich des Elementes E
(k)
t . Für den

globalen Gradienten-Vektor müssen wir die Zuordnung zu den Elementen E(i),
unter Benutzung der im letzten Abschnitt definierten Mengen B̃i, herstellen
durch

∇E(i)f
(i)
Bh/Dh =

nm∑

k=0

{
∇

E
(k)
t

f̃
(k)
Bh/Dh k ∈ B̃i

0 sonst

}
i = 1, . . . , n.

Damit folgt für die Berechnung des globalen Gradienten-Vektors:

∇fBh/Dh(uh) =
n∑

i=1

(C̃(i))T∇
E

(i)
t
f
(i)
Bh/Dh,

mit C̃(i) (6.2), welche die Element-
Gradienten-Vektoren an die richte Stelle im globalen Gradienten-Vektor setzt.
Diesen Gradienten-Vektoren für die Probleme A-D werden wir bei der Lösung
der diskreten Optimierungsprobleme und für die Auswertung der notwendigen
Bedingung erster Ordnung verwenden.
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7.6 Numerische Lösung der reduzierten Optimalsteue-
rungsprobleme A-D

In den letzten Abschnitten haben wir die Lösungs-Schemata der modifizier-
ten und vollständigen Nebenbedingung, der adjungierten Gleichungen für die
Probleme A-D, die numerischen Implementierungen der Zielfunktionale sowie
deren zugehörige numerische Implementierung der Ableitungen dargelegt. Mit
diesen Vorbereitungen können wir die optimalen Lösungen der zustandsredu-
zierten Probleme approximativ bestimmen. Die weitere Vorgehensweise ist völlig
analog zum stationären Fall, siehe Kapitel 6 Abschnitt 6.4.

Wir formulieren die endlich dimensionalen Optimierungsproblemen:

ZF: min
uh∈Uh

fAh/Bh/Ch/Dh(uh)

NB: A~uh = C

BS: Uh = {~uh ∈ Rn+1 | ~ua ≤ ~uh ≤ ~ub},

mit

A =
[

h
2 h . . . h h

2

]
.

Die Volumen-Bedingung lösen wir aus dem zulässigen Bereich Uad heraus und
verwenden sie als zusätzliche Nebenbedingung (NB). Diese Probleme werden
mit dem Optimierungs solver fmincon aus der Optimization Toolbox der Software
Matlab gelöst. Wir übergeben an fmincon als Input (in Abhängigkeit von der
jeweiligen Problemstellung):

• das diskrete Zielfunktional fh(uh),

• die Volumenbedingung A~uh = C,

• die Beschränkungen an die Steuerung, die Vektoren ~ua, ~ub und

• den diskreten Gradienten-Vektor ∇fh(uh), um bei der Lösung des Opti-
mierungsproblems Geschwindigkeitsvorteile zu erzielen.

Als Ausgabe (Output) erhalten wir

• den optimalen Lösungsvektor uh,

• den diskreten Lagrange’schen Multiplikator qh für die Volumenbedingung
sowie

• die Lagrange’schen Multiplikatoren ~µa, ~µb, für die Beschränkungen an die
Steuerung.

Damit können wir für die diskreten Optimalsteuerungsprobleme A-D diskrete
optimale Lösungen uh ermitteln. Diese Lösungen müssen die notwendigen Be-
dingungen erster Ordnung, d.h. das zugehörige Optimalitätssystem (Kapitel 5
Abschnitt 5.10) erfüllen.



154 KAPITEL 7. NUMERIK DES INSTATIONÄREN PROBLEMS

7.7 Numerische Auswertung der notwendigen Bedin-
gungen erster Ordnung

Die folgende Vorgehensweise ist analog zu Kapitel 6 Abschnitt 6.5. Bemerkun-
gen aus diesem Abschnitt gelten auch für die instationären Probleme. Für die
Probleme A-D hatten wir im Kapitel 5 Abschnitt 5.10 als notwendige Bedingung
erster Ordnung die Optimalitätssysteme für die zustandsreduzierten Probleme
hergeleitet und bewiesen. Diese Variationsungleichungen

∫∫

Q
{Θ′(u)∂tws∂tpA/C − Φ′(u)∂2

xws∂
2
xpA/C

−Ψ′(u)wspA/C}(z − u) dx dt ≥ 0∫∫

Q
{Θ′(u)∂tw∂tpB/D +Υ(u)′∂t∂xw∂t∂xpB/D − Φ′(u)∂2

xw∂
2
xpB/D

−Ψ′(u)wpB/D}(z − u) dx dt ≥ 0

für alle z ∈ Uad, sollen nun für die numerisch ermittelten optimalen Steuerungen
uh überprüft werden. Wir vereinbaren:

bA/C(z) :=

∫∫

Q
{−Θ′(u)∂tws∂tpA/C +Φ′(u)∂2

xws∂
2
xpA/C

+Ψ′(u)wspA/C}z dx dt
bB/D(z) :=

∫∫

Q
{−Θ′(u)∂tw∂tpB/D −Υ(u)′∂t∂xw∂t∂xpB/D

+Φ′(u)∂2
xw∂

2
xpB/D +Ψ′(u)wpB/D}z dx dt.

Die Variationsungleichungen sind äquivalent zu:

max
z∈Uad

bA/C(z) = bA/C(u) und max
z∈Uad

bB/D(z) = bB/D(u).

Für die Funktion z verwenden wir den gleichen Interpolationsansatz wie für die
Steuerung u. Damit folgen die diskreten Problemstellungen für die Probleme A
und C:

max
zh∈Uh

∑

E
(k)
t

∑
xg ,tg

γ̃g
{−Θ′(uh)∂twτ

h∂tp
τ
h +Φ′(uh)∂2

xw
τ
h∂

2
xp

τ
h

+Ψ′(uh)wτ
hp

τ
h

}
zhhτ

NB: A~zh = C

und für die Probleme B und D:

max
zh∈Uh

∑

E
(k)
t

∑
xg ,tg

γ̃g
{−Θ′(uh)∂twτ

h∂tp
τ
h −Υ′(uh)∂t∂xwτ

h∂t∂xp
τ
h

+Φ′(uh)∂2
xw

τ
h∂

2
xp

τ
h +Ψ′(uh)wτ

hp
τ
h

}
zhhτ

NB: A~zh = C.

Diese Aufgaben lösen wir ebenfalls numerisch mit den Optimierungs solver fmin-
con, nachdem wir das Problem mittels FEM-Technik diskretisiert haben. Als
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Input nutzen wir die bereits berechneten diskreten Größen wτ
h, p

τ
h mit dem 2D-

Hermite-Interpolationsansatz (7.7) sowie die optimale Steuerung uh. Wir erwar-
ten für die Lösung zh:

zh ≈ uh ⇐⇒ |zh − uh| < ε, (7.11)

mit ε hinreichend klein. Die Gradienten ∇bAh/Bh(Ch/Dh(zh) zu diesen Problem-
stellungen stellen wir ebenfalls für den Optimierungs solver fmincon bereit, die
wir mittels FEM-Technik berechnet haben. Mit diesen Tests (7.11) hätten wir
gezeigt, dass uh die notwendigen Bedingungen erster Ordnung für die Problem-
stellungen im instationären Fall erfüllt. Weitere wichtige Anmerkungen zu diesen
Tests wurden bereits in Kapitel 6 Abschnitt 6.5 dargelegt.
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7.8 Beispiele

Die im folgenden präsentierten Beispiele für die Probleme A-D verwenden die
Ausgangs-Konfiguration des stationären Falls, siehe Kapitel 6 Abschnitt 6.6.
Für den Parameter der Dichte setzen wir ρ = 7.8.

7.8.1 Problem A

7.8.2 1. Krafteinwirkung fz = x(1− x)

Als erstes Beispiel wählen wir eine symmetrische Krafteinwirkung fz und erwar-
ten für die modifizierte Nebenbedingung ebenfalls eine symmetrische Lösung wτ

h.
Diese Symmetrie wird natürlich auch Auswirkungen auf die optimale Steuerung
uh haben.
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Abbildung 7.2: optimale Dicke uh (A1) Abbildung 7.3: Zylinderrohr Konfigura-
tion (A1)
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Abbildung 7.4: optimaler Zustand wτ
h
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Abbildung 7.5: adjungierter Zustand pτh
(A1)

Unsere Vermutung wurde durch die Numerik bestätigt.

7.8.3 2. Krafteinwirkung fz = exp(t)

Als zweites Beispiel wählen wir eine Krafteinwirkung fz, die nur von der Zeit
t abhängt. Wir nutzen die Exponentialfunktion, um eine nichtlineare Zunahme
der Kraft bezüglich der Zeit zu ermöglichen. Bezüglich des Ortes müsste wieder
Symmetrie vorliegen. In Bezug auf die optimale Steuerung müsste in der Mitte
des Zylinderrohres eine größere Dicke vorhanden sein, um die stärker werdende
Krafteinwirkung zu kompensieren. In diesem Fall erhöhen wir die Anzahl der
verwendeten Knoten auf 100, um Schwierigkeiten (keine Konvergenz) des Solvers
fmincon bei der Auswertung der Variationsungleichung zu umgehen.



7.8. BEISPIELE 157

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0.05

0.06

0.07

0.08

0.09

0.1

0.11

0.12

0.13

x−region

op
tim

al
 c

on
tr

ol

 

 

u
opt

 Direct Sol.

u
opt

 Sol. of VU

Abbildung 7.6: optimale Dicke uh (A2) Abbildung 7.7: Zylinderrohr Konfigura-
tion (A2)
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Abbildung 7.8: optimaler Zustand wτ
h

(A2)
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Abbildung 7.9: adjungierter Zustand pτh
(A2)

Unsere Vermutung konnte wieder durch die Numerik bestätigt werden.

7.8.4 3. Krafteinwirkung fz = sin(x) exp(t)

Als letztes Beispiel wählen wir eine Kombination von unsymmetrischer, nichtli-
nearer Krafteinwirkung fz bezüglich des Ortes und der Zeit. Diese
„Un-Symmetrien“ müssten sich auch in der Lösung wτ

h der modifizierten Neben-
bedingung sowie auch in der optimalen Steuerung uh wiederfinden.
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Abbildung 7.10: optimale Dicke uh (A3) Abbildung 7.11: Zylinderrohr Konfigu-
ration (A3)
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Abbildung 7.12: optimaler Zustand wτ
h

(A3)
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Abbildung 7.13: adjungierter Zustand
pτh (A3)

Auch im dritten Beispiel konnten wir unsere Vermutung mittels der Numerik
bestätigen.

7.8.5 Problem B

Wir betrachten die gleichen Krafteinwirkungen wie bei der Problemstellung A.
Jetzt aber berücksichtigen wir das Beschleunigungs-Biegemoment in der Ne-
benbedingung bzw. in deren numerischen Implementierung. Es gelten analoge
Vermutungen, die durch die numerische Lösungen bestätigt werden.

7.8.6 1. Krafteinwirkung fz = x(1− x)
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Abbildung 7.14: optimale Dicke uh (B1) Abbildung 7.15: Zylinderrohr Konfigu-
ration (B1)
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Abbildung 7.16: optimaler Zustand wτ
h

(B1)
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Abbildung 7.17: adjungierter Zustand
pτh (B1)
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7.8.7 2. Krafteinwirkung fz = exp(t)

Bei der Problemstellung B und diesem konkreten Beispiel gab es keine Schwie-
rigkeiten (Konvergenz) beim Auswerten der Variationsungleichung.
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Abbildung 7.18: optimale Dicke uh (B2) Abbildung 7.19: Zylinderrohr Konfigu-
ration (B2)
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Abbildung 7.20: optimaler Zustand wτ
h
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Abbildung 7.21: adjungierter Zustand
pτh (B2)

7.8.8 3. Krafteinwirkung fz = sin(x) exp(t)
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Abbildung 7.22: optimale Dicke uh (B3) Abbildung 7.23: Zylinderrohr Konfigu-
ration (B3)



160 KAPITEL 7. NUMERIK DES INSTATIONÄREN PROBLEMS

0
0.2

0.4
0.6

0.8
1

0

0.5

1
−0.02

0

0.02

0.04

0.06

 

DomainTime
 

Sol. w of state equation

Abbildung 7.24: optimaler Zustand wτ
h

(B3)
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Abbildung 7.25: adjungierter Zustand
pτh (B3)

Offensichtlich hat das Beschleunigungs-Biegemoment wesentlichen Einfluss auf
die resultierende optimale Lösung uh. Von welcher Art dieser Einfluss ist, könn-
te in weiterführenden Arbeiten analysiert werden. Als Zwischenergebnis wollen
wir festhalten, dass die Lösungen der Beispiele des Problems B ähnlich zu den
Lösungen der Beispiele des Problems A sind.

7.8.9 Problem C

Für die Problemstellungen C und D wählen wir die gleichen Krafteinwirkungs-
Beispiele der Probleme A und B aus.

7.8.10 1. Krafteinwirkung fz = x(1− x)

Wir beginnen mit einer symmetrischen Krafteinwirkung fz und stellen bezüglich
der Lösungen fest, dass sie der Lösung uh des stationären Falls mit symmetri-
scher Krafteinwirkung sehr „ähnlich“ ist.
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Abbildung 7.26: optimale Dicke uh (C1) Abbildung 7.27: Zylinderrohr Konfigu-
ration (C1)
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Abbildung 7.28: optimaler Zustand wτ
h

(C1)
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Abbildung 7.29: adjungierter Zustand
pτh (C1)

7.8.11 2. Krafteinwirkung fz = exp(t)

Die nichtlineare Zunahme der Kraft bezüglich der Zeit t produziert im Gegensatz
zu den Beispielen A und B eine „schwingungsfreie“ optimale Steuerung uh.
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Abbildung 7.30: optimale Dicke uh (C2) Abbildung 7.31: Zylinderrohr Konfigu-
ration (C2)
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Abbildung 7.32: optimaler Zustand wτ
h

(C2)
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Abbildung 7.33: adjungierter Zustand
pτh (C2)

7.8.12 3. Krafteinwirkung fz = sin(x) exp(t)

Als drittes Beispiel wählen wir eine Krafteinwirkung fz, die nichtlinear bezüglich
des Ortes und der Zeit ist. Die „Un-Symmetrien“ sind nicht so stark ausgeprägt
wie bei den Lösungen der Beispiele A und B.
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Abbildung 7.34: optimale Dicke uh (C3) Abbildung 7.35: Zylinderrohr Konfigu-
ration (C3)
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Abbildung 7.36: optimaler Zustand wτ
h

(C3)
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Abbildung 7.37: adjungierter Zustand
pτh (C3)

7.8.13 Problem D

In der letzten Problemstellung verwenden wir in der Nebenbedingung das
Beschleunigungs-Biegemoment und berechnen für alle Krafteinwirkungs-Beispiele
die optimalen Lösungen.

7.8.14 1. Krafteinwirkung fz = x(1− x)
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Abbildung 7.38: optimale Dicke uh (D1) Abbildung 7.39: Zylinderrohr Konfigu-
ration (D1)
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Abbildung 7.40: optimaler Zustand wτ
h

(D1)
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Abbildung 7.41: adjungierter Zustand
pτh (D1)

7.8.15 2. Krafteinwirkung fz = exp(t)
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Abbildung 7.42: optimale Dicke uh (D2) Abbildung 7.43: Zylinderrohr Konfigu-
ration (D2)
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Abbildung 7.44: optimaler Zustand wτ
h
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Abbildung 7.45: adjungierter Zustand
pτh (D2)
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7.8.16 3. Krafteinwirkung fz = sin(x) exp(t)
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Abbildung 7.46: optimale Dicke uh (D3) Abbildung 7.47: Zylinderrohr Konfigu-
ration (D3)
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Abbildung 7.48: optimaler Zustand wτ
h

(D3)
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Abbildung 7.49: adjungierter Zustand
pτh (D3)

Auch in diesen Fall hat das Beschleunigungs-Biegemoment wesentlichen Einfluss
auf die resultierenden optimalen Steuerungen uh. Dieser Einfluss ist kleiner als
bei den Problemen mit Endzeit-Zielfunktional. Dies könnte auch in weiterfüh-
renden Arbeiten analysiert werden. Wesentlich ist, dass die Lösungen der Bei-
spiele des Problems D sich von den Lösungen der Beispiele des Problems C nicht
wesentlich unterscheiden.

7.9 Fazit

In diesem Kapitel haben wir die numerische Implementierung des instationären
Falls bearbeitet. Zur Bestimmung der Lösungen der Nebenbedingungen und der
adjungierten Gleichungen wurde die Methode von Rothe verwendet. Es wurden
viele Aspekte des Kapitels 6 übernommen und auf den instationären Fall er-
weitert. Für die Zielfunktionale der Probleme C und D wurde die 2D-Hermite
Interpolation verwendet, was zu dem Bogner-Fox-Schmidt Element geführt hat.
Dieses Element wurde ebenfalls bei der Implementierung der Gradienten der
Zielfunktionale benutzt. Diese Gradienten haben einen positiven Effekt auf die
Laufzeit der zu lösenden Probleme. Diese Probleme wurden wieder mittels des
Optimierungs solver fmincon gelöst. Weiterhin wurde die Lösungen auf die Er-
füllung der notwendigen Bedingungen erster Ordnung überprüft. Als Abschluss
dieses Kapitels wurden Beispiele berechnet und deren Lösungen grafisch dar-
gelegt. Der Quell-Code der Implementierung in Matlab ist im Anhang dieser
Arbeit zu finden.



Kapitel 8

Zusammenfassung und Ausblick

In diesem Kapitel fassen wir unsere Ergebnisse zusammen und geben einen Aus-
blick auf weiterführende Aufgaben, die sich an diese Problemstellung anschließen
könnten. Weiterhin zeigen wir noch offene Fragen auf und geben entsprechende
Hinweise zur Beantwortung dieser Fragen.

Im Kapitel 2 haben wir die Modellierung der Zylinderschale betrachtet und für
die „dünne“ Schale, mittels der Hypothesen von Mindlin und Reissner für den
stationären sowie für den instationären Fall, Gleichungen zur Berechnung der
Deformation w hergeleitet. Bei dieser Herleitung sind wir davon ausgegangen,
dass die Krafteinwirkung rotations symmetrisch ist. Diese Forderung müssen
wir bei konkreten Praxis-Fragestellungen aufgeben, aufgrund der Wirkung der
Kraft eventuell nur auf Teile des Zylinderrohres. Weiterhin haben wir auch das
sogenannte „Platt-Drücken“ des Zylinderrohres ausgeschlossen. In unserer Mo-
dellierung wird auch nicht berücksichtigt, dass Flüssigkeiten oder Gase durch
das Rohr strömen könnten. Dies müsste natürlich bei der Modellierung mit be-
rücksichtigt werden, um Verwirbelungen/Stau-Zustände zu vermeiden. Wenn
diese Fragestellungen berücksichtigt werden, wird man völlig andere Zustands-
gleichungen ermitteln. Dabei muss die Gültigkeit der Hypothesen von Mindlin
und Reissner bei diesen Fragestellungen diskutiert werden.

In diesem Kapitel 2 haben wir auch Gleichungen für den stationären bzw. insta-
tionären Fall hergeleitet, welche die Kirchhoff-Hypothese (Normalen-Hypothese)
nicht berücksichtigen, siehe die Gleichungen 2.5 und 2.6. Für diese Gleichungen
können die zugehörigen Optimalsteuerungsprobleme formuliert und die notwen-
digen Bedingungen erster Ordnung hergeleitet und bewiesen werden. Für die
Lösungen w, θ dieser Gleichungen müssen eventuell analog zur Mindlin-Reissner
Platte komplizierte Lösungsräume berücksichtigt werden, weil der Scherterm
dxw − θ im Gegensatz zur „dünnen“ Schale nicht entfällt, siehe [35].

Im Kapitel 3 haben wir uns mit den Nemytskij-Operatoren im Raum L∞ be-
schäftigt. Im Zuge der Lösung der Optimalsteuerungsprobleme haben wir fest-
gestellt, dass die Steuerung u in besseren Räumen z.B. Ck zu finden ist. Es wäre
sinnvoll, die verwendeten Nemytskij-Operatoren in Hölderstetigen Räumen zu
untersuchen [37] und diese im Optimalsteuerungsproblem zu verwenden. Weiter-
hin sind für die notwendigen und hinreichenden Bedingungen zweiter Ordnung
der Optimalsteuerungsprobleme die zweiten Ableitungen dieser Operatoren im
Raum L∞ bzw. in den Hölderstetigen Räumen von Interesse.

Das Kapitel 4 beschäftigt sich eingehend mit dem stationären Problem. Es wurde
mittels der formalen Lagrange-Technik das richtige Optimalitätssystem ermit-
telt und anschließend unter Hinzunahme des Steuerungs-Zustands-Operators G
bestätigt. Das zugehörige zustandsreduzierte Zielfunktional ist nichtlinear und
wir können vorerst keine Konvexität annehmen. Der Nachweis der Konvexität
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ist in dieser Arbeit nicht erbracht worden. Numerische Tests zeigten, dass ver-
mutlich das zustandsreduzierte Zielfunktional konvex ist.
Um die Optimalität der Steuerung u zu garantieren, müssten in diesem Fall die
hinreichenden Bedingungen zweiter Ordnung ausgewertet werden. Die Herlei-
tung dieser Bedingungen geschieht fast analog zu den notwendigen Bedingun-
gen erster Ordnung und wurde bereits in Teilen berechnet. Diese Herleitung ist
in dieser Arbeit nicht eingeflossen, um den Rahmen dieser Promotion nicht zu
sprengen.
Der instationäre Fall wurde im Kapitel 5 behandelt. In diesem Kapitel haben
wir die Existenz der Lösungen der Zustandsgleichungen nachgewiesen. Das rich-
tige Optimalitätssystem wurde mittels der formalen Lagrange-Technik ermittelt
und unter Benutzung des Konzeptes der abstrakten Funktionen für die resultie-
renden zustandsreduzierten Probleme (A-D) bestätigt. Für zukünftige Arbeiten
gelten die Aussagen, die wir bereits für Kapitel 4 getroffen haben (Nachweis
der Konvexität, hinreichende Bedingungen zweiter Ordnung etc.). Bezüglich der
Analysis sind noch die Nachweise für höhere Regularität der vollständigen Ne-
benbedingung, sowie der Beweis für die Einbettung der Lösungen in die ab-
strakten Räume der stetigen (differenzierbaren) Funktionen Ck(0, T ) offen. Auf
diesem Gebiet betreibt aktuell R. Triggianni Forschungen. Er beschäftigt sich
mit Gleichungen, die gemischte Ableitungen enthalten und auch mit Problemen
der Optimalen Steuerung, siehe [36], [38].
Ein weiterer wichtiger Aspekt, der in dieser Arbeit nicht enthalten ist, ist der
Existenz-Beweis einer optimalen Steuerung u. Aufgrund der Nichtlinearität der
Aufgabe ist dieser mit den üblichen Argumenten für die Existenz einer optimalen
Steuerung [4] nicht zu führen. Mittels der Einschränkung der Steuerung u auf
den Bereich der stetigen Funktion C(Ω) kann der Beweis der Existenz einer
optimalen Steuerung u ∈ UM

ad geführt werden. Wir setzen für u die Darstellung

u(x) = H(s)(x) = u(0) +

∫ x

0
s(τ) dτ ∀ x ∈ Ω

mit einer absolut stetigen Funktion s vom Betrag |s(x)| ≤ M fest. Dann folgt
für unsere Optimalsteuerungsprobleme im stationären bzw. instationären Falle
mit dem jeweiligen Steuerungs-Zustands-Operator G:

ZF: min
u∈UM

ad

f(u) = min
u∈UM

ad

∫

Ω
[G(u)](x) dx

BS: UM
ad =

{
u ∈ C(Ω), ua ≤ u(x) ≤ ub ∀ x,

∫

Ω
u(x) dx = C,

|u(x2)− u(x1)| ≤ M |x2 − x1|, ∀ x1, x2} ,

wobei die Steuerung u Lipschitz-stetig mit einer Konstanten M sei. Die Stetig-
keit des Zielfunktionals f folgt aus der Existenz der
Fréchet-Differenzierbarkeit von f . Der zulässige Bereich UM

ad hat jetzt die not-
wendigen Kompaktheits-Eigenschaften und wir können den Satz von Weierstraß
anwenden, der uns die Existenz eines Minimums garantiert.
Die Kapitel 6 und 7 stehen ganz unter dem Zeichen der numerischen Imple-
mentierungen der Optimalsteuerungsprobleme für den stationären und insta-
tionären Fall. Die Berechnungs-Schemata für die Bestimmung der numerischen
Lösungen der Zustandsgleichungen und der adjungierten Gleichungen wurden
ausführlich dargelegt. Für anschließende Arbeiten wären Fehlerbetrachtungen
(Approximationsfehler bzw. Interpolationsfehler) der Näherungslösungen von
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Interesse. Eine sinnvolle Erweiterung für die Zustandsgleichungen bzw. adjun-
gierte Gleichung wäre auch die Herleitung eines „Fehlerschätzers“. Damit könnte
man gezielt die Netz-Verfeinerungen steuern und durch diese Adaptivität wür-
den Geschwindigkeits-Vorteile erzielt. Weiterhin könnte sich daran auch eine
Diskussion über die verwendete Diskretisierung der Steuerung u anschließen.
Die in diesen Kapitel vorgestellten numerischen Ergebnisse könnten auch noch
durch andere numerische Methoden bestätigt werden. Sinnvoll wäre auch die
Entwicklung (Programmierung) eines eigenen Optimierungs solvers, der speziell
angepasst auf diese Art von Problemstellungen arbeitet.
Bisher haben wir nur ein Zylinderrohr einer fest vorgegebenen Länge betrach-
tet. Um einen weiteren Praxis relevanten Fall abdecken zu können, wäre der
Fall von Interesse, wenn z.B. zwei Zylinderrohre aneinander gefügt werden (Zu-
sammenschweißen). In dieser konkreten Situation sind noch Übergangsbedin-
gungen an der „Schweiß-Naht“ vorgegeben. Die Krafteinwirkung auf diese zwei
Zylinderrohre könnte analog gewählt werden. An der Verbindungsstelle der bei-
den Rohre wird man aus Praxis-Gründen die gleiche Dicke vorgeben. Somit
folgt eine völlig neue Problemstellung der Optimalen Steuerung, bei der noch
Übergangs-Bedingungen eingehalten werden müssen. Für die damit verbundene
Modellierung kann man auf die Arbeiten von Michael Bernaudou [34] zurück-
greifen. Dieser hat in seinem Buch wichtige Hinweise in Bezug auf die Modellie-
rung dargelegt. Das resultierende Optimalsteuerungsproblem wird sehr komplex
werden, aufgrund der vorgelegten Übergangsbedingungen. Eine derartige Auf-
gabenstellung wäre eine interessante Fortführung dieser Arbeit.
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Anhang B

Implementierungen des
stationären Problems in Matlab

In diesem Anhang werden die Quelltexte der Matlab-Programme für das Op-
timalsteuerungsproblem für das stationäre Problem dargelegt. Wir gehen dabei
systematisch vor und beginnen mit den Hilfs-Routinen für die Finite Elemente
Methode und den Hilfs-Routinen für den Optimierungs-solver fmincon.

B.1 Hilfs-Routinen für die FEM bzw. Optimierung

Material-Parameter festlegen:

function mat=material
% Koeffizienten definieren (Materialparameter)

mat(1,1)=2.1e+2; % E
mat(2,1)=7.8; % rho
mat(3,1)=1; % R
mat(4,1)=0.3; % nu
mat(5,1)=mat(1,1)/(1+mat(4,1)); % mu2=E/(1+nu)
mat(6,1)=mat(5,1)*mat(4,1)/(1-mat(4,1)); % la=mu2*nu/(1-nu);
mat(7,1)=mat(5,1)+mat(6,1); % mu2+la
mat(8,1)=mat(3,1)*mat(2,1); % R*rho

end

Netz und Finite Elemente festlegen:

function X=netz(n)
% Input : Anzahl der Stuetzstellen
% Output: 1.Spalte: Knoten (x-Koordinate)
% 2.Spalte: Steuerung u zur jeweiligen x-Koordinate

X=(0:1/(n-1):1)’;
X(:,2)=0.1; % Start-Steuerung

end

function E=elem(X)
% Input : Knoten-Matrix X
% Output : Elemente
% 1.Spalte Anfangsknoten
% 2.Spalte Endknoten

[n,m]=size(X);
for i=1:n-1

E(i,1)=i;
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E(i,2)=i+1;
end

end

Knoten-Matrizen definieren und Funktionswerte zuordnen:

function XT=note(Knoten,X)
% Input : bearbeitete Knoten, Knotenmatrix
% Output : Knoten-Koordinaten (x_i) / Element, Steuerung u_i zu x_i
% 1.SP X-Koord. Anfangsknoten, Endknoten,
% 2.SP Steuerung u im AK, u im EK

XT=[X(Knoten(1),1) X(Knoten(1),2) ;
X(Knoten(2),1) X(Knoten(2),2) ];

end

function XT=note2(Knoten,X)
% Input : bearbeitete Knoten, Knotenmatrix
% Output : Knoten-Koordinaten (x_i) / Element, Steuerung u_i zu x_i
% 1.SP X-Koord. Anfangsknoten, Endknoten,
% 2.SP Steuerung u im AK, u im EK
% 3.SP w(x) Anfangsknoten, Endknoten,
% 4.SP w’(x) Anfangsknoten, Endknoten,
% 5.SP p(x) Anfangsknoten, Endknoten,
% 6.SP p’(x) Anfangsknoten, Endknoten,

XT=[X(Knoten(1),1) X(Knoten(1),2) X(Knoten(1),3) X(Knoten(1),4)...
X(Knoten(1),5) X(Knoten(1),6);
X(Knoten(2),1) X(Knoten(2),2) X(Knoten(2),3) X(Knoten(2),4)...
X(Knoten(2),5) X(Knoten(2),6)];

end

function XT=note3(Knoten,X)
% Input : zu bearbeitete Knoten, Knotenmatrix
% Output : Knoten-Koordinaten (x_i) / Element, Steuerung u_i / x_i
% 1.SP X-Koord. Anfangsknoten, Endknoten,
% 2.SP Steuerung u im AK, u im EK
% 3.SP w(x) Anfangsknoten, Endknoten,
% 4.SP w’(x) Anfangsknoten, Endknoten,
% 5.SP p(x) Anfangsknoten, Endknoten,
% 6.SP p’(x) Anfangsknoten, Endknoten,
% 7.SP Teststeuerung v im AK, v im EK

XT=[X(Knoten(1),1) X(Knoten(1),2) X(Knoten(1),3) X(Knoten(1),4)...
X(Knoten(1),5) X(Knoten(1),6) X(Knoten(1),9);
X(Knoten(2),1) X(Knoten(2),2) X(Knoten(2),3) X(Knoten(2),4)...
X(Knoten(2),5) X(Knoten(2),6) X(Knoten(2),9)];

end

Gauss-Quadratur-Formel festlegen und Formfunktionen für die Steuerung sowie
für die Zustände definieren:

function G=gauss6
% Gauss-Quadraturformel (6.Punkte) Intervall [-1,1]
% Gauss-Gewichte im Intervall [-1,1]

G=zeros(6,2);
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G(1,1)=-0.932469514203152;
G(2,1)=-0.661209386466264;
G(3,1)=-0.238619186083197;
G(4,1)=-G(3,1);
G(5,1)=-G(2,1);
G(6,1)=-G(1,1);
G(1,2)=0.171324492379171;
G(2,2)=0.360761573048139;
G(3,2)=0.467913934572690;
G(4,2)=G(3,2);
G(5,2)=G(2,2);
G(6,2)=G(1,2);

% Transformation der Gausspunkte auf das Interval [0,1]
% Abbildung: f(x)=1/2*(x+1)

G(:,1)=0.5*(G(:,1)+1);
% Gauss-Gewichte werden mit Faktor 1/2 multipliziert!

G(:,2)=0.5*G(:,2);
end

function PHI=formfu(x)
% Lineare Interpolation / pro Knoten 1 FG
% Vorgaben u(x_i) pro Knotenpunkt
% Formfunktionen im Referenzintervall [0,1]
% x=0 : phi_0=1-x
% x=1 : phi_1=x
% Formfunktionen

PHI(1,1)=1-x;
PHI(1,2)=x;

% Formfunktionen 1.Ableitung
PHI(2,1)=-1;
PHI(2,2)=1;

end

function PHI=hermite(x)
% Hermite-Interpolation / pro Knoten 2 FG
% Vorgaben w(x_i) und w’(x_i) pro Knotenpunkt
% Formfunktionen im Referenzintervall [0,1]
% x=0 : phi_0=(x-1)^2*(1+2x) und psi_0=x*(1-x)^2
% x=1 : phi_1=x^2*(3-2x) und psi_1=x^2*(x-1)
% WICHITG die Ableitungen muessen noch mit Faktor h gewichetet werden!!!
%
% 1.Zeile Formfunktionen [x0 x0 x1 x1]
% 2.Zeile 1.Ableitung der Formfunktionen
% 3.Zeile 2.Ableitung der Formfunktionen
% Formfunktionen

PHI(1,1)=(x-1)^2*(1+2*x);
PHI(1,2)=x*(1-x)^2;
PHI(1,3)=x^2*(3-2*x);
PHI(1,4)=x^2*(x-1);

% Formfunktionen 1.Ableitung
PHI(2,1)=6*x^2-6*x;
PHI(2,2)=3*x^2-4*x+1;
PHI(2,3)=-6*x^2+6*x;

185



PHI(2,4)=3*x^2-2*x;
% Formfunktionen 2.Ableitung

PHI(3,1)=12*x-6;
PHI(3,2)=6*x-4;
PHI(3,3)=-12*x+6;
PHI(3,4)=6*x-2;

end

B.2 FEM-Routinen

In diesem Abschnitt stellen wir die eigentlichen FEM-Routinen vor.

Routinen zum Lösen der Zustands- sowie der Adjungierten Gleichung:

function [X,g]=main(X,mat)
EL=elem(X); h=abs(X(2,1)-X(1,1));

% 1.Nebenbedingung (Zustands-Gleichung)
% int phi(u)d_x^2w d_x^2v +psi(u)wv dx = int fv dx (w)
% Adjungierte Gleichung
% int phi(u)d_x^2p d_x^2v +psi(u)pv dx = int v dx (p)
% Input Elemente, Knoten

[c1,c2]=size(X);
[e1,e2]=size(EL);
A=sparse(2*c1,2*c1); % Sparce-Matrizen und Vektoren
Fw=sparse(2*c1,1); % rhs w
Fp=sparse(2*c1,1); % rhs p

% Elementroutine, geht ueber alle Elemente und berechnet
% Elementarmatrizen, die in der Steifigkeitsmatrix A
% eingebaut werden. Analoge Vorgehensweise bei den rechten Seiten f_w und
% f_p

for k=1:e1
Knoten=[EL(k,1) EL(k,2)];
[A_E,fw,fp]=elemm(Knoten,X,h,mat);
j=1;
for i=Knoten % pro Knoten 2 FG

Knoten2(j)=(2*i-1); j=j+1;
end
KH=[1 3];
for j=1:2

for i=1:2
A(Knoten2(j):Knoten2(j)+1,Knoten2(i):Knoten2(i)+1)=...
A(Knoten2(j):Knoten2(j)+1,Knoten2(i):Knoten2(i)+1)+...
A_E(KH(j):KH(j)+1,KH(i):KH(i)+1);

end
Fw(Knoten2(j):Knoten2(j)+1)=Fw(Knoten2(j):Knoten2(j)+1)+...

fw(KH(j):KH(j)+1);
Fp(Knoten2(j):Knoten2(j)+1)=Fp(Knoten2(j):Knoten2(j)+1)+...

fp(KH(j):KH(j)+1);
end

end
% RB setzen w(0)=w(1)=0 und p(0)=p(1)=0, die dynamischen RB wurden bereits
% in der Bilinearform beruecksichtigt
% A(1,:)=0; A(:,1)=0; A(2*c1-1,:)=0; A(:,2*c1-1)=0;
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% A(1,1)=1; A(2*c1-1,2*c1-1)=1;
% Fw(1)=0; Fw(2*c1-1)=0; % rechte Seiten anpassen, um w bzw p = 0
% Fp(1)=0; Fp(2*c1-1)=0; % zu ermitteln
% Loesung w_h,p_h berechnen!

A=1/2*(A+A’); % matlab2009a
A(1,1)=1e20; A(2*c1-1,2*c1-1)=1e20; %!!!! HIER RB setzen !!!!
R = cholinc(A,1e-6); % Vorkonditionierung : incomplete Cholesky-Fact.

% vorkonditionierte Konjugierte Gradienten-Methode
[w,flag,relres,iter,resvec]=pcg(A,Fw,1e-8,1000,R’,R);
[p,flag,relres,iter,resvec]=pcg(A,Fp,1e-8,1000,R’,R);

% Einkopieren der Loesung in die Knotenmatrix
X(:,3)=w(1:2:2*c1); % 3.Spalte w
X(:,4)=w(2:2:2*c1); % 4.Spalte w’
X(:,5)=p(1:2:2*c1); % 6.Spalte p
X(:,6)=p(2:2:2*c1); % 7.Spalte p’
g=maing(X,mat);

end

function [A_E,Fw,Fp]=elemm(Knoten,X,h,mat)
% FEM-Matrizen basteln

A_E=zeros(4,4);
Fw=zeros(4,1);
Fp=zeros(4,1);
G=gauss6; % Gausspunkte+Gewichte
XT=note(Knoten,X); % Knotenkoordinaten im Element
[n,m]=size(G);

% Summation ueber alle Gausspunkte
for i=1:n

PHIu=formfu(G(i,1)); % Formfkt. fuer u am Gausspkt.
u=[XT(1,2) XT(2,2)]*PHIu(1,:)’; % u(xg)

% GP in die Welttransformieren : XG = h*xg+x_a
XG=XT(1,1)*(1-G(i,1))+ XT(2,1)*G(i,1);

% Phi(u)(xg) und Psi(u)(xg)
a=mat(7,1)*mat(3,1)*u^3/12;
b=mat(7,1)*(u/mat(3,1)+u^3/(12*mat(3,1)^3));

% Trasformation des Integrals auf [0,1] * GaussGew.
Omi=h*G(i,2);
PHI=hermite(G(i,1)); % Formfkt. fuer w am Gausspkt.

% Skalierung der Funktione psi_0, psi_1 + Ableitungen mit Faktor h
PHI(:,2)=h*PHI(:,2);
PHI(:,4)=h*PHI(:,4);
PHI(3,:)=1/h^2*PHI(3,:);

% eigentliche Integration
A_E=A_E+Omi*(a*PHI(3,:)’*PHI(3,:)+...

b*PHI(1,:)’*PHI(1,:));
% !!! rechte Seiten berechnen !!!
% if XG>0.5
% Fw=Fw+Omi*mat(3,1)*exp(-XG)*PHI(1,:)’;
% else
% Fw=Fw+Omi*mat(3,1)*exp(XG)*PHI(1,:)’;
% end

Fw=Fw+Omi*mat(3,1)*XG*(1-XG)*PHI(1,:)’;
Fp=Fp+Omi*PHI(1,:)’; % rhs fuer adjungierte GL
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end
end

%a: XG*(1-XG)
%b: exp(XG)

Routinen zum Berechnen des Finite-Elemente Gradienten:

function G=maing(X,mat)
EL=elem(X); h=abs(X(2,1)-X(1,1));

% 1.Nebenbedingung
% (f’(u),h)=int (-phi’(u)d_x^2w d_x^2v -psi’(u)wv)h dx
% h sind beliebige Richtungen
% Input Elemente, Knoten

[c1,c2]=size(X);
[e1,e2]=size(EL);
G=sparse(c1,1);

% Elementroutine, geht ueber alle Elemente und berechnet
% Element-Gradient-Vektoren, die in dem Gradienten-Vektor
% eingebaut werden.

for k=1:e1
Knoten=[EL(k,1) EL(k,2)];
f=elemmg(Knoten,X,h,mat);
G(Knoten)=G(Knoten)+f;

end
end

function F=elemmg(Knoten,X,h,mat)
% analoge Vorgehensweise wie Routine elemm
% FEM-Matrizen basteln

F=zeros(2,1);
G=gauss6;
XT=note2(Knoten,X);
[n,m]=size(G);

% Summation ueber alle Gausspunkte
for i=1:n

PHIu=formfu(G(i,1));
PHI=hermite(G(i,1));
PHI(:,2)=h*PHI(:,2);
PHI(:,4)=h*PHI(:,4);
PHI(3,:)=1/h^2*PHI(3,:);
u=[XT(1,2) XT(2,2)]*PHIu(1,:)’;

% Phi’(u)(xg) und Psi’(u)(xg)
a=mat(7,1)*mat(3,1)*u^2/4;
b=mat(7,1)*(1/mat(3,1)+u^2/(4*mat(3,1)^3));
Omi=h*G(i,2);

% Funktion w(xg) p(xg) w’’(xg) und p’’(xg) berechnen
w=[XT(1,3) XT(1,4) XT(2,3) XT(2,4)]*PHI(1,:)’; % w(x) im Elem
p=[XT(1,5) XT(1,6) XT(2,5) XT(2,6)]*PHI(1,:)’; % p(x) im Elem
w2=[XT(1,3) XT(1,4) XT(2,3) XT(2,4)]*PHI(3,:)’;% w’’(x) im Elem
p2=[XT(1,5) XT(1,6) XT(2,5) XT(2,6)]*PHI(3,:)’;% p’’(x) im Elem

% eigentliche Integrationsroutine, fuer die beliebigen Ansatzfunktionen h
% setzen wir sukzessive unsere Knotenbasis fuer u ein, alle phiu(xi)
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F=F-(a*w2*p2+b*w*p)*Omi*PHIu(1,:)’;
end

end

Routinen für die Berechnung des Gradienten der Variationsungleichung:

function [f,G]=maing2(X,mat)
EL=elem(X); f=0; h=abs(X(2,1)-X(1,1));

% 1.Nebenbedingung
% (f(u),h)=int (-phi’(u)d_x^2w d_x^2v -psi’(u)wv)h dx
% Input Elemente, Knoten

[c1,c2]=size(X);
[e1,e2]=size(EL);
G=sparse(c1,1);

% Elementroutine, geht ueber alle Elemente und berechnet
% pro Element g(v) und Element-Gradienten, die globalen g(v) und
% Gradienten-Vektor eingebaut werden.

for k=1:e1
Knoten=[EL(k,1) EL(k,2)];
[fh,gh]=elemmg2(Knoten,h,X,mat);
f=f+fh;
G(k:k+1,1)=G(k:k+1,1)+gh;

end
end

function [F,g]=elemmg2(Knoten,h,X,mat)
% analoge Vorgehensweise wie Routine elemm
% FEM-Matrizen basteln

F=0; g=zeros(2,1);
G=gauss6; % 6 Pkt Gauss, wegen Polynome 7.Grades
XT=note3(Knoten,X);
[n,m]=size(G);

% Summation ueber alle Gausspunkte
for i=1:n

PHIu=formfu(G(i,1));
PHI=hermite(G(i,1));
PHI(:,2)=h*PHI(:,2); % Skalierung der Ableitungen
PHI(:,4)=h*PHI(:,4);
PHI(3,:)=1/h^2*PHI(3,:);
u=[XT(1,2) XT(2,2)]*PHIu(1,:)’; % fuer u und v linearer Ansatz!
v=[XT(1,7) XT(2,7)]*PHIu(1,:)’;

% Phi’(u)(xg) und Psi’(u)(xg)
a=mat(7,1)*mat(3,1)*u^2/4;
b=mat(7,1)*(1/mat(3,1)+u^2/(4*mat(3,1)^3));
Omi=h*G(i,2);

% Funktion w(xg) p(xg) w’’(xg) und p’’(xg) berechnen
w=[XT(1,3) XT(1,4) XT(2,3) XT(2,4)]*PHI(1,:)’; % w(x) im Elem
p=[XT(1,5) XT(1,6) XT(2,5) XT(2,6)]*PHI(1,:)’; % p(x) im Elem
w2=[XT(1,3) XT(1,4) XT(2,3) XT(2,4)]*PHI(3,:)’; % w’’(x) im Elem
p2=[XT(1,5) XT(1,6) XT(2,5) XT(2,6)]*PHI(3,:)’; % p’’(x) im Elem
F=F+(a*w2*p2+b*w*p)*v*Omi;
g=g+(a*w2*p2+b*w*p)*Omi*PHIu(1,:)’;

end
end
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B.3 Optimierungs-Routinen

Implementierung des Zustandsreduzierten Problems:

function X=statcasefmincon(n)
% Loesen der Optimierungsaufgabe:
% min f(u)=min int_0^1 G(u)(x) dx
% BS : lb <= u <= ub und int_0^1 u(x) dx = Vol/2piR =:C
%

mat=material;
X=netz(n); % Diskretisierung erstellen (Stuetzwerte 1SP, Steuerung 2SP)
lb=0.05*ones(n,1); % untere Grenze (punktweise)
ub=0.15*ones(n,1); % obere Grenze (punktweise)

% ----------------
Aeq=ones(1,n); h=X(2,1)-X(1,1); % 2piR int_0^1 u(x) dx = Vol berechnen (2NB)
Aeq(1,1)=1/2; Aeq(1,n)=1/2; Aeq=2*pi*mat(3,1)*h*Aeq; % mittels Trapezregel
beq=Aeq*X(:,2);
mat=material;

% ----------------
% Optimierungsparameter festlegen

options=optimset(@fmincon); % urspruengliche Parameter
startTime=tic; % Zeitmessung fuer die Optimierung
options=optimset(options,’Display’,’iter’,’Algorithm’,’active-set’,...

’TolFun’,1e-10,’TolCon’,1e-10,’TolX’,1e-10,...
’UseParallel’,’always’,’GradObj’,’on’,...
’DerivativeCheck’,’on’,’Diagnostics’,’on’,...
’FunValCheck’,’on’)

% Optimierung starten
[u,fval,exitflag,output,lambda]...

=fmincon(@myfun,X(:,2),[],[],Aeq,beq,lb,ub,[],options,mat)
time_fmincon=toc(startTime);

fprintf(’FMINCON optimization takes %g seconds.\n’,...
time_fmincon); % Ausgabe der benoetigten Zeit

% Postprocessing
X(:,2)=u; % Steuerung in Knotenmatrix kopieren
X=main(X,mat); % Zustand w und adjungierten Zustand p berechnen
v=varungl(X,Aeq,beq,mat,lb,ub); % Variationsungleichung auswerten
plot(X(:,1),u,X(:,1),v,’*’);
xlabel(’x-region’);
ylabel(’optimal control’);
legend(’u_{opt} Direct Sol.’,’u_{opt} Sol. of VU’,...

’Location’,’NorthEast’);
figure
plot(X(:,1),X(:,3))
xlabel(’x-region’);
ylabel(’displacement w’);
figure
plot(X(:,1),X(:,5),’r’)
xlabel(’x-region’);
ylabel(’adjoint Sol. p’); X(:,2)=u;
rohrplot(X)

end
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% Funktion fuer den Aufruf innerhalb von fmincon
function [f,g,X]=myfun(u,mat)

[n,m]=size(u);
X=netz(n); % Netz besorgen
X(:,2)=u; % Steuerung in Knotenmatrix kopieren
[X,g]=main(X,mat); % Zustand w und adjungierten Zustand p berechnen
f=goalfunc(X); % Zielfunktional berechnen

end

function f=goalfunc(X)
% Input : Knotenmatrix mit Zustand w
% Output: f(u)=int_Omega w(x) dx
% Berechnung unter Benutzung der Hermite - Interpolation
% Elementeweises Vorgehen und Summation der Elemente-Integrale

[n,m]=size(X);
G=gauss6;
[r,s]=size(G);
h=abs(X(2,1)-X(1,1));
f=0;

% Elementeroutine : In jedem Element wird das Int_E w(x) dx berechnet.
for k=1:n-1

w=[X(k,3) X(k,4) X(k+1,3) X(k+1,4)];
for i=1:r

PHI=hermite(G(i,1));
PHI(:,2)=h*PHI(:,2);
PHI(:,4)=h*PHI(:,4);
Omi=h*G(i,2);
f=f+Omi*w*PHI(1,:)’; % [w0 w0’ w1 w1’]*[ phi0 psi0 phi1 psi1]^T

end
end

end

Implementierung für die Numerische Auswertung der Variationsungleichung:

function v=varungl(X,A,b,mat,lb,ub)
% Loesen der Optimierungsaufgabe:
% max g(v)=max \int_0^1 (phi’(u)d_x^2w d_x^2p +psi’(u)wp)v dx
% NB : 2piR int_0^1 v(x) dx = C
% lb <= v <= ub
%

[n,m]=size(X);
% Startloesung v=u*Stoerung

v=X(:,2)+1e13*eps;
% Optimierungsparameter festlegen und starten

options=optimset(@fmincon);
options=optimset(options,’Display’,’iter’,’Algorithm’,’active-set’,...

’TolFun’,1e-8,’TolCon’,1e-8,’TolX’,1e-8,...
’UseParallel’,’always’,’GradObj’,’on’,...
’DerivativeCheck’,’on’,’Diagnostics’,’on’,...
’FunValCheck’,’off’)

[v,fval,exitflag,output,lambda]=...
fmincon(@myfun2,v,[],[],A,b,lb,ub,[],options,X,mat);
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function [f,g]=myfun2(v,X,mat)
X(:,9)=v;
[f,g]=maing2(X,mat); % fmincon kann nur minimieren!!!
f=-f;
g=sign(f)*g;

end
end
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Anhang C

Implementierungen des
Problems A in Matlab

In diesem Kapitel beginnen wir mit der Darlegung der Quell-Texte für das Op-
timalsteuerungsproblem A, wobei wir bereits bekannte Routinen aus dem letzen
Kapitel wieder verwenden.

C.1 Hilfs-Routinen für die FEM bzw. Optimierung

Gauss-Quadratur-Formel für 2D:

function H=gauss2d
% 1D-Gauss-Pkt definieren

G=zeros(6,2);
G(1,1)=-0.932469514203152;
G(2,1)=-0.661209386466264;
G(3,1)=-0.238619186083197;
G(4,1)=-G(3,1);
G(5,1)=-G(2,1);
G(6,1)=-G(1,1);
G(1,2)=0.171324492379171;
G(2,2)=0.360761573048139;
G(3,2)=0.467913934572690;
G(4,2)=G(3,2);
G(5,2)=G(2,2);
G(6,2)=G(1,2);
% Transformation auf (0,1)
G(:,1)=0.5*(G(:,1)+1);
G(:,2)=0.5*G(:,2);

% Tensorprodukte der 1D-GP bilden fuer 2D-GP
H=zeros(36,3); k=1;
for i=1:6

for j=1:6
H(k,1)=G(i,1);
H(k,2)=G(j,1);
H(k,3)=G(i,2)*G(j,2);
k=k+1;

end
end

end
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Formfunktionen für das Bogner-Fox-Schmidt-Element:

function PHI2d=hermite2d(x,y)
% 2D-Hermite Ansatzfunktionen werden ueber Tensorprodukt aus den 1D-Poly
% gebildet.

PHIx=hermite(x);
PHIy=hermite(y);
k=1;
for i=1:2

for j=1:2
PHI2d(1,k)=PHIx(1,j)*PHIy(1,i);
PHI2d(1,k+4)=PHIx(1,j+2)*PHIy(1,i);
PHI2d(1,k+8)=PHIx(1,j)*PHIy(1,i+2);
PHI2d(1,k+12)=PHIx(1,j+2)*PHIy(1,i+2);

PHI2d(2,k)=PHIx(2,j)*PHIy(1,i);
PHI2d(2,k+4)=PHIx(2,j+2)*PHIy(1,i);
PHI2d(2,k+8)=PHIx(2,j)*PHIy(1,i+2);
PHI2d(2,k+12)=PHIx(2,j+2)*PHIy(1,i+2);

PHI2d(3,k)=PHIx(1,j)*PHIy(2,i);
PHI2d(3,k+4)=PHIx(1,j+2)*PHIy(2,i);
PHI2d(3,k+8)=PHIx(1,j)*PHIy(2,i+2);
PHI2d(3,k+12)=PHIx(1,j+2)*PHIy(2,i+2);

PHI2d(4,k)=PHIx(3,j)*PHIy(1,i);
PHI2d(4,k+4)=PHIx(3,j+2)*PHIy(1,i);
PHI2d(4,k+8)=PHIx(3,j)*PHIy(1,i+2);
PHI2d(4,k+12)=PHIx(3,j+2)*PHIy(1,i+2);

PHI2d(5,k)=PHIx(1,j)*PHIy(3,i);
PHI2d(5,k+4)=PHIx(1,j+2)*PHIy(3,i);
PHI2d(5,k+8)=PHIx(1,j)*PHIy(3,i+2);
PHI2d(5,k+12)=PHIx(1,j+2)*PHIy(3,i+2);

PHI2d(6,k)=PHIx(2,j)*PHIy(2,i);
PHI2d(6,k+4)=PHIx(2,j+2)*PHIy(2,i);
PHI2d(6,k+8)=PHIx(2,j)*PHIy(2,i+2);
PHI2d(6,k+12)=PHIx(2,j+2)*PHIy(2,i+2);

k=k+1;
end

end
end

Hilfsroutine für die Berechnung der Integrale, um Zeit bei der Optimierung ein-
zusparen:

function H=int(h,tau)
% Formfunktionen am Gausspunkt + Gewichte
% Diese Definition der Matrix H dient zur Geschwindigkeits-Optimierung
% im Programm.

G=gauss2d; % 2D-Gausspunkte (6-Pkt)
[n,m]=size(G);
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k=1;
for i=1:n

H(k:k+5,:)=hermite2d(G(i,1),G(i,2)); % Funktionen am GP
k=k+6;

end
for i=2:4:16 % Wichtung der Ableitungen mit h oder tau bzw h*tau

H(:,i)=h*H(:,i);
H(:,i+1)=tau*H(:,i+1);
H(:,i+2)=h*tau*H(:,i+2);

end
end

C.2 FEM-Routinen

Funktionen zum Lösen der Zustands- bzw. Adjungierten Gleichung:

function [X,f]=main(X,H,mat)
% Main-Funktion zum Loesen der Zustandsgleichung
% Theta(u)w_tt + D_x^2(Phi(u) D_x^2 w) + Psi(u) w= R f_z
% und der adjungierten Gleichung
% Theta(u)p_tt + D_x^2(Phi(u) D_x^2 p) + Psi(u) p= 0.
% Der Gradient des ZF wird ebenfalls berechnet.
%
% Output Knotenmatrix X mit Loesung w(x,T) + Gradient

T=X(:,1); % Zeitgitter definieren
[q,e]=size(T);
EL=elem(X);
tau=abs(T(2)-T(1)); [r,s]=size(X);
LSGw = sparse(q,2*r); % Loesungs-Matrizen definieren
LSGy = sparse(q,2*r);
LSGp = sparse(q,2*r);
LSGyp = sparse(q,2*r);
[K,MG]=mainlhs(X,EL,mat); % FEM-Matrizen generieren
A=MG+1/4*tau^2*K; % Rothe-Schema
AR=MG-1/4*tau^2*K;
[c1,c2]=size(A);
A(1,1)=1e20; % RB einarbeiten
A(c1-1,c1-1)=1e20;
MG(1,1)=1e20;
MG(c1-1,c1-1)=1e20;
R=cholinc(A,1e-6); % Vorkonditionierung
RE=cholinc(MG,1e-6);
FE=mainend(X,EL); % EB der ad. Gl
[LSGyp(q,:),flag,relres,iter,resvec]=...

pcg(MG,FE,1e-15,1000,RE’,RE); % Lsg der EB
for i=2:q

% RHS der Zustandsgleichung
Fn=mainrhs(X,EL,T(i),mat);
Fa=mainrhs(X,EL,T(i-1),mat);
RHS=tau^2/4*(Fn+Fa);
F=AR*LSGw(i-1,:)’+RHS+tau*MG*LSGy(i-1,:)’;

% Loesung w^(m+1) bestimmen
[LSGw(i,:),flag,relres,iter,resvec]=...
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pcg(A,F,1e-10,1000,R’,R);
% Loesung y^(m+1) bestimmen

LSGy(i,:)=2/tau*(LSGw(i,:)-LSGw(i-1,:))-LSGy(i-1,:);
% RHS der adjungierten Gleichung

F=AR*LSGyp(q-i+2,:)’+tau*K*LSGp(q-i+2,:)’;
% Loesung yp^(m-1) bestimmen

[LSGyp(q-i-1+2,:),flag,relres,iter,resvec]=...
pcg(A,F,1e-10,1000,R’,R);

% Loesung p^(m-1) bestimmen
LSGp(q-i-1+2,:)=-tau/2*(LSGyp(q-i+2,:)+LSGyp(q-i-1+2,:))+LSGp(q-i+2,:);

end
X(:,3)=LSGw(q,1:2:2*r); % w(x,T) einordnen in X
X(:,4)=LSGw(q,2:2:2*r);
f=gradf(T,X,LSGw,LSGy,LSGp,LSGyp,H,mat); % Gradient aufrufen

end

function [X,LSGw,LSGy,LSGp,LSGyp,T]=main2(X,mat,a)
% analog zur ursprünglichen Main-Funktion mit dem Unterschied, dass
% jetzt die kompletten Loesungen ausgegben werden!

T=X(:,1);
[q,e]=size(T);
EL=elem(X);
tau=abs(T(2)-T(1)); [r,s]=size(X);
LSGw = sparse(q,2*r);
LSGy = sparse(q,2*r);
LSGp = sparse(q,2*r);
LSGyp = sparse(q,2*r);
[K,MG]=mainlhs(X,EL,mat);
A=MG+1/4*tau^2*K;
AR=MG-1/4*tau^2*K;
[c1,c2]=size(A);
A(1,1)=1e20;
A(c1-1,c1-1)=1e20;
MG(1,1)=1e20;
MG(c1-1,c1-1)=1e20;
R=cholinc(A,1e-6);
RE=cholinc(MG,1e-6);
FE=mainend(X,EL);
[LSGyp(q,:),flag,relres,iter,resvec]=...

pcg(MG,FE,1e-15,1000,RE’,RE);
for i=2:q

Fn=mainrhs(X,EL,T(i),mat);
Fa=mainrhs(X,EL,T(i-1),mat);
RHS=tau^2/4*(Fn+Fa);
F=AR*LSGw(i-1,:)’+RHS+tau*MG*LSGy(i-1,:)’;
[LSGw(i,:),flag,relres,iter,resvec]=...

pcg(A,F,1e-10,1000,R’,R);
LSGy(i,:)=2/tau*(LSGw(i,:)-LSGw(i-1,:))-LSGy(i-1,:);

F=AR*LSGyp(q-i+2,:)’+tau*K*LSGp(q-i+2,:)’;
[LSGyp(q-i-1+2,:),flag,relres,iter,resvec]=...

pcg(A,F,1e-10,1000,R’,R);
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LSGp(q-i-1+2,:)=-tau/2*(LSGyp(q-i+2,:)+LSGyp(q-i-1+2,:))+LSGp(q-i+2,:);
end

if a == 1
figure
mesh(X(:,1),T,LSGw(:,1:2:2*r))
xlabel(’Domain’)
ylabel(’Time’)
legend(’Sol. w of state equation’,’Location’,’NorthEast’)
figure
mesh(X(:,1),T,LSGp(:,1:2:2*r))
xlabel(’Domain’)
ylabel(’Time’)
legend(’Sol. p of adjoint equation’,’Location’,’NorthEast’)

end
end

function [K,M]=mainlhs(X,EL,mat)
% Funktion zur Berechnung der globalen Theta-gewichtete Masse- und
% Steifigkeitsmatrix als Sparse definiert.
% Schleife geht ueber alle Elemnte der Orts-
% Diskretisierung (Freiheitsgrade werden beruecksichtigt)

[c1,c2]=size(X); [e1,e2]=size(EL); h=abs(X(2,1)-X(1,1));
K=sparse(2*c1,2*c1);
M=sparse(2*c1,2*c1);
for k=1:e1

Knoten=[EL(k,1) EL(k,2)];
[A_E,A_M]=elemm(Knoten,X,mat,h);
j=1;
for i=Knoten

Knoten2(j)=(2*i-1); j=j+1;
end
KH=[1 3];
for j=1:2

for i=1:2
K(Knoten2(j):Knoten2(j)+1,Knoten2(i):Knoten2(i)+1)=...
K(Knoten2(j):Knoten2(j)+1,Knoten2(i):Knoten2(i)+1)...
+A_E(KH(j):KH(j)+1,KH(i):KH(i)+1);
M(Knoten2(j):Knoten2(j)+1,Knoten2(i):Knoten2(i)+1)=...
M(Knoten2(j):Knoten2(j)+1,Knoten2(i):Knoten2(i)+1)...
+A_M(KH(j):KH(j)+1,KH(i):KH(i)+1);

end
end

end
end

function [A_E,A_M]=elemm(Knoten,X,mat,h)
% FEM-Matrizen basteln (analog zum stationaeren Fall)

A_E=zeros(4,4); % lokale Steifigkeits-Matrix
A_M=zeros(4,4); % lokale Theta- gewichtete Masse-matrix
G=gauss6;
XT=note(Knoten,X);
[n,m]=size(G);
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% Summation ueber alle Gausspunkte
for i=1:n

PHIu=formfu(G(i,1));
u=[XT(1,2) XT(2,2)]*PHIu(1,:)’;
thet=mat(8,1)*u;
nphi=mat(7,1)*mat(3,1)*u^3/12;
npsi=mat(7,1)*(u/mat(3,1)+u^3/(12*mat(3,1)^3));
Omi=h*G(i,2);
PHI=hermite(G(i,1));
PHI(:,2)=h*PHI(:,2);
PHI(:,4)=h*PHI(:,4);
PHI(3,:)=1/h^2*PHI(3,:);
A_E=A_E+Omi*(nphi*PHI(3,:)’*PHI(3,:)+...

npsi*PHI(1,:)’*PHI(1,:));
A_M=A_M+Omi*thet*PHI(1,:)’*PHI(1,:);

end
end

function F=mainrhs(X,EL,t,mat)
% Funktion zur Berechnung der rechten Seite der Zustandsgleichung.
% Wirkende Kraft f_z muss in Funktion rhs angepasst werden.
% Rhs-Vektor wird als Sparse definiert und mittels Element-Routine
% aufgebaut.

[c1,c2]=size(X);
[e1,e2]=size(EL); h=abs(X(2,1)-X(1,1));
F=sparse(2*c1,1);
for k=1:e1

Knoten=[EL(k,1) EL(k,2)];
f=rhs(Knoten,X,t,h,mat);
j=1;
for i=Knoten

Knoten2(j)=(2*i-1); j=j+1;
end
KH=[1 3];
for j=1:2

F(Knoten2(j):Knoten2(j)+1)=F(Knoten2(j):Knoten2(j)+1)...
+f(KH(j):KH(j)+1);

end
end

end

function F=rhs(Knoten,X,t,h,mat)
% Funktion zur Berechnung des lokale RHS-Vektors.

F=zeros(4,1);
G=gauss6;
XT=note(Knoten,X);
[n,m]=size(G);

% Summation ueber alle Gausspunkte
for i=1:n

PHI=hermite(G(i,1));
Omi=mat(3,1)*h*G(i,2);
PHI(:,2)=h*PHI(:,2);
PHI(:,4)=h*PHI(:,4);
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XG=XT(1,1)*(1-G(i,1))+XT(2,1)*G(i,1); %GP in der Welt!!!
F=F+Omi*exp(t)*PHI(1,:)’; % Krafteinwirkung f_z

end
end

Implementierung der Endbedingung:

function F=mainend(X,EL)
% Funktion zur Berechnung der globalen rechte Seite bezueglich der
% 2. Endbedingung fuer die adjungierte Gleichung. Uebliche Element-
% Routine.

[c1,c2]=size(X);
[e1,e2]=size(EL); h=abs(X(2,1)-X(1,1));
F=sparse(2*c1,1);
for k=1:e1

Knoten=[EL(k,1) EL(k,2)];
f=endbed(h);
j=1;
for i=Knoten

Knoten2(j)=(2*i-1); j=j+1;
end
KH=[1 3];
for j=1:2

F(Knoten2(j):Knoten2(j)+1)=F(Knoten2(j):Knoten2(j)+1)...
+f(KH(j):KH(j)+1);

end
end

end

function F=endbed(h)
% Funktion zur Berechnung des lokalen rechten Seiten Vektors fuer die
% 2.Endbedingung der adjungierten Gleichung.

F=zeros(4,1);
G=gauss6;
[n,m]=size(G);

% Summation ueber alle Gausspunkte
for i=1:n

PHI=hermite(G(i,1));
Omi=h*G(i,2);
PHI(:,2)=h*PHI(:,2);
PHI(:,4)=h*PHI(:,4);
F=F-Omi*PHI(1,:)’;

end
end

C.3 Optimierungs-Routinen

Implementierung des Problems A, des Zielfunktionals und des zugehörigen Gra-
dienten:

function X=instatfmincon(n)
% Loesen der Optimierungsaufgabe:
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% min f(u)=min int_0^1 G_A(u)(x) dx
% BS : lb <= u <= ub und int_0^1 u(x) dx = Vol/2piR =:C
%

mat=material;
X=netz(n); % Diskretiesierung erstellen (Stuetzwerte 1SP, Steuerung 2SP)
[n,m]=size(X);
lb=0.05*ones(n,1); % untere Grenze
ub=0.15*ones(n,1); % obere Grenze
Aeq=ones(1,n); h=X(2,1)-X(1,1); % 2piR int_0^1 u(x) dx = C berechnen (2NB)
Aeq(1,1)=1/2; Aeq(1,n)=1/2; Aeq=2*pi*mat(3,1)*h*Aeq; % mittels Trapezregel
beq=Aeq*X(:,2); tau=h;
H=int(h,tau); % Zeiteinsparung fuer Integration

% Optimierungsparameter festlegen
options=optimset(@fmincon);
startTime=tic;
options=optimset(options,’Display’,’iter’,’Algorithm’,’active-set’,...

’TolFun’,1e-10,’TolCon’,1e-10,’TolX’,1e-10,...
’UseParallel’,’always’,’GradObj’,’on’,...
’DerivativeCheck’,’off’,’Diagnostics’,’off’,...
’FunValCheck’,’off’,’MaxFunEvals’,10000)

[u,fval,exitflag,output,lambda]...
=fmincon(@myfun,X(:,2),[],[],Aeq,beq,lb,ub,[],options,H,mat)

time_fmincon=toc(startTime);
fprintf(’FMINCON optimization takes %g seconds.\n’,...

time_fmincon);
X(:,2)=u;
v=varungl(X,Aeq,beq,H,mat,lb,ub); % Variationsungleichung auswerten
plot(X(:,1),u,X(:,1),v,’*’);
xlabel(’x-region’);
ylabel(’optimal control’);
legend(’u_{opt} Direct Sol.’,’u_{opt} Sol. of VU’,’Location’,’NorthOutside’);
main2(X,mat,1);
rohrplot(X);

end

function [f,g,X]=myfun(u,H,mat)
[n,m]=size(u);
X=netz(n);
X(:,2)=u;
[X,g]=main(X,H,mat);
f=goalfunc(X);

end

function f=goalfunc(X)
% Input : Knotenmatrix mit Zustand w
% Output: f(u)=int_Omega w(x,T) dx
% Berechnung unter Benutzung der Hermite - Interpolation
% Elementeweises Vorgehen und Summation der Elemente-Integrale

[n,m]=size(X);
PHI=zeros(3,4);
G=gauss6;
[r,s]=size(G);
h=abs(X(2,1)-X(1,1));
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f=0;
% Elementeroutine : In jedem Element wird das Int_E w(x) dx berechnet.

for k=1:n-1
w=[X(k,3) X(k,4) X(k+1,3) X(k+1,4)];
for i=1:r

PHI=hermite(G(i,1));
PHI(:,2)=h*PHI(:,2);
PHI(:,4)=h*PHI(:,4);
Omi=h*G(i,2);
f=f+Omi*(w*PHI(1,:)’);

end
end

end

function f=gradf(T,X,LSGw,LSGy,LSGp,LSGyp,H,mat)
% Funktion zur Bestimmung des Gradienten
% f’(u)= iint (Theta’(u) w_t p_t - Phi’(u)w_xx p_xx - Psi’(u)wp) h dxdt
% Nutzung des Bogner-Fox-Schmidt Elements

[t1,t2]=size(T);
[c1,c2]=size(X);
f=zeros(c1,1);
k=1;
h=abs(X(2,1)-X(1,1)); % aequdistante SW
tau=h;
for i=1:2:2*c1-2

F=zeros(2,1);
for j=1:t1-1 % Knotenparameter w,p ordnen pro Element

w=[LSGw(j,i) LSGw(j,i+1) LSGy(j,i) LSGy(j,i+1) ...
LSGw(j,i+2) LSGw(j,i+3) LSGy(j,i+2) LSGy(j,i+3) ...
LSGw(j+1,i) LSGw(j+1,i+1) LSGy(j+1,i) LSGy(j+1,i+1) ...
LSGw(j+1,i+2) LSGw(j+1,i+3) LSGy(j+1,i+2) LSGy(j+1,i+3) ];

p=[LSGp(j,i) LSGp(j,i+1) LSGyp(j,i) LSGyp(j,i+1) ...
LSGp(j,i+2) LSGp(j,i+3) LSGyp(j,i+2) LSGyp(j,i+3) ...
LSGp(j+1,i) LSGp(j+1,i+1) LSGyp(j+1,i) LSGyp(j+1,i+1) ...
LSGp(j+1,i+2) LSGp(j+1,i+3) LSGyp(j+1,i+2) LSGyp(j+1,i+3) ];

u=[X(k,2) X(k+1,2)];
F=F+elem2d(w,p,u,h,tau,H,mat); % lokale Gradienten berechnen

end
f(k:k+1,1)=f(k:k+1,1)+F; % in globalem Gradienten-Vektor einsetzen
k=k+1;

end
end

function f=elem2d(wn,pn,u,h,tau,H,mat)
% eigentliche Elementroutine
% FEM-Matrizen basteln

f=zeros(2,1);
G=gauss2d; % 2D-Gauspkt.
[n,m]=size(G);

% Summation ueber alle Gausspunkte
k=1;
for i=1:n

H(k+2,:)=1/tau*H(k+2,:); % Integrationsmatrix fuer Zeitersparniss
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H(k+3,:)=1/(h^2)*H(k+3,:);
PHIu=formfu(G(i,1));
Omi=h*tau*G(i,3);
ug=u*PHIu(1,:)’; % "optimale" Steuerung
dtheta=mat(8,1); % Ableitung der Nemyzki-Operatoren
dphi=mat(7,1)*mat(3,1)*ug^2/4;
dpsi=mat(7,1)*(1/mat(3,1)+ug^2/(4*mat(3,1)^3));
wt=wn*H(k+2,:)’; % Fkt. am GP
pt=pn*H(k+2,:)’;
wx2=wn*H(k+3,:)’;
px2=pn*H(k+3,:)’;
w=wn*H(k,:)’;
p=pn*H(k,:)’;
f=f+(dtheta*wt*pt-dphi*wx2*px2-dpsi*w*p)*PHIu(1,:)’*Omi;
k=k+6;

end
end

Implementierung für die Numerische Auswertung der Variationsungleichung:

function [v,lambda]=varungl(X,A,b,H,mat,lb,ub)
[n,m]=size(X);

% Startloesung v=u*Stoerung
z=X(:,2)+1e13*eps;

% zugehörige optimale Zustände + adjungierten Zustand vorgeben
[X,LSGw,LSGy,LSGp,LSGyp,T]=main2(X,mat,0);

% Optimierungsparameter festlegen und starten
options=optimset(@fmincon);
options=optimset(options,’Display’,’iter’,’Algorithm’,’active-set’,...

’TolFun’,1e-8,’TolCon’,1e-8,’TolX’,1e-8,...
’UseParallel’,’always’,’GradObj’,’on’,...
’DerivativeCheck’,’off’,’Diagnostics’,’on’,...
’FunValCheck’,’off’)

[v,fval,exitflag,output,lambda]=...
fmincon(@myfun2,z,[],[],A,b,lb,ub,[],options,T,X,LSGw,...

LSGy,LSGp,LSGyp,H,mat)

function [f,G]=myfun2(z,T,X,LSGw,LSGy,LSGp,LSGyp,H,mat)
X(:,9)=z; % Zuordnung in Knotenmatrix X
[f,G]=gradfvu(T,X,LSGw,LSGy,LSGp,LSGyp,H,mat);
f=-f; % fmincon kann nur minimieren!!!
G=sign(f)*G;

end
end

function [f,G]=gradfvu(T,X,LSGw,LSGy,LSGp,LSGyp,H,mat)
% Berechung der Gleichung (ZF)
% iint (-Theta’(u) w_t p_t + Phi’(u)w_xx p_xx + Psi’(u)wp) z dxdt
% und des zugehoerigen Gradienten unter Benutzung des
% Bogner-Fox-Schmidt Elements, analoge Vorgehensweise zu Fkt. gradf
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[t1,t2]=size(T);
[c1,c2]=size(X);
f=0; G=zeros(c1,1);
k=1;
h=abs(X(2,1)-X(1,1));
tau=abs(T(2,1)-T(1,1));
for i=1:2:2*c1-2

g=zeros(2,1);
for j=1:t1-1

w=[LSGw(j,i) LSGw(j,i+1) LSGy(j,i) LSGy(j,i+1) ...
LSGw(j,i+2) LSGw(j,i+3) LSGy(j,i+2) LSGy(j,i+3) ...
LSGw(j+1,i) LSGw(j+1,i+1) LSGy(j+1,i) LSGy(j+1,i+1) ...
LSGw(j+1,i+2) LSGw(j+1,i+3) LSGy(j+1,i+2) LSGy(j+1,i+3) ];

p=[LSGp(j,i) LSGp(j,i+1) LSGyp(j,i) LSGyp(j,i+1) ...
LSGp(j,i+2) LSGp(j,i+3) LSGyp(j,i+2) LSGyp(j,i+3) ...
LSGp(j+1,i) LSGp(j+1,i+1) LSGyp(j+1,i) LSGyp(j+1,i+1) ...
LSGp(j+1,i+2) LSGp(j+1,i+3) LSGyp(j+1,i+2) LSGyp(j+1,i+3) ];

z=[X(k,9) X(k+1,9)];
u=[X(k,2) X(k+1,2)];
[fh,gh]=elem2d2(w,p,u,z,h,tau,H,mat);
f=f+fh; % Zielfunktional (Summe)
g=g+gh; % Gradient (lokal)

end
G(k:k+1,1)=G(k:k+1,1)+g; % Gradientenvektor global
k=k+1;

end
end

function [f,g]=elem2d2(wn,pn,u,z,h,tau,H,mat)
% FEM-Matrizen basteln

f=0; g=zeros(2,1); k=1;
G=gauss2d;
[n,m]=size(G);

% Summation ueber alle Gausspunkte
for i=1:n

H(k+2,:)=1/tau*H(k+2,:);
H(k+3,:)=1/(h^2)*H(k+3,:);
PHIu=formfu(G(i,1));
Omi=h*tau*G(i,3);
ug=u*PHIu(1,:)’;
dtheta=mat(8,1);
dphi=mat(7,1)*mat(3,1)*ug^2/4;
dpsi=mat(7,1)*(1/mat(3,1)+ug^2/(4*mat(3,1)^3));
wt=wn*H(k+2,:)’;
pt=pn*H(k+2,:)’;
wx2=wn*H(k+3,:)’;
px2=pn*H(k+3,:)’;
w=wn*H(k,:)’;
p=pn*H(k,:)’;
zg=z*PHIu(1,:)’;
f=f+[(-dtheta*wt*pt+dphi*wx2*px2+dpsi*w*p)*zg*Omi];
g=g+[(-dtheta*wt*pt+dphi*wx2*px2+dpsi*w*p)*PHIu(1,:)’*Omi];
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k=k+6;
end

end
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Anhang D

Implementierungen des
Problems B in Matlab

In diesem Kapitel legen wir die Quell-Texte für das Lösen des Problems B dar,
wobei wir bereits bekannte Routinen aus den letzten Kapitel verwenden.

D.1 FEM-Routinen

Funktionen zum Lösen der Zustands- bzw. Adjungierten Gleichung:

function [X,f]=main(X,H,mat)
% Main-Funktion zum Loesen der Zustandsgleichung
% Theta(u)w_tt-D_x(Upsilon(u)w_xtt)+D_x^2(Phi(u)D_x^2w)+Psi(u)w=R f_z
% und der adjungierten Gleichung
% Theta(u)p_tt-D_x(Upsilon(u)w_xtt))+D_x^2(Phi(u)D_x^2p)+Psi(u)p=0.
% Der Gradient des ZF wird ebenfalls berechnet.
%
% Output Knotenmatrix X mit Loesung w(x,T) + Gradient

T=X(:,1); % Zeitgitter definieren
[q,e]=size(T);
EL=elem(X);
tau=abs(T(2)-T(1)); [r,s]=size(X);
LSGw=sparse(q,2*r); % Loesungs-Matrizen definieren
LSGy=sparse(q,2*r);
LSGp=sparse(q,2*r);
LSGyp=sparse(q,2*r);
[K,M,G]=mainlhs(X,EL,mat); % FEM-Matrizen generieren
A=M+G+1/4*tau^2*K; % Rothe-Schema
AR=M+G-1/4*tau^2*K;
[c1,c2]=size(A);
A(1,1)=1e20; A(c1-1,c1-1)=1e20; % RB einarbeiten
R=cholinc(A,1e-6); % Vorkonditionierung
[AE,F]=mainend(X,EL,mat);
AE(1,1)=1e20;
AE(c1-1,c1-1)=1e20;
RE=cholinc(AE,1e-6);
[LSGyp(q,:),flag,relres,iter,resvec]=...

pcg(AE,F,1e-10,1000,RE’,RE); % Lsg der EB
for i=2:q

% RHS der Zustandsgleichung
Fn=mainrhs(X,EL,T(i),mat);

205



Fa=mainrhs(X,EL,T(i-1),mat);
RHS=tau^2/4*(Fn+Fa);
F=AR*LSGw(i-1,:)’+RHS+tau*(M+G)*LSGy(i-1,:)’;

% Loesung w^(m+1) bestimmen
[LSGw(i,:),flag,relres,iter,resvec]=...

pcg(A,F,1e-10,1000,R’,R);
% Loesung y^(m+1) bestimmen

LSGy(i,:)=2/tau*(LSGw(i,:)-LSGw(i-1,:))-LSGy(i-1,:);
% RHS der adjungierten Gleichung

F=AR*LSGyp(q-i+2,:)’+tau*K*LSGp(q-i+2,:)’;
% Loesung yp^(m-1) bestimmen

[LSGyp(q-i-1+2,:),flag,relres,iter,resvec]=...
pcg(A,F,1e-10,1000,R’,R);

% Loesung p^(m-1) bestimmen
LSGp(q-i-1+2,:)=-tau/2*(LSGyp(q-i+2,:)+LSGyp(q-i-1+2,:))+LSGp(q-i+2,:);

end
X(:,3)=LSGw(q,1:2:2*r); % w(x,T) einordnen in X
X(:,4)=LSGw(q,2:2:2*r);
f=gradf(T,X,LSGw,LSGy,LSGp,LSGyp,H,mat);

end

function [X,LSGw,LSGy,LSGp,LSGyp,T]=main2(X,mat,a)
% analog zur ursprünglichen Main-Funktion mit dem Unterschied, dass
% jetzt die kompletten Loesungen ausgegben werden!

T=X(:,1);
[q,e]=size(T);
EL=elem(X);
tau=abs(T(2)-T(1)); [r,s]=size(X);
LSGw=sparse(q,2*r);
LSGy=sparse(q,2*r);
LSGp=sparse(q,2*r);
LSGyp=sparse(q,2*r);
[K,M,G]=mainlhs(X,EL,mat);
A=M+G+1/4*tau^2*K;
AR=M+G-1/4*tau^2*K;
[c1,c2]=size(A);
A(1,1)=1e20; A(c1-1,c1-1)=1e20;
R=cholinc(A,1e-6);
[AE,F]=mainend(X,EL,mat);
AE(1,1)=1e20;
AE(c1-1,c1-1)=1e20;
RE=cholinc(AE,1e-6);
[LSGyp(q,:),flag,relres,iter,resvec]=...

pcg(AE,F,1e-10,1000,RE’,RE);
for i=2:q

Fn=mainrhs(X,EL,T(i),mat);
Fa=mainrhs(X,EL,T(i-1),mat);
RHS=tau^2/4*(Fn+Fa);
F=AR*LSGw(i-1,:)’+RHS+tau*(M+G)*LSGy(i-1,:)’;
[LSGw(i,:),flag,relres,iter,resvec]=...

pcg(A,F,1e-10,1000,R’,R);
LSGy(i,:)=2/tau*(LSGw(i,:)-LSGw(i-1,:))-LSGy(i-1,:);
F=AR*LSGyp(q-i+2,:)’+tau*K*LSGp(q-i+2,:)’;
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[LSGyp(q-i-1+2,:),flag,relres,iter,resvec]=...
pcg(A,F,1e-10,1000,R’,R);

LSGp(q-i-1+2,:)=-tau/2*(LSGyp(q-i+2,:)+LSGyp(q-i-1+2,:))+LSGp(q-i+2,:);
end
if a == 1

figure
mesh(X(:,1),T,LSGw(:,1:2:2*r))
xlabel(’Domain’)
ylabel(’Time’)
legend(’Sol. w of state equation’,’Location’,’NorthEast’)
figure
mesh(X(:,1),T,LSGp(:,1:2:2*r))
xlabel(’Domain’)
ylabel(’Time’)
legend(’Sol. p of adjoint equation’,’Location’,’NorthEast’)

end
end

function [K,M,G]=mainlhs(X,EL,mat)
% Funktion zur Berechnung der globalen Theta-gewichtete Masse-,
% der Steifigkeits- und der Laplacematrix als Sparse definiert.
% Schleife geht ueber alle Elemnte der Orts-
% Diskretisierung (Freiheitsgrade werden beruecksichtigt)

[c1,c2]=size(X); [e1,e2]=size(EL); h=abs(X(2,1)-X(1,1));
K=sparse(2*c1,2*c1);
M=sparse(2*c1,2*c1);
G=sparse(2*c1,2*c1);
for k=1:e1

Knoten=[EL(k,1) EL(k,2)];
[A_E,A_M,A_G]=elemm(Knoten,X,mat,h);
j=1;
for i=Knoten

Knoten2(j)=(2*i-1); j=j+1;
end
KH=[1 3];
for j=1:2

for i=1:2
K(Knoten2(j):Knoten2(j)+1,Knoten2(i):Knoten2(i)+1)=...
K(Knoten2(j):Knoten2(j)+1,Knoten2(i):Knoten2(i)+1)...
+A_E(KH(j):KH(j)+1,KH(i):KH(i)+1);
M(Knoten2(j):Knoten2(j)+1,Knoten2(i):Knoten2(i)+1)=...
M(Knoten2(j):Knoten2(j)+1,Knoten2(i):Knoten2(i)+1)...
+A_M(KH(j):KH(j)+1,KH(i):KH(i)+1);
G(Knoten2(j):Knoten2(j)+1,Knoten2(i):Knoten2(i)+1)=...
G(Knoten2(j):Knoten2(j)+1,Knoten2(i):Knoten2(i)+1)...
+A_G(KH(j):KH(j)+1,KH(i):KH(i)+1);

end
end

end
end

function [A_E,A_M,A_G]=elemm(Knoten,X,mat,h)
% FEM-Matrizen basteln (analog zum stationaeren Fall)
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A_E=zeros(4,4); % lokale Steifigkeitsmatrix
A_M=zeros(4,4); % lokale Theta- gewichtete Massematrix
A_G=zeros(4,4); % lokale Laplacematrix
G=gauss6;
XT=note(Knoten,X);
[n,m]=size(G);

% Summation ueber alle Gausspunkte
for i=1:n

PHIu=formfu(G(i,1));
u=[XT(1,2) XT(2,2)]*PHIu(1,:)’;
thet=mat(8,1)*u;
ups=mat(8,1)*u^3/12;
nphi=mat(7,1)*mat(3,1)*u^3/12;
npsi=mat(7,1)*(u/mat(3,1)+u^3/(12*mat(3,1)^3));
Omi=h*G(i,2);
PHI=hermite(G(i,1));
PHI(:,2)=h*PHI(:,2);
PHI(:,4)=h*PHI(:,4);
PHI(3,:)=1/h^2*PHI(3,:);
A_E=A_E+Omi*(nphi*PHI(3,:)’*PHI(3,:)+...

npsi*PHI(1,:)’*PHI(1,:));
A_M=A_M+Omi*thet*PHI(1,:)’*PHI(1,:);
PHI(2,:)=1/h*PHI(2,:);
A_G=A_G+Omi*ups*PHI(2,:)’*PHI(2,:);

end
end

function F=mainrhs(X,EL,t,mat)
% Funktion zur Berechnung der rechten Seite der Zustandsgleichung.
% Wirkende Kraft f_z muss in Funktion rhs angepasst werden.
% Rhs-Vektor wird als Sparse definiert und mittels Element-Routine
% aufgebaut.

[c1,c2]=size(X);
[e1,e2]=size(EL); h=abs(X(2,1)-X(1,1));
F=sparse(2*c1,1);
for k=1:e1

Knoten=[EL(k,1) EL(k,2)];
f=rhs(Knoten,X,t,h,mat);
j=1;
for i=Knoten

Knoten2(j)=(2*i-1); j=j+1;
end
KH=[1 3];
for j=1:2

F(Knoten2(j):Knoten2(j)+1)=F(Knoten2(j):Knoten2(j)+1)...
+f(KH(j):KH(j)+1);

end
end

end

function F=rhs(Knoten,X,t,h,mat)
% Funktion zur Berechnung des lokale RHS-Vektors.

F=zeros(4,1);
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G=gauss6;
XT=note(Knoten,X);
[n,m]=size(G);

% Summation ueber alle Gausspunkte
for i=1:n

PHI=hermite(G(i,1));
Omi=mat(3,1)*h*G(i,2);
PHI(:,2)=h*PHI(:,2);
PHI(:,4)=h*PHI(:,4);
XG=XT(1,1)*(1-G(i,1))+XT(2,1)*G(i,1); %GP in der Welt!!!
F=F+Omi*sin(XG)*exp(t)*PHI(1,:)’; % Krafteinwirkung f_z

end
end

Implementierung der Endbedingung:

function [A,F]=mainend(X,EL,mat)
% Funktion zur Berechnung der globalen rechte Seite bezueglich der
% 2. Endbedingung fuer die adjungierte Gleichung. Uebliche Element-
% Routine.

[c1,c2]=size(X); h=abs(X(2,1)-X(1,1));
[e1,e2]=size(EL);
A=sparse(2*c1,2*c1);
F=sparse(2*c1,1);
for k=1:e1

Knoten=[EL(k,1) EL(k,2)];
[A_E,f]=endbed(Knoten,X,mat,h);
j=1;
for i=Knoten

Knoten2(j)=(2*i-1); j=j+1;
end
KH=[1 3];
for j=1:2

for i=1:2
A(Knoten2(j):Knoten2(j)+1,Knoten2(i):Knoten2(i)+1)=...
A(Knoten2(j):Knoten2(j)+1,Knoten2(i):Knoten2(i)+1)+...
A_E(KH(j):KH(j)+1,KH(i):KH(i)+1); % LHS des LGS

end
F(Knoten2(j):Knoten2(j)+1)=F(Knoten2(j):Knoten2(j)+1)...

+f(KH(j):KH(j)+1); % RHS
end

end
end

function [A_E,F]=endbed(Knoten,X,mat,h)
% rechte Seite FEM basteln

F=zeros(4,1);
% lokale EB linke Seite Matrix

A_E=zeros(4,4);
G=gauss6;
XT=note(Knoten,X);
[n,m]=size(G);

% Summation ueber alle Gausspunkte
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for i=1:n
PHIu=formfu(G(i,1));
u=[XT(1,2) XT(2,2)]*PHIu(1,:)’;
thet=mat(8,1)*u;
ups=mat(8,1)*u^3/12;
PHI=hermite(G(i,1));
Omi=h*G(i,2);
PHI(:,2)=h*PHI(:,2);
PHI(:,4)=h*PHI(:,4);
F=F-Omi*PHI(1,:)’;
PHI(2,:)=1/h*PHI(2,:);
A_E=A_E+Omi*(ups*PHI(2,:)’*PHI(2,:)+thet*PHI(1,:)’*PHI(1,:));

end
end

D.2 Optimierungs-Routinen

Implementierung des Problems B und des zugehörigen Gradienten:

function X=instatfmincon(n)
% Loesen der Optimierungsaufgabe:
% min f(u)=min int_0^1 G_B(u)(x) dx
% BS : lb <= u <= ub und int_0^1 u(x) dx = Vol/2piR =:C
%

mat=material;
X=netz(n); % Diskretisierung erstellen (Stuetzwerte 1SP, Steuerung 2SP)
[n,m]=size(X);
lb=0.05*ones(n,1); % untere Grenze
ub=0.15*ones(n,1); % obere Grenze
Aeq=ones(1,n); h=X(2,1)-X(1,1); % 2piR int_0^1 u(x) dx = C berechnen (2NB)
Aeq(1,1)=1/2; Aeq(1,n)=1/2; Aeq=2*pi*mat(3,1)*h*Aeq; % mittels Trapezregel
beq=Aeq*X(:,2); tau=h;
H=int(h,tau); % Zeiteinsparung fuer Integration

% Optimierungsparameter festlegen
options=optimset(@fmincon);
startTime=tic;
options=optimset(options,’Display’,’iter’,’Algorithm’,’active-set’,...

’TolFun’,1e-10,’TolCon’,1e-10,’TolX’,1e-10,...
’UseParallel’,’always’,’GradObj’,’on’,...
’DerivativeCheck’,’off’,’Diagnostics’,’off’,...
’FunValCheck’,’off’,’MaxFunEvals’,10000)

[u,fval,exitflag,output,lambda]...
=fmincon(@myfun,X(:,2),[],[],Aeq,beq,lb,ub,[],options,H,mat)

time_fmincon=toc(startTime);
fprintf(’FMINCON optimization takes %g seconds.\n’,...

time_fmincon);
X(:,2)=u;
v=varungl(X,Aeq,beq,H,mat,lb,ub); % Variationsungleichung auswerten
plot(X(:,1),u,X(:,1),v,’*’);
xlabel(’x-region’);
ylabel(’optimal control’);
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legend(’u_{opt} Direct Sol.’,’u_{opt} Sol. of VU’,’Location’,’NorthOutside’);
main2(X,mat,1);
rohrplot(X);

end

function [f,g,X]=myfun(u,H,mat)
[n,m]=size(u);
X=netz(n);
X(:,2)=u;
[X,g]=main(X,H,mat);
f=goalfunc(X);

end

function f=gradf(T,X,LSGw,LSGy,LSGp,LSGyp,H,mat)
% Funktion zur Bestimmung des Gradienten
% f’(u)= iint (Theta’(u) w_t p_t + Upsilon’(u)w_tx p_tx
% - Phi’(u)w_xx p_xx - Psi’(u)wp) h dxdt
% Nutzung des Bogner-Fox-Schmidt Elements

[t1,t2]=size(T);
[c1,c2]=size(X);
f=zeros(c1,1);
k=1;
h=abs(X(2,1)-X(1,1)); % aequdistante Schrittweite
tau=h;
for i=1:2:2*c1-2

F=zeros(2,1);
for j=1:t1-1 % Knotenparameter w,p ordnen pro Element

w=[LSGw(j,i) LSGw(j,i+1) LSGy(j,i) LSGy(j,i+1) ...
LSGw(j,i+2) LSGw(j,i+3) LSGy(j,i+2) LSGy(j,i+3) ...
LSGw(j+1,i) LSGw(j+1,i+1) LSGy(j+1,i) LSGy(j+1,i+1) ...
LSGw(j+1,i+2) LSGw(j+1,i+3) LSGy(j+1,i+2) LSGy(j+1,i+3) ];

p=[LSGp(j,i) LSGp(j,i+1) LSGyp(j,i) LSGyp(j,i+1) ...
LSGp(j,i+2) LSGp(j,i+3) LSGyp(j,i+2) LSGyp(j,i+3) ...
LSGp(j+1,i) LSGp(j+1,i+1) LSGyp(j+1,i) LSGyp(j+1,i+1) ...
LSGp(j+1,i+2) LSGp(j+1,i+3) LSGyp(j+1,i+2) LSGyp(j+1,i+3) ];

u=[X(k,2) X(k+1,2)];
F=F+elem2d(w,p,u,h,tau,H,mat); % lokale Gradienten berechnen

end
f(k:k+1,1)=f(k:k+1,1)+F; % in globalem Gradienten-Vektor einsetzn
k=k+1;

end
end

function f=elem2d(wn,pn,u,h,tau,H,mat)
% eigentliche Elementroutine
% FEM-Matrizen basteln

f=zeros(2,1);
G=gauss2d;
[n,m]=size(G); k=1;

% Summation ueber alle Gausspunkte
for i=1:n

H(k+2,:)=1/tau*H(k+2,:); % Integrationsmatrix fuer Zeitersparniss
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H(k+3,:)=1/(h^2)*H(k+3,:);
H(k+5,:)=1/(tau*h)*H(k+5,:);
PHIu=formfu(G(i,1));
Omi=h*tau*G(i,3);
ug=u*PHIu(1,:)’; % "optimale" Steuerung
dtheta=mat(8,1); % Ableitung der Nemyzki-Operatoren
dups=mat(8,1)*ug^2/4;
dphi=mat(7,1)*mat(3,1)*ug^2/4;
dpsi=mat(7,1)*(1/mat(3,1)+ug^2/(4*mat(3,1)^3));
wt=wn*H(k+2,:)’; % Fkt. am GP
pt=pn*H(k+2,:)’;
wtx=wn*H(k+5,:)’;
ptx=pn*H(k+5,:)’;
wx2=wn*H(k+3,:)’;
px2=pn*H(k+3,:)’;
w=wn*H(k,:)’;
p=pn*H(k,:)’;
f=f+(dtheta*wt*pt+dups*wtx*ptx-dphi*wx2*px2-dpsi*w*p)*PHIu(1,:)’*Omi;
k=k+6;

end
end

Implementierung für die Numerische Auswertung der Variationsungleichung:

function [v,lambda]=varungl(X,A,b,H,mat,lb,ub)
[n,m]=size(X);

% Startloesung v=u*Stoerung
z=X(:,2)+1e13*eps;

% zugehörige optimale Zustände + adjungierten Zustand vorgeben
[X,LSGw,LSGy,LSGp,LSGyp,T]=main2(X,mat,0);

% Optimierungsparameter festlegen und starten
options=optimset(@fmincon);
options=optimset(options,’Display’,’iter’,’Algorithm’,’active-set’,...

’TolFun’,1e-8,’TolCon’,1e-8,’TolX’,1e-8,...
’UseParallel’,’always’,’GradObj’,’on’,...
’DerivativeCheck’,’off’,’Diagnostics’,’on’,...
’FunValCheck’,’off’)

[v,fval,exitflag,output,lambda]=...
fmincon(@myfun2,z,[],[],A,b,lb,ub,[],options,T,X,LSGw,...

LSGy,LSGp,LSGyp,H,mat)

function [f,G]=myfun2(z,T,X,LSGw,LSGy,LSGp,LSGyp,H,mat)
X(:,9)=z; % Zuordnung in Knotenmatrix X
[f,G]=gradfvu(T,X,LSGw,LSGy,LSGp,LSGyp,H,mat);
f=-f; % fmincon kann nur minimieren!!!
G=sign(f)*G;

end
end

function [f,G]=gradfvu(T,X,LSGw,LSGy,LSGp,LSGyp,H,mat)
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% Berechung der Gleichung (ZF)
% iint (-Theta’(u)w_tp_t - Upsilon’(u)w_xtp_xt+Phi’(u)w_xxp_xx+Psi’(u)wp) z dxdt
% und des zugehoerigen Gradienten unter Benutzung des
% Bogner-Fox-Schmidt Elements, analoge Vorgehensweise zu Fkt. gradf

[t1,t2]=size(T);
[c1,c2]=size(X);
f=0; G=zeros(c1,1);
k=1;
h=abs(X(2,1)-X(1,1));
tau=abs(T(2,1)-T(1,1));
for i=1:2:2*c1-2

g=zeros(2,1);
for j=1:t1-1

w=[LSGw(j,i) LSGw(j,i+1) LSGy(j,i) LSGy(j,i+1) ...
LSGw(j,i+2) LSGw(j,i+3) LSGy(j,i+2) LSGy(j,i+3) ...
LSGw(j+1,i) LSGw(j+1,i+1) LSGy(j+1,i) LSGy(j+1,i+1) ...
LSGw(j+1,i+2) LSGw(j+1,i+3) LSGy(j+1,i+2) LSGy(j+1,i+3) ];

p=[LSGp(j,i) LSGp(j,i+1) LSGyp(j,i) LSGyp(j,i+1) ...
LSGp(j,i+2) LSGp(j,i+3) LSGyp(j,i+2) LSGyp(j,i+3) ...
LSGp(j+1,i) LSGp(j+1,i+1) LSGyp(j+1,i) LSGyp(j+1,i+1) ...
LSGp(j+1,i+2) LSGp(j+1,i+3) LSGyp(j+1,i+2) LSGyp(j+1,i+3) ];

z=[X(k,9) X(k+1,9)];
u=[X(k,2) X(k+1,2)];
[fh,gh]=elem2d2(w,p,u,z,h,tau,H,mat);
f=f+fh; % Zielfunktional (Summe)
g=g+gh; % Gradient (lokal)

end
G(k:k+1,1)=G(k:k+1,1)+g; % Gradientenvektor global
k=k+1;

end
end

function [f,g]=elem2d2(wn,pn,u,z,h,tau,H,mat)
% FEM-Matrizen basteln

f=0; g=zeros(2,1);
G=gauss2d;
[n,m]=size(G); k=1;

% Summation ueber alle Gausspunkte
for i=1:n

H(k+2,:)=1/tau*H(k+2,:);
H(k+3,:)=1/(h^2)*H(k+3,:);
H(k+5,:)=1/(tau*h)*H(k+5,:);
PHIu=formfu(G(i,1));
Omi=h*tau*G(i,3);
ug=u*PHIu(1,:)’;
zg=z*PHIu(1,:)’;
dtheta=mat(8,1);
dups=mat(8,1)*ug^2/4;
dphi=mat(7,1)*mat(3,1)*ug^2/4;
dpsi=mat(7,1)*(1/mat(3,1)+ug^2/(4*mat(3,1)^3));
wt=wn*H(k+2,:)’;
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pt=pn*H(k+2,:)’;
wtx=wn*H(k+5,:)’;
ptx=pn*H(k+5,:)’;
wx2=wn*H(k+3,:)’;
px2=pn*H(k+3,:)’;
w=wn*H(k,:)’;
p=pn*H(k,:)’;
f=f+(-dtheta*wt*pt-dups*wtx*ptx+dphi*wx2*px2+dpsi*w*p)*zg*Omi;
g=g+(-dtheta*wt*pt-dups*wtx*ptx+dphi*wx2*px2+dpsi*w*p)*PHIu(1,:)’*Omi;
k=k+6;

end
end

214



Anhang E

Implementierungen des
Problems C in Matlab

Die Quell-Texte für die Implementierung des Problems C.

E.1 FEM-Routinen

Funktionen zum Lösen der Zustands- bzw. Adjungierten Gleichung:

function [X,f,g]=main(X,H,mat)
% Main-Funktion zum Loesen der Zustandsgleichung
% Theta(u)w_tt + D_x^2(Phi(u) D_x^2 w) + Psi(u) w= R f_z
% und der adjungierten Gleichung
% Theta(u)p_tt + D_x^2(Phi(u) D_x^2 p) + Psi(u) p= f_z.
% Das ZF sowie der Gradient des ZF wird ebenfalls berechnet.
%
% Output Knotenmatrix X, ZF f und Gradient

T=X(:,1);
[q,e]=size(T);
EL=elem(X);
tau=abs(T(2)-T(1)); [r,s]=size(X);
LSGw = sparse(q,2*r); % Loesungs-Matrizen definieren
LSGy = sparse(q,2*r);
LSGp = sparse(q,2*r);
LSGyp = sparse(q,2*r);
[K,MG]=mainlhs(X,EL,mat); % FEM-Matrizen generieren
A=MG+1/4*tau^2*K;
AR=MG-1/4*tau^2*K;
[c1,c2]=size(A);
A(1,1)=1e20;
A(c1-1,c1-1)=1e20;
R=cholinc(A,1e-6);
for i=2:q

% RHS der Zustandsgleichung
Fn=mainrhs(X,EL,T(i),mat);
Fa=mainrhs(X,EL,T(i-1),mat);
RHS=tau^2/4*(Fn+Fa);
F=AR*LSGw(i-1,:)’+RHS+tau*MG*LSGy(i-1,:)’;

% Loesung w^(m+1) bestimmen
[LSGw(i,:),flag,relres,iter,resvec]=...

pcg(A,F,1e-10,1000,R’,R);
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% Loesung y^(m+1) bestimmen
LSGy(i,:)=2/tau*(LSGw(i,:)-LSGw(i-1,:))-LSGy(i-1,:);

% RHS der adjungierten Gleichung
Fn=mainrhs2(X,EL,T(q-i+2),mat);
Fa=mainrhs2(X,EL,T(q-i-1+2),mat);
RHS=tau/2*(Fn+Fa);
F=AR*LSGyp(q-i+2,:)’-RHS+tau*K*LSGp(q-i+2,:)’;
[LSGyp(q-i-1+2,:),flag,relres,iter,resvec]=...

pcg(A,F,1e-10,1000,R’,R);
LSGp(q-i-1+2,:)=-tau/2*(LSGyp(q-i+2,:)+LSGyp(q-i-1+2,:))+LSGp(q-i+2,:);

end
f=goalfunc(X,T,LSGw,LSGy,H); % ZF berechnen
g=gradf(T,X,LSGw,LSGy,LSGp,LSGyp,H,mat); % Gradient berechnen

end

function [X,LSGw,LSGy,LSGp,LSGyp,T]=main2(X,mat,a)
% analog zur ursprünglichen Main-Funktion mit dem Unterschied, dass
% jetzt die kompletten Loesungen ausgegben werden!

T=X(:,1);
[q,e]=size(T);
EL=elem(X);
tau=abs(T(2)-T(1)); [r,s]=size(X);
LSGw = sparse(q,2*r);
LSGy = sparse(q,2*r);
LSGp = sparse(q,2*r);
LSGyp = sparse(q,2*r);
[K,MG]=mainlhs(X,EL,mat);
A=MG+1/4*tau^2*K;
AR=MG-1/4*tau^2*K;
[c1,c2]=size(A);
A(1,1)=1e20;
A(c1-1,c1-1)=1e20;
R=cholinc(A,1e-6);
for i=2:q

Fn=mainrhs(X,EL,T(i),mat);
Fa=mainrhs(X,EL,T(i-1),mat);
RHS=tau^2/4*(Fn+Fa);
F=AR*LSGw(i-1,:)’+RHS+tau*MG*LSGy(i-1,:)’;
[LSGw(i,:),flag,relres,iter,resvec]=...

pcg(A,F,1e-10,1000,R’,R);
LSGy(i,:)=2/tau*(LSGw(i,:)-LSGw(i-1,:))-LSGy(i-1,:);
Fn=mainrhs2(X,EL,T(q-i+2),mat);
Fa=mainrhs2(X,EL,T(q-i-1+2),mat);
RHS=tau/2*(Fn+Fa);
F=AR*LSGyp(q-i+2,:)’-RHS+tau*K*LSGp(q-i+2,:)’;
[LSGyp(q-i-1+2,:),flag,relres,iter,resvec]=...

pcg(A,F,1e-10,1000,R’,R);
LSGp(q-i-1+2,:)=-tau/2*(LSGyp(q-i+2,:)+LSGyp(q-i-1+2,:))+LSGp(q-i+2,:);

end
if a == 1

figure
mesh(X(:,1),T,LSGw(:,1:2:2*r))
xlabel(’Domain’)
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ylabel(’Time’)
legend(’Sol. w of state equation’,’Location’,’NorthEast’)
figure
mesh(X(:,1),T,LSGp(:,1:2:2*r))
xlabel(’Domain’)
ylabel(’Time’)
legend(’Sol. p of adjoint equation’,’Location’,’NorthEast’)

end
end

function [K,M]=mainlhs(X,EL,mat)
% Funktion zur Berechnung der globalen Theta-gewichtete Masse- und
% Steifigkeitsmatrix als Sparse definiert.
% Schleife geht ueber alle Elemnte der Orts-
% Diskretisierung (Freiheitsgrade werden beruecksichtigt)

[c1,c2]=size(X); [e1,e2]=size(EL); h=abs(X(2,1)-X(1,1));
K=sparse(2*c1,2*c1);
M=sparse(2*c1,2*c1);
for k=1:e1

Knoten=[EL(k,1) EL(k,2)];
[A_E,A_M]=elemm(Knoten,X,mat,h);
j=1;
for i=Knoten

Knoten2(j)=(2*i-1); j=j+1;
end
KH=[1 3];
for j=1:2

for i=1:2
K(Knoten2(j):Knoten2(j)+1,Knoten2(i):Knoten2(i)+1)=...
K(Knoten2(j):Knoten2(j)+1,Knoten2(i):Knoten2(i)+1)...
+A_E(KH(j):KH(j)+1,KH(i):KH(i)+1);
M(Knoten2(j):Knoten2(j)+1,Knoten2(i):Knoten2(i)+1)=...
M(Knoten2(j):Knoten2(j)+1,Knoten2(i):Knoten2(i)+1)...
+A_M(KH(j):KH(j)+1,KH(i):KH(i)+1);

end
end

end
end

function [A_E,A_M]=elemm(Knoten,X,mat,h)
% FEM-Matrizen basteln (analog zum stationaeren Fall)

A_E=zeros(4,4); % lokale Steifigkeits-Matrix
A_M=zeros(4,4); % lokale Theta- gewichtete Masse-matrix
G=gauss6;
XT=note(Knoten,X);
[n,m]=size(G);

% Summation ueber alle Gausspunkte
for i=1:n

PHIu=formfu(G(i,1));
u=[XT(1,2) XT(2,2)]*PHIu(1,:)’;
thet=mat(8,1)*u;
nphi=mat(7,1)*mat(3,1)*u^3/12;
npsi=mat(7,1)*(u/mat(3,1)+u^3/(12*mat(3,1)^3));
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Omi=h*G(i,2);
PHI=hermite(G(i,1));
PHI(:,2)=h*PHI(:,2);
PHI(:,4)=h*PHI(:,4);
PHI(3,:)=1/h^2*PHI(3,:);
A_E=A_E+Omi*(nphi*PHI(3,:)’*PHI(3,:)+...

npsi*PHI(1,:)’*PHI(1,:));
A_M=A_M+Omi*thet*PHI(1,:)’*PHI(1,:);

end
end

function F=mainrhs(X,EL,t,mat)
% Funktion zur Berechnung der rechten Seite der Zustandsgleichung.
% Wirkende Kraft f_z muss in Funktion rhs angepasst werden.
% Rhs-Vektor wird als Sparse definiert und mittels Element-Routine
% aufgebaut.

[c1,c2]=size(X);
[e1,e2]=size(EL); h=abs(X(2,1)-X(1,1));
F=sparse(2*c1,1);
for k=1:e1

Knoten=[EL(k,1) EL(k,2)];
f=rhs(Knoten,X,t,h,mat);
j=1;
for i=Knoten

Knoten2(j)=(2*i-1); j=j+1;
end
KH=[1 3];
for j=1:2

F(Knoten2(j):Knoten2(j)+1)=F(Knoten2(j):Knoten2(j)+1)...
+f(KH(j):KH(j)+1);

end
end

end

function F=rhs(Knoten,X,t,h,mat)
% Funktion zur Berechnung des lokale RHS-Vektors.

F=zeros(4,1);
G=gauss6;
XT=note(Knoten,X);
[n,m]=size(G);

% Summation ueber alle Gausspunkte
for i=1:n

PHI=hermite(G(i,1));
Omi=mat(3,1)*h*G(i,2);
PHI(:,2)=h*PHI(:,2);
PHI(:,4)=h*PHI(:,4);
XG=XT(1,1)*(1-G(i,1))+XT(2,1)*G(i,1); %GP in der Welt!!!
F=F+Omi*sin(XG)*exp(t)*PHI(1,:)’; % Krafteinwirkung f_z

end
end

function F=mainrhs2(X,EL,t,mat)
% Funktion zur Berechnung der rechten Seite der adjungierten GLeichung.
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% Wirkende Kraft f_z muss in Funktion rhs angepasst werden.
% Rhs-Vektor wird als Sparse definiert und mittels Element-Routine
% aufgebaut.

[c1,c2]=size(X); h=abs(X(2,1)-X(1,1));
[e1,e2]=size(EL);
F=sparse(2*c1,1);
for k=1:e1

Knoten=[EL(k,1) EL(k,2)];
f=rhs2(Knoten,X,t,h,mat);
j=1;
for i=Knoten

Knoten2(j)=(2*i-1); j=j+1;
end
KH=[1 3];
for j=1:2

F(Knoten2(j):Knoten2(j)+1)=F(Knoten2(j):Knoten2(j)+1)...
+f(KH(j):KH(j)+1);

end
end

end

function F=rhs2(Knoten,X,t,h,mat)
% rechte Seite FEM basteln

F=zeros(4,1);
G=gauss6;
XT=note(Knoten,X);
[n,m]=size(G);

% Summation ueber alle Gausspunkte
for i=1:n

PHI=hermite(G(i,1));
Omi=h*G(i,2);
PHI(:,2)=h*PHI(:,2);
PHI(:,4)=h*PHI(:,4);
XG=XT(1,1)*(1-G(i,1))+XT(2,1)*G(i,1);
F=F+Omi*sin(XG)*exp(t)*PHI(1,:)’; % Krafteinwirkung f_z

end
end

E.2 Optimierungs-Routinen

Implementierung des Problems C, des Zielfunktionals und des zugehörigen Gra-
dienten:

function X=instatfmincon(n)
% Loesen der Optimierungsaufgabe:
% min f(u)=min int_0^1 G_A(u)(x) dx
% BS : lb <= u <= ub und int_0^1 u(x) dx = Vol/2piR =:C
%

mat=material;
X=netz(n); % Diskretisierung erstellen (Stuetzwerte 1SP, Steuerung 2SP)
[n,m]=size(X);
lb=0.05*ones(n,1); % untere Grenze
ub=0.15*ones(n,1); % obere Grenze
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Aeq=ones(1,n); h=X(2,1)-X(1,1); % 2piR int_0^1 u(x) dx = C berechnen (2NB)
Aeq(1,1)=1/2; Aeq(1,n)=1/2; Aeq=2*pi*mat(3,1)*h*Aeq; % mittels Trapezregel
beq=Aeq*X(:,2); tau=h;
H=int(h,tau);

% Optimierungsparameter festlegen
options=optimset(@fmincon);
startTime=tic;
options=optimset(options,’Display’,’iter’,’Algorithm’,’active-set’,...

’TolFun’,1e-10,’TolCon’,1e-10,’TolX’,1e-10,...
’UseParallel’,’always’,’GradObj’,’on’,...
’DerivativeCheck’,’off’,’Diagnostics’,’on’,...
’FunValCheck’,’off’,’MaxFunEvals’,10000)

[u,fval,exitflag,output,lambda]...
=fmincon(@myfun,X(:,2),[],[],Aeq,beq,lb,ub,[],options,H,mat)

time_fmincon=toc(startTime);
fprintf(’FMINCON optimization takes %g seconds.\n’,...

time_fmincon);
X(:,2)=u;
v=varungl(X,Aeq,beq,H,mat,lb,ub); % Variationsungleichung auswerten
plot(X(:,1),u,X(:,1),v,’*’);
xlabel(’x-region’);
ylabel(’optimal control’);
legend(’u_{opt} Direct Sol.’,’u_{opt} Sol. of VU’,’Location’,’NorthOutside’);
main2(X,mat,1);
rohrplot(X);

end

function [f,g,X]=myfun(u,H,mat)
[n,m]=size(u);
X=netz(n);
X(:,2)=u;
[X,f,g]=main(X,H,mat);

end

function f=goalfunc(X,T,LSGw,LSGy,H)
% Input : w d_x w in Q, Integrationsmatrix
% Output: f(u)=iint_Q w_s f_z dx dt
% Nutzung des Bogner-Fox-Schmidt Elements

[t1,t2]=size(T);
[c1,c2]=size(X);
f=0; k=1;
h=abs(X(2,1)-X(1,1)); % aequdistante SW
tau=h;
for i=1:2:2*c1-2 % Knotenparameter w,p ordnen pro Element

for j=1:t1-1
xko=[X(k,1) X(k+1,1)]; % (x,t) Korordinaten zur Berechnung der
tko=[T(j,1) T(j+1,1)]; % Welt-GP
w=[LSGw(j,i) LSGw(j,i+1) LSGy(j,i) LSGy(j,i+1) ...

LSGw(j,i+2) LSGw(j,i+3) LSGy(j,i+2) LSGy(j,i+3) ...
LSGw(j+1,i) LSGw(j+1,i+1) LSGy(j+1,i) LSGy(j+1,i+1) ...
LSGw(j+1,i+2) LSGw(j+1,i+3) LSGy(j+1,i+2) LSGy(j+1,i+3) ];

f=f+elem2d(w,h,tau,xko,tko,H);
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end
k=k+1;

end
end

function f=elem2d(w,h,tau,xko,tko,H)
% eigentliche Elementroutine
% FEM-Matrizen basteln

f=0;
G=gauss2d;
[n,m]=size(G); k=1;

% Summation ueber alle Gausspunkte
for i=1:n

Omi=h*tau*G(i,3);
XG=xko(1,1)*(1-G(i,1))+xko(1,2)*G(i,1); % Welt-GP
XT=tko(1,1)*(1-G(i,2))+tko(1,2)*G(i,2);
F=sin(XG)*exp(XT); % !!!! Krafteinweirkung f_z !!!!
f=f+w*H(k,:)’*F*Omi;
k=k+6;

end
end

function f=gradf(T,X,LSGw,LSGy,LSGp,LSGyp,H,mat)
% Funktion zur Bestimmung des Gradienten
% f’(u)= iint (Theta’(u) w_t p_t - Phi’(u)w_xx p_xx - Psi’(u)wp) h dxdt
% Nutzung des Bogner-Fox-Schmidt Elements

[t1,t2]=size(T);
[c1,c2]=size(X);
f=zeros(c1,1);
k=1;
h=abs(X(2,1)-X(1,1)); % aequdistante SW
tau=h;
for i=1:2:2*c1-2

F=zeros(2,1);
for j=1:t1-1 % Knotenparameter w,p ordnen pro Element

w=[LSGw(j,i) LSGw(j,i+1) LSGy(j,i) LSGy(j,i+1) ...
LSGw(j,i+2) LSGw(j,i+3) LSGy(j,i+2) LSGy(j,i+3) ...
LSGw(j+1,i) LSGw(j+1,i+1) LSGy(j+1,i) LSGy(j+1,i+1) ...
LSGw(j+1,i+2) LSGw(j+1,i+3) LSGy(j+1,i+2) LSGy(j+1,i+3) ];

p=[LSGp(j,i) LSGp(j,i+1) LSGyp(j,i) LSGyp(j,i+1) ...
LSGp(j,i+2) LSGp(j,i+3) LSGyp(j,i+2) LSGyp(j,i+3) ...
LSGp(j+1,i) LSGp(j+1,i+1) LSGyp(j+1,i) LSGyp(j+1,i+1) ...
LSGp(j+1,i+2) LSGp(j+1,i+3) LSGyp(j+1,i+2) LSGyp(j+1,i+3) ];

u=[X(k,2) X(k+1,2)];
F=F+elem2d(w,p,u,h,tau,H,mat); % lokale Gradienten berechnen

end
f(k:k+1,1)=f(k:k+1,1)+F; % in globalem Gradienten-Vektor einsetzen
k=k+1;

end
end
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function f=elem2d(wn,pn,u,h,tau,H,mat)
% eigentliche Elementroutine
% FEM-Matrizen basteln

f=zeros(2,1);
G=gauss2d; % 2D-Gauspkt.
[n,m]=size(G);

% Summation ueber alle Gausspunkte
k=1;
for i=1:n

H(k+2,:)=1/tau*H(k+2,:); % Integrationsmatrix fuer Zeitersparniss
H(k+3,:)=1/(h^2)*H(k+3,:);
PHIu=formfu(G(i,1));
Omi=h*tau*G(i,3);
ug=u*PHIu(1,:)’; % "optimale" Steuerung
dtheta=mat(8,1); % Ableitung der Nemyzki-Operatoren
dphi=mat(7,1)*mat(3,1)*ug^2/4;
dpsi=mat(7,1)*(1/mat(3,1)+ug^2/(4*mat(3,1)^3));
wt=wn*H(k+2,:)’; % Fkt. am GP
pt=pn*H(k+2,:)’;
wx2=wn*H(k+3,:)’;
px2=pn*H(k+3,:)’;
w=wn*H(k,:)’;
p=pn*H(k,:)’;
f=f+(dtheta*wt*pt-dphi*wx2*px2-dpsi*w*p)*PHIu(1,:)’*Omi;
k=k+6;

end
end

Implementierung für die Numerische Auswertung der Variationsungleichung:

function [v,lambda]=varungl(X,A,b,H,mat,lb,ub)
[n,m]=size(X);

% Startloesung v=u*Stoerung
z=X(:,2)+1e13*eps;

% zugehörige optimale Zustände + adjungierten Zustand vorgeben
[X,LSGw,LSGy,LSGp,LSGyp,T]=main2(X,mat,0);

% Optimierungsparameter festlegen und starten
options=optimset(@fmincon);
options=optimset(options,’Display’,’iter’,’Algorithm’,’active-set’,...

’TolFun’,1e-8,’TolCon’,1e-8,’TolX’,1e-8,...
’UseParallel’,’always’,’GradObj’,’on’,...
’DerivativeCheck’,’off’,’Diagnostics’,’on’,...
’FunValCheck’,’off’)

[v,fval,exitflag,output,lambda]=...
fmincon(@myfun2,z,[],[],A,b,lb,ub,[],options,T,X,LSGw,...

LSGy,LSGp,LSGyp,H,mat)

function [f,G]=myfun2(z,T,X,LSGw,LSGy,LSGp,LSGyp,H,mat)
X(:,9)=z; % Zuordnung in Knotenmatrix X
[f,G]=gradfvu(T,X,LSGw,LSGy,LSGp,LSGyp,H,mat);
f=-f; % fmincon kann nur minimieren!!!
G=sign(f)*G;
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end
end

function [f,G]=gradfvu(T,X,LSGw,LSGy,LSGp,LSGyp,H,mat)
% Berechung der Gleichung (ZF)
% iint (-Theta’(u) w_t p_t + Phi’(u)w_xx p_xx + Psi’(u)wp) z dxdt
% und des zugehoerigen Gradienten unter Benutzung des
% Bogner-Fox-Schmidt Elements, analoge Vorgehensweise zu Fkt. gradf

[t1,t2]=size(T);
[c1,c2]=size(X);
f=0; G=zeros(c1,1);
k=1;
h=abs(X(2,1)-X(1,1));
tau=abs(T(2,1)-T(1,1));
for i=1:2:2*c1-2

g=zeros(2,1);
for j=1:t1-1

w=[LSGw(j,i) LSGw(j,i+1) LSGy(j,i) LSGy(j,i+1) ...
LSGw(j,i+2) LSGw(j,i+3) LSGy(j,i+2) LSGy(j,i+3) ...
LSGw(j+1,i) LSGw(j+1,i+1) LSGy(j+1,i) LSGy(j+1,i+1) ...
LSGw(j+1,i+2) LSGw(j+1,i+3) LSGy(j+1,i+2) LSGy(j+1,i+3) ];

p=[LSGp(j,i) LSGp(j,i+1) LSGyp(j,i) LSGyp(j,i+1) ...
LSGp(j,i+2) LSGp(j,i+3) LSGyp(j,i+2) LSGyp(j,i+3) ...
LSGp(j+1,i) LSGp(j+1,i+1) LSGyp(j+1,i) LSGyp(j+1,i+1) ...
LSGp(j+1,i+2) LSGp(j+1,i+3) LSGyp(j+1,i+2) LSGyp(j+1,i+3) ];

z=[X(k,9) X(k+1,9)];
u=[X(k,2) X(k+1,2)];
[fh,gh]=elem2d2(w,p,u,z,h,tau,H,mat);
f=f+fh; % Zielfunktional (Summe)
g=g+gh; % Gradient (lokal)

end
G(k:k+1,1)=G(k:k+1,1)+g; % Gradientenvektor global
k=k+1;

end
end

function [f,g]=elem2d2(wn,pn,u,z,h,tau,H,mat)
% FEM-Matrizen basteln

f=0; g=zeros(2,1); k=1;
G=gauss2d;
[n,m]=size(G);

% Summation ueber alle Gausspunkte
for i=1:n

H(k+2,:)=1/tau*H(k+2,:);
H(k+3,:)=1/(h^2)*H(k+3,:);
PHIu=formfu(G(i,1));
Omi=h*tau*G(i,3);
ug=u*PHIu(1,:)’;
dtheta=mat(8,1);
dphi=mat(7,1)*mat(3,1)*ug^2/4;
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dpsi=mat(7,1)*(1/mat(3,1)+ug^2/(4*mat(3,1)^3));
wt=wn*H(k+2,:)’;
pt=pn*H(k+2,:)’;
wx2=wn*H(k+3,:)’;
px2=pn*H(k+3,:)’;
w=wn*H(k,:)’;
p=pn*H(k,:)’;
zg=z*PHIu(1,:)’;
f=f+[(-dtheta*wt*pt+dphi*wx2*px2+dpsi*w*p)*zg*Omi];
g=g+[(-dtheta*wt*pt+dphi*wx2*px2+dpsi*w*p)*PHIu(1,:)’*Omi];
k=k+6;

end
end
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Anhang F

Implementierungen des
Problems D in Matlab

Die Quell-Texte für die Implementierung des Problems D.

F.1 FEM-Routinen

Funktionen zum Lösen der Zustands- bzw. Adjungierten Gleichung:

function [X,f,g]=main(X,H,mat)
% Main-Funktion zum Loesen der Zustandsgleichung
% Theta(u)w_tt-D_x(Upsilon(x)w_xtt)+D_x^2(Phi(u)w_xx)+Psi(u)w=Rf_z
% und der adjungierten Gleichung
% Theta(u)w_tt-D_x(Upsilon(x)w_xtt)+D_x^2(Phi(u)w_xx)+Psi(u)w=f_z
% Das ZF sowie der Gradient des ZF wird ebenfalls berechnet.
%
% Output Knotenmatrix X, ZF f und Gradient

T=X(:,1);
[q,e]=size(T);
EL=elem(X);
tau=abs(T(2)-T(1)); [r,s]=size(X);
LSGw = sparse(q,2*r); % Loesungs-Matrizen definieren
LSGy = sparse(q,2*r);
LSGp = sparse(q,2*r); % Loesungs-Matrizen definieren
LSGyp = sparse(q,2*r);
[K,M,G]=mainlhs(X,EL,mat); % FEM-Matrizen generieren
A=M+G+1/4*tau^2*K;
AR=M+G-1/4*tau^2*K;
[c1,c2]=size(A);
A(1,1)=1e20; % RB einarbeiten
A(c1-1,c1-1)=1e20;
R=cholinc(A,1e-6);
for i=2:q

% RHS der Zustandsgleichung
Fn=mainrhs(X,EL,T(i),mat);
Fa=mainrhs(X,EL,T(i-1),mat);
RHS=tau^2/4*(Fn+Fa);
F=AR*LSGw(i-1,:)’+RHS+tau*(M+G)*LSGy(i-1,:)’;

% Loesung w^(m+1) bestimmen
[LSGw(i,:),flag,relres,iter,resvec]=...

pcg(A,F,1e-10,1000,R’,R);
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% Loesung y^(m+1) bestimmen
LSGy(i,:)=2/tau*(LSGw(i,:)-LSGw(i-1,:))-LSGy(i-1,:);

end

for i=q:-1:2
% RHS der adjungierten Gleichung

Fn=mainrhs2(X,EL,T(i),mat);
Fa=mainrhs2(X,EL,T(i-1),mat);
RHS=tau/2*(Fn+Fa);
F=AR*LSGyp(i,:)’-RHS+tau*K*LSGp(i,:)’;

% Loesung yp^(m-1) bestimmen
[LSGyp(i-1,:),flag,relres,iter,resvec]=...

pcg(A,F,1e-10,1000,R’,R);
% Loesung p^(m-1) bestimmen

LSGp(i-1,:)=-tau/2*(LSGyp(i,:)+LSGyp(i-1,:))+LSGp(i,:);
end
f=goalfunc(X,T,LSGw,LSGy,H); % ZF berechnen
g=gradf(T,X,LSGw,LSGy,LSGp,LSGyp,H,mat); % Gradient berechnen

end

function [X,LSGw,LSGy,LSGp,LSGyp,T]=main2(X,mat,a)
% analog zur ursprünglichen Main-Funktion mit dem Unterschied, dass
% jetzt die kompletten Loesungen ausgegben werden (für VU oder Plots)!

T=X(:,1);
[q,e]=size(T);
EL=elem(X);
tau=abs(T(2)-T(1)); [r,s]=size(X);
LSGw = sparse(q,2*r);
LSGy = sparse(q,2*r);
LSGp = sparse(q,2*r);
LSGyp = sparse(q,2*r);
[K,M,G]=mainlhs(X,EL,mat);
A=M+G+1/4*tau^2*K;
AR=M+G-1/4*tau^2*K;
[c1,c2]=size(A);
A(1,1)=1e20;
A(c1-1,c1-1)=1e20;
R=cholinc(A,1e-6);
for i=2:q

Fn=mainrhs(X,EL,T(i),mat);
Fa=mainrhs(X,EL,T(i-1),mat);
RHS=tau^2/4*(Fn+Fa);
F=AR*LSGw(i-1,:)’+RHS+tau*(M+G)*LSGy(i-1,:)’;
[LSGw(i,:),flag,relres,iter,resvec]=...

pcg(A,F,1e-10,1000,R’,R);
LSGy(i,:)=2/tau*(LSGw(i,:)-LSGw(i-1,:))-LSGy(i-1,:);

end
for i=q:-1:2

Fn=mainrhs2(X,EL,T(i),mat);
Fa=mainrhs2(X,EL,T(i-1),mat);
RHS=tau/2*(Fn+Fa);
F=AR*LSGyp(i,:)’-RHS+tau*K*LSGp(i,:)’;
[LSGyp(i-1,:),flag,relres,iter,resvec]=...
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pcg(A,F,1e-10,1000,R’,R);
LSGp(i-1,:)=-tau/2*(LSGyp(i,:)+LSGyp(i-1,:))+LSGp(i,:);

end
% Fuer die Plot-Ausgabe!

if a == 1
figure
mesh(X(:,1),T,LSGw(:,1:2:2*r))
xlabel(’Domain’)
ylabel(’Time’)
legend(’Sol. w of state equation’,’Location’,’NorthEast’)
figure
mesh(X(:,1),T,LSGp(:,1:2:2*r))
xlabel(’Domain’)
ylabel(’Time’)
legend(’Sol. p of adjoint equation’,’Location’,’NorthEast’)

end
end

function [K,M,G]=mainlhs(X,EL,mat)
[c1,c2]=size(X); [e1,e2]=size(EL); h=abs(X(2,1)-X(1,1));
K=sparse(2*c1,2*c1);
M=sparse(2*c1,2*c1);
G=sparse(2*c1,2*c1);
for k=1:e1

Knoten=[EL(k,1) EL(k,2)];
[A_E,A_M,A_G]=elemm(Knoten,X,h,mat);
j=1;
for i=Knoten

Knoten2(j)=(2*i-1); j=j+1;
end
KH=[1 3];
for j=1:2

for i=1:2
K(Knoten2(j):Knoten2(j)+1,Knoten2(i):Knoten2(i)+1)=...
K(Knoten2(j):Knoten2(j)+1,Knoten2(i):Knoten2(i)+1)...
+A_E(KH(j):KH(j)+1,KH(i):KH(i)+1);
M(Knoten2(j):Knoten2(j)+1,Knoten2(i):Knoten2(i)+1)=...
M(Knoten2(j):Knoten2(j)+1,Knoten2(i):Knoten2(i)+1)...
+A_M(KH(j):KH(j)+1,KH(i):KH(i)+1);
G(Knoten2(j):Knoten2(j)+1,Knoten2(i):Knoten2(i)+1)=...
G(Knoten2(j):Knoten2(j)+1,Knoten2(i):Knoten2(i)+1)...
+A_G(KH(j):KH(j)+1,KH(i):KH(i)+1);

end
end

end
end

function [A_E,A_M,A_G]=elemm(Knoten,X,h,mat)
% FEM-Matrizen basteln

A_E=zeros(4,4);
A_M=zeros(4,4);
A_G=zeros(4,4);
G=gauss6;
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XT=note(Knoten,X);
[n,m]=size(G);

% Summation ueber alle Gausspunkte
for i=1:n

PHIu=formfu(G(i,1));
u=[XT(1,2) XT(2,2)]*PHIu(1,:)’;
thet=mat(8,1)*u;
ups=mat(8,1)*u^3/12;
a=mat(7,1)*u^3/12;
b=mat(7,1)*(u/mat(3,1)+u^3/(12*mat(3,1)^3));
Omi=h*G(i,2);
PHI=hermite(G(i,1));
PHI(:,2)=h*PHI(:,2);
PHI(:,4)=h*PHI(:,4);
PHI(3,:)=1/h^2*PHI(3,:);
A_E=A_E+Omi*(a*PHI(3,:)’*PHI(3,:)+...

b*PHI(1,:)’*PHI(1,:));
A_M=A_M+Omi*thet*PHI(1,:)’*PHI(1,:);
PHI(2,:)=1/h*PHI(2,:);
A_G=A_G+Omi*ups*PHI(2,:)’*PHI(2,:);

end
end

function F=mainrhs(X,EL,t,mat)
[c1,c2]=size(X); h=abs(X(2,1)-X(1,1));
[e1,e2]=size(EL);
F=sparse(2*c1,1);
for k=1:e1

Knoten=[EL(k,1) EL(k,2)];
f=rhs(Knoten,X,t,h,mat);
j=1;
for i=Knoten

Knoten2(j)=(2*i-1); j=j+1;
end
KH=[1 3];
for j=1:2

F(Knoten2(j):Knoten2(j)+1)=F(Knoten2(j):Knoten2(j)+1)...
+f(KH(j):KH(j)+1);

end
end

end

function F=rhs(Knoten,X,t,h,mat)
F=zeros(4,1);
G=gauss6;
XT=note(Knoten,X);
[n,m]=size(G);

% Summation ueber alle Gausspunkte
for i=1:n

PHI=hermite(G(i,1));
Omi=mat(3,1)*h*G(i,2);
PHI(:,2)=h*PHI(:,2);
PHI(:,4)=h*PHI(:,4);
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XG=XT(1,1)*(1-G(i,1))+XT(2,1)*G(i,1);
F=F+Omi*sin(XG)*exp(t)*PHI(1,:)’;

end
end

function F=mainrhs2(X,EL,t,mat)
[c1,c2]=size(X); h=abs(X(2,1)-X(1,1));
[e1,e2]=size(EL);
F=sparse(2*c1,1);
for k=1:e1

Knoten=[EL(k,1) EL(k,2)];
f=rhs2(Knoten,X,t,h,mat);
j=1;
for i=Knoten

Knoten2(j)=(2*i-1); j=j+1;
end
KH=[1 3];
for j=1:2

F(Knoten2(j):Knoten2(j)+1)=F(Knoten2(j):Knoten2(j)+1)...
+f(KH(j):KH(j)+1);

end
end

end

function [F]=rhs2(Knoten,X,t,h,mat)
% rechte Seite FEM basteln

F=zeros(4,1);
G=gauss6;
XT=note(Knoten,X);
[n,m]=size(G);

% Summation ueber alle Gausspunkte
for i=1:n

PHI=hermite(G(i,1));
Omi=h*G(i,2);
PHI(:,2)=h*PHI(:,2);
PHI(:,4)=h*PHI(:,4);
XG=XT(1,1)*(1-G(i,1))+XT(2,1)*G(i,1);
F=F+Omi*sin(XG)*exp(t)*PHI(1,:)’;

end
end

F.2 Optimierungs-Routinen

Implementierung des Problems D, des Zielfunktionals und des zugehörigen Gra-
dienten:

function [X,lambda]=instatfmincon(n)
% Loesen der Optimierungsaufgabe:
% min f(u)=min iint_0^1 f_z G_D(u)(x) dx
% BS : lb <= u <= ub und int_0^1 u(x) dx = Vol/2piR =:C
%

mat=material;
X=netz(n); % Diskretisierung erstellen (Stuetzwerte 1SP, Steuerung 2SP)
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[n,m]=size(X);
lb=0.05*ones(n,1); % untere Grenze
ub=0.15*ones(n,1); % obere Grenze
Aeq=ones(1,n); h=X(2,1)-X(1,1); % 2piR int_0^1 u(x) dx = C berechnen (2NB)
Aeq(1,1)=1/2; Aeq(1,n)=1/2; Aeq=2*pi*mat(3,1)*h*Aeq; % mittels Trapezregel
beq=Aeq*X(:,2); tau=h;
H=int(h,tau);

% Optimierungsparameter festlegen
options=optimset(@fmincon);
startTime=tic;
options=optimset(options,’Display’,’iter’,’Algorithm’,’active-set’,...

’TolFun’,1e-10,’TolCon’,1e-10,’TolX’,1e-10,...
’UseParallel’,’always’,’GradObj’,’on’,...
’DerivativeCheck’,’off’,’Diagnostics’,’on’,...
’FunValCheck’,’off’,’MaxFunEvals’,10000)

[u,fval,exitflag,output,lambda]...
=fmincon(@myfun,X(:,2),[],[],Aeq,beq,lb,ub,[],options,H,mat)

time_fmincon=toc(startTime);
fprintf(’FMINCON optimization takes %g seconds.\n’,...

time_fmincon);

X(:,2)=u;
v=varungl(X,Aeq,beq,H,mat,lb,ub); % Variationsungleichung auswerten
plot(X(:,1),u,X(:,1),v,’*’);
xlabel(’x-region’);
ylabel(’optimal control’);
legend(’u_{opt} Direct Sol.’,’u_{opt} Sol. of VU’,’Location’,’NorthOutside’);
main2(X,mat,1);
rohrplot(X);

end

function [f,g,X]=myfun(u,H,mat)
[n,m]=size(u);
X=netz(n);
X(:,2)=u;
[X,f,g]=main(X,H,mat);

end

function f=gradf(T,X,LSGw,LSGy,LSGp,LSGyp,H,mat)
% Funktion zur Bestimmung des Gradienten
% f’(u)= iint (Theta’(u) w_t p_t + Upsilon’(u)w_tx p_tx
% - Phi’(u)w_xx p_xx - Psi’(u)wp) h dxdt
% Nutzung des Bogner-Fox-Schmidt Elements

[t1,t2]=size(T);
[c1,c2]=size(X);
f=zeros(c1,1);
k=1;
h=abs(X(2,1)-X(1,1)); % aequdistante Schrittweite
tau=h;
for i=1:2:2*c1-2

F=zeros(2,1);
for j=1:t1-1 % Knotenparameter w,p ordnen pro Element

w=[LSGw(j,i) LSGw(j,i+1) LSGy(j,i) LSGy(j,i+1) ...
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LSGw(j,i+2) LSGw(j,i+3) LSGy(j,i+2) LSGy(j,i+3) ...
LSGw(j+1,i) LSGw(j+1,i+1) LSGy(j+1,i) LSGy(j+1,i+1) ...
LSGw(j+1,i+2) LSGw(j+1,i+3) LSGy(j+1,i+2) LSGy(j+1,i+3) ];

p=[LSGp(j,i) LSGp(j,i+1) LSGyp(j,i) LSGyp(j,i+1) ...
LSGp(j,i+2) LSGp(j,i+3) LSGyp(j,i+2) LSGyp(j,i+3) ...
LSGp(j+1,i) LSGp(j+1,i+1) LSGyp(j+1,i) LSGyp(j+1,i+1) ...
LSGp(j+1,i+2) LSGp(j+1,i+3) LSGyp(j+1,i+2) LSGyp(j+1,i+3) ];

u=[X(k,2) X(k+1,2)];
F=F+elem2d(w,p,u,h,tau,H,mat); % lokale Gradienten berechnen

end
f(k:k+1,1)=f(k:k+1,1)+F; % in globalem Gradienten-Vektor einsetzn
k=k+1;

end
end

function f=elem2d(wn,pn,u,h,tau,H,mat)
% eigentliche Elementroutine
% FEM-Matrizen basteln

f=zeros(2,1);
G=gauss2d;
[n,m]=size(G); k=1;

% Summation ueber alle Gausspunkte
for i=1:n

H(k+2,:)=1/tau*H(k+2,:); % Integrationsmatrix fuer Zeitersparniss
H(k+3,:)=1/(h^2)*H(k+3,:);
H(k+5,:)=1/(tau*h)*H(k+5,:);
PHIu=formfu(G(i,1));
Omi=h*tau*G(i,3);
ug=u*PHIu(1,:)’; % "optimale" Steuerung
dtheta=mat(8,1); % Ableitung der Nemyzki-Operatoren
dups=mat(8,1)*ug^2/4;
dphi=mat(7,1)*mat(3,1)*ug^2/4;
dpsi=mat(7,1)*(1/mat(3,1)+ug^2/(4*mat(3,1)^3));
wt=wn*H(k+2,:)’; % Fkt. am GP
pt=pn*H(k+2,:)’;
wtx=wn*H(k+5,:)’;
ptx=pn*H(k+5,:)’;
wx2=wn*H(k+3,:)’;
px2=pn*H(k+3,:)’;
w=wn*H(k,:)’;
p=pn*H(k,:)’;
f=f+(dtheta*wt*pt+dups*wtx*ptx-dphi*wx2*px2-dpsi*w*p)*PHIu(1,:)’*Omi;
k=k+6;

end
end

Implementierung für die Numerische Auswertung der Variationsungleichung:

function [v,lambda]=varungl(X,A,b,H,mat,lb,ub)
[n,m]=size(X);

% Startloesung z=u*Stoerung
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z=X(:,2)+1e13*eps;
% zugehörige optimale Zustände + adjungierten Zustand vorgeben

[X,LSGw,LSGy,LSGp,LSGyp,T]=main2(X,mat,0);
% Optimierungsparameter festlegen und starten

options=optimset(@fmincon);
options=optimset(options,’Display’,’iter’,’Algorithm’,’active-set’,...

’TolFun’,1e-8,’TolCon’,1e-8,’TolX’,1e-8,...
’UseParallel’,’always’,’GradObj’,’on’,...
’DerivativeCheck’,’off’,’Diagnostics’,’on’,...
’FunValCheck’,’off’)

[v,fval,exitflag,output,lambda]=...
fmincon(@myfun2,z,[],[],A,b,lb,ub,[],options,T,X,LSGw,...

LSGy,LSGp,LSGyp,H,mat)

function [f,G]=myfun2(z,T,X,LSGw,LSGy,LSGp,LSGyp,H,mat)
X(:,9)=z; % Zuordnung in Knotenmatrix X
[f,G]=gradfvu(T,X,LSGw,LSGy,LSGp,LSGyp,H,mat);
f=-f; % fmincon kann nur minimieren!!!
G=sign(f)*G;

end
end

function [f,G]=gradfvu(T,X,LSGw,LSGy,LSGp,LSGyp,H,mat)
% Berechung der Gleichung (ZF)
% iint (-Theta’(u)w_tp_t - Upsilon’(u)w_xtp_xt+Phi’(u)w_xxp_xx+Psi’(u)wp) z dxdt
% und des zugehoerigen Gradienten unter Benutzung des
% Bogner-Fox-Schmidt Elements, analoge Vorgehensweise zu Fkt. gradf

[t1,t2]=size(T);
[c1,c2]=size(X);
f=0; G=zeros(c1,1);
k=1;
h=abs(X(2,1)-X(1,1));
tau=abs(T(2,1)-T(1,1));
for i=1:2:2*c1-2

g=zeros(2,1);
for j=1:t1-1

w=[LSGw(j,i) LSGw(j,i+1) LSGy(j,i) LSGy(j,i+1) ...
LSGw(j,i+2) LSGw(j,i+3) LSGy(j,i+2) LSGy(j,i+3) ...
LSGw(j+1,i) LSGw(j+1,i+1) LSGy(j+1,i) LSGy(j+1,i+1) ...
LSGw(j+1,i+2) LSGw(j+1,i+3) LSGy(j+1,i+2) LSGy(j+1,i+3) ];

p=[LSGp(j,i) LSGp(j,i+1) LSGyp(j,i) LSGyp(j,i+1) ...
LSGp(j,i+2) LSGp(j,i+3) LSGyp(j,i+2) LSGyp(j,i+3) ...
LSGp(j+1,i) LSGp(j+1,i+1) LSGyp(j+1,i) LSGyp(j+1,i+1) ...
LSGp(j+1,i+2) LSGp(j+1,i+3) LSGyp(j+1,i+2) LSGyp(j+1,i+3) ];

z=[X(k,9) X(k+1,9)];
u=[X(k,2) X(k+1,2)];
[fh,gh]=elem2d2(w,p,u,z,h,tau,H,mat);
f=f+fh; % Zielfunktional (Summe)
g=g+gh; % Gradient (lokal)

end
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G(k:k+1,1)=G(k:k+1,1)+g; % Gradientenvektor global
k=k+1;

end
end

function [f,g]=elem2d2(wn,pn,u,z,h,tau,H,mat)
% FEM-Matrizen basteln

f=0; g=zeros(2,1);
G=gauss2d;
[n,m]=size(G); k=1;

% Summation ueber alle Gausspunkte
for i=1:n

H(k+2,:)=1/tau*H(k+2,:);
H(k+3,:)=1/(h^2)*H(k+3,:);
H(k+5,:)=1/(tau*h)*H(k+5,:);
PHIu=formfu(G(i,1));
Omi=h*tau*G(i,3);
ug=u*PHIu(1,:)’;
zg=z*PHIu(1,:)’;
dtheta=mat(8,1);
dups=mat(8,1)*ug^2/4;
dphi=mat(7,1)*mat(3,1)*ug^2/4;
dpsi=mat(7,1)*(1/mat(3,1)+ug^2/(4*mat(3,1)^3));
wt=wn*H(k+2,:)’;
pt=pn*H(k+2,:)’;
wtx=wn*H(k+5,:)’;
ptx=pn*H(k+5,:)’;
wx2=wn*H(k+3,:)’;
px2=pn*H(k+3,:)’;
w=wn*H(k,:)’;
p=pn*H(k,:)’;
f=f+(-dtheta*wt*pt-dups*wtx*ptx+dphi*wx2*px2+dpsi*w*p)*zg*Omi;
g=g+(-dtheta*wt*pt-dups*wtx*ptx+dphi*wx2*px2+dpsi*w*p)*PHIu(1,:)’*Omi;
k=k+6;

end
end
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