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Kapitel 1

Einleitung

Der Ablauf von technischen und physikalischen Prozessen kann in vielen Fal-
len beeinflusst werden. In der dazugehorigen mathematischen Formulierung wird
diese Tatsache durch Parameter und Funktionen ausgedriickt, die innerhalb von
bestimmten Grenzen frei wahlbar sind. In der Dissertation wird ein Problem
dieser Art aus der Mechanik behandelt, speziell aus dem Gebiet der linearen
Elastizitatstheorie. In dieser Theorie geht es um elastische Verformungen von
Korpern. Dabei kann auf die Verformung des Korpers direkt Einfluss genommen
werden durch gezielte Veranderung der Kerngréften des physikalischen Vorgangs.
Unter den Kerngrofen verstehen wir z.B. die Materialparameter (Dichte), den
Temperatureinfluss wiahrend des Verformungsvorgangs oder die Verdnderung
der Form (Dicke des Materials, Forminderung des Korpers). Durch die geziel-
te Verdnderung der Kerngrofen kénnen neue Zielvorgaben formuliert werden.
Ein einfaches Beispiel wire die Verdnderung der Dichte, um die Deformation bei
Krafteinwirkung zu minimieren. Wie z.B. in der Praxis kann dies durch geeigne-
te Kombinationen von mehreren Materialien erreicht werden, siche Automobil-
Industrie. Mit Problemstellungen dieses Typs befasst sich das Gebiet der opti-
malen Steuerung. Die Aufgaben der optimalen Steuerung haben in der Regel
folgende Struktur:

e Vorgelegt ist eine Gleichung, oft eine Differenzialgleichung, die einen tech-
nischen / physikalischen oder auch chemischen Prozess beschreibt, wobei
eine oder mehrere Grofen (Steuerungen) verdnderbar sind.

e Gesucht sind die Steuerungen, die zusammen mit der Differenzialgleichung
dem gegebenen Zielfunktional (Zielstellung) einen moglichst kleinen Wert
erteilen.

e Die Wahl der Steuergrofen kann noch zusétzlichen Bedingungen (Be-
schrankungen des Steuergebietes) oder weiteren in der Regel einfacheren
Gleichungen unterworfen sein.

In der Literatur ist es iiblich, die Optimalsteuerungsaufgaben nach Klasse der
zugrunde liegenden Gleichung zu unterscheiden. Die Optimalsteuerungsaufge-
ben in der linearen Elastizitdtstheorie werden unter dem Thema Shape Optimi-
zation bzw. Topologie Optimization zusammengefasst.

Erste Arbeiten zu dieser Thematik, sowie auch der Modellierung dieser Proble-
me wurden in den Biichern von R. Hill (1950) und St. P. Timoshenko (1932)
dargelegt. An der estnischen Universitit in Tartu publizierten U. Lepik (1982),
T. Lepikult (1987) und J. Lellep (1997) bereits Arbeiten zu dieser Thematik. In
einer Kooperation mit der Universitdt Greifswald sind Probleme dieser Frage-
stellung von T. Lepikult, W. Schmidt und H. Werner (1999) mit der bekannten
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2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

Software GESOP gelost und die Ergebnisse publiziert worden. Weiterhin ist in
dieser Historie auch G. Olenev zu erwdhnen, welcher die plastischen Verformun-
gen von Zylinderschalen unter Krafteinwirkung untersuchte. J. Lellep (1997)
entwickelte Optimierungs-Prozeduren fiir Zylinderschalen mit stiickweise linea-
rer Geometrie. Als Vertreter aktueller Arbeiten zu der Thematik Shape Opti-
mization bzw. Topologie Optimization sind J. Sprekels und D. Tiba zu nennen,
welche sich mit dhnlicher Problemstellung bei elliptischen Gleichungen vierter
Ordnung beschéftigen. In der Literaturliste findet man weitere Biicher und Ver-
Offentlichungen von Autoren, die in diesem Bereich Forschung betreiben.

In dieser Dissertation wird die Wirkung der Kraft auf ein Zylinderrohr betrach-
tet. Als Resultat dieser Krafteinwirkung wird das Zylinderrohr deformiert. Um
dieser Deformation entgegen zu wirken, wird die Dicke des Rohres gezielt veran-
dert. Somit ergibt sich als Zielsetzung (Zielfunktional ZF), eine Dicke des Rohres
zu bestimmen, bei welcher die Deformation minimal wird. Der zugrundeliegen-
de physikalische Vorgang wird durch eine partielle Differenzialgleichung (NB)
mit Rand- (RB) und Anfangsbedingungen (AB) beschrieben. Als zusétzliche
Bedingung verlangen wir, dass das Volumen des Rohres konstant bleibt (BS).
Diese Bedingung (Volumenbedingung) ist eine typische Forderung aus der Pra-
xis. Um fiir die Praxis taugliche Losungen zu erzeugen, sollte die Dicke nur in
festgelegten Grenzen variieren (BS).

Diese Aufgabenstellung wurde von J. Lellep (Universitdt Tartu) als mathema-
tisches Problem formuliert:

1
Zf: min J(w) := min / w(z,T) dz
0

u€Uqq u€Uqq
b f(x,t)
NB: Pw(z,t +ia§w T, t) + ——w(x,t) = ;
Fule,t) +-Lobule,) + (e = 1
(,1) € (0,1) x (0,7 (1.1)

RB: w(0,-) = w(l, ) = dw(0,-) = ?w(l,-) =0
AB: w(-,0) = dw(-,0) =0

BS: Uug = {u € L=(Q), ugq < u(x) < up, f.i.in (0,1),
1
Ug, up € RT\ {0}, / u(x) de = C’}
0

mit den Vereinbarungen

Eu? 2Fu
= b= — =27w(R .
“T 120 02 g P ELwp
Die Parameter F, v, p sind festgelegte Konstanten, die von dem jeweiligen ver-
wendeten Material abhéngig sind, unter dem Parameter R verstehen wir den
Radius des Zylinderrohres. Im Kapitel 2 werden dazu nahere Details vermittelt.

Ziel dieses Optimalsteuerungsproblems ist es, die Auslenkung (Deformation)
w(-,T) zu einer ausgezeichneten Zeit 7' zu minimieren. Die zugrundeliegende
PDE ist eine sogenannte instationire Gleichung (zeitabhingige Gleichung) und
sie beschreibt den Einfluss der Dicke, des Materials und der Krafteinwirkung auf
die Deformation w. Die Bedingung des konstanten Volumens wird in die Men-
ge U,y der zuldssigen Steuerungen aufgenommen. Diese Beschrankungen sind
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Praxis konform, um ,negative bzw. Null- Dicken zu vermeiden, die sich bei
der Losung des Optimalsteuerungsproblems ergeben kénnten. Durch die obe-
re Begrenzung werden nicht zuldssige Losungen vermieden, welche eine Dicke
erlauben, die grofer als der verwendete Durchmesser des Zylinderrohres ist.

Unter Benutzung der dynamischen Optimierung wurden von V. Ashmyakow
erste Losungen préisentiert [1]. Bei dieser Arbeit wurde die Vereinfachung ge-
troffen, dass die Dicke u auf Teilen des Zylinderrohres als konstant betrachtet
wird, wodurch sich die Nebenbedingung (NB) vereinfacht und die partielle Diffe-
renzialgleichung in ein System von gew6hnlichen Differenzialgleichungen trans-
formiert wurde. Diese Vereinfachungen werden in der vorliegenden Dissertation
nicht getroffen, wie aus dem Kapitel 2 ersichtlich wird.

In dieser Dissertation ist eine Zielstellung das Auffinden einer optimalen Dicke
@ im numerischen Sinne, welche zulédssig ist. Als weitere Zielstellung werden
notwendige Bedingungen erster Ordnung fiir die optimale Losung @ hergelei-
tet und bewiesen. Die numerisch berechnete optimale Dicke @ wird durch die
notwendigen Bedingungen erster Ordnung auf Optimalitét getestet. Diese Ziel-
stellungen werden bei unterschiedlichen Problemstellungen (Zielfunktionale /
Differenzialgleichungen) untersucht und numerische Ergebnisse prisentiert.

Wir beginnen zunachst im Kapitel 2 mit der Modellierung des vorgelegten phy-
sikalischen Problems aus Grundgleichungen der Mechanik. Zur Modellierung be-
nutzen wir die Hypothesen von Mindlin und Reissner und erhalten als Resultat
Modellgleichungen fiir dicke bzw. diinne Zylinderschalen. Weiterhin lassen wir
die Geometrie des Korpers in die Modellierung mit einflieffen. Durch die entspre-
chende Wahl der Grundgleichung werden Modellgleichungen fiir den stationdren
Fall (zeitunabhéngig) und den instationéren Fall (zeitabhéngig) berechnet.

Das Kapitel 3 beschéftigt sich mit den Nemytskij-Operatoren. Die Verwendung
dieser Operatoren erméglicht uns einen einfacheren Umgang mit den Nichtli-
nearitéten beziiglich der Steuerung u in den Optimalsteuerungsproblemen. Es
werden wichtige Definitionen und Séatze zur Differenzierbarkeit der Nemyzki-
Operatoren beziiglich des Raumes L™ dargelegt.

Im Kapitel 4 widmen wir uns dem einfacheren Optimalsteuerungsproblem, dem
stationéren Fall. Dieser beinhaltet als Prozess-Gleichung eine gew6hnliche Diffe-
renzialgleichung vierter Ordnung. Es werden die notwendigen Bedingungen ers-
ter Ordnung hergeleitet und bewiesen. Wir gehen auf die Existenz der schwachen
Losung der Zustandsgleichung ein.

Im Kapitel 5 wird der instationére Fall betrachtet, wobei wir wieder zunachst die
Existenz der schwachen Losung der Zustands-Gleichung darlegen. Um mit dem
urspriinglichen Modell aus Tartu (1.1) konform zu bleiben, wird die zugehorige
Nebenbedingung (Kapitel 2) vereinfacht und damit ein etwas einfacheres Opti-
malsteuerungsproblem betrachtet. Fiir diese zwei Probleme werden analog zum
stationédren Fall die notwendigen Bedingungen erster Ordnung hergeleitet und
bewiesen. In diesem Kapitel werden wir auch Modifikationen des Zielfunktionals
betrachten und dazu die notwendigen Bedingungen erster Ordnung herleiten.

In Kapitel 6 und 7 wird die numerische Implementierung angegeben. Diese Im-
plementierung erfolgt in der Numerik-Software MATLAB, wo wir unter Benut-
zung der Finite Elemente Methode numerische Losungen der Zustands-

Gleichungen berechnen, welche wir als Input fiir einen Optimierungs solver be-
notigen. Fiir die diskrete Losung des Optimalsteuerungsproblems verwenden
wir das Tool fmincon aus der Optimization Toolbozx. Die numerische Auswer-
tung der Giiltigkeit der notwendigen Bedingungen erster Ordnung, beziiglich
der diskreten Losung iy, wird ebenfalls in diesen Kapiteln behandelt. Mit die-



4 KAPITEL 1. EINLEITUNG
sen numerischen Implementierungen werden Beispiel-Probleme gerechnet und
deren Losungen in grafischer Form présentiert.

Im letzen Kapitel werden die Eckpunkte der Dissertation zusammengefasst und
ein Ausblick auf weiterfiihrende Problemstellungen dargelegt.



Kapitel 2

Modellierung des Problems

Viele praktische Probleme beschiftigen sich mit Deformationen von Kérpern,
die durch den Einfluss von Kréften entstehen. Praktische Beispiele sind das
Durchbiegen von Fufsbéden, Schwingungsverhalten von Briicken, Verformun-
gen, die bei der Bearbeitung von Metallen auftreten und Crash-Tests in der
Fahrzeugindustrie. Diese praktischen Probleme werden in der Elastizitéatstheorie
analysiert. Aus einfachen Grundgleichungen der Mechanik (Kréaftegleichgewicht,
Spannungsverhalten des Materials) und unter Beriicksichtigung der geometri-
schen Eigenschaften der Korper kénnen die erwdhnten Probleme relativ einfach
modelliert werden. Als Resultat erhalten wir Gleichungen zur Bestimmung der
Losung (Deformation) des Problems.

2.1 Einfiihrung in die Elastizitatstheorie

Wir beginnen mit einigen theoretischen Betrachtungen zur linearen Elastizi-
tatstheorie, wobei wir uns an den Formalismus von [2] halten. In den folgenden
Abschnitten werden die Grundgleichungen beschrieben, die wir zur Herleitung
des Zylinderschalen-Modells nutzen werden.

In der Elastizitatstheorie betrachten wir den Zustand von Kérpern unter Einwir-
kung von Kréften. Von besonderem Interesse sind die Verzerrungen und Span-
nungen, die durch Deformationen erzeugt werden.

2.1.1 Kinematik

Fiir einen Korper sei eine Referenzkonfiguration @ C R? bekannt. Mit © be-
zeichnen wir den Abschluss einer beschriankten, offenen Menge 2. Die Menge
Q bezeichnet den spannungsfreien Zustand des Korpers. Der aktuelle Zustand
wird durch eine Abbildung

:0Q—R?

definiert. ¢(z) beschreibt den Ort des Punktes, der sich im Referenzzustand am
Ort x befindet. Man setzt

p:=Id+y (identische Abb. +  kleine** Verschiebung). (2.1)
Die Starrkoérperbewegungen, also Translation und orthogonale Transformation,

dndern den Spannungszustand nicht. Die Funktion ¢ wird als geniigend glatt
vorausgesetzt. Eine Deformation liegt vor, wenn

det(Ve) > 0

5



6 KAPITEL 2. MODELLIERUNG DES PROBLEMS

gilt, V¢ ist der Deformationsgradient. Fiir lokale Anderungen der Léngen (Ver-
schiebungen) ist die Matrix

C:=V¢'Vo

ausschlaggebend. C heiffit Cauchy-Green’scher Verzerrungstensor. Unter einem
Tensor verstehen wir die Verallgemeinerung von Skalaren (Tensor nullter Stufe),
Vektoren (Tensor erster Stufe) und Matrizen (Tensor zweiter Stufe). Die durch

1
E = 5(0_1)

definierte Abweichung von der Identitét bezeichnet man als Verzerrung. Durch
Einsetzen von (2.1) in den Cauchy-Green’schen Verzerrungstensor erhélt man

1[0y | Oy, 1 x— Oy Oy,
EZ] - 5 <8:L‘] + 8.%2) + 2% aIEkTIEk

In der linearen Theorie werden die quadratischen Terme vernachléssigt und es
ergeben sich als Ndherung die symmetrischen Ableitungen

1[0y | Oy,
w3 (5e+52) (22)

als Komponenten des linearen Verzerrungstensors (strain tensor) e. Die Kom-
ponenten von £ haben folgende Bedeutung:

1. &4 beschreiben die Anderungen der Lingen in den 3 Raumrichtungen.

2. €45, 1 # j beschreiben die Winkeldnderung beziiglich des Koordinatensys-
tems.

2.1.2 Gleichgewichtsbedingungen

In der Mechanik wird der Einfluss der Kréfte axiomatisch behandelt. Es wird
angenommen, dass die Kréafte-Wechselwirkungen vollstandig zuriickgefiihrt wer-
den konnen auf

(a) flachenhaft verteilte Kréfte

(b) volumenhaft verteilte Krifte.

Die Volumenkrifte f : Q — R? liefern im Volumenelement dV die Kraft f dV.
Die Flichenkriifte sind durch eine Funktion t : Q x S? — R3 spezifiziert (52
ist die Einheitssphiire im R?). Sei V' eine beliebige, hinreichend glatt berandete
Teilmenge von 2 und dA ein Oberflichenelement mit der Normalen n, dann lie-
fert das Flachenelement dA einen Beitrag t(x,n)dA zur Kraft, der auch von der
Richtung der Normalen abhéngen kann. Der Vektor t(x,n) heift Cauchy’scher
Spannungsvektor.

Das zentrale Axiom der Mechanik besagt, dass alle Kriafte und Momente sich
im Gleichgewichtszustand zu Null addieren. Dies beinhaltet auch die Flachen-
und Volumenkriifte.

Axiom des statischen Gleichgewichts : Der Korper B € R? befinde sich
unter den (Volumen-) Kréften f im Gleichgewicht. Dann existiert ein Vektorfeld
t auf B x S2, so dass in jeder Teilmenge V C B

/V £(x) dV + / {x,n)ddV = 0

ov
/xxf(x)dV+/ x X t(x,n)doV = 0
1% oV



2.1. EINFUHRUNG IN DIE ELASTIZITATSTHEORIE 7

gilt (x ist das Vektorprodukt im R3). Nun lésst sich mit dem Satz von Cauchy
die Abhéngigkeit von der Normalen n genauer angeben.

Satz 2.1.1. Seien t(.,n) € C(B,R3), t(x,.) € C°(S?,R3) und f € C(B,R3) im
Gleichgewichtszustand. Dann gibt es ein symmetrisches Tensorfeld T € C(B, S®)
mit folgenden Eigenschaften:

t(x,n) = n-%(z) x€B,necS?
divE(x)+f(x) = 0 x€EB
T(x) = T'(x) x € B.

Hierbei wird mit S* die Menge aller symmetrischen 3 x 3 Matrizen und der
Tensor ¥ als Cauchy’scher Spannungstensor bezeichnet.

Die wesentliche Aussage dieses Satzes ist die Darstellung des Spannungsvektors
durch den Tensor. Aus dem Gauf’schen Integralsatz folgt die Gleichgewichtsbe-
dingung

/ f(x) dV+/ n- T(x) d@V:/{f(X)—l—div T(x)}dV =0.
\%4 oV \%4
Dies ist die Ausgangsgleichung fiir die Modellierung des stationéren Falls.

2.1.3 Kinematische Grundgleichung fiir den instationiren Fall

Der Impuls in der Newton’schen Mechanik beschreibt den Zusammenhang der
Masse und der zugehorigen Geschwindigkeit. Unter Geschwindigkeit verstehen
wir die Ableitung der Verschiebung y beziiglich der Zeit. Der Impulserhaltungs-
satz besagt, dass die zeitliche Anderung des Impulses (entspricht der zweiten
Ableitung Verschiebung beziiglich der Zeit) gleich der Summe der wirkenden
Krifte und Momente ist:

/pafY(X,t) dV:/ f(x,1) dv+/ t(x,t,n) dOV.
\%4 %4 oV

Unter f verstehen wir in diesem Fall die dufteren Volumenkréfte, die auf das
elastische Medium wirken. Mit Hilfe des Spannungstensors ¥ konnen wir das
Oberflachenintegral umformen zu

/ t(x,t,n) dOV = / n- T(x,t) doV.
oV oV

Die Anwendung des Gaufs’schen Integralsatzes liefert das Volumenintegral

/ n-%T(x,t)dS :/ div¥(x,t) dV.
ov |4

Da das Kréftegleichgewicht fiir beliebige Volumina gilt, folgt daraus die Impuls-
bilanzgleichung (Bewegungsgleichung des elastischen Kontinuums):

pOFy(x,t) = divE(x, 1) + f(x, 1)

fiir x € R3 und der Zeit ¢ € (0, 7] und analog der zeitunabhiingige Fall (statio-

nére Fall)
div¥(x) + f(x) = 0.

Diese Impulsbilanzgleichung ist Ausgangspunkt fiir die Modellierung des insta-
tiondren Falls.
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2.1.4 Die Piola-Transformation [2]

Die Gleichgewichtsbedingungen sind in den Koordinaten des deformierten Kor-
pers formuliert. Diese sind unbekannt und es wird eine Transformation auf den
Referenzzustand durchgefiihrt. Sei xp der Referenzzustand, man setzt:

x = ¢(xg)
dx = det(Ve)dxp (Volumenelement)
f(x) = det(Vo) 'fr(xr).

Wir setzen voraus, dass die Massenpunkte durch die Deformation nicht an einen
Ort mit gedndertem Kraftfeld geraten. Die Transformation des Spannungsten-
sors ist etwas komplexer

div TR + fr = 0 mit Tg := det(Ve)T (Vo) 7,

wobei ¥ der erste Piola-Kirchhoff’schen Spannungstensor ist. Dieser ist im
Gegensatz zu T nicht mehr symmetrisch. Zur Symmetriesierung wird der zweite
Piola-Kirchhoff’sche Spannungstensor

S = det(Vo) (Vo) 'T(Ve) T

definiert. Bei kleinen Deformationen, die wir im weiteren nur betrachten wollen,
sind die Unterschiede vernachlassigbar. Fiir ¥ benutzen wir die Naherung o
und diese erfiillt auch den Satz von Cauchy:

dive(x)+f(x) = 0 xeB

o(x) = ol (x) x € B.

Fiir ausfiihrlichere Details zu Spannungstensoren sei auf |7] verwiesen.

2.1.5 Lineare Materialgesetze

In diesem Unterabschnitt beschreiben wir die Zusammenhénge des Verzerrungs-
tensors € und des Spannungstensors ¢ unter Beriicksichtigung des verwendeten
Materials. Das verallgemeinerte lineare Materialgesetz von Hooke lautet

o=2pue+ Nspur (¢)) - I

mit den Lamé-Konstanten A, u (Materialparameter) und dem identischen Tensor
I. Man beachte, dass in (2.2) ndherungsweise

spur (¢) = divy

gilt und die Lamé-Konstante A die Spannungsédnderung infolge von Dichtednde-
rungen beschreibt. Es bestehen folgende Zusammenhénge:

FEv E

A AToa-w)y T

mit dem Elastizitdtsmodul E und der Querkontraktion v (Poisson Zahl), die
durch das verwendete Material spezifiziert sind.



2.1. EINFUHRUNG IN DIE ELASTIZITATSTHEORIE 9

2.1.6 Die Hypothesen von Mindlin und Reissner

In unserer Aufgabe betrachten wir die Deformation eines Zylinderrohres. Die
Gleichungen zur Berechnung der Deformation kénnen wir unter Benutzung der
Schalen-Theorie herleiten und wir verwenden dazu die Hypothesen von Mindlin
und Reissner. In diesem Unterabschnitt wollen wir auf diese Hypothesen kurz
eingehen und diese am Beispiel einer diinnen Platte erlautern.

Wir betrachten eine diinne Platte P mit konstanter Dicke u, deren Mittelebene
Q mit der (x1,z2)-Ebene tibereinstimmt,

u u

P.=Qx (——,—
2°2

),QCRZ.

Diese Platte wird durch &ufsere Kréfte belastet, die orthogonal zur Mittelebene
sind, d.h., die Krafte wirken nur in x3-Richtung auf die Platte ein:

f=es f(z1,22).

Hypothesen:

H1 Linearitdtshypothese: Die Segmente auf jeder Normalen werden linear de-
formiert, d.h. die Punkte von P bleiben auf einer Geraden.

H2 Die Verschiebungen in x3-Richtung sind unabhéngig von der x3-Koordinate.
H3 Die Punkte auf der Mittelebene {2 werden nur in x3-Richtung deformiert.

H4 Die Normalspannung o33 verschwindet, d.h. es gilt ein ebener Spannungs-
zustand, [2] S.295ff.

H5 Normalenhypothese: Normale zur Mittelebene sind im deformierten Zu-
stand wieder Normale zur (deformierten) Mittelfliche. Dies gilt speziell bei
der Kirchhoff-Platte (Koiter-Schale), welche ein Spezialfall der Mindlin-
Reissner-Platte (Naughdy-Schale) ist.

Bemerkung 2.1.2. 1) Die Hypothesen (H1)-(H}) sind nicht widerspruchs-
frei. Die Hypothese (H}) besagt: o33 = 0 und dies ist dquivalent zu

2uess + A(e11 + €92 +e33) = 0, d.h. im Allgemeinen ist

£33 = (11 +e22) #0,

2+ A
aber (H1) und (H2) fihrt zu e33 = 0, was einen Widerspruch darstellt.

2) Bei der Hypothese (H5) sind die Verdrehungen nicht mehr unabhdngig
von der transversalen Verschiebung, [2] S.318ff. Weiterhin besitzt diese
Hypothese nur bei sehr diinnen Platten und Schalen Giltigkeit.

Der Umstand (1) wird bei der Berechnung durch Korrekturfaktoren kompen-
siert, fiir die Analysis ist dies jedoch ohne Belang. Der resultierende Ansatz von
Mindlin und Reissner ist nicht tiber den kinetischen Ansatz, sondern iiber eine
gemischte Formulierung hergeleitet worden, siehe [2].

2.1.7 Ebener Spannungszustand (ESZ) ,plain stress®
Dieser ist Bestandteil der Hypothesen von Mindlin und Reissner und wir werden
in diesem Unterabschnitt einige Anmerkungen darlegen.

Es gilt folgende Hypothese: Die Normalspannung o3; verschwindet fiir alle ¢, die
Funktionen o, e sind nur von zwei Variablen (z1,x2) abhéngig. Wir betrachten
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wieder die diinne Platte P und zeigen, wie die spezielle Lamé-Konstante Aggz
berechnet wird.

Ausgehend vom verallgemeinerten linearen Materialgesetz
0 =2pe+ Aspur (¢)) - I,
und den Hypothesen (H1) und (H2) ergibt sich sofort
€13 = €93 = 0 und o33 = 2ue33 + Aspure = 0.

Diese Gleichung stellen wir nach £33 um:

€33 = (€11 + €22).

_2,u+)\

Dies wird in das lineare Materialgesetz eingesetzt:

o = 2ue+A <611 + €99 — (e11 +€22)> I

20+ A
= 2ue+ Agszspure-1

da €33 = 0 nach (H1) und (H2) gilt, mit

A v
AESZ )\< 2M+)\> i,

Diese neue Konstante Aggz werden wir bei den resultierenden Gleichungen ver-
wenden. Auf ausfiihrlichere Informationen zu den Hypothesen von Mindlin und
Reissner sowie dem ebenen Spannungszustand verweisen wir auf [2],[3],[7].

2.2 Lineare Elastizitatstheorie

In dieser Theorie werden nur Terme erster Ordnung in den Verschiebungen y
beriicksichtigt und die Terme héherer Ordnungen vernachléssigt. Dies betrifft
die kinematischen Grundgleichungen und das Materialgesetz. Weiterhin wird
auch nicht mehr zwischen den verschiedenen Spannungstensoren unterschieden.
Wir verwenden o anstatt ¥ und € anstatt E.

2.2.1 Das Variationsproblem

Als typische Aufgabenstellung in der linearen Elastizitdtstheorie ist die folgende
Variationsaufgabe zu 16sen: Das FEnergiefunktional

M(v) = /V[;o(v):s(v)—f-v] dV—/an-vd(?V (2.3)

1
= —a(v,v)—(f,v)
2
ist zu minimieren fiir alle zuldssigen v, wobei
3
g &g = Z EikOik,
ik=1

das Tensorprodukt zweiter Stufe darstellt. Die Funktion g représentiert die mog-
lichen Randbedingungen, die sich aus der konkreten Aufgabenstellung ableiten.
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Die Grofen o, e, v sind nicht unabhéngig, sondern durch den linearen Verzer-

rungstensor
e — 1 8’01' + avj
v 2 8{[,‘]' 61’1

und das verallgemeinerte lineare Materialgesetz

o=2pue+ ANspur (¢)) - I

miteinander verkniipft. Mit diesen Gleichungen kénnen wir das Energiefunktio-
nal umschreiben:

H(v):/v{;[mw(v):e(v)—l—)\divvdivv]—f-v} dV—/avg-vdGV.

Fiir die weitere Herleitung vernachlissigen wir das Randintegral |, oy 8- vdoV
und gehen an spéaterer Stelle darauf ein.

2.3 Herleitung des Variationsproblems fiir die Zylin-
derschale

In diesem Abschnitt leiten wir die Bilinearform und die Linearform her, unter
Beriicksichtigung der Geometrie der Zylinderschale. Ausfiihrlichere Information
zu dem verwendeten Verschiebungsansatz in der Schalentheorie und der Bertick-
sichtigung der Geometrie der Schale findet man in [3].

Wir benutzen Zylinderkoordinaten zur Parametrisierung des Zylinders. Dies hat
den Vorteil, dass die Darstellung bzw. Berechnung des Verzerrungstensors € und
des Spannungstensors ¢ sehr vereinfacht wird.

0.6

0.4

— -1
y-Achse 0 x-Achse

Die Zylinderfliiche QS, := [0,1] x [0, 27] mit der Linge [ und dem Radius R des
Zylinders wird beschrieben durch die Funktion

x
z(x,p) = | Rcosy |, e €1[0,27x], z € [0,1].
Rsinp

Mit Hilfe der Differentialgeometrie werden die Tangentialvektoren aj,as und
der Flachennormalenvektor asg der Zylinderfliche bestimmt,

0z 0z a; X ag
al = — ag = — as .

ox’ oo’

o |a1 X agl'
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Fiir unsere Aufgabe folgt

1 0 0
ag=| 0| =te,aa=R| —sinp | =: Rey, a3 = | cosp | =:es.
0 cos ¢ sin ¢

Wir definieren die Schale S mit Mittelfliche z(x, ¢):
U U
5 ={a(@,0) + hea(w,¢) | he |5, 5] (@,9) € p},

mit Dicke u der Zylinderschale. Fiir den Verzerrungstensor € benétigen wir den
Gradienten, und diesen stellen wir im natiirlichen Koordinatensystem beziiglich
der Schale dar. Dazu miissen wir die covariante Basis g; berechnen, um damit
die contravariante Basis g’ (biorthonormale Basis) bestimmen zu kénnen Es
gilt fiir die Darstellung des Gradienten Operators V = g! 8x +g? 830 +g3 8h7 mit
den Beziehungen

oS oS 88 ;
= — = — _ o J = 0;; ) — 17 27

(Kroneckersymbol §). Fiir die Aufgabe folgt somit

1 0 0
gi=e1=|0]|,82=(R+hex=(R+h)| —sinp |,g3=e3= | cosgp
0 Cos sin ¢
gl = €1, g2 = mem gg =e3
und fiir die Darstellung des Gradienten Operators:
V= ﬁ + 5 ! 0 + esg.
8 R+ R 8 oh

Bei linearen Elastizitatsproblemen interessiert man sich bei den Deformationen
fiir die Verschiebungen y, also fiir die Abweichungen von der Identitéit. Da die
Ausdehnung beziiglich einer Raumrichtung sehr klein ist, wird nicht das 3D Pro-
blem betrachtet, sondern es wird ein Ubergang zu einem niedrigdimensionalen
Raum vollzogen. In der Schalentheorie werden die Hypothesen von Mindlin und
Reissner benutzt, die zu dem folgenden Ansatz fiithren (zeitunabhéngiger Fall),

y = y1(@, )er + y2(z, p)ez + ys(x, p)es — hlb1(z, p)er + Oa(z, p)es],
mit den Verschiebungen y; in alle Basisrichtungen und den Verdrehungen 6;
beziiglich der z- und @-Richtung. Dieser Ansatz beinhaltet die Verschiebungen
in Tangentialrichtung y1, 2 (Scheibenanteil), die Verschiebungen in Normalen-
richtung y3 und die Verdrehungen 6; (Plattenanteil). Fiir die Darstellung der
Verschiebung y verwenden wir die oben berechnete Basis {ei}g’zl.
Aus Griinden der Ubersichtlichkeit verwenden wir im Weiteren die Abkiirzung:

0

%yi-

Die Abkiirzungen gelten analog fiir die Ableitungen beziiglich ¢, h,t. Fiir Vy
berechnen wir

Opyi =

1
€10, + o h625 +e30y| [(y1 — hb1)er + (y2 — hba)es + yses]

= ey [(Oxy1 — hdz01)er + (Ory2 — hdzb2)es + Oryzes]

1
+ meg [(Qayl — h8¢91)e1 + (&pyz — h&peg)EQ — (yg — h92)63

+ 0,y3e3 + ysea] — es[f1e1 + baey].

Vy
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Diesen Ausdruck ordnen wir beziiglich e; - e;:

mit [lij]?,jzl =

3
Vy =Y lij(x, ¢, h)ee;

,j=1

O0ry1 — hO,01 02y2 — hO,02

13

62 Y3

7 (Ooyn — hO,01) 7y (D2 — hOpb2 + y3)  ghy (—y2 + ha + Dpys)

—601 —0s

0

Fiir den Verzerrungstensor ¢ gilt im natiirlichen Koordinatensystem

3

. 1
E(y) = Z €ij€;€; mit Eij = 5(1,” + lﬂ)

i,j=1

Offensichtlich ist der Verzerrungstensor ¢ symmetrisch,

1l = Ogy1 — hoyb1,

1 1
g1 = [ (Opy1 — h0,01) + Oy — haﬁ% = &91,

2|R+h

1
f3 = 5 (Opys — 61) = €31,

1

€2 = R (Opy2 — h0L02 + y3) ,

1 1
€3 = 5 [M(—yz + ha + 0py3) — 92} = €32,
€33 = 0.

Fiir das Energiefunktional benétigen wir den Spannungstensor o, den wir aus
dem verallgemeinerten linearen Materialgesetz berechnen kénnen. Fiir die ein-
zelnen Komponenten des Spannungstensors in der Basis e; gilt

011

012

013

022

023

033

3 3

0;j€i€j; = 2,u,€ijeiej + E Eii)\ E e;e;, 1,] = 1, ey 3,

i=1 =1

R+h

1
241 (0zy1 — h0L01) + A |:8acy1 — h0xth + 5 (Opy2 — hOyb2 + y3)

1
Iz (M(Qayl — hdyb1) + Ory2 — ha:r:92>
H (8763/3 - 01)

2
Riﬁh (aspr — h5¢92 + y3)
1
+ A |:(9zy1 — h0o,01 + m (3¢y2 — ha«pOQ + y3):|

1
H (R—I—h(y2 + hbs + Opy3) — 92)

1
A [(%;yl - hag;el + m (890?/2 - h8<p92 + y3):| .

Wir gehen vom Energiefunktional (2.3) zur allgemeinen Problemstellung iiber.
Gesucht ist ein y € V3p, welches die Gleichung

aly,v) = (f,v) Vv eVsp
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16st. Mit V3p bezeichnen wir den Losungsraum, den wir an spéterer Stelle spe-
zifizieren, da er abhéngig von den gewidhlten Randbedingungen ist. Wir setzen

a(y,v) := /v (y) :e(v)dV = /Z y)eij(v) dV

3,j=1
3 3 3
- /V 2w S e ) +AY eay) Y eav)| av,
i,j=1 i=1 =1
=:B

wobei ausfiihrlich geschrieben

B = 2,u (8xy1 — h@xel) (&Evl - haz¢1)

a¢y1 — ha¢91 Qﬂ)l — hacpwl
+ (R T + 0zY2 — h<9192> <R s + 0v2 — hOpo
+ 1 (0zy3 — 01) (Ozv3 — 1)

2u
+ m (a¢y2 — haweg + y3) (8901)2 — h&pﬂ)Q + Ug)

1 1
+u (M(_y2 + hbs + 0,y3) — 92> (M(_U2 + hapo + Oyv3) — 7/}2>

+ A <6wy1 — h0,01 + (@,yg — haweg + y3)>

L
R+h

1
( —hop1 + —— R+h (apvg — ha(pr + ’1}3)) .

Der Zylinder wird als rotationssymmetrisch angesehen, d.h. in jedem Punkt
wirkt die gleiche Kraft. Somit heben sich die auftretenden Kréfte in Richtung
 gegenseitig auf, also y;, 0; sind unabhéngig von ¢:

Opyi =0,0; =0  i=1,2,3 j=1,2.

Folglich sind auch die Verdrehung 65, die in Richtung ¢ wirkt, und deren Ab-
leitungen identisch Null. Es verbleibt

B = 2u (d:ryl - hdacel) (dacvl - hdmwl) + i (dwa) (daCU?)
2u Y2 (2]
R+ h)? (y3”3)+“<R+h) <R+h>

Y3
# (dn - ) (oo = haswn v 5120,

mit der Abkiirzung d, := %. Das Zylinderrohr ist an den Enden gelagert, d.h.
u1 = 0, und wegen der Rotationssymmetrie gilt auch us = 0 und daher

+ p (dyys — 61) (dyvs — 1) +

B = 2uh®(d01) (detp1) + pu(deys — 01) (dyvz — 1) + 27“2 (y3) (v3)

(R+h)
A (et s gl ) (S ).

Im néchsten Schritt wird das Integral iiber dem Korper V' auf die Schale trans-

formiert
/ ...dV in / ...dpdhdz.
|4 S




2.3. HERLEITUNG DES VARIATIONSPROBLEMS 15

Dazu benétigen wir die Transformationsmatrix J, es gilt
dV = |det(J)| dp dhdz.

Diese Matrix wird durch die Basisvektorfunktionen definiert, also

Ti=[0,5 oS 0,5 ],

0 0 1
J=| —(R+h)sing cosp 0 | und |det(J)| =R+ h.
(R4+h)cosp sing 0

Fiir die Bilinearform folgt mit dieser Transformation a(y, v)

e 2+ A
= / / / {(Q,U + /\)thqﬂld;ﬂﬁl + (thy:;’l)g + p(dyysdyvs 4 0191)
0 J-5J0 (R+h)

Ah
ity + 1) — — (i + vgdxeo}

(R+h)
(R4 h)dpdhdx

2%+ A
{(m + A)(R + h)h2dy1dy1h + ((]sj:h))ygv:a

+u(R + h)(deysdzvs + 011) — p(R + h)(dzysr + 01dzvs3)
—)\h(ygdxﬂ)l + UdeGl)} dh dx

! Ru? 2R+ u
= 271'/0 {(Q,M + )\) |:12dx91d$1/11 +In <2R — u) y31)3:|
+ ,URU(dmyg — 91)(dx1)3 — 1/)1)} da;, (2.4)

Uorh
:277//
0_

(NS

wobei einige der Integrationen trivial sind und bereits ausgefiihrt wurden. Wir
haben die Bilinearform des 3D-Modells nach dem Einarbeiten der Hypothesen
und der spezifischen Eigenschaften des Modells auf eine Bilinearform fiir ein 1D
Modell zuriickgefiihrt.

Vereinfachungen in der Bilinearform

Den logarithmischen Term in der Bilinearform (2.4) wollen wir vereinfachen.
Dazu definieren wir die Funktion

2R+ u
=1
v(u) n(2R—u>’

die wir in eine Taylorreihe an der Stelle ug = 0 entwickeln,

2 3 5
R—I—u) u u u + O(ub).

:l = — _—
v(u) D(QR—u + +

R 12R3  80R®
Fiir die Dicke v muss u < R gelten und damit konnen die héheren Potenzen
der Entwicklung vernachlassigt werden. Diese Naherung werden wir im weiteren
Verlauf dieser Arbeit benutzen.

2.3.1 Krafteinwirkung auf die Zylinderschale

Wir wenden uns der wirkenden Volumenkraft f auf den Zylinder zu und stellen
diese ebenfalls in der Basis {e;}?_; dar:

f= frel+ fires + fires.
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In unserer speziellen Aufgabe wirkt die Kraft nur senkrecht (rotations - sym-
metrisch) auf das Zylinderrohr, also beziiglich der es-Richtung. Die wirkende
Schwerkraft des Zylinders wird vernachlassigt und wir gehen von einer Flachen-
kraft fg aus, die direkt auf den Zylindermantel (innen oder aufen) wirkt. Fiir
die Linearform (f, v) entféllt die Integration iiber die Dicke u,

l
(f,v) ::/ f-vdV:/ frvs |R| dcpdszwR/ frvs dx.
1% S, 0

Das Vorzeichen der Kraft fr bestimmt die Richtung der Krafteinwirkung, z.B.
wirkt bei positivem Vorzeichen die Kraft auf dem inneren Zylindermantel.

2.3.2 Variationsproblem fiir den stationidren Fall

Wir definieren w := y3, W := vs, f, := fg,0 := 01,0 := 11. Fiir den stationiren
Fall mit der Naherung des logarithmischen Terms folgt die Bilinearform

l 3 3
Lo~ Ru® | ~ u U -
a(w,0;w,0) = 277/0 {(2,u+ AESZ) [129959;,; + <12R3 + R) (ww)]
+pRu(wy — 0) (g — 5)} dz

und die Linearform

l
(f,w) =27 /0 R f,wdx.

Das Ziel ist es, eine Losung w,# (transversale Verschiebung, Verdrehung) zu
finden, welche die Gleichung

a(w,G;zD,é) = (f., ) (2.5)

fiir alle @ € W und fiir alle § € © 15st (Losungsraume sind von den vorgelegten
Randbedingungen abhéngig). Offenbar ist dies ein Problem zweiter Ordnung, da
alle Ableitungen hichstens bis zum Grade zwei vorkommen. Die Hypothese (H4)
von Mindlin und Reissner besagt, dass im Modell ebener Spannungszustand
vorliegt, und wir ersetzen A\ durch Aggz.

2.3.3 Randbedingungen

In diesem Unterabschnitt geht es darum, die verschiedenen Randbedingungen zu
erldutern, die beziiglich unseres Modells méglich sind. In der schwachen Formu-
lierung suchen wir Losungen in Sobolev-Réaumen HF, die im Kapitel 4 definiert
werden. Wir gehen von dem Randwertproblem mit homogenen Randwerten

—divo(y(x)) = f xcR3
y(x) = 0 I'p und/oder
c-n = 0 FN

aus. Der Rand I' des Gebietes V ist die Vereinigung des Dirichlet- und des
Neumannrandes I' = I'p U I'y, wir haben also Randbedingungen erster Art
(Dirichlet-Bedingungen) und/oder zweiter Art (Neumann-Bedingungen). Wir
gehen zur schwachen Formulierung iiber, indem wir mit einer beliebigen Test-
funktion v multiplizieren und iiber das Volumen V integrieren

/Va(y) te(v)dV = /va dV+/FN(U(y) ‘n)vdly.
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Wir betrachten zunichst das Dirichlet-Problem, wobei I'y = ) gilt. Daraus
resultiert die Aufgabe:

Finde ein y € H}(V) := {y = y(x)|y € L*(V), 95,y € L*(V), y|lr = 0}
welches

/U(y):s(v)dV:/ fvdV  VveH)(V)
\%4 |4

16st. Nach dem Einsetzen des Verschiebungsansatzes und Beachtung der Modell-
Besonderheiten gilt

y = yse3 — hbe;.
Aus y = 0 auf dem Rand I'p folgt y3 = 61 = 0. Dieser Fall wird in der Praxis als

hardclamped bezeichnet. Etwas komplexer ist die Betrachtung des Neumann-
Randwertproblems, in diesem Falle ist I'p = ().

Finde ein y € HY(V) := {y = y(x) |y € L2(V), 9,y € L}(V)}, welches

eV = Vv ag -Nn)v Vv 1
/Va(y). (v)dv /Vf dV+/FN( (y) mvdly  VveH (V)

16st.

In unserem Modell haben wir den Zylinder entlang der x-Achse definiert und
somit entspricht der Normalenvektor n dem ersten Einheitsvektor e;. Aus den
bisherigen Uberlegungen berechnen wir fiir die Randbedingung:

U(y).el = *(2H+)\ESZ)hdxelel+>\ESZ <Ryjh) e1+0-es+pu (dxyg — 91) e3=0

und es verbleiben die Komponenten:

Y3
= —(2 A hdz01 + A —— ] =0
o11 (21 + Apsz)hd.01 + ESZ<R+h>
o2 = 0
o3 = p(dyys —01)=0.
Fiir die Materialparameter gilt immer Aggz, 4 # 0. Wir beginnen mit der Dis-

kussion der Randbedingungen bei 017 und betrachten zunéchst nur die Mit-

telebene fiir die Schale (h = 0), und somit muss y3 = 0 gelten. Jetzt ist der
Parameter h beliebig im Intervall [—E, —} und damit muss d,0; = 0 fir belie-

2°2
bige h gelten. Fiir die Komponente 13 muss d,y3 — 61 = 0 gelten. In unserem

Modell haben wir folgende Randbedingungen ermittelt:
Ys = dw91 =0 und d$y3 - 91 = 0.
Dieser Fall wird in der Praxis allgemein als ,softclamped* Randbedingungen

bezeichnet.

Bisher haben wir unsere Modellgleichung (2.5) in der schwachen Formulierung
betrachtet und gehen jetzt zur starken Formulierung iiber. In diesem Fall wird
aus der Bilinearform a(w, 6;w, 0) eine gemischte Formulierung erzeugt.

Wir ordnen die Gleichung beziiglich @ und 0, indem wir einmal die Testfunk-
tionen w = 0 und 6 = 0 wéhlen:

l 3 ~ _ _
/ {(2;@ + )\Esz)%dxﬁdze + pRu(—dywd + 99)} dz =0
0

! 3
/ {(2u + Agsz) <1§R3 + ;;) (ww) + pRu(dywd,w — 9d$u~))} dx
0

!
= / R f,wdz.
0
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Wir integrieren partiell beziiglich x:

l 3 B ~ ~ )
/ {—(2u - AEsz)%‘diee + pRu(—dyw + 99)} da + [d,06], = 0
0

l 3
/ {(2,u + Apsz) <1§R3 + ;;) (wi) — pRu(d>wid — dﬁﬁ))} dx
0

+[dpwid — O]}

!
= / R f,w dx.
0

Wir wahlen zunéchst beliebige Funktionen w, é, die auf dem Rand verschwinden
und somit gilt

3
(2 + )\Esz)%d§9 + pRu(dyw —0) = 0
3 u
(21 + A\gsz) <I2R3 + R) w — pRu(d*w —d,0) = Rf.,

was der starken Formulierung der Modellgleichung entspricht. Fiir die Diskussi-
on der Randbedingungen wéhlen wir beliebige Funktionen w, 8 und wir miissen

Al
[dxee}
0
(dew —B)a]y = 0
diskutieren. Die Funktionenrdume fiir w, 8 werden so gewéhlt, dass sie die Dirichlet-

Randbedingungen (Fall ,hardclamped”) erfiillen, und aus diesen Rdumen wéhlen
wir auch die Testfunktionen. Es gilt

w(0) =w()=0(0)=0(1)=0  VYu,0 e H)0,I).

Im Fall von homogenen Neumann-Randbedingungen (,softclamped®) haben wir
bereits

d.0(0) = d0(1) =0 und w(0) = w(l) =0
gefunden und wir withlen @ € H(0,7) und 6 € H'(0,1). Die Gleichung
(dew — )]y = 0

ist offensichtlich fiir alle @ erfiillt. Wiirde auf dem Rand @ ¢ H{(0,1) gewihlt,
hatten wir bereits d,w — 6 = 0 vorgegeben. Als Fazit haben wir zwei Praxis
relevante Fille diskutiert, die unterschiedliche Randwertprobleme liefern.

a) Im Fall jhardclamped” sind die Losungen w € H{(0,1) und 6 € H}(0,1).
Aus diesen Rdumen wahlen wir auch die Testfunktionen und

b) bei dem Fall ,softclamped” sind die Losungsraume unterschiedlich. Fiir
die transversale Verschiebung gilt fiir die Losung w € H}(0,1), analog zu
shardclamped®. Fiir die Verdrehung 6 gilt 6 € H'(0,1) und als Testfunk-
tionen wihlen wir @ € H}(0,1) und 6 € H(0,1).

2.3.4 Variationsproblem fiir den instationiren Fall

Fiir den instationédren Fall ist die Ausgangsbasis das Impulserhaltungsgesetz

pdiy =divo(y) +f
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und diesen fithren wir mittels einer beliebigen Vektorfunktion v, die nur von x
abhéngt, in die schwache Formulierung

/p@fy-vdV—/{diva(y)-V+f~v}dV
1% 1%

iiber. Die Zeit t # 0 betrachten wir fiir den Moment beliebig, aber fest und
integrieren partiell beziiglich x:

/Vpd?y-vdV—i—/VU(y):s(v)dV—/vf-vdV—i—/av(a(y)n)-vdé?V.

Einige Teile der Gleichung haben wir bereits in den letzen Abschnitten her-
geleitet, jetzt muss noch die Zeitabhangigkeit der Verschiebung berticksichtigt
werden. Wir nutzen fiir y den zeitabhédngigen Verschiebungsansatz:

Yy = yl((pa'rvt)el + 92(4,0,.7),@92 + y3(@7 xz, t)e3 - h[91(cp,x, t)el + 92(90a 337t)e2]'

Von besonderem Interesse ist in diesem Abschnitt der Term
/ pdiy v dv,
1%

der das Beschleunigungs-Biegemoment enthélt. Unter Beachtung der Modell
Spezifikationen verbleibt fiir die Verschiebung

y = yses — hthe;.

Eingesetzt in das Integral, wobei wir fiir die Testfunktionen den gleichen aber
zeitunabhingigen Ansatz verwenden wollen, folgt

/ p(0Fyses — hd}0re1)(vses — haprer) dV = / p(92ysvs + h207013b1) dV.
% v

Nach der Transfomation des Integrals auf die Schale und Ausfithrung der einfa-
chen Integrationen gilt:

! 3
R
/ p(07ysvs + h20}013h1) AV = 27T/ p {RU 07 ysvs + 11;53011111} dz.
v 0

Fiir den instationéren Fa~ll in neuer Variablen-Notation
w = y3,0 = 01,0 = v3,0 = 17 stellt sich die Aufgabe: Finde Funktionen w, 6
welche die Gleichung fiir alle t € (0,7, T ist die Endzeit:

! 3
/ { P (Ruafww + R“afee)
0 12
u3 u

Ru? ~ -
+(2u + A\psz) [12019@0 + <12R3 + R> (ww)] (2.6)

l
+Ru 11(9yw — 0)(dypid — é)} dr = R / Foi da
0

Vo € HY(0,1), V0 € H(0,1) (hardclamped) oder ¥ 6 € H(0,1) (softclamped)
16st. Die hier zeitabhéngigen Randbedingungen sind analog zum stationdren
Fall zu wéhlen, wobei diese fiir alle ¢ € (0, 7] gelten. Um eine eindeutige Losung
bestimmen zu konnen, stellen wir im einfachsten Fall homogene Anfangsbedin-
gungen:

w(+,0) = dw(-,0) =0 und 6(-,0) = 9,6(-,0) = 0.

Die Anfangsbedingungen sind natiirlich vom jeweiligen praktischen Problem
abhéngig.
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2.3.5 Der Spezialfall der ,diinnen‘ Schale

Bei sehr diinnen Schalen benutzen wir die Hypothese (H5), aus welcher die
Beziehung
Ogyw =6

hervorgeht. Fiir den stationdren Fall ergibt sich damit ein Problem vierter Ord-
nung:

l R 3 3
a(w, &) = / {(m + Apsz) [fz‘dgwdgw + (1;‘}%3 + Z) (ww)] } dz
0

l
:R/o frwdr =: (f,,w)

fiir alle Testfunktionen w aus dem Losungsraum W. Aus dieser Gleichung kann
analog zum allgemeinen Fall die starke Formulierung hergeleitet werden

Ru? ud U

Unter Ausnutzung der Beziehung d,w = 0 gilt fiir den Fall jhardclamped*:

w(0) = w(l) = 0 und d,w(0) = dyw(l) =0,
und im Fall ,softclamped*:

w(0) = w(l) = 0 und d2w(0) = d2w(l) = 0.

xT

Diese Randbedingung (d,w bzw. d2w) werden in der Bilinearform beriicksichtigt
und spiegeln sich auch in der Wahl des Losungsraumes W wieder.

Fiir den instationdren Fall folgt aus der Hypothese (H5) die Gleichung:

! 3
/0 {p (Ruﬁfwu? + %83(%11}%@)
u

+(2p + Agsz) Riga%d%+ “—3+—+ (ww)| ¢ dz
R ABSZ) |y %t 12R3 "R

l
= R/fzwda:

0

fir alle t € (0,7] und w € W. Die Anfangsbedingungen und Randbedingungen
kénnen analog zum stationéren Fall aus dem allgemeinen Fall verifiziert werden.

2.4 Fazit

Wir haben fiir die Deformation einer Zylinderschale einige Gleichungen fiir un-
terschiedliche Dicken und Randbedingungen hergeleitet. Bei dieser Modellierung
wurden die Hypothesen von Mindlin und Reissner und die Modell Spezifikatio-
nen eingearbeitet, sowie die Geometrie des Zylinderrohres beriicksichtigt.

Die in dieser Dissertation zu diskutierenden Optimalsteuerungsprobleme ver-
wenden als Nebenbedingung eine Gleichung fiir eine diinne Zylinderschale mit
,softclamped” Randbedingungen. Diese Optimalsteuerungsprobleme untersuchen
wir in den folgenden Kapiteln fiir den stationdren bzw. instationéren Fall. Die
Steuergrofte ist bei diesen Aufgaben die Dicke u, die wir im weiteren Verlauf
dieser Dissertation als ortsabhéangige Grofe u = u(-) betrachten wollen. Wir be-
trachten die Nebenbedingungen immer beziiglich der schwachen Formulierung:
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1. Das stationare Problem:

Finde w € W(0,1), welches die Gleichung
! 3
/ {(QM + AEsz) [Rudiwali’@
0 12

u3 u - ! ~
+ <12R?’+R> (ww)]} dx:R/O fzwdx
fir alle w € W(0,1) 16st.

2. Das instationare Problem:

Finde w € W, das die Gleichungen

l 3
R
/0 {p (Ru@?ww + é@f@xwdmw>

Ru? 5 o ud u N
+(2n+ Agsz) {uﬁzwdww + (12R3 + R) (ww)} } dx
!
= R/ [0 dx
0

fir alle w € W(0,7) mit den Anfangsbedingungen:

w(-,0) = dw(-,0) =0

und fiir alle ¢ € (0,7 16st. Unter W verstehen wir den Lésungsraum fiir
die Funktion w = w(-, ).



22

KAPITEL 2. MODELLIERUNG DES PROBLEMS



Kapitel 3

Nemytskij-Operatoren

3.1 Stetigkeit von Nemytskij-Operatoren

Um die Nichtlinearitaten in den Modellgleichungen beziiglich der Steuerung u zu
umgehen, ordnen wir diesen Superpositionsoperatoren, so genannte Nemytskij-
Operatoren, zu. Fiir die Herleitung von Optimalitats-Kriterien der Optimal-
steuerungsprobleme benotigen wir die Ableitungen erster Ordnung dieser
Nemytskij-Operatoren. In diesem Kapitel werden wir diese Operatoren defi-
nieren und uns mit wichtigen Sétzen iiber Stetigkeit und Differenzierbarkeit
beschéftigen.

In unserer Problematik ist die Steuerung u gleichméfig durch Konstanten u,
und up nach unten und oben beschrankt. Aufgrund der Definitionen der Bilinear-
formen fiir den stationédren bzw. instationdren Fall gehen wir von Steuerungen
u € L*(Q) aus. Da das Gebiet © beschrankt ist, gilt somit auch v € L"(Q)
mit 1 < r < oco. Die Steuerungen konnen aber auch Elemente von ,besseren”
Riumen sein, wie z.B. u € C/(Q), dem Raum der stetig differenzierbaren Funk-
tionen bis zur Ordnung [. Durch die Festlegung u € L°°(£2) konnen wir mit
Bedingungen auskommen, denen alle elementar definierten Funktionen y auf R
geniigen.

Definition 3.1.1. Es sei E C R™ eine beschrankte, messbare Menge und ¢(x,y) :
E xR — R eine reellwertige Funktion. Die Abbildung =

die einer Funktion y = y(z) : E — R die durch z(x) = ¢(z,y(z)) definierte
Funktion z : E — R zuordnet, heifst Nemytskij-Operator.

Wir definieren fiir unsere Problemstellungen x € €2 := (0,1) C R und wenden
diese Definition auf die Koeffizienten in unseren Differenzialgleichungen an. Wir
definieren die Funktionen:

w(e) = 6(ulz) = pRu(x)

_ _ pRu(z)’
ae) = () =2
3
@) = (@) = 2+ Apsy) o)

2R TR )

ale) = wluta)) = ot Assz)
fir alle z € Q und u € U,y C L°(€). Diese Funktionen werden den Nemytskij-

23



24 KAPITEL 3. NEMYTSKIJ-OPERATOREN

Operatoren:
©(u) = pRu
pRu?

T =

Ru?
O(u) = (2p+ )\Esz)ﬁ

u u?

U(u) = (2u+ Apsz) (R + 12Rg,>

zugeordnet. Die Operatoren sind Abbildungen von L>°(§2) — L*°(€2). Bevor wir
uns der Ableitung der Nemytskij-Operatoren zuwenden, bendtigen wir grund-
legende Eigenschaften wie Beschrankheit, Lipschitz-Stetigkeit der erzeugenden
Funktionen z; und der zugeordneten Nemytskij-Operatoren. Wir beziehen uns
bei den Definitionen und Satzen auf alle elementar messbaren Funktionen aus
R.

Definition 3.1.2. Eine Funktion ¢(z,y) : E xR — R erfillt die Carathéodory-
Bedingung, wenn ¢ messbar beziiglich x fiir jedes feste y € R und stetig beziiglich
y fir fast alle festen x € E ist. Sie gentigt den Beschrdnktheitsbedingungen, wenn
eine Konstante K existiert, so dass

(2, 0)] < K

fiir fast alle x € E gilt, und sie ist lokal Lipschitz-stetig beziiglich vy, wenn fiir
jede Konstante M > 0 eine Konstante £(M) > 0 existiert, so dass fir fast alle
z e FE qilt

|P(x, y1) — ¢z, y2)| < £(M)[y1 — ya

fir alle y1,y2 € [—M, M].

Unsere definierten Nemytskij-Operatoren geniigen offensichtlich der
Beschrankheits- und der lokalen Lipschitz-Bedingung und eine separate Abhéin-
gigkeit zwischen x und der Steuerung u ist nicht gegeben. Diese Definition ist
weiter gefasst als wir sie bendtigen. In unseren konkreten Fiéllen liegen stets
beschrankte Steuerungen u vor.

Lemma 3.1.3. Die Funktion ¢(x,y) sei messbar beziglich x € E fiir jedes

y € R, erfille die Beschrinktheitsbedingung und sei lokal Lipschitz-stetig beziig-
lich y mit £(M). Dann ist der zugeordnete Nemytskij-Operator stetig im Raum
L>°(E). Auferdem gilt

1Z(y1) — E(W2)llLr ) < S(M)[ly1 — yollLr ()

fir alle 1 < r < oo und fir alle Funktionen y; und y2 aus L°°(FE), welche der
Bedingung
y1llLemy < M, [ly2llLe sy < M

gentgen.

Der Beweis dieses Lemmas und weitere Informationen zu dieser Thematik findet
man in [4]. Es gilt v, < u(z) < uwp mit ug,up € RT\ {0} und somit ist die Be-
schrankheit der verwendeten Nemytskij-Operatoren offensichtlich. Wir kénnen
schlussfolgern, dass wir Konstanten M finden, welche uns die Beschréanktheits-
bedingung und die lokale Lipschitz-Stetigkeit garantieren und demzufolge auch
die Stetigkeit der Operatoren beziiglich des Raumes IL°°.
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3.2 Differenzierbarkeit von Nemytskij-Operatoren

Definition 3.2.1. Seien U und V reelle Banachrdume sowie F' : U — V eine
Abbildung von U in V. Existiert zu gegebenen u € U, h € U der Grenzwert

5F(u, h) = lim %(F(u +th) — F(u))

t—0

in 'V, so heifit dieser Richtungsableitung von F an der Stelle w in Richtung h.
Ezistiert dieser Grenzwert fir alle h € U, dann heifit die Abbildung h — 6F(u, h)
erste Variation von F an der Stelle u.

Definition 3.2.2. Euzistieren die erste Variation §F(u, h) an der Stelle w und
ein linearer stetiger Operator A : U — V, so dass

§F (u,h) = Ah =: Ff(u)
fiir alle h € U gilt, dann heiffit A Gateaux-Ableitung von F an der Stelle u.

Definition 3.2.3. Eine Abbildung F : U — V heifst an der Stelle u Fréchet-
differenzierbar, wenn ein Operator A € L(U,V) und eine Abbildung
r:UxU—V mit den folgenden Eigenschaften existieren: Fiir alle h € U gilt

F(u+h)=F(u)+ Ah +r(u, h)
und das Restglied r geniigt der Beziehung

[l (w, ) ||
17w

A = F'(u) heifit Fréchet-Ableitung von F an der Stelle u.

— 0 fir ||h|jy — 0.

Jede Fréchet-differenzierbare Abbildung ist auch Gateaux-differenzierbar und
F{.(u) = F'(u). Fiir die Eigenschaft der Differenzierbarkeit dieser Operatoren
miissen an die erzeugenden Funktionen ¢ hohere Glattheits-Voraussetzungen
gestellt werden.

Definition 3.2.4. Es sei E C R™ eine beschrinkte Menge und ¢ = ¢(x,y) :
E xR — R eine Funktion der Ortsvariablen x und der Funktionsvariablen y.
Diese sei k-mal nach y differenzierbar fir fast alle x € E. Die Funktion ¢ erfillt
die Beschrinkheitsbedingung der Ordnung k, wenn eine Schranke K existiert, so
dass

dy(x,0)] < K

gilt fiir alle x € E und alle l = 0,...,k. Sie geniigt den lokalen Lipschitz-
Bedingungen der Ordnung k, wenn eine von M abhdngige Lipschitz-Konstante
£ = £&(M) emistiert, so dass

|di(x, 1) — dig(x,y2)| < E(M)|y1 — 2|
gilt fir alle y; € R mit |y;| < M,i=1,2.

Ist ¢ stetig differenzierbar, so auch der zugehérige Nemytskij-Operator. Das
Entscheidende fiir die Eigenschaft der Differenzierbarkeit ist nur die Wahl des
richtigen Raumes. In unserer Problemstellung haben wir uns auf den Raum L*°
festgelegt und wenden folgendes Lemma an.
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Lemma 3.2.5. Die Funktion ¢ sei messbar beziiglich x € E fiir jedes y € R und
differenzierbar nach y fir fast alle x € E. Sie geniige der Beschrinktheitsbedin-
gung und lokalen Lipschitz-Bedingung jeweils mit Ordnung k = 1. Dann ist der
von ¢ erzeugte Nemytskij-Operator = Fréchet-differenzierbar in L°(E) und

(E (9)h)(2) = dyd(x. y(a))h(z), V2 € E.

Fiir den Beweis dieses Lemma’s verweisen wir auf [4]. Die Fréchet-Ableitung
an der Stelle y konnen wir als Gateux-Ableitung berechnen. Es gilt fiir unsere
verwendeten Nemytskij-Operatoren:

O'(u)h = d,0(u)h = pRh

2
T(h = deo(uh =2
R 2
&' (u)h = ducp(u)h:(2,u+/\ESZ)Tuh
V(wh = dep(u)h = (2 + Apsz) LYy

Fiir den spéter folgenden Beweis der Optimalitits-Kriterien fiir die optimale
Steuerung w benétigen wir die Restglieder aus der Fréchet-Differenzierbarkeit.
Wir berechnen das Restglied am Beispiel des Nemytskij-Operatores ®(u) und
zeigen die Restglied-Eigenschaft.

Beweis. Wir berechnen fiir beliebige Funktionen u, h € L>°(Q2), die fast iiberall
durch u; beschrankt sind:

p(u(z) + h(z)) = p(u(@)) = dup(u(z))h(z) + ro(u, h)(z),

wobei wir fiir das Restglied die Integraldarstellung

1
ro(u, h)(z) = / (dugp(u(z) + sh(z)) — dup(u(x))] ds h(z)

verwenden. Nach kurzer Rechnung folgt

| =

ro(u,h)(z) = 2pu + Agsz) <u(x)h(m)2 + ;h(x)?’)

fiir fast alle x € Q. Es gilt

ol @) < (2 + Aesz) |l )] + 3 b(e)?l (o)

und wir gehen zur L°°-Norm iiber. Wir miissen zeigen, dass W — 0 fiir

||| — 0 gilt. Es ist

e (u, h)| R Lo
< 2p+ Agsz) o (iRl + S 1A7]] -
7] 4 3

Offensichtlich gilt fiir ||| — 0 auch 740401 — 0 und damit ist die Restglied-
Eigenschaft der Fréchet-Differenzierbarkeit erfiillt. Weiterhin ist der
Multiplikations-Operator, welcher der Funktion A(-) die Funktion dyp(u(-))h(-)
zuordnet, linear und stetig in .°°(£2), denn d, erfiillt die Beschrankheitsbedin-
gung. Damit haben wir die Existenz der Ableitung der Nemytskij-Operatoren
im Raum L™ gezeigt.

O
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Dies koénnen wir analog fiir die restlichen Nemytskij-Operatoren zeigen. An die-
ser Stelle wollen wir nur die Restglieder beziiglich der L°°-Norm abschétzen:

re(u, h)|
- 0
A
|y (u, h) || R{ L. 9
< — [lull[|h]] + S [|R7
Al 4 3
|7 (u, h)| (2p+ Aesz) 4R?
LA N AL G A h —lh .
7l < Ve [Jull[|R]] + 3 I1A7]]

Die in diesem Kapitel definierten Nemytskij-Operatoren besitzen sogar die Ei-
genschaft der stetigen Fréchet-Differenzierbarkeit. Fiir den Nachweis dieser Ei-
genschaft verweisen wir ebenfalls auf [4].
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Kapitel 4

Das stationare Problem

In diesem Kapitel beschéaftigen wir uns mit dem stationéren Fall und dem damit
verbundenen Optimalsteuerungsproblem. Bei unserem Problem ist der Beweis
der Existenz mindestens einer optimalen Steuerung komplexer als im linearen
Falle. Offen ist auch die Existenz der Lagrange’schen Multiplikatoren, die wir
zum ,, Ankoppeln“ der Nebenbedingung an das Zielfunktional benétigen. Fiir
dieses Kapitel treffen wir folgende Vereinbarungen:

e Es existiert eine optimale Steuerung w und

e fiir die intuitive Herleitung der notwendigen Bedingungen erster Ordnung
gilt die Lagrange’sche Multiplikatorenregel, also existieren die Lagran-
ge’schen Multiplikatoren und es liegt der reguldre Fall vor.

Das Ziel des vorliegenden Optimalsteuerungsproblems (stationére Fall) ist es ei-
ne Dicke @ zu bestimmen, welche die Deformation des Zylinderrohres minimiert.
Als zusétzliche Bedingung wird gefordert, dass das Volumen des Zylinderrohres
konstant bleibt. Diese Aufgabenstellung miindet in die mathematische Formu-
lierung:

ZF: min J(w) := min /w(a:) dx
Q

u€Uqq u€lqgq

NB: a2 (®(u)dw) + ¥(u)w =R f.
RB: w(0) = w(1) = d2w(0) = d2w(1) =0

BS: Upa = {u € L™(Q), uq < u(x) < uyp L. in Q, / u(z) de = C’} ,
Q

wobei ug,up € RT \ {0} gegeben sind. Die Dicke u = u(z) ist dabei die Steuer-
grofe, die bei gegebener Krafteinwirkung f, = f.(z), die Auslenkung w = w(x)
steuert. In die Konstante C' := Q‘;—ZR geht das Volumen V; des Rohres ein.

Das Zielfunktional (ZF) verwenden wir in integraler Form, d.h. die Fliche die
unter der Funktion w beschrieben wird, soll minimal werden. Weitere M6glich-
keiten wéren auch die Minimierung einer quadratischen Abweichung zu einer
vorgegeben Auslenkung wy:

min J(w) = min /Q(w(x) — wo(z))? dz

uEUqq u€Uqq

oder eine Formulierung mit Regularisierungsterm,

A
min J(w) = min /(w(x) — wo(x))? d + / u(z)? dz,
u€Uyq u€Uqua J O 2 Q

29
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um numerische Schwierigkeiten zu vermeiden. Wir definieren den Raum Vg,
den klassischen Losungsraum:

Vi = {w e Q) NCy(Q) , d>w(0) = d>w(1) = 0},

wobei wir unter dem Raum C*(Q2), k = 0,1,...,00 den Raum aller stetigen
Funktionen verstehen, die k-mal stetig differenzierbar sind. Der Raum C§(Q) ist
ein Unterraum zu C*, wobei fiir die Funktionen w zusitzlich homogene Rand-
bedingung bis zur Ordnung k auf dem Rand T' := {0} U {1} gefordert werden.

Die Nebenbedingung besitzt fiir gegebenes f, € C(Q) und u € C%(Q) eine klas-
sische Losung w € V. Bei vielen praktischen Problemen ist die Forderung der
Existenz der vierten Ableitung der Funktion w im Gebiet ) zu stark. Meistens
kommt man mit schwéicheren Voraussetzungen (niedrigere Ordnung der Ablei-
tungen) aus, weil die Gleichungen aus Erhaltungssitzen oder Variationsgleichun-
gen hergeleitet wurden. Ein weiterer Aspekt ist, dass fiir die wirkende Kraft in
vielen praktischen Féllen f, ¢ C(Q) gilt. Um moglichst viele praxis relevante
Problemstellungen abzudecken, betrachten wir allgemein Krifte f, € L2(Q),
wobei L2(2) der Raum der quadratisch integrierbaren Funktionen iiber € ist.
Fiir unser Optimalsteuerungsproblem kann unter diesen praktischen Gesichts-
punkten u € C%(Q) nicht immer garantiert werden. Wir verlangen als minimale
Anforderung an die Steuerung u € L*°(2). Bei einigen praxisrelevanten Pro-
blemen kann die Steuerung aber auch ,besseren Riumen, z.B.: v € C*(Q),
angehoren.

Wir verlassen die klassische Losungstheorie und gehen zur Theorie der schwa-
chen Losungen aus dem Bereich der partiellen Differenzialgleichungen iiber.

4.1 Die Variationsformulierung und das Lemma von
Lax und Milgram

Obwohl wir bereits im Kapitel 2 die Modellgleichung fiir den stationdren Fall in

der schwachen Formulierung hergeleitet haben, wollen wir an dieser Stelle auf

den analytischen Hintergrund eingehen und den verwendeten Raum beziiglich
der schwachen Loésung spezifizieren.

Das Randwertproblem wird mit einer Testfunktion v € Vo := C%(Q) N Co(Q)
multipliziert und anschliefsend wird {iber das Gebiet 2 integriert:

[ (@) + ¥l ow) do = R [ [0 da
Q

Dabei wird zunéchst angenommen, dass f, hinreichend glatt ist und w € Vg
gilt. Nach partieller Integration erhalten wir

[ @du@doe + vwu@p) de + [d @) o),
[ (u)d?w(x)d, v r=R / fa(z
Aufgrund der Wahl von v € V¢ verschwindet der erste Randterm. Die dyna-

mischen Randbedingungen d2w(0) = d2w(1) = 0 werden in der Bilinearform
explizit beriicksichtigt:

/ (®(w)d2w(z)d2o(z) + U(u)w(z)o(z)} dz = R / L@@ de.  (41)
Q Q
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Diese Gleichung gilt fiir alle v € V. Fiir die schwache Losung der Nebenbedin-
gung definieren wir die Sobolev-Réume H¥(Q).

Definition 4.1.1. H*(Q) sei der Raum aller Funktionen w € 1L2(Q), fiir welche
die schwachen Ableitungen d2w fiir alle o < k emistieren und zu IL2(Q) gehéren.
Den Raum HF versehen wir mit der Norm

1
2

T /Q () de

a<k

Ausfiihrliche Details zu den Sobolev-Rdumen findet man in [5],[6]. Die Rdume
HE(Q) enthalten Funktionen aus H¥(Q), bei denen die Randwerte aller Ableitun-
gen der Ordnung k—1 auf dem Rand verschwinden. Offenbar gilt HE(Q) C H¥(Q)
und fiir diese Raume gilt die gleiche Normdefinition.

Der Raum V¢ ist beziiglich der H?-Norm nicht vollsténdig. Die Vervollstindi-
gung von V erhalten wir, in dem wir den Raum V¢ mit der H?-Norm abschliefien,

V= Vol 22 = fw e H2(Q) | w(0) = w(1) = 0} = H2(Q) N HA(Q).

Der Raum V¢ ist dicht in V eingebettet und alle Ausdriicke in der Gleichung
(4.1) héngen bei gegebenen w € V stetig von v € V ab und somit gilt (4.1)
auch fiir alle v € V. Umgekehrt kann wegen der Beliebigkeit von v € V¢ und
unter der Voraussetzungen w € Vg auf die klassische Formulierung geschlossen
werden.

Wir definieren die Bilinearform a : V x V — R als
a(w,v) ::/ {®(uw)d2w(z)div(z) + U(w)w(z)v(z)} do
Q

und ein lineares stetiges Funktional F': V — R durch

F(v):= R/sz(:n)v(:n) dzx.

Definition 4.1.2. Fine Funktion w € V heifit schwache Losung der Nebenbe-
dingung, wenn die Variationsformulierung (schwache Formulierung)

a(w,v) = F(v)
fiir alle v €'V erfullt ist.

Der Raum aller linearen stetigen Funktionale auf V ist der duale Raum V* und
es gilt F' € V*. Fiir die Existenz der Losung w der Variationsformulierung nutzen
wir die Aussage des Lemmas von Lax und Milgram.

Lemma 4.1.3 (Lax und Milgram). Es sei V ein reeller Hilbertraum und
a:V xV — R eine Bilinearform mit folgenden FEigenschaften: Es existieren
reelle Konstanten ag > 0 und By > 0, so dass die Beziehungen

la(w,v)] < aollw|v|v|v (Beschrinktheit)
a(w,w) > BollwlF (V-Elliptizitit)

erfillt sind. Dann hat die Variationsformulierung fir jedes F' € V* genau eine
Losung w € V und es existiert eine von F unabhdngige Konstante co, so dass
gilt

lwllv < call Flv+
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Fiir den Nachweis der V-Elliptizitdt in den Voraussetzungen des Lemmas be-
nutzen wir die zweite Ungleichung von Poincaré.

Lemma 4.1.4 (Zweite Ungleichung von Poincaré). Sei Q C R ein beschrinktes
Gebiet. Dann gilt fiir alle w € H2(Q) die Ungleichung:
2]

wllfe < co

/ |d2w|? dz + ‘/{dxw+w} da
Q Q

mit einer nur vom Gebiet £ abhdngigen Konstanten cgq.
Der Beweis ist in [5] ausfiihrlich dargelegt.

Satz 4.1.5. Ist Q) ein beschranktes Gebiet, so besitzt die Nebenbedingung (NB)
fiir jedes f, € L2(Q) genau eine schwache Lisung w € V und es existiert eine
von f, unabhingige Konstante c,, so dass gilt

[wllme < cpllfallL2e)-
Beweis. Wir definieren
a = a(x) = max {®(u)(z), ¥(u)(x)}, = € Q.

0.B.d.A setzen wir den Radius R = 1 und vernachléssigen die Volumen-Bedingung.
Aus den Beschrankungen fiir den zuldssigen Steuerbereich folgt

3
_ _ %
op = r;leagca(m) = (2u+ Agsz) <12 + ub> )

Offenbar gilt a(z) < ap,V x € Q. Wir schitzen die Bilinearform ab:

la(w,v)| =

/Q {@(w)diwdiv + V(u)wv} dx

< /ao(diwdiv—i-wv) dx
Q
< ool / {|d2w]|d2v] + |wllo]} da
Q
<

aO\/ /Q (2w)? + (w)?] dm\/ /Q (20)2 + (0)2] da

< aollwllge |v]lge-

Damit haben wir die Beschrinkheit der Bilinearform gezeigt. Beim Nachweis
der V-Elliptizitat nutzen wir die zweite Ungleichung von Poincaré:

I 2
cQ / |d2w|? + ‘/ [dyw + w] dx
|/ Q

cQ /|diw|2+ w(l)—w(O)—i—/wdw
Q —_—

Q

IN

]l

2

IN

ca /\diw\2+/ lw|? d:v].
L/ Q Q

c(z) == min{®(u)(x), ¥(u)(z)}, x € Q

IN

Wir setzen
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und fiir den Fall Radius R = 1, Vernachlassigung der Volumenbedingung und
unter Beriicksichtigung der Beschrankung des zuldssigen Steuerungsbereich, folgt

QW

u

= 1 = 2 A .
co =minc(z) = (24 + Apsz) - §

[\

Wegen 0 < ¢g < ¢(z), V z €  folgt
a(w,w) = L{@(u)diwdiw%—@(u)ww} dx
> [ alldul + o) de = o [ (ol + ol do
>l

mit By = O Mit diesen beiden Abschétzungen haben wir die Giiltigkeit der
¢

Q
Voraussetzungen des Lemmas von Lax und Milgram gezeigt. Die Beschrank-
heit des Funktionals F' konnen wir mit der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung
erschliefsen, fiir R =1 gilt

[F(v)] < /Qlfz(ﬁ)v(m)l dr = |(fz,v) 2| < | fellp2llvllrz < | fzllezlvllme-

Offenbar gilt || F|

v+ < || fzllr2 und somit folgt

lwllee < epll fz (L2,

fir die schwache Losung w der Nebenbedingung (NB), mit ¢, = 2.

co

O

Bemerkung 4.1.6. 1. Die dynamischen Randbedingungen d>w|r sind nicht
im Raum V enthalten. Diesen Umstand konnen wir kompensieren, indem
wir den Regularititssatz [5], S.317 anwenden. Dann gilt fir die Losung

w € H*NV und nach Anwendung des Lemmas von Sobolev [5], S.110ff folgt
w € C3(Q). Somit sind die dynamischen Randbedingungen wohl definiert.

2. Beziiglich der Steuerung w hatten wir u € L>°(Q) vorausgesetzt, welche
die minimalste Forderung ist, was natirlich w € C*(Q) fir beliebiges k,
0 < k < 2 nicht ausschliefit.

Wir gehen zum Optimalsteuerungsproblem fiir den stationédren Fall iiber und
stellen die notwendigen Bedingungen erster Ordnung (Optimalitéits-System) fiir
die optimalen Losungen w,u auf. Diese Bedingungen werden wir zunéchst in-
tuitiv mit Hilfe der formalen Lagrange-Technik herleiten und im folgenden Ab-
schnitt exakt beweisen.

4.2 Die formale Lagrange-Technik

Wir definieren die Lagrange-Funktion
L(w,u,p,qo) = qo/ w dz — / pld2(®(u)diw) + ¥(u)w — Rf.} do, (4.2)
Q Q

mit einem Lagrange’schen Multiplikator ¢o € R und einer Lagrange’schen Mul-
tiplikatorfunktion p € Vg . Wir gehen vom reguléren Fall aus und setzen gg = 1.
In (4.2) haben wir nur die Nebenbedingungen beriicksichtigt. Die Bedingungen
aus dem zuléssigen Bereich (BS) fithren wir explizit mit.
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Prinzip 4.2.1. Seien u,w die optimalen Lisungen, der Lagrange’sche Multipli-
kator p geniige der Gleichung

Ly(w,u,p) = 0.
Dann gilt die Variationsungleichung (notwendige Bedingung erster Ordnung)
ﬁu(wv Hap)(u - ﬂ) >0

fiir alle zuldssigen uw € Uyq. Die Ableitungen der Lagrange-Funktion nach dem
Multiplikator p ergibt die urspriingliche Nebenbedingung.

Das in [8], S.69 formulierte Lagrange-Prinzip verlangt, dass die Nebenbedingung
noch Regularitdts-Bedingungen geniigen miissen. Nach den Vereinbarungen zu
Beginn des Kapitels betrachten wir diese als erfiillt. Die Anwendung der Multi-
plikatorenregel erfolgt somit heuristisch (formal).

Wir beginnen fiir unsere Aufgabe zunéchst damit, fiir den Lagrange’schen Mul-
tiplikator p eine Gleichung zu finden, die der Bedingung

Ly (w,a,p)hy =0

geniigt. Wir gehen bei dieser Technik von klassischen Losungen aus und wéh-
len beliebige Funktionen h; € Vi. Um die Gateaux-Ableitung der Lagrange-
Funktion zu vereinfachen, wenden wir zunéchst partielle Integration an:

/ (2(®(u)d2w) + W(u)wlp} dr = /Q fwd? (@ (u)d2p) + U (w)wp] da
(®(u)d2w)plr — [B(w)dRwd,plr + [dew®(u)dplr — [wdy((u)d2p)]r.

Diese Umformung setzen wir in die Lagrange-Funktion ein und vereinfachen
diese, indem wir die bekannten Werte (Randbedingungen) explizit einsetzen:

Clw,up) = /Q wdz — /Q w2 (B(u)d2p) + U (w)wp] di — [dy(B(u)dw)plr
— [dxw@(u)dip]p.

Fiir die Gateaux-Ableitung beziiglich des Zustandes w folgt fiir beliebige Funk-
tionen h; € Vg:

1
Ly(w,u,p)hy = lim;[ﬁ(@—%—thhﬂ,p)—ﬁ(@,ﬂ,p)]

t—0

= / hy dx — / [d2(®(@)d2p) + ¥ (@)p|hy dz — [dy(P(T)d>hyp)r
Q Q
— [dphy® (@) d2p]r.

Aus dieser Ableitung versuchen wir eine Definition fiir die adjungierte Gleichung
zu gewinnen, die der Bedingung des Prinzips geniigt. Um die Randterme zu
eliminieren, withlen wir zunichst beliebige h; € C5°(Q) C V:

/[di( (@)d%p) + Y (a@)plh dx:/hl de  Yh €CF(Q)
Q Q

woraus

&2 (®(u)dzp) + W(w)p = 1

folgt, was dem ersten Teil unseres adjungierten Systems entspricht. Die gewéahl-
te Einschrinkung hy € C5°(2) heben wir wieder auf, indem wir Funktionen
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zulassen, welche auf dem Rand I' nicht identisch Null sind. Fiir die Randterme
soll

—da(P(@)dzh1 (1))p(1) — do(@(@)d3h1(0)p(0) — doha (1)@ (@)dzp(1)
—dh1(0)®(@)d3p(0) = 0

fiir beliebige h; € Vi gelten. Es ist stets ®(u) # 0 fir alle x € T'. Aus
d.(®(w)d?h1(1)) berechnen wir

do(®()dzh1(1)) = do®(@)dzh(1) + @(@)d3h(1) = d(u)d; (1),

wegen d2h(1) = 0 weil h; € V. Analog gilt dies natiirlich auch fiir
dx(®(@)d2h1(0)). Jetzt wihlen wir Funktionen hy € Vy, fiir die zusitzlich
d3h1(1) = d2h1(0) = 0 gilt und erhalten

dah1 (1)@ (w)d3p(1) — duha (0)®(w)d;p(0) = 0.
Durch Variation der Funktion d,h; auf dem Rand I' folgt sofort
dzp(0) = dzp(1) = 0

und nach Aufhebung der zusitzlichen Beschriinkung d2h1(1) = d3hy(0) = 0,

dy (@ (@)d3h1 (1))p(1) — du(P(@)d3 71 (0))p(0) = 0,
folgt fiir beliebige h;:
Definition 4.2.2. Der adjungierte Zustand p € Vi zur Steuerung w sei Losung
der Gleichung:

AG:  d(D(a)dip) + V(w)p = 1

RB:  p(0) = p(1) = d2p(0) = d2p(1) = 0.

Die Existenz und Eindeutigkeit der Losung setzen wir voraus. Mit dieser Defi-
nition folgt
ﬁw(@,ﬂ,p)hl =0 YV hi € Vg,

also der erste Teil des formalen Lagrange Prinzips. Die Herleitung der Variati-
onsungleichung geschieht auf analoge Weise. Ausgehend von

cwap) = [l d - [ {E@@ETE) + @D} do
der Anwendung der Green’schen Formel (Partielle Integration)
L(w,u,p) = / x)dr — /{CI) Yd2wd2p + V(@) wp} dx

~[do (@ () d3w)plr + [@(@)d7wd,plr

und unter Beriicksichtigung der Randbedingungen fiir die Funktionen w und p
folgt

Clwayp) = /Qw(:v) dx—/g{@(u)dzwde—l—\P( yp} da.
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Die Gateaux-Ableitung beziiglich u ist
L (W, 1, p)hy = / {—¥'(w)diwdip — V' (W)wp} ha dx ¥ hy € L™(Q).
Fiir ho = u — w erhalten wir die Variationsungleichung
/Q {—®'(@)d2wd2p — V' (w)wp}(u — @) dz > 0.

Die Gateaux-Ableitungen der Lagrange-Funktion nach p ergibt die urspriingli-
che Nebenbedingung. Wenn u, w optimal sind, so existiert ein Lagrange’scher
Multiplikator p, so dass das folgende Optimalitéitssystem (notwendige Bedin-
gungen erster Ordnung):

a2 (®(m)d2w) + Y(w)w = Rf.

ﬁ’F:CFW‘F =0
d; (P(@)dip) + ¥(@p = 1
pr=dplr = 0
/{ & (@) Ewdlp — V(@) Tp}(u—T) de > 0 V€ Uy

erfiillt ist. Mit der formalen Lagrange-Technik haben wir relativ leicht die not-
wendigen Bedingungen erster Ordnung ermitteln kénnen. Diese Herleitung ist
natiirlich kein exakter Beweis, aber wie wir im folgenden Abschnitt zeigen wer-
den, kommt man mit dieser Technik relativ einfach auf die notwendigen Bedin-
gungen erster Ordnung.

4.3 Zustandseliminierung im Zielfunktional und die
notwendige Bedingung erster Ordnung

In diesem Abschnitt werden wir unsere Aufgabenstellung soweit umformen, dass
wir ein nichtlineares Optimierungs-Problem im Banachraum erhalten. Fiir dieses
Problem werden wir notwendige Bedingungen erster Ordnung beweisen. Wir
setzen die Existenz einer optimalen Steuerung voraus!

Wir definieren den Steuerungs-Zustands-Operator G, der jeder Steuerung
u € Uyg C L2°(9) einen eindeutigen Zustand w € V zuordnet, durch

Der Zustand w muss natiirlich der Nebenbedingung in der schwachen Formulie-
rung geniigen. Mit diesem Operator G konnen wir den Zustand w im Zielfunk-
tional eliminieren und damit eine einfachere Definition des Optimalsteuerungs-
problems fiir den stationéren Fall angeben,

uEUad UEUad

ZF: min J(G(u)) = min / [G(u (4.3)

BS: Ugg = {u € L>2(Q), uq < u(z) < uyp L. in €, / u(z) de = C’} .
Q

Wir setzen

und verwenden dies als neues Zielfunktional.
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Definition 4.3.1. FEine Steuerung uw € Ugq heift optimale Steuerung fir die
Aufgabe (4.3), wenn fs(u) < fs(u) gilt fir alle w € Ugq. Wir bezeichnen
w = G(u) als zugehorigen optimalen Zustand.

Fiir die notwendige Bedingung erster Ordnung formulieren wir folgenden Hilfs-
satz:

Lemma 4.3.2. Es sei U =1L>(Q) ein reeller Banachraum, U,y C U eine kon-
vere Menge und fs : Ugg — R ein auf Uyg Gateauz-differenzierbares reellwertiges
Funktional. Sei uw € Uyq eine Losung der Aufgabe (4.3). Dann ist die folgende
Variationsungleichung

J@) (w—) > 0

s

fiir alle w € Ugyy erfillt.

Fiir den Beweis dieses Lemmas verweisen wir auf [4], S.50. Bevor wir uns mit
der Ableitung des neuen Zielfunktionals f!(u) beschiftigen, wollen wir noch eine
Bemerkung zur Differenzierbarkeit unseres urspriinglichen Zielfunktionals J(w)
darlegen.

Bemerkung 4.3.3. Das Zielfunktional J(w) ist Gdteauz-differenzierbar, d.h
fiir beliebige hy € V existiert

o1
dJ(w, hy) = }/1_13(1) ;(J(w +thy) — J(w))
und man berechnet leicht

1
57w, ) = lim ~ [ (w(@) + thi(z)) — w(z) do :/ 1 ha(2) da
t—0 ¢ Q Q
Offensichtlich ist diese Abbildung linear und stetig in Bezug auf hy € V. Das

urspringliche Zielfunktional J ist sogar Fréchet-differenzierbar, denn es gilt

llr(w, h1) v

J(w+ hy) = J(w) + Ahy + r(w, h1) mit
[l

— 0, ||h1]ly = 0.

Das Restglied r(w, hy) entspricht der zweiten Ableitung der Taylorentwicklung
des Funktionals J und dies ist in diesem Fall identisch Null.

Nach dieser Bemerkung wenden wir uns der eigentlichen Berechnung von f7 ()
zu. Unter Benutzung der Kettenregel gilt fiir beliebige ho € L2°(2):

(4@ ha) = (7'(G(). G @h) = | (6 @hal(a) do.
In der Ableitung des Zielfunktionals fs benétigen wir G'(z) und wir werden
zeigen, dass diese als Fréchet-Ableitung des Steuerungs-Zustands-Operator G
existiert. Die Fréchet-Ableitung G'(u) muss der Eigenschaft

G(u+ he) — G(u) = G'(w)he + r(u, hy)

geniigen, wobei G'(w) linear beziiglich hs ist und das Restglied 7(, ha) die Be-
ziehung
(@, ha) v

Il — 0 fiir ||he||pe — 0

erfullt.
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Satz 4.3.4. Sei Q) ein beschrinktes Lipschitz-Gebiet und die Nemytskij-Operatoren
O, U seien differenzierbar im Raum 1L°°. Dann ist der Steuerungs-Zustands-
Operator G Fréchet-differenzierbar von 1L.°°(Q) nach V. Die Ableitung hat die
Form

G'(@he =y,

wobei y die schwache Lisung des Randwertproblems

d2 (®(u)dry) + U (u)y = —d2 (¢ (@) hod2w) — V' (@) how
mit den Randbedingungen:

y(0)=0  diy(0)=0 y(1)=0  diy(1)=0,
an der Stelle w = G(u) ist.

Unter schwacher Losung verstehen wir immer die Losung der resultierenden
Variationsgleichung aus dem Randwertproblem. Aus Griinden der Ubersicht-
lichkeit verwenden wir im Beweis die starke Formulierung.

Beweis. Sei w = G(u) die schwache Losung des Randwertproblems

d2(®(w)d2w) + V(w)w = R £,
w(0) = w(1) = d*w(0) = d>w(1) = 0

und sei w,, = G(u + ha), ha € L*°(Q) die schwache Losung des Randwertpro-
blems

3 (® (U + ho)diwy) + V(U + ho)w, = R [
w,(0) = wy (1) = d2w,(0) = d>wy (1) = 0.

Wir bilden die Differenz G(u + ha) — G(u), was der Subtraktion der beiden

Randwertprobleme entspricht:

(D (T + hy)d2w, — ®(W)d2W) + V(T + ho)w, — ¥(@WT = 0

und daher

d2([®(T + ho) — ®(W)]|d2W + ®(T + ho)d2(wy, — W) + [V(T + he) — ¥ (7))@
+¥(u + h)(w, —w) = 0.

Wir kénnen die im Kapitel 3 bewiesene Fréchet-Differenzierbarkeit der Nemytskij-
Operatoren ausnutzen,

d2([®' (@)ha + re (T, he)|d2w + (T + ha)d2 (w, — W)
+[¥' (@) h 4 rv(u, ho)|w + ¥ (@ + hy)(w, —w) = 0.

Fiir die Randbedingungen gilt weiterhin:
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Wir setzen w, — W = y + y, mit einer Funktion y € V als schwache Losung der
Gleichung

dy(®()dzy) + ¥ (u)y = —d3 (¥ (W)had3w) — V' (@)how
mit den Randbedingungen:
y0) =0  diy(0)=0 y(1)=0  diy(1)=0.

Wir bilden die Differenz, um eine Gleichung fiir die Funktion y, € V bestimmen
zu koénnen:

d2(2(T + ho)d2y,) + V(T + ho)y, + d2([® (W)he + 1o (T, he)]d2y)
+[W' (@) ha + 1o (T, he)]y + d2(re (T, he)d2) + 14 (T, he)W = 0,
und fiir die Randbedingungen folgt aus der Differenz:
yr(0)=0  dy(0)=0 y(1)=0  diy(1)=0
Fiir die Anwendung des Lemmas von Lax und Milgram schreiben wir die Varia-
tionsformulierung auf, d.h. die Gleichungen fiir y und y, multiplizieren wir mit
einem v € V und integrieren {iber das Gebiet {2, wenden die Green’sche Formel

an und setzen die dynamischen Randbedingungen d2y(-) bzw. d2y,(-) explizit
ein

/Q {®(@)d2yd2v + U (T)yv} dx
_ /Q (~ & (@had2wd2v — V(@) hywo} dz
/Q{fb(u + ho)d2y,d>v + V(T + ho)y,v} da
= /Q {—re (U, ho)diwdrv — 1y (T, ho)wv —[® (W)ha + re (W, he)]dsydiv
—[¥'(@)ha + ru(u, ho)lyv} da.
Wir definieren die Bilinearformen
afp) = [ @@+ V@) do
Gy (g, 0) = /Q (D@ + ha)d2y,d20 + (T + ha)yo} da
fiir alle v € V und die Linearformen in v,
fy(v) = /Q {—®' (W) hod*wd>v — V' (W) howv} dx
frl@) = [ {era(m b - ru(m hywy
—[®'(@)hy + re (T, he)|d2yd2v — [V (@) hy + ry (T, hg)]yv} dx.
Wir suchen Funktionen y bzw. y,., welche die Gleichungen

ay(y,v) = fy(v) bzw. ay, (y,,v) = fy, (v)

flir alle v € V erfiillen. Wir untersuchen zunéchst die Gleichung fiir y und
offenbar ist die Beschréankheit- und die V-Elliptizitdt-Bedingung erfiillt. Somit



40 KAPITEL 4. DAS STATIONARE PROBLEM

kénnen wir das Lemma von Lax und Milgram anwenden. Fiir die Abschétzung
der Linearform f,(v) definieren wir

©1(7)(z) := max{|®'(@)(z)|, [¥'(@)(2)[}, = € Q.
Mit dieser Definition gilt
[fy(0)] < /Ql@l(U)hﬂdiwdinv! dr < [|©1]lLee [|h2llLe [[@]m2 [|v ]|z
und fiir die Norm des Funktionals folgt

Il = sup )

vev [vllv

= [1©1|Lee [1F2|Lee [[w]|p2-

Aus dem Lemma von Lax und Milgram folgt somit

1©1|Loe [|h2||Lee
1yl < 5 10|52

mit einer Konstanten [y unabhéngig von hs. Offensichtlich ist die Losung y
linear von ho abhingig. Die Bilinearform a,, erfiillt auch die Voraussetzungen
des Lemmas von Lax und Milgram, wenn ho hinreichend klein ist. Fiir die Ab-
schétzung der Linearform f,, (v) definieren wir

Ty, (W, ha)(z) := max{|re (T, he)(x)|, |re (T, ho)(x)|}, = € Q.

Es gilt
()] < /Q Iy, (@, ho) |2 + )20 + (@ + )]
+101||hel|d2yd2v + yv| dx
<y (@, Bl |+ gl ollee + 1€l o e e oz
Vil < Ny (2 ho) e 0 + yllgz + €1l ool s

und damit gilt fiir die Lésung y,:

[yrllme < call fy, llv-

mit einer Konstanten c,, die unabhéngig von hg ist. Jetzt miissen wir noch
zeigen, dass y, die geforderte Restgliedeigenschaft besitzt. Dazu dividieren wir
die Abschétzung durch ||he|[pe >0

1|2 < Ca||fyr||v*
[| h2||Lee [| A2 ||Lee

und fithren die Grenzwertbetrachtung fiir ||hz||p~ — 0 durch. Zum besseren
Verstandnis betrachten wir die Terme einzeln. Fiir den ersten Term gilt sofort
die Restgliedeigenschaft der Nemytskij-Operatoren:

7y, (@, ho) Lo [[@][g2
[[ha[Lo

fiir ||hal|Lee — 0, dies haben wir bereits im Kapitel 3 dargelegt. Im zweiten Term
wird die Abschéatzung fiir die Losung y verwendet:

— 0,

|7y, (@, ha)|lLoo ||y |2 7y, (@, ha)||Loo [|O1]|Loo || Ral|Loo ||| 2
(| hal|Le B Bol|hal|Le
_ iy, (@, h2)HIL°;\@1HL°°HwHH2 Lo,
0




4.3. ZUSTANDSELIMINIERUNG IM ZIELFUNKTIONAL 41

fir ||ha||Le — 0. Fiir den letzten Term gilt

1©1]|Loe |2 |Loe ||y || < 101113 oo |P2]I? oo |0 g2
[| h2||Loe - Bol| k2|1
_ 1©1[|F oo 122 || ||| g2 o

Bo
fiir ||ha||Le — 0. Als Fazit folgt fiir die Restgliedeigenschaft

lyrllz= . fyellve
[1ha[L B

< o([|halLee)-

Damit ist die Fréchet-Differzierbarkeit des Operators G gezeigt:
G+ hy) — G(u) = G'(@W)ha + re(u, he)
mit G'(u)he = y und rg(u, ha) = y,. O

Bemerkung 4.3.5. 1. In dem Beweis haben wir immer die optimale Steue-
rung u und den dazugehorigen optimalen Zustand w verwendet. Diese Ei-
genschaft der Optimalitdt ist aber an keiner Stelle benutzt worden. Der
Satz gilt auch fiir beliebige Steuerungen u und dazugehérige Zustinde w,
aber im Hinblick auf die notwendige Bedingung erster Ordnung war nur
die Ableitung an der optimale Stelle w von Interesse.

2. Mit den dynamischen Randbedingungen d>y|r sind wir im Beweis sehr
sorglos umgegangen. Wir verweisen dazu auf die Bemerkungen (4.1.6).

Fiir die Ableitung des Zielfunktionals fs beziiglich beliebiger Richtungen
he € L>°(Q) gilt

fiwha = [ [ @hal(w) do = [ y(a) da
mit y als schwache Losung der Gleichung
& (D(@)d2y) + V(a)y — & (¥ (@had?T) — V' (@)hw
und den zugehorigen Randbedingungen:
y(0)=0  dy0)=0 y1)=0  dy(1)=0.

Diese Ableitung konnen wir durch Definition eines adjungierten Zustands effizi-
enter formulieren.

Definition 4.3.6. Der adjungierte Zustand p € V ist die schwache Lésung des
Randwertproblems

dz (®(u)dip) + ¥(w)p = 1
mit den zugehdrigen Randbedingungen:
p(0)=0  dip(0)=0 p(1)=0  dip(1)=0.

Die Funktion p, die bei der formalen Lagrange-Technik als Lagrange’scher Mul-
tiplikator verwendet wurde, nutzen wir, um die notwendige Bedingung erster
Ordnung effizient darzustellen.
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Lemma 4.3.7. Es seien Funktionen u,h € L>°(QQ), Nemytskij-Operatoren
o (), U(u) € L>°(Q) sowie deren Ableitungen beziiglich u: ®'(a), V'(u) € L*°(Q)
gegeben und y,p € V die schwachen Losungen von

d2®(u)dsp) + V(u)p =1
p(0) = p(1) = d3p(0) = dip(1) =0

und

dz(®(w)dzy) + V(a)y = —d3(®'(w ) 2w — V'(@)hw
y(0) = y(1) = dzy(0) = diy(1) =

Dann gilt
/ydm—/{ &' (w)d2wd?p — V' (W)wp}h da.

Beweis. Wir schreiben die Variationsformulierung fiir beide Randwertprobleme
auf. Fiir die Gleichung in p mit Testfunktion y gilt

/ {®(u)d2pdiy + ¥ (u)py} do = / y dx
Q Q

und fiir die Gleichung in y mit Testfunktion p gilt

/ (@) dydp + U (@yp} dr = / (& (@ dwdp — V' (wywp}h dr.
Q Q

Die linken Seiten sind gleich, also auch die rechten. Daraus folgt die Richtigkeit
der Behauptung.
O

Unter Benutzung des Lemmas folgt fiir die notwendige Bedingung erster Ord-
nung:

@) u—-T) = / (G (@ha) () dx = /Q y(z) dz
_ /{ &' (@) d2wd2p — V' (@) wp} (u — ) da.

Offensichtlich hat sich die Vermutung, die wir mit Hilfe der formalen Lagrange-
Technik ermittelt haben, als korrekt erwiesen.

Fazit: Jede optimale Losung @ mit dem dazugehdrigen optimalen Zustand
w = G(u) muss dem Optimalitdtssystem:

/{@(u 2pdiv + U(a)pv} de = /dex VoeV

/{ ' (w)d*wd%p — V' (W)wp}(u —w)dz > 0 Vu € Uy

geniigen, wobei p € V die schwache Losung der adjungierten Gleichung ist. In
dieser Formulierung ist natiirlich die Nebenbedingung durch den Steuerungs-
Zustands-Operator G versteckt enthalten.
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4.4 Fazit

In diesem Kapitel haben wir den stationdren Fall bearbeitet, zu jeder zuldssi-
gen Steuerung die Existenz einer eindeutigen Losung der Modellgleichung aus
dem Kapitel 2 gezeigt und das dazugehorige Optimalsteuerungsproblem formu-
liert. Fiir das resultierende Optimalsteuerungsproblem wurde die notwendige
Bedingung erster Ordnung hergeleitet. Dies erfolgte zunédchst intuitiv mittels
der formalen Lagrange-Technik und wurde anschliefsend exakt bewiesen. Somit
konnen wir bei der numerischen Behandlung des Problems, die Erfiillung der
notwendigen Bedingung erster Ordnung fiir eine diskrete Losung u aufzeigen.
Diese numerische Umsetzung ist Hauptbestandteil des Kapitels 6.
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Kapitel 5

Das instationare Problem

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit dem instationdren Fall. Der instatio-
nare Fall bedeutet, die Nebenbedingung ist eine zeitabhéngige Gleichung und in
unseren konkreten Fall eine partielle Differenzialgleichung vom hyperbolischen
Typ. Seien

Q:=Qx(0,7] =(0,1) x (0,7

das Orts-Zeit-Gebiet und
5= T x (0,7] = [{0} U {1}] x (0,7]

die zugehorigen Randstiicke. Wir suchen eine Losung w = w(z,t) € @, welche
der Differenzialgleichung;:

O(u)0fw — 0y (Y (w)0}0,w) + 02 (2(w)P2w) + U(u)w = R f.(5.1)
RB: w|yx = 0%w|x =0
AB:  w(-,0)=0w(-,0)=0

geniigt. Diese Gleichung haben wir aus der Modellierung im Kapitel 2 als End-
resultat fiir die diinne Schale erhalten. Sie unterscheidet sich offensichtlich von
der urspriinglichen Nebenbedingung im Modell aus Tartu (1.1). Um mit diesem
Modell konform zu bleiben, werden wir diese Gleichung modifizieren, so dass der
Unterschied nur in der Verwendung der Materialparameter liegt. Eine weitere
Modifikation des urspriinglichen Problems ist, dass wir ein neues Zielfunktional
verwenden, was mit dem Fachgebiet der Topologie-Optimization konform ist. Un-
ser urspriingliches Zielfunktional hat den entscheidenden Nachteil, dass T' gerade
die Nullstelle der ,Schwingungsgleichung® (hyperbolischen Gleichung) beziiglich
der Zeit t sein kénnte, und somit wire das Optimalsteuerungsproblem praktisch
nicht sinnvoll formuliert. Im Bereich der Topologie-Optimization wird z.B. nicht
nur die Deformation an einem ausgewahlten Zeitpunkt 7', sondern die Deforma-
tion w bezliglich des gesamten Zeitintervalls [0, 7] und unter Berticksichtigung
der Richtung der wirkenden Kraft betrachtet. Diese Spezifikation resultiert in
eine neue Problemstellung, die wir als neue Zielsetzung auffassen wollen. Fiir
diese Zielstellungen werden wir die notwendige Bedingung erster Ordnung fiir
eine optimale Steuerung @ und den zugehérigen optimalen Zustand w aufstellen.
Das Kapitel gliedert sich in folgender Weise:

a) Definition der Optimalsteuerungsprobleme.

b) Anwendung der formalen Lagrange-Technik zur intuitiven Bestimmung
der notwendigen Bedingungen erster Ordnung.

¢) Konzept der schwachen Losung fiir die Nebenbedingungen.

45
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d) Reduktion der Optimalsteuerungsprobleme und Beweis der notwendigen
Bedingung erster Ordnung.

Wir treffen analog zum stationéren Fall folgende Voraussetzungen:
e Es existiert eine optimale Steuerung w und

e Die Giiltigkeit der Lagrange’schen Multiplikatorenregel fiir die intuitive
Herleitung der notwendigen Bedingungen erster Ordnung.

Bevor wir zur Definition der Steuerungsprobleme kommen, wenden wir uns der
Modifikation der Gleichung (5.1) zu, um mit dem urspriinglichen Modell aus
Tartu konform zu bleiben.

5.1 Modifikationen der Nebenbedingung

Offensichtlich ist der Term 8, (Y (u)0?0,w) in dem vorgelegten mechanischen
Modell aus Tartu nicht vorhanden. Dieser Term représentiert das
Beschleunigungs-Biegemoment, das vermutlich einen geringen Einflusses auf die
Losung w der partiellen Differentialgleichung hat. Numerische Tests haben ge-
zeigt, dass sich die Losungen w von (5.1)und w, von (5.2) nur um einen kleinen
Faktor bei konstanten Koeffizienten unterscheiden. Wir definieren w; als Losung
der Gleichung

O(u)dtws 4 92 (@(u)@iws) + ®(u)ws = R f, (5.2)
mit den Rand- bzw. Anfangsbedingungen:

RB: w|s = 2ws|y =0
AB: ws(+,0) = dpws(+,0) = 0.

Dieses Anfangs-Randwertproblem ist wieder mit dem urspriinglichen Problem
aus Tartu (1.1) konform, bis auf die Unterschiede in den Materialparametern.
Wir verwenden z.B. Aggz (was aus den Hypothesen von Mindlin und Reissner
herriihrt) und nicht A als Materialparameter.

5.2 Optimalsteuerungsproblem A

Wir beginnen mit der Definition des modifizierten Optimalsteuerungsproblems.
Wir suchen optimale Losungen @ (optimale Dicke) und ws (optimaler Zustand),
welche das Zielfunktional minimieren und die Nebenbedingungen erfiillen.

ZF: min Jy(ws) = min /ws(m,T) dx
u€Uqq u€Uaa JQ

NB:  O(u)d?ws + 02 (@(u)@%ws) + Y(u)ws = R f,

RB:  wy|s = 0*wys =0

AB:  ws(-,0) = Opws(-,0) =0

BS: Uy = {u e L>2(Q), uq < u(z) < uyp fi. in Q, / u(z) de = C} )
Q

Dabei ist die Dicke u die Steuergrofe, die den Zustand (die Auslenkung) wg
der Zylinderschale bei gegebener Krafteinwirkung f, steuert. Im zuldssigen Be-
reich (BS) ist wieder die Volumenbedingung vorhanden, die wir bereits aus dem
stationdren Fall kennen.
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5.3 Optimalsteuerungsproblem B

Wir definieren das vollstandigen Optimalsteuerungsproblem mit der vollstandi-
gen Nebenbedingung und der gleichen Zielsetzung.

ZF: min Jp(w) = min /w(ac,T) dx
Q

u€Uqq uEUqq

NB:  O(u)0fw — 9:(Y ()9} 0w) + 02 (®(u)d2w) + ¥(u)w =R f,
AB:  w(-,0) =0w(-,0) =0

BS: Uu = {u e L™(Q), uq < u(x) <uyp L. in Q, / u(z) de = C} .
Q

In dieser Definition des Optimalsteuerungsproblems ist das Beschleunigungs-
Biegemoment enthalten.

5.4 Optimalsteuerungsproblem C

Wir verdndern das Zielfunktional im Problem A, um mit Aufgabenstellungen
der Topologie Optimierung konform zu sein.

ZF: min Jo(ws) = min / frws dz dt
u€Uqq u€lUqq Q

NB:  O(u)d?ws + 02 (q)(u)agws) + V(u)ws = R f,

RB:  w,|y = d*ws|y =0

AB:  ws(+,0) = dws(-,0) =0

BS: Uu= {u e L™(Q), uq < u(x) <uyp L. in Q, / u(z) de = C} .
Q

Dieses Zielfunktional beriicksichtigt die Richtung der Kraft beziiglich der Aus-
lenkung und wird zusétzlich noch durch die Kraft-Komponente gewichtet.

5.5 Optimalsteuerungsproblem D

Diese Problemstellung unterscheidet sich von Problem C nur durch die Verwen-
dung der vollstandigen Nebenbedingung.

ZF: min Jp(w) = min // frw dx dt

u€EUqq uEUad

NB:  O(u)0fw — 9(Y (u)0}0w) + 02 (®(u)d2w) + ¥(u)w =R f,
RB: w|y = dw|x =0
AB:  w(-,0) =0w(-,0) =0

BS: U= {u e L™(Q), uq < u(x) <uyp L. in Q, / u(z) de = C} .
Q

Die vier Problemstellungen haben viele Gemeinsamkeiten, die sich auch bei
der Herleitung der notwendigen Bedingungen erster Ordnung sowie in deren
Beweisen widerspiegeln. Bevor wir zur formalen Lagrange-Technik iibergehen,
benotigen wir den Begriff der klassischen Lésung.
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Definition 5.5.1. Sei f. € C%°(Q) und u € C*(Q) gegeben. Wir sagen, die
(modifizierte bzw. vollstindige) Nebenbedingung besitzt eine klassische Lisung
ws € Wg bzw. w € Wk

Wi = {w € C**(@Q); w|y = dwls = 0},

die auch den Anfangsbedingungen geniigt. Unter dem Raum C*?(Q) verstehen
wir den Raum der viermal stetig differenzierbaren Funktionen beziiglich x und
der zweimal stetig differenzierbaren Funktionen beziiglich t.

Die Frage nach der Existenz und Eindeutigkeit der Losung setzen wir voraus.
Die Forderung der klassischen Losung der Nebenbedingung ist bei vielen prak-
tischen Problemen zu stark, wie wir bereits beim stationdren Fall diskutiert
haben. In vielen praktischen Anwendungsfillen wird f, ¢ C%°(Q) gelten, so-
wie die Forderung u € C%(Q)) wird nicht in allen Fillen erfiillbar sein. Deshalb
wenden wir uns spater dem Konzept der schwachen Losungen zu, wo wir diese
Voraussetzungen abschwichen kénnen. Doch fiir die formale Lagrange-Technik
setzen wir die Existenz der klassischen Losung als gegeben voraus.

5.6 Die formale Lagrange-Technik

Um eine Vorstellung von den notwendigen Bedingungen erster Ordnung zu be-
kommen, wenden wir die formale Lagrange-Technik an. Diese Technik dient
lediglich dazu, eine einprdgsame Formulierung der notwendigen Bedingungen
erster Ordnung zu erhalten. Sie ist nicht exakt mathematisch abgesichert, weil
die strengen Voraussetzungen (8|, S.69 nicht erfiillt sein miissen. Weiterhin ge-
hen wir sehr sorglos mit der Existenz der Integrale, den Zeitableitungen der
Funktionen 0yws, 02w, bzw. dyw, Ofw, 9;0,w und mit der Verwendung der An-
fangsbedingungen um.

5.6.1 Problem A

Wir definieren die Lagrange-Funktion

LA(wg, u,pa) = qo/Qws(ac,T) dx — //Q {O(u)0fws + 92 (®(u)02ws)
+ U(u)ws — Rf:}pa dzdt,

mit dem Lagrange’schen Multiplikator gy und einer Lagrange’schen Multipli-
katorfunktion pgy = pa(x,t). Die Anfangsbedingung der Nebenbedingung und
die Nebenbedingungen in Ungleichungsform bzw. Gleichungsform beziiglich des
zuléssigen Bereichs (BS) fithren wir explizit mit. Es gelte

IS

Wir setzen die Giiltigkeit des Lagrange-Prinzips (4.2.1) und den reguléren Fall
voraus, also qg = 1. Wir berechnen aus dem Prinzip die notwendigen Bedin-
gungen erster Ordnung fiir die optimale Steuerung @ und den dazugehorigen
optimalen Zustand w;,

LA (Ws,Tpa)hy = 0 Y hy € Wi mit hi(-,0) = dhi(-,0) =0
Ju—u) > 0 Vu e Uyg.
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Die Bedingung h;(-,0) = 0:hi(-,0) = 0 bendtigen wir, damit auch fiir die An-
fangsbedingungen (ws + h1)(-,0) = O (ws + h1)(+,0) = 0 gilt.
Aus L2 (W, T, pa)h1 = 0 definieren wir die adjungierte Gleichung.

Ws
Wir wenden die Green’sche Formel (partielle Integration) beziiglich z und ¢ an,
um die Gateaux-Ableitung beziiglich des Zustandes wy einfacher berechnen zu
koénnen. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit betrachten wir die Terme einzeln
und beginnen mit dem ersten Term und der partiellen Integration beziiglich ¢:

// O(u)0?Wep 4 da dt (5.3)
Q
_ / O ()0, (w, Tpa (2, T) d — / O ()4 (x, T)Orpa(x, T) da

Q Q

+// O(u)W0fpa du dt,
Q

wobei wir die bekannten Anfangsbedingungen ws(-,0) und 9;w,(+,0) in die Be-
rechnung bereits einbezogen haben. Der zweite Term ist bereits aus der formalen
Lagrange-Technik des stationéren Falls bekannt. Wir fiihren die partielle Inte-
gration beziiglich  durch und setzen die Randbedingungen fiir die Funktion wj,
explizit ein,

// o (@(u)@%@s) padxdt (5.4)
r r
= /0 8z (@(u)@%@s(x, t)) pA(.T, t)’é dt — /0 (I)(u)ast(xa t)agpA(ﬂjv t)‘(l) dt
+ //Q W02 (D (u)d2pa) da dt.

Mit diesen Umformungen erhalten wir fiir die Gateaux-Ableitung beziiglich des
Zustandes wg:

1
EQA;)S (wsuﬂapA)hl - %% ;[EA(@S +th17ﬂapA) - ﬁA(w&ﬁ?pA)]
_ / b (2, T) da — // (O@hpa + h2(D(@)F2pa)
Q Q
+Y(u)hipa} dxdt — / ©(u)0thi(xz, T)pa(z,T) dx
Q
+ [ O@hi(e. 1)opale T) da
Q
T
- [ o (@@0m(w.0) pata )y de
0
T
+ / (W) Ophy (z,1)02pa(z, 1)} dt.
0
Wir definieren p4 (adjungierter Zustand) als Losung der Gleichung,
EqA;;S (@5767PA)h1 =0

fiir alle hy € Wi gilt. Wir wihlen zuerst h; € C3°(Q) C Wy, und somit folgt:

/| (©@0t0 -+ 82 @w@020) + ¥(@pa) b d it =0
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Da dies fiir alle h; € C§°(Q) gelten muss, folgt aus dem Fundamental-Lemma
der Variationsrechnung:

O()d7pa + 02(2(w)92pa) + ¥ (W)pa = 0.

Um die Randbedingungen zu diskutieren, lassen wir zunédchst die Forderung
th1|g =0 fallen,

T
/ (@) Ophr (2, )02pa(z, Db dt =0 ¥ hn,
0

und setzen Ggp Aly = 0. Im néchsten Schritt lassen wir auch
Oy (®(w)92h1 (z,t)) |5 # 0 zu, das ergibt

T
/ Oy (®(@)02h1(z,t)) pa(x,t)|odt =0 ¥V hy,
0

und setzen paly = 0. Diese Randbedingungen sind analog zu den Randbe-
dingungen der Zustandsgleichung (modifizierte Nebenbedingung). Als letzten
Schritt versuchen wir Bedingungen beziiglich der Zeit t zu diskutieren (in diesem
speziellen Fall sind es Endbedingungen). Wir lassen jetzt auch Funktionen zu,
fir die gilt hy(-,T) # 0, wobei wir fiir den Moment noch fordern 9;h;(-,T) = 0,

/Q{l+@(U)atPA(x,T)}h1(x,T) dr =0 Y hy

und aus der Beliebigkeit von h;(-,T") folgern wir
—@(ﬂ)atpA(-,T) =1

als eine Endbedingung. Die Einschréankung an die Funktion 0;h;(-,7") = 0 heben
wir auf und betrachten den verbleibenden Term

/Q@(u)athl(a;,T)pA(x,T) dx =0

fiir beliebige Funktionen hy und setzen p(-,T) = 0 als zweite Endbedingung,.

Definition 5.6.1. Der adjungierte Zustand pa € W zur Steuerung u sei Ld-
sung der Gleichung

AG:  O@pa+ 87 (P(@)dzpa) + ¥(W)pa =0
RB: pals = 02pals =0
EB: pa(-,T) =0 —O(@)opa(-,T) =1.

Die Existenz und Eindeutigkeit der Losung setzen wir fiir den Moment voraus.
Mit dieser Definition folgt sofort

LA (W, T,pa)h1 =0 YV hy € W,

was dem ersten Teil des Lagrange-Prinzips entspricht. Bei der Herleitung der
Variationsungleichung gehen wir auf analoge Weise vor. Dazu berechnen wir die
Ableitung nach der Steuerung u an der optimalen Stelle (wy, @), wobei wir von

LA, T pa) = / @, T) dz — / / [0(@)07w,pa + B()02W,0%p 0
Q Q
+ U (u)wspa — Rf.pa} dxdt
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ausgehen. Fiir die Gateaux-Ableitung ermitteln wir mit hy € L*°(Q):

L2(Ws, T, pa)h // {-0' ()0} wpa — ' (W)D2ws02pa
—\I”(ﬂ)ﬁspA} ho dz dt

und fiir he = u — u folgt die Variationsungleichung

chwaape-n = [ / [~0'(@OPT,pa — @ (W)02,02p
—V' (W)wspa} (u—u) dzxdt > 0.

Die Ableitung nach den Lagrange’schen Parameter p4 ergibt die modifizierte
Nebenbedingung.

Fazit: Jede optimale Losung ws, w des Problems A muss dem Optimalitdtssys-
tem

O (w)0;ws + 92 (®(u)02w,) + V(W)ws =
Wl = 02|y, =

ws(+,0) = Ows(-,0) =

Ou)d;pa + 0: (P(u)d;pa) + V(u)pa =
pals = O2pals =

pa(,T) =

—O(@)opa(-,T) =

/ (—0/ (@)0Tupa — ¥ (W)2T,0%.
Q

—U'(u wspA} (u—u)dxdt > 0 VueUy

Sz

= o o O O O N

geniigen. Dabei ist der Lagrange’sche Multiplikator p4 € Wg die Losung der
definierten adjungierten Gleichung.

5.6.2 Problem B
Wir definieren die Lagrange-Funktion:
LB(w,u,pp) = / w(z,T) dr — / {@(u)@fw — Oy (T(u)@xﬁfw)
Q Q
+ 02 (2(w)d2w) + ¥(u)w — Rf.} pp dv dt.

Wir gehen analog zum Problem A vor und weisen lediglich auf die Unterschiede
hin. Wir formen zunéchst mittels partieller Integration die Lagrange-Funktion
um. Dabei wenden wir die bereits berechnete Umformungen (5.3), (5.4) an. Wir
miissen noch den Term mit der gemischten Ableitung betrachten:

/ / 0, (0 (1) 0 O2w0)p da dl (5.5)
T
_ / T ()0, 02w (. )pis (2, )|} dt—/ T () 02w, )Daprs (2, )} dt
0 0
4 / O (a5, 8) D (X () Dy (2, ) [T
Q

- [ wie )3(()3ta;]73xt|0dx+//wa W) 0ups) d di.
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Diese Umformung vereinfachen wir durch Einsetzen der bekannten Anfangs-
bzw. Randwerte der Funktion w:

T
_ /0 T () 002w (, E)pis (. )1 dt + / O, T)0u (T () Dapis (2, T)) da

—/Q w(z, T)0 (T (1) 9rBspp (z, T)) dm+// w0y (T (w)020,pi) d dt.

Bemerkung 5.6.2. Aus w|y = 0 folgt auch dyw|y, = 0?w|s; = 0. Dies ist leicht
einzusehen, indem wir die Definition der partiellen Ableitung beztiglich t:

lim w(-,t+0t) —w

('7 t) _
5t—0 5t = duw(t,)

an der Stelle v = 0 bzw. x = 1 anwenden. Dies gilt analog fiir die dynamische
Randbedingung 0%w|x:.

Wir bilden die Gateaux-Ableitung der Lagrange-Funktion nach dem Zustand
w und definieren eine Gleichung fiir pp, das damit L,,(w,u, pp)h; = 0 fir alle
h1 € Wy, ist:

P apshn = [ M) e [ / (6@ d2ps — Indy (X (0)0,0%p5)
Q
+ h102(®(W)Dops) + V(W) hips} da dt
—/ O(w)0hi(x, T)pp(x,T) dx
Q

+/Q@(U)h1($,T)8th(x7T) dr
T
+/ Y (u) 007 b (, t)ps (x, t)|j dt
/815]11 x, T ( )3xp3(x,T)) da
/th(x T)0, (Y ()0, 0ppi (2, T)) da
T
N /0 0, (®(W)2hy (x,)) pu(x, )]} dt
T
+/0 (W) Db (x, 1) Dopp(z, 1) |p dt.

Wir wéhlen ein h; € C3°(Q) C W, damit sind alle Terme beziiglich des Randes
> und die Terme beziiglich des Endzeitpunktes T identisch Null,

[[ {e@20s — 0.(X@0,5Eps) + (@ (@2p) + Ywps} i dodt = .
Q

Nach Anwendung des Fundamental-Lemmas der Variationsrechnung gilt
O(w)d;pp — 0:(T(W)0:0;pp) + 92(®(@W)I;pp) + L(@Wpp = 0,

was den Hauptteil des adjungierten Systems bezeichnet. Im néchsten Schritt
lassen wir die Randterme wieder zu, wobei wir zunachst noch 8x8t2h1 =0 und
Orzh1 = 0 fordern. Somit verbleibt fiir den Rand nur der Term

T
/az (®(@2hy (. 1)) ps(e, O dt =0 ¥ hy
0
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und aus der Beliebigkeit von hy folgt pp|s; = 0. Unsere gewéhlte Einschrankung
beziiglich des Randes 3 heben wir auf und diskutieren den Term:

T
/ ®(0)dyphy(x,t)05pp(z, t)|j dt.
0

Da dies fiir alle hy gelten muss, setzen wir 92pg|s = 0. Jetzt wenden wir uns
den verbleibenden Termen zu und versuchen End-Bedingungen zu ermitteln, so
dass

/{hl — O(w)0thipp + ©(W)h10ipp + 0th10:(Y (W)0zpB)
Q
—hlé?w(’f(ﬂ)atﬁng)} dr =0 YV hq

gilt. An die Funktion h; stellen wir fiir den Moment die Bedingung 0;h1(-, 7)) =0
zum Endzeitpunkt T

/{1 +Ow)opp(x,T) — 0, (Y (0)0r0rpp(x,T)) }hy(z,T) dz =0
Q
und aus der Beliebigkeit von hj folgt,

O@)0pp(T) — 0:(T()0:0ip5 (-, T)) = —1

als eine Endbedingung fiir die adjungierte Gleichung. Die gewahlte Einschran-
kung 9;h1 (-, T) = 0 heben wir auf und diskutieren die verbleibenden Terme

/{—@(u)pB(ac, T) + 0,(Y(w)0zpp(x, T)) }Othy(z,T) dx V hy
Q
und koénnen daraus die zweite Endbedingung:

O@)ps(-,T) — 0:(Y(W)epp(-,T)) =0

folgern.

Definition 5.6.3. Der adjungierte Zustand pg € Wk zur Steuerung u sei Lo-
sung der adjungierten Gleichung

AG: O(w)0ips — 0x(Y(W)0; 0,pp) + 02 (®(W)I2pE) + ¥ (W)pp = 0
RB: pEls = 02ppls =0
EB: O@)pp(,T) — 05(YT(@)9upp(-,T)) =0

O@)0ips(-,T) — 0x(Y ()0 0ps(-,T)) = —1.

Bemerkung 5.6.4. 1. Die Existenz und Eindeutigkeit der Losung pp setzen
WIT VOTAUS.

2. Bet der Definition der adjungierten Gleichung haben wir als Endbedingun-
gen zwei gewéhnliche Differenzialgleichungen vorgelegt. Die Existenz einer
eindeutigen Losung setzen wir voraus. Unter Benutzung des Konzeptes der
schwachen Lésungen werden wir die Existenz der Lisungen fir diese End-
bedingungen aufzeigen.

Aus dieser Definition folgt sofort:

ﬁg(@,ﬂ,pB)hl =0 Vh € Wg.
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Bei der Herleitung der Variationsungleichung £2(w, %, pg)(u—1) > 0 gehen wir
von

£P(w,7,pp) = / Wz, T) do - / (0@ PTps + T (@0, 0.ps
Q Q
+0(W) 2w pp + V(@) wpp + Rf.pp} drdt

aus und berechnen die Gateaux-Ableitung der Lagrange-Funktion nach der
Steuerung u beziiglich der Richtungen ho € L°(Q):

LB w,w,pp)hy = / {-0'(@)ofwpg — Y (W) 070, W,pp — O (W)D2WI2ps
Q
\Il w)Wwp B} ho dx dt
und fiir he = u — w ermitteln wir als zugehorige Variationsungleichung
J[ 1~ @ekups - Y@dE0w0,ps - ¥ (0)0Ew0pn
Q
V' (w)wpp } (u — ) dedt > 0.

Die Ableitung nach den Lagrange’schen Parametern pp ergibt die vollstandige
Nebenbedingung.

Fazit: Jede optimale Losung w, @ des Problems B muss dem Optimalitédtssystem

O(w)0fw — 0, (Y (7)070,w) + 02 (2(W)2w) + ¥(Ww = Rf.
Wy =0jwly = 0
w(-,0) = &w(-,0) = 0
Ow)d;pp — 0:(Y (W)d; 0epp) + 0; (P(W)Dipp) + ¥(Wps = 0
pp=0pp = 0
©@)ps(-,T) — 0(Y(w)0xpp(-,T)) = 0
1+ 0(@)0wpp(-,T) — 0:(Y ()0 02pp(-,T)) = 0

/ / {—0'()o}wps — Y'(0)0; 0, w0, pp — ¥ (W) 02wo2ps
Q

~v'(u wa} (u—u)dxdt > 0 VueUy

geniigen. Dabei ist der Lagrange’sche Parameter pp € Wx Losung der adjun-
gierten Gleichung.

5.6.3 Problem C

Wir definieren die Lagrange-Funktion:
L (ws,u,pc) = // ws f, drdt — // {O(u)0fws + 92 (®(u)d2w)
— Rf.}po dedt

und fiihren die gleichen Arbeitsschritte durch und nutzen die Umformungen
(5.3), (5.4). Wir bilden die Gateaux Ableitung der Lagrange-Funktion beziiglich
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des Zustandes ws und der Richtungen h; € Wi
LS (ws, 1, pc)h // hif. da:dt—// {O@)h10}pc + h102(®(1)02pc)
+ ¥ (u)hipc} dzdt —/ O(uw)0thi(x, T)pc(x,T) dx
Q
+ / O@)hi (2, T)uper(w, T) do
Q
T
- [ ox @@k e, 0) peta, ) d
0
T
+ [ @ant (w080 dt.
0

Es folgt die gleiche Diskussion wie bei Problemstellung A, die wir an dieser Stelle
abkiirzen und gleich zur Definition des adjungierten Zustandes iibergehen.

Definition 5.6.5. Der adjungierte Zustand po € Wk zur Steuerung u sei Lé-
sung der adjungierte Gleichung

AG:  Ow)odipc + 92 (®(w)dZpc) + Y (w)pe = f-
RB:  pols =d7pcls =0
EB: pc(-,T) = Owc(-,T) = 0.
Offenbar gilt mit dieser Definition der adjungierten Gleichung mit Lésung pc,

ﬁgs (E7 u, pC)hl =0

fiir alle h; € Wg. In dem Zielfunktional ist die Steuerung u nicht enthalten und
die Variationsungleichung ist analog zu Problem A.

Fazit: Jede optimale Losung ws, @ des Problems C muss dem Optimalitatssys-
tem

O(w)0fws + 92 (®(u)02w,) + V(@)ws = Rf.
ws]g:6§w5|g =0
we(+,0) = Ows(-,0) = 0
O d;pc + 02 (®(W)dipc) + ¥ (Wpe = f.
pcls = Oipcls =
pc(T) = Owpe(-,T)) = 0
/Q&@wﬁwm—@w%%%m

—V'(@)wspe} (u — ) dz dt

v

0 Vu €Uy

gentgen.

5.6.4 Problem D

Wir definieren die Lagrange-Funktion:

LY (w,u,pp) = // wfzdzndt—// {@ V02w — ( ()&ﬁfw)

+ 02 (2(u)d2w) + ¥(u)w — Rf.} pp da dt
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und bilden die Gateaux-Ableitung der Lagrange-Funktion beziiglich des Zustan-
des w und der Richtungen h; € W

LE(w,u,pp)hy = //thfz dmdt—//Q{@(u)hlapr— h10, (Y (@)0,02pp)
+h103(®(w)d2pp) + V(@) hipp)} da dt
- /Q O@)dihn (z, Tpp (2, T) dz

+/9(u)h1(x,T)8tpD(x,T) dz
QT
+ [ Y03 e oo (e Ol i
+ o Othy ($7 T)ax(T(u)axpD(x’ T)) dx
_ /Q b (2, T) (X () Os0app (2, T)) da
T
—/0 Ox (@(ﬂ)@ihl(a:,t)) pD(a:,t)](l) dt

T
+/ @(ﬂ)@xhl(:c,t)agpp($,t)|é dt.
0

Definition 5.6.6. Der Lagrange’sche Parameter pp € W zur Steuerung u sei
Lésung der adjungierten Gleichung

AG: O(w)07pp — 0x(Y(W)9; 0,pp) + 02 (®(W)d2pp) + ¥ (W)pp = f-
RB: pols = 02ppls =0
EB: pD('7T) = atpD('aT) =0.

Aus dieser Definition folgt sofort:
Eg(@, ﬂ,pD)hl =0 Vh € Wg

und die Variationsungleichung ist analog zu Problem B.

Fazit: Jede optimale Losung w, w unserer Aufgabe muss dem Optimalitdtssys-
tem

O(w) 0w — 0, (Y (0)0}0,w) + 02 (2(0)d2w) + ¥(W)w = R,
@’2 = 6§@’2 =0
w(-,0) =omw(-,0) = 0
O(u)d;pp — 0x(Y(W)0;0xpp) + 02 (®(W)dipp) + Y(Wpp = f-
ppls = Oippls =
pp(,T) = Opp(-,T)) = 0

J[ {-e@tups - ¥ @eto.w0,0n - ' @Eutiny
Q
—V'(@wpp} (u—1u)dedt. > 0 Vu€Uy

geniigen.

Fazit: Mit Hilfe der formalen Lagrange-Technik haben wir fiir unsere vier Op-
timalsteuerungsprobleme die notwendigen Bedingungen erster Ordnung intuitiv
formuliert. Unter Hinzunahme des Konzeptes der schwachen Losungen werden
wir in den folgenden Abschnitten diese Bedingungen beweisen kénnen.
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5.7 Schwache Losungen der Nebenbedingungen

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit dem Konzept der schwachen Lésungen
beziiglich der (modifizierten bzw. vollstdndigen) Nebenbedingung beschéftigen.
Es werden Existenzsétze fiir die schwachen Losungen der Nebenbedingungen for-
muliert, sowie Energieabschiatzungen fiir diese Losungen berechnet. Diese Ab-
schitzungen werden wir im Anschluss noch ,yerbessern“ und zum Beweis der
notwendigen Bedingungen erster Ordnung der vorgelegten Optimalsteuerungs-
probleme verwenden. Zunéchst beginnen wir mit einigen theoretischen Grund-
lagen.

5.7.1 Abstrakte Funktionen

Der Begriff der abstrakten Funktionen wird allgemein als Hilfsmittel zur Be-
schreibung von instationdren Gleichungen verwendet.

Definition 5.7.1. Eine Abbildung von [a,b] C R in einen Banachraum X heifit
abstrakte Funktion
w: [a,b] — X.

Im stationiren Fall suchen wir eine schwache Losung w € V := H?(Q) N H}(€2).
Im instationédren Fall ist dies beziigliches des Ortes x analog, aber jetzt suchen
wir diese Losungen fiir alle ¢t € (0,7]. Wir bezeichnen w : (0,7] — V als eine
abstrakte Funktion. Fiir jedes t ist dies eine Funktion in Abhéngigkeit von x im
Raum V, w(t) € V. Es gilt die Zuordnung

w(t) = w(-,t) mit [w(t)](z) = w(z,t)

fiir fast alle x €  und jedes feste t. Wir stellen einige Definitionen zusammen
fiir die im weiteren verwendeten Raume.

Definition 5.7.2. Mit C(a,b;X) wird der Raum aller stetigen Funktionen
w : [a,b] — X mit der Norm

wW ~x) = max ||[w(t
W leguig = ma ()]

bezeichnet. Eine abstrakte Funktion heifit stetig im Punkt t, wenn aus 7 — t

folgt
tim [[w(r) — wit) x = 0.

Analog kénnen wir die abstrakten Funktionenriume C!(a,b; X) definieren, mit

der Norm
l

W llct(a,8,%) = e ZZ; | diw ()|

und unter d wollen wir die Ableitung beziiglich ¢ mit der Ordnung i verstehen.

Fiir die Definition der Lebesgue-Réume von abstrakten Funktionen bendtigen
wir noch einige Vorbereitungen, so den Begriff der Treppenfunktion und den
Begriff der Messbarkeit einer abstrakten Funktion.

Definition 5.7.3. Es sei w : [a,b] — X eine abstrakte Funktion. Ist [a,b] die
Vereinigung endlich vieler Lebesque-messbarer und paarweise disjunkter Mengen
M; C [a,b] und existieren endlich viele Elemente w; € X, so dass w(t) = w; fir
alle t € M; gilt, so heifst w Treppenfunktion.
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Definition 5.7.4. Eine abstrakte Funktion w : [a,b] — X heifit messbar, wenn
eine Folge {wy}r>q von Treppenfunktionen wy : [a,b] — X existiert, so dass
w(t) = klim wy(t) fast dberall auf [a,b] gilt.

—00

Nach diesen einfithrenden Definitionen kommen wir zur Definition der Lebesgue-

R&aume P von abstrakten Funktionen.

Definition 5.7.5. Unter LP(a,b;X),1 < p < oo versteht man den Raum aller
(Aquivalenzklassen von) messbaren Funktionen w : [a,b] — X mit der Eigen-

schaft
b
[ Iwto) g de < .

Der Raum wird versehen mit der Norm

1
b D
Wl = ( [ ol dt)

Der Raum 1L°(a,b;X) besteht aus (Aquivalenzklassen von) messbaren Funktio-
nen w : [a,b] — X mit

[[W][1o0 (a,b:x) 1= ess sup [|w(t)[[x < oc.
t€(a,b]

Funktionen, die sich nur auf einer Menge vom Mafs Null unterscheiden, gehéren
zur gleichen Aquivalenzklasse.
5.7.2 Anwendung auf die Nebenbedingungen

Im Kapitel 2 hatten wir bereits die Variationsformulierung beziiglich z fiir den
instationéren Fall hergeleitet. Diese Variationsformulierung wollen wir jetzt be-
ziiglich der verwendeten Rdume untersuchen. Wir beginnen mit der modifizier-
ten Nebenbedingung und multiplizieren diese Gleichung mit v € V und inte-
grieren tiber das Gebiet €2, wobei wir ¢ € (0,7 festhalten. Im weiteren Verlauf
unterdriicken wir die Abhéngigkeit von der Variablen x.

/ {O(u)d?w,(t)v + ®(u)d2w,(t)d2v 4+ U(u)ws(t)v} da
Q
= / Rf,(t)vdx
Q
AB: / ws(0)v de = / dyw(0)v dz = 0.
Q Q

Diese Gleichungen gelten fiir alle v € V und fiir alle ¢t € (0, T]. Die Funktionen
ws, f, werden als abstrakte Funktionen von t aufgefasst, die fast iiberall mit

den entsprechenden reellen Funktionen iibereinstimmen. Wir formulieren die
Gleichung um:

/@(u)dfws(t)v dx
Q
= - /gz{tﬁ(u)agws(t)div + U(u)ws(t)v — Rf,(t)v} do =: Fy(t)v.

Die rechte Seite ist fiir fast jedes feste ¢ ein lineares und stetiges Funktional
F,(t) angewandt auf v € V,

/ O (u)d2w.(t)w dz = Fy(t)o.
Q
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Fiir das Funktional gilt Fy € V* und dies gilt natiirlich auch fiir die linke Seite.
Da wir w; als abstrakte Funktion verwenden, folgt ©(u)diws € IL2(0,T; V*).

Fiir die vollsténdige Nebenbedingung gehen wir analog vor,
/{@(u)d?w(t)v + Y (u)Dpdiw (t)dyv + ®(u) 02w (t)d2v
Q
+U(u)w(t)v} dox = / Rf,(t)v dz,
Q
AB: / w(0)v dx = / dyw(0)v dz = 0.
Q Q
Wir formen die Gleichung um zu

/Q (O Ew(t)o + T (u)d20,w(t)dsv} da

. /Q (®(w) 02w (t) v + U(w)w(t)o — RE,(#)v} da .

=F(t)v
Wir definieren fiir die linke Seite
2y (t)v := d2{O(u)w(t)v + T (u)0,w(t)dv}

und kénnen folgern, dass d?y ein Element von L2(0, T; V*) ist.

5.7.3 Vektorwertige Distributionen

Wir benotigen das Konzept der Distribution zur exakten Charakterisierung der
Ableitungen in den Nebenbedingungen. Fiir grundlegende Definitionen und S&t-
ze verweisen wir auf [5],[6],[9]. Wir definieren eine vektorwertige Distribution
T : C5°(0,T) — V fiir ein gegebenes w € L2(0,T; V) durch

T
To:= /0 w(t)p(t)dt Vo eCie0,T)

und identifizieren die Funktion w mit der Distribution 7. Wir definieren die
Ableitungen der Distribution 7

T
To(t) = — /O wt)(t) dt Ve C0,T) und

T
T o(t) = / w(t)p"(t)dt Ve C0,T),
0
wobei wir davon ausgehen, dass alle Distributionen inclusive der Ableitungen

reguliire Distributionen sind. Es existieren Funktionen y,z € L!(0,7;V) und es
gelten fiir die Distributionen

T T
To(t) = — [ wodwi= [ you
T T T
Tolt) = [ w0 a=— [y 0= [ ave)a

fir alle ¢ € C5°(0,T). Dann werden die Ableitungen 77 durch y und 7" durch
z erzeugt und wir definieren

diw 1=y Ew = z.
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Nehmen wir an, dass unsere Funktionen sogar quadratisch integrierbar sind.
Dann folgt fiir die distributionellen Ableitungen d;w, d7w € L2(0,T,V).

Wir bezeichnen mit D(0,7") den topologischen Raum der Funktionen ¢
(Schwartz-Raum in der Distributions-Theorie). Damit ist 7 : D — V eine lineare
Abbildung von D(0,T) in V, kurz T € D'(0,T;V).

Somit erzeugt jedes w € L2(0,T;V) ein T € D'(0,T; V).

Satz 5.7.6. AusT € D'(0,T;V) folgt T' € D'(0,T;V) und auch T" € D'(0,T; V).
Es gilt
L2(0,T;V) Cc D'(0,T;V)

und die Finbettung ist injektiv und stetig.

Aus dem Abschnitt (5.9.2) wissen wir bereits, dass die Ableitungen beziiglich ¢
Elemente von groferen Raumen sind.

Satz 5.7.7. Seien Hy,Hs Hilbertraume, Hy CH27 und die Finbettung sei stetig.
Dann gilt fir die Abbildung

T :D — Hy und auch T : D — Hs.

Die Beweise zu diesen Sdtzen sind in [5] S.378ff dargelegt und wir konnen folgern
fiir H = L2(Q):

7' € D'(0,7;V) und 7' € D'(0,T; H) wenn VCH
gilt. Durch erneutes Differenzieren der Distribution 7 folgt aus Satz 5.7.7
T" € D'(0,T;H) und 7" € D'(0,T; V*), wenn H = H*CV*

gilt. Um die Abbildung der Differenzial-Operatoren in den entsprechenden Rau-
men besser charakterisieren zu kénnen, benotigen wir den Gelfand’schen Drei-
er. Fiir eine umfassende Einfithrung dieses Konstrukts sowie Definitionen und
grundlegende Sétze (Einbettungs-Eigenschaften, Skalarprodukte, usw.) verwei-
sen wir auf [5] S.253ff.

Wir betrachten bei den Nebenbedingungen beziiglich des Ortes den Raum V
und es gilt die stetige Einbettung V CH. Den Raum H kénnen wir nach dem
Satz von Riesz mit seinem Dualraum H* identifizieren. Wir wissen, dass jedes
Element f € H durch

v (f,v)m VoeV

als ein lineares stetiges Funktional auf V aufgefasst werden kann und somit ein
Element in V* ist. Die Einbettung H* CV* ist ebenfalls dicht. Wir haben damit
die stetigen und dichten Einbettungen

VCH = H* CV*,

einen Gelfand’schen Dreier.

5.7.4 Die modifizierte Nebenbedingung

In diesem Abschnitt werden wir den Satz der Existenz einer Losung der mo-
difizierten Nebenbedingung formulieren und beweisen. Wir definieren zunéchst
eine t-abhingige Bilinearform

s(ws, v;t) /{¢> (2)dqws(z)d3v(z) + ¥ (u) ()ws(z)v(z)} dz (5.)

fiir alle wg, v € V.
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Bemerkung 5.7.8. 1) Offensichtlich ist unsere definierte Bilinearform un-

2)

abhdngig von der Variablen t. Da wir uns beim Beweis der Existenz einer
Lésung an den Beweisschritten von [5] orientieren, wollen wir diese

t-Abhdangigkeit zulassen. Fin weiterer wichtiger Aspekt wdre, fir nachfol-
gende Problemstellungen zu dieser Thematik eine zeitabhdngige Dicke in
Betracht zu ziehen. Dies ist sinnvoll bei der Betrachtung der Optimalsteue-
rungsprobleme in sehr grofien Zeitintervallen.

Die Funktionen wg, v in der Bilinearform kénnen auch durch die abstrakten
Funktionen wg, v ersetzt werden.

Fiir die Losbarkeit der modifizierten Nebenbedingung miissen wir die Giiltigkeit
folgender Voraussetzungen aufzeigen.

Voraussetzung 5.7.9. 1) Fir allet € [0,T], T < oo ist die Bilinearform

2)

3)

4)

(5.6) stetig und es gilt
|as(ws, v t)] < eillws|vvllv, — ws,v €V,

wobei die Konstante c¢1 unabhdngig von t sei.

Beweis. Der Beweis verlduft analog zu dem Nachweis der Beschriankheit
der Bilinearform, siehe Satz (4.1.5). O

Die Bilinearform ist V koerzitiv, es gilt

as(ws, wst) > C2Hw8||%"
Beweis. Ist wieder analog zu dem Beweis von Satz (4.1.5). O

Nach dem Lemma von Lax und Milgram [5] S.264, gibt es einen Darstel-
lungsoperator L(t) : V — V* linear und stetig fiir jedes t mit

as(ws,v;t) = (L(t)ws, v)g ws,v € V.

In unserem konkreten Fall ist der Darstellungsoperator L(t) unabhdingig
von t. Urspringlich beschreibt der Darstellungsoperator nach dem Lemma
eine Abbildung L(t) : V — V. Somit miissten wir das Skalarprodukt des
Raumes V nutzen. Aber nach dem Satz von Riesz haben wir

(w57 U)H = (Rw57 U)Va

wobei R der Riesz’sche Isomorphismus R : V* — 'V ist. Diese Eigenschaft
nutzen wir in Verbindung mit dem urspringlichen Lemma und den Eigen-
schaften des Gelfand’schen Dreiers:

a(ws,v) = (Aws,v)y = (R~ Aw,, v)g YV ws,v € V.
Es gilt fiir die Definition des Darstellungsoperators L = R~ o A:

L:V—-V* as(ws, v;t) = (Lws, v)g.

Weiter nehmen wir an, dass fir alle ws,v € V die Funktiont — as(ws, v;t)
(ws,v festgehalten) fiir t € [0,T) stetig differenzierbar ist, d.h.

as(ws, v;t) € CH0, T] wobei gelte |dsas(ws, v;t)| < esllws|v||v|lv t € [0,T).

Dies ist in unserem Fall offensichtlich erfillt, denn fiir die Ableitung folgt
|dias(ws,v;t)| = 0 fir alle ws,v € V.
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5) Ferner sei die Bilinearform
as(ws,v;t) = as(v, ws; t)

symmetrisch. Diese Voraussetzung ist bei unserer Bilinearform ebenso er-
fllt.

Bemerkung 5.7.10. Nach diesen Voraussetzungen betrachten wir die folgende
Problemstellung (im schwachen Sinne): Seien die Funktionen f, € 1.2(0,T;H),
die Anfangswerte ws(-,0) = wgo € V, dyws(+,0) = wsy € H gegeben. Wir suchen
eine Funktion [ws(t)](z) = ws(z,t), fd. (z,t) € Q mit

w, € L2(0,T;V)  dyw, € L2(0,T; H),
so dass in V* die Gleichung
O(u)d?w, + Lw, = f, ws(0) = wso, diws(0) = wg1

gilt. Diese Problemstellung ist gleichwertig zur Formulierung als schwache Glei-
chung in Bezug auf den Gelfand’schen Dreier:

(@(u)dfws, )y + (Lws, v)u = (5, 0)u VveV.

Fiir den Existenzbeweis und die Energieabschitzung bendtigen wir eine wichtige
Integralungleichung.

Lemma 5.7.11 (Gronwall). Seien g(t),v(t) stetige Funktionen, sei
0 < h(t) € LY0,T) und es gelte in [0,T)

t

)+ | h(T
0

Dann ist fir alle t € [0,T)
o(t) < glt)+ / g(r)h(r) exp(H (t) — H(r)) dr

— exp(H(®) [gm) + [ et ar

mit H(t fo

Fiir den Beweis verweisen wir auf [5] S.421ff. Um Aussagen tiber die schwache
Konvergenz in Hilbertraumen machen zu kénnen, benétigen wir den folgenden
Satz.

Satz 5.7.12. Sei G ein Hilbertraum. Die Folge hy, € G sei beschrdankt,
lhnll < K, n € N. Dann existiert eine Teilfolge in hy, die schwach gegen ein
Element h € G konvergiert, und es gilt |h|| < K.

Dieser Beweis ist in [5] S.137ff dargelegt.

Satz 5.7.13. Unter den Voraussetzungen (1) bis (5) hat die modifizierte Ne-
benbedingung zu gegebenen Anfangswerten genau eine Lisung. Die Abbildung

{f2, ws0, w1} — {ws, dyws}
ist stetig und linear von
L2(0,T;H) x V x H — L2(0,T; V) x L2(0, T; H).
Es qilt die Energieabschdtzung:
ldews 22070 + IWell20my < C Tlllwsoly + ot I + 16l o z:an)

mit einer Konstanten C, die unabhdngig von t ist.
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Beweis. Um Mehrfachindizierung zu vermeiden, definieren wir w := w; bzw.
w = W;. Wir konstruieren zunéchst eine approximative Losung w;, t = 1,...,n
unter Benutzung der Galerkin-Approximation. Wir wihlen eine Basis

{vi}2, € V, diese Basis existiert, weil V ein separabler Hilbertraum ist. Wegen
V C H ist auch v; € H. Wir setzen voraus, dass die Basis v; ein vollstandiges
Orthonormalsystem in V bildet. Fiir ein beliebiges aber festes n bestimmen wir
eine Naherung wy,(t) = wy(x,t) durch den Ansatz

Wi (t) = wa(x,t) = > g (t)vi(x) (5.7)
i=1

mit den unbekannten Funktionen ¢'(¢) : [0,7] = R, i=1,...,n.

Approzimation der Anfangsbedingungen:

Fiir die Anfangsbedingungen miissen wir die Approximationsaufgaben:

n

wo — E Yivi|| — min
, Yi
=1 \V4

und

n

w1 — Z; V4 — min,
i=1 H ‘

mit den unbekannten Koeffizienten y;, z; 16sen. Wir beginnen mit der ersten An-
fangsbedingung wy und nutzen aus, dass wir ein Orthonormalsystem in Raum
V besitzen. Es existiert fiir diese Gauft’sche Approximationsaufgabe eine ein-
deutige Losung mit den Koeffizienten

yi = (wo, vi)v,

den Fourierkoeffizienten der Entwicklung beziiglich der Basis v;. Fiir die zweite
Anfangsbedingung w miissen wir noch einige Uberlegungen anstellen. Wir wis-
sen, der Raum V ist stetig eingebettet in den Raum H und die Einbettung ist
dicht. Dies bedeutet, es existiert eine Konstante C, so dass

lvllg < Clvlly VveV

gilt. Die Elemente v; € V sind Basiselemente fiir V, also linear unabhéangig
und der span {v;} ist dicht in V. Es existiert fiir jedes v € V und & > 0 eine

Ne
Linearkombination Z arvg mit der Eigenschaft
k=1

Ne

g apvg — v

k=1

< &
2C°
\%

Weiterhin konnen wir aus der Dichtheit von V in H folgern, dass fiir jedes h € H
und jedes € > 0 ein v € V existiert mit

€

v—hlg < =.

o~ Al < 5

Daraus folgt

Ne
Z apvr — h
k=1

<
H

+ llv = hlla
H

Ne
Zakvk—v—i—v—h
k=1

Ne
Z AUV — U
k=1

Ne
E apV — U
k=1

H

= C +llv=hlu <e.

v
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Mit dieser Abschétzung haben wir gezeigt, dass v; auch Basiselemente fiir H
sind, span {v;} ist dicht in H.

Folgerung 5.7.14. Seien vg € V, hg € V. Dann existiert eine Folge
Yn € span {v;} mit der Figenschaft y, — vo in V und es existiert eine Folge
zn, € span {v;} mit der Eigenschaft z, — hy in H.

Aus y, — wvo in V folgt natiirlich ||yn|lv — ||vollv und aus z, — hp in H
folgt ||zn|lm — ||hollm. Mit Anwendung des Schmidt’schen Orthogonalisierungs-
Verfahren im Raum H konnen wir aus den Basiselementen {v;} im Raum H ein
orthonormales System {0;} herleiten.

Nach diesen Betrachtungen gelten fiir die Anfangswerte
n
wp(2,0) = wpg = Zl?vi 0w (2,0) = wpy = Z k0, (5.8)

mit
i = (wo,vi)v ki =(w1,0)m i=1,...,n.

Nach dem Schmidt’schen Orthogonalisierungs-Verfahren berechnen wir fiir die
Basis {0;}:

U1 = Q1101 Uy = Q1V1 + Q2202 - 0; = E Qi V)

und somit folgt fiir die zweite Anfangsbedingung:
n n n n
SR ST 9LT ST of DL B o
i=1 i=1 k=1 \i=k k=1

Aus diesen Betrachtungen folgt fiir die Anfangsbedingungen wy,g — wg in V
und wy,; — wp in H fir n — oo.

FExistenz einer Losung:

Entsprechend dem Konzept der schwachen Losung 16sen wir die Gleichung
(O@)Rw (-, 1), 07) g + as(w(-, 1), vy t) = (RE(E), v}, (5.9)
fir alle t € (0,7 und fiir j = 1,...,n, die wir aus
O(u)dfw + 07 (P(u)d2w) + ¥ (u)w = R f.

durch Multiplikation mit den Basisfunktionen v; und anschliefslender partieller
Integration beziiglich x erhalten haben. Fiir die Funktion w = w(x,t) benutzen
wir den Ansatz (5.7) und betrachten die Terme einzeln, um einige Eigenschaften
aufzuzeigen. Wir beginnen mit dem ersten Term:

(O Rwn(t,2),v5(x))y = / O(u) S d2gr(t)vi ()v; (x) da

= Zdtgz )/Q@(u)vi(x)vj(x)dx (5.10)

fir alle j = 1,...,n. Wir definieren dazu die Matrix

Mg = [ /Q O (u)v; (2)v; () dazr

1,j=1
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In Vektornotation ist (5.10) gleichwertig mit

Meg"(t) mit g(t) = [¢7 (1), ..., gn ()]

Die Matrix Mg ist positiv definit, denn sie ist eine sogenannte Massematrix,
wie sie in der Mechanik (bei Anwendungen des Energieerhaltungssatzes) héu-
fig vorkommt. Fiir die positive Definitheit der Matrix miissen wir zeigen, dass
y!"' Mgy > 0 fiir alle y € R™ \ {0} gilt.

Zyj / O (u)vyvj dx Jo ©(u)vy Z y;vj dx
j=1 79 j=1

y" Moy = y" : T
_ ;yj/Q@(u)vnvj dx | _ fo @(“)Un;ijj dzx _
Sei y Z yzvz , dann ist
Jo @i (2)j(x) d §
yT : = Zyi/Q@(u)ui(x)g(x) dr
fQ O(uw)vn(x)y(z) dx i=1
- O(u) Z yivi(z)y(x) dx
@ =1
= | O(u)(y(x))* dz
Q

Wir wissen, O(u)(x) = Rpu(z) = Cu(x) ist nach unten durch Cu, > 0 und
nach oben durch C'up < 0o beschrankt fiir fast alle z € €2, somit gilt

Cunllo) < [ ©0)(3)) do =" Mey.

Wegen der linearen Unabhéangigkeit der v; ist Hg]HiQ(Q) > 0 fiir y # 0, also

y"' Mgy > 0, woraus wir positive Definitheit fiir die Matrix Mg folgern konnen.
Aus dieser Eigenschaft folgt sofort die Invertierbarkeit der Matrix Mg.

Bei dem zweiten Term in (5.9) kénnen wir analog vorgehen:
as(w(t,-),v;(-);t) / { Zgz (t)d2v;(z)d2v;(x)
DY s Otao) )
i=1

fiir alle 7 = 1,...,n, wir definieren die Matrix

A= [/Q @ (u) v (@) dyv; (@) + W (u)vi(e)v; () d"’““] n;

ij=1

In Vektor-Notation ist somit:

Ag(t) mit g(t) = (g7 (¢),..., gn(D)]".
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Die rechte Seite der Differenzialgleichung transformieren wir auf die gleiche Wei-
se:

(R 1., 1), 0j(x)) = R /Q fo, tyoy () dz = R f25(2)

fir alle j = 1,...,n, wir definieren den Vektor (Lastvektor)

F(6) = [0, ., fL ).
Aus (5.9) folgt fiir beliebiges n:
Meog"(t) + Ag(t) = R f.(t) <= g"(t) + Mg' Ag(t) = RMg' f.(t). (5.11)

Wir erhalten ein System von linearen Differentialgleichungen. Aus der Theorie
der gewOhnlichen Differentialgleichungen wissen wir, dass eine eindeutige Losung
gn(t) = [g7(t),...,g(t)]T existiert, welche den Anfangsbedingungen

g9:(0) =1 dig’(0) = k'
und der Gleichung (5.11) fiir alle ¢t € (0,7 geniigt, siehe [10].

Energieabschdtzung:

Wir lassen im Ansatz (5.7) n — oo gehen und benétigen Abschétzungen fiir
die Losung w,, die gleichméfig beziiglich n sind. Da alle Funktionen reell und
hinreichend differenzierbar sind, gilt die folgende Beziehung fiir beliebige n:

(O(u)dEwi(0), dewn(t))s = 3 de(O(u)dewn (), diwn (1))

_ édtumdtwnu)u%n-

Wir setzen w, in die Gleichung (5.9) ein, multiplizieren mit dig; und summieren
iiber j, was

(O()d2W(£), dywi (1)) g + @5 (W (£), diwn(£);8) = R (£5(), dyw(t))u (5.12)
ergibt. Wir definieren
al(w,v;t) == dras(w,v;t) Yw,veV, (5.13)
und berechnen fiir die abstrakte Funktion w
dras(w(t), w(t);t) = ai(w(t), w(t);t) + 2as(W'(t), w(t);t), (5.14)

wobei wir die Symmetrie der Bilinearform benutzt haben. Aus der Vorausset-
zung (4) wissen wir bereits, dass al,(w(t), w(t);t) = 0, und daher

|y (w(t), w(t);t)] < esllw(t)]F
fiir alle c3 € R* \ {0} gilt. Die Rechnung (5.14) setzen wir in (5.12) ein,
d
o7 [H\/ O(w)dywn (1) [ + as (Wi (1), Wn(t); 1) | — ai(Wa(t), wn(t); 1)
= 2R (f,(t), dewp(t))m.
Durch Integration von 0 bis ¢ < T folgt
IO (u)dewn (1)1 + as(wa(t), wn(t);t)
t
= [IVO(w)diw(0)F + as(wn(0), w4 (0); 0) +/ as(Wn(s), Wn(s); s) ds
0

LR /0 (£,(5), dsw (5))ss ds.



5.7. SCHWACHE LOSUNGEN DER NEBENBEDINGUNGEN 67

Im néchsten Schritt nutzen wir die Bedingung der V-Koerzitivitdat, die Be-
schriankheit der Bilinearform as(-,-;t) fiir ¢ =0

Iv/O@)drvwn ()% + callwa ()13
t
< IVO@dewn (02 + e[ wa(0)]3 + / (W), wa(s); 5) ds
+2R/ ), dswip(8))m ds

und die Beschriankheit von al(-,-;t)
IO (u)dewn (1)1 + callwa ()5
t
< v @(U)dtwﬂ(O)H]%I + 1| wa (0)[I + 03/ Wi ()15 ds

+2R/ ), dywn(s))m ds

aus. Jetzt konnen wir die Schwarz’sche Ungleichung anwenden:

IV/O(w)diwn(t)|lf + callwa ()]

t
< H\/@<u>dtwn<o>u%ﬂ+cl||wn<o>||%/+R /0 I£.(s)] ds
t t
tes / IWa(s)[2 ds + R / W (s)|% ds
0 0
t
< IVO@dwa (Ol + c1llwa(0)3 + R /0 I£.()] ds

t
+/0 {Blldswa(s)lF + callwn(s) 7} ds.
In diese Ungleichung setzen wir die bekannten Anfangsbedingungen (5.8) ein:

IO (w)diwn(®)|If; + callwa ()]
t
< H\/@(u)me%+01Hwno\l%+R/0 1£2(5) I ds

t
+ /0 {Rlldswn(s)l[ + csllwn(s) |5} ds.
Fiir den Term |1/O(u)dyw,,(t)||% gelten die Abschétzungen:
Oalldewn (1)1 < llv/O(u)dewn (®)E < Oslldewn (1) I,
mit 0, = Rpu, bzw. 0, = Rpuy. Daraus folgt

t
Oalldewn (t)|[E + c2lwn ()5 < 9b|wmllﬁ+cﬂ|wnoll%+R/o I£2 (55 ds

t
4 /0 (Rldswa()|3 + csllwa(s)13} ds.

Die Konstanten der linken Seite in der Ungleichung ersetzen wir durch die Kon-
stante
Cy = min{b,, c2},

was zu

Cr{lldewn ()l + [wa ()5} < Oalldiwn ()] + c2llwa ()15
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flihrt. Fir die rechte Seite definieren wir die Konstanten
Cy := max{by, c1, R} und C5 := max{R,c3}
und fiir die Anwendung des Lemma’s von Gronwall (5.7.11) definieren wir
wn(t) = dewn (8)lIfg + | W ()5

Nach Einsetzen und Umstellung der Ungleichung folgt

IN

Cy 2 9 T 9 Cs [
wn (1) o |lwnoll5 + [[wn |l + ; 1£2(s) ||z ds +a ; wn(s) ds

= g—i—/o h(s)wn(s) ds.

Seih(t):%,ogthund
1

._ Cy 2 2 r 2
9= G |lwnolly + llwnille + [ - [[£2(s)llzz ds| -
1 0

Aus dem Lemma von Gronwall folgt:

C 2 P 4 P e
wn(t) < = [llwnollv + llwnllig + [ [1f2(s) [l ds | exp — ds
(& 0 0 C1

C 2 2 T 2 C’3
= = |lwnoll¥ + llwnrllig + | [1fa(s)lli ds | exp { =~ ).
C1 0 Cl

Da ||wnoll3 — |lwoll%, llwnillf — |lwil|? gilt, gibt es zu jedem € > 0 ein n., so
dass fiir n > n. gilt:

[\

N}

€ €
[l[wnollr = llwollF| < 3 |l[wna I — [ || < 3
und folglich
2 ¢ 2 2 € 2
lwnolly < 5 +llwollv  Nwnille < 5 + llwilla:

Fiir n > n. und t < T folgt,

C T C
wn(t) < 22 Hon%JerlH%JrH/ 1£2(s) I dS} exp (3T>- (5.15)
Cy 0 Cy

Damit haben wir gezeigt, dass w,, € L2(0,T;V) und dyw,, € L?(0,T;H) be-
schriankt sind. Es existiert eine Teilfolge {w,,} C {w, } und Elemente
z € L2(0,T;V),z € L2(0, T; H) mit

Wy, — 2z € L2(0,T;V), m — oo

und
dywy, — 7 € L2(0,T; H), m — oo,

dies folgt aus der Anwendung des Satzes (5.7.12). Das Element z kénnen wir
ndher bestimmen. Dazu berechnen wir f(;[ dewo (t)(t) dt mit ¢ € C3°(0,T).
Nach Anwendung der partiellen Integration folgt

T T
/ drvwm(t)p(t) dt = — / Wi (t)dya (1) dt.
0 0
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Fiir m — oo folgt

/wm )dyp(t dté/ t)dyp(t) /dtwm dté/
0

und daher
T T
/ F(0)p(t) dt = / diz(t)o(t) dt,
0 0

also Z = dyz. Die schwache Konvergenz w,,,(0) — z(0) in V fiir m — oo, kénnen
wir dhnlich begriinden, indem wir ¢ € C*(0,T) mit ¢(7') = 0 wahlen. Nach
Voraussetzung gilt

Wi (0) = wpo — wp in V fiir m — oo, also auch z(0) = wy.

Wir wihlen ein ¢ € C*(0,7) mit ¢(T) = 0 und setzen y;(t) := ¢(t)vj(z) und
multiplizieren unsere Gleichung

(O(w) 07 wm (1), v5)  + as(wm (-, 1), v55t) = (RE(L), v5)m,

mit ¢(t) und integrieren partiell beziiglich ¢
T
/ (—O(u)dewn (1), dey;(t))m + as(wim(t), y;(t): 1) dt
0

T
- /0 (RE.(t),y;(t)m dt + (O(w)wm1,y;(0))m-

Fiir m — oo folgt

T
/0 (—O(u)diz(t), diy; (t)s + as((t), y;(£); 1) dt (5.16)

T
_/0 (RE.(£), y; () dt + (O(wwi,y;(0))g.

Wenn wir aber ¢(+) € ©(0,7), d.h. ¢(0) = ¢(T) = 0, wihlen, folgt sofort aus
der Gleichung (5.16) fiir alle ¢(-) und fiir alle j € N

(O(u)diz(t), vj)m + as(z(t),vj;t) = (RE.(t),v)m (5.17)

und da dies fiir alle Basisfunktionen v; gilt, folgt nach dem Fundamental-Lemma
der Variationsrechnung schliefslich

O(u)d?z + Lz = Rf,. (5.18)

Aus (5.16) und (5.18) erhalten wir nach partieller Integration beziiglich ¢ mit
den Funktionen ¢ € C1(0,7) mit ¢(T) = 0

(O(w)dyz(0), p(0)v)s: = (O(wwr, (O)v)s ¥ vy,
d.h. d;z(0) = wy. Damit ist z Losung der partiellen Differenzialgleichung
O(u)d?z + 9%(®(u)d?z) + V(u)z = RE,,

also der modifizierten Nebenbedingung. Fiir den Nachweis der stetigen Abhén-
gigkeit der Losung von den Anfangsbedingungen und der rechten Seite f, inte-
grieren wir die Abschétzung (5.15),

T
/0 {dewm (B + [ (1) 2}

T
< (7T<||wo||%/+||u)1||12§11+<':‘+/0 £ (£)1 dt)
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mit C' = g—?exp (%T) Weil w,,, — z folgt ||z]|y < 1171;n_>iglof l|wml||v gilt, ist

T T
/0 {ldez(®)f + ll2() 15} dt < CT (Iwol% + wi I + /0 1£2(#)1l dt> :

da € beliebig war. Setzen wir noch ws; = z,ws = wy und ws; = wy, dann er-
halten wir die zu beweisende Abschéitzung. Fiir den Nachweis der Eindeutigkeit
der Losung der modifizierten Nebenbedingung verweisen wir auf [5] S.422ff. [

In diesem Beweis haben wir die Losung der modifizierten Nebenbedingung
im schwachen (distributiven) Sinne verstanden. Aufgrund der Voraussetzun-
gen (5.7.9) und dem Existenzsatz kénnen wir noch zusétzliche Regularitét der
Losung sichern.

Satz 5.7.15. Es gelten die Voraussetzungen (1)-(5). Dann existiert die Losung
ws, iWs (gegebenenfalls durch Abinderung auf einer Menge vom Maf$ Null) in
dem Rdumen
{st dtws} € C([07 T]; V) X C([O’ T};H)
und die Abbildung
{fz; Ws0, wsl} — {Ws> dtws}

15t stetig von
L2(0,T;H) x V x H — C([0,T]; V) x C([0, T); H).

Der Beweis dieses Satzes sowie weiterfiihrende Betrachtungen (Existenz der An-
fangsbedingungen in den entsprechenden Rdumen) sind in [9] S.275ff dargelegt.

Bemerkung 5.7.16. Der Existenzsatz (5.7.13) behdalt auch seine Giiltigkeit,
wenn wir statt der Steuerung u in den Koeffizienten die gestirten Steuerungen
u+ h mit h € L und h hinreichend klein zulassen.

5.7.5 Vollstindige Variationsformulierung der modifizierten Ne-
benbedingung

Definition 5.7.17.  a) Unter Variationsformulierung der modifizierten bzw.
vollstindigen Nebenbedingung verstehen wir die Multiplikation mit Funk-
tionen v € V und anschlieffender Integration tiber das Orts-Gebiet €.

b) Unter wvollstindiger Variationsformulierung der modifizierten bzw. wvoll-
standigen Nebenbedingung verstehen wir die Multiplikation mit Funktionen
v € L2(Q) oder dquivalenten Riumen und anschliefender Integration tiber

das Orts-Zeit-Gebiet Q.

Wir setzen die Betrachtungen aus Abschnitt (5.7.2) fort und beginnen mit zwei
Raum-Definitionen, die wir fiir die vollstandige Variationsformulierung benoti-
gen.

Definition 5.7.18. Der Raum Wg’l(Q) wird eingefithrt durch
W2(Q) = {ws € L2(Q) : 9L0Jws € L*(Q),i =0,1,2, j = 0,1, wy|s = 0}
und versehen mit der Norm

2 1
stHWgJ(Q) = //QZZO;@ng(:n,t)Q dx dt

i=0 j=0

1
2
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Diese Definition ist mit den Losungsrdumen aus dem Existenzsatz vertraglich,
wobei die abstrakte Funktion w mit der reellwertigen Funktion w; fiir fast alle
z und t iibereinstimmt sowie die Ableitungen der Funktion w, beziiglich x und
t quadratisch integrierbar sind.

Definition 5.7.19. Der Raum W2?(Q) wird eingefiihrt durch
W22(Q) = {ws € L2(Q) : 8.0/ w, € L2(Q),i =0,1,2, j =0,1,2, wy|y = 0}.
und versehen mit der Norm

1
2

HwS||W§2 //ZZ@ Hwg(x,t)? da dt

20]0

Alle Orts-Ableitungen 92w in diesen Definitionen sind als schwache Ableitun-
gen zu verstehen. Sie geniigen der Beziehung:

//wsxtavxtda:dt // (x,t)v(x,t) dxdt

fiir alle v € C°(Q) und d,ws = y € L2(Q). Die hoheren Ableitungen wer-
den analog definiert. Weiterhin sind die Ableitungen 0w, auch als schwache
Ableitungen zu verstehen. Es existiert eine Funktion z € L?(Q), so dass

//wsxtatthdxdt // (x,t)v(x,t) dxdt

fir alle v € C§°(Q) gilt mit dyws = z und dies gilt analog fiir die héheren
Zeitableitungen.

Wir iiberfithren die modifizierte Nebenbedingung in eine vollstandige Variati-
onsformulierung mit Funktionen v € C?(Q)

/ {O(u) 02wy + 02(®(u)2w,) + ¥ (u)w,}v de dt = R// frv dzdt,
Q Q

wobei wir zunéchst eine klassische Losung ws € Wx annehmen wollen, um die
Existenz aller Integrale zu sichern. Wir integrieren partiell beziiglich « und t,

// {—O(u)dpwsdv + ®(u)?ws0%v + U (u)wsv} dr dt
Q

T
= vdrdt — w)Oywgv) ! dr — (B (u) 0w v
_ R//sz du dt /Q[@< Jorwsol] d /O[a@( JOPw,)oll di
T
—l—/o [®(u)02wsOpv]} dt.

Im niichsten Schritt setzen wir die dynamische Randbedingung 92w;|y, = 0 ein
und verlangen von unserer Testfunktion v, dass sie auch die Randbedingungen
erster Ordnung beziiglich des Ortes erfiillt, d.h. v|s;, = 0. Es verbleibt nur der
Randterm, den wir aus der partiellen Integration beziiglich ¢ erhalten haben,

/ {—O(u)dpwsOv + ®(u)D2ws0%v + U (u)wsv} dr dt
Q

= R//Q fv dacdt—/g[@(u)@twsv]g dz.
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Fiir v € C2(Q) ist v(-,0) und v(-, T") wohl definiert und fiir v € W' (Q) sind sie
als Spuren im L2(Q) zu verstehen. Aus dem Existenzsatz (5.7.13) und dem Satz
(5.7.15) koénnen wir auf die Existenz der Anfangsbedingung dyws(+,0) = ws; = 0
schliefen und diese in der vollstéandigen Variationsformulierung berticksichtigen.
Es gilt

//Q{—@(U)(?twf)tv + @ (u)92wd2v + V(w)wv} do dt = R//Q fov da dt (5.19)

fiir alle v € W2'(Q) mit der zusiitzlichen Bedingung v(-,T') = 0.

Definition 5.7.20. Fine Funktion w € W?’l(Q) heifle schwache Lésung der
modifizierten Nebenbedingung, wenn sie die vollstandige Variationsformulierung
(5.19) fiir alle v € W2 (Q) erfiillt, welche der Anfangsbedingung

ws(+,0) = wso = 0 und zusdtzlich der Forderung v(-,T) = 0 gendigt.

Bei dieser Herleitung der Variationsformulierung haben wir hohe Regularitét
an die Losung ws gestellt. Diese geforderte Regularitit wollen wir im weiteren
abschwichen und nutzen dabei das Konzept der abstrakten Funktionen.

Definition 5.7.21. Unter W2(0,T) versteht man den Raum aller
ws € L2(0,T;V) mit Ableitung dyws € 1L2(0,T;H) und (distributioneller) Ab-
leitung diws € 1L2(0, T; V*), versehen mit der Norm

1
2

T
Iwallwz o = ( /0 (Iws ()2 + [dews (DI + a2 (8)]2.} dt)

Der Raum W2(0,T) wird mit dem Skalarprodukt

T
(Ws, V)wz(0,1) = / {(We, Vv + (dews, dpv)m + (dfwe, div)ye} di
0

zu einem Hilbertraum. Das Skalarprodukt (F, G)y- definiert man durch
(JF,JG)y, wobei J : V* — V die nach dem Satz von Riesz existierende
Dualitéts-Abbildung ist, die jedem Funktional F' aus V* diejenige Funktion
f zuordnet, welche F' darstellt. Jetzt konnen wir aufgrund der Dichtheit des
Raumes V in dem Raum H das Skalarprodukt des Raumes V durch das Skalar-
produkt des Raumes H zu ersetzen, wie wir es bereits in (5.7.9) Voraussetzung
(3) dargelegt haben.

Satz 5.7.22. Die nach Satz (5.7.13) existierende schwache Lisung ws € W2 (Q)
der vollstandigen Variationsformulierung (5.19) gehort, gegebenenfalls nach Ab-
dnderung auf einer Menge vom Maf Null, dem Raum W2(0,T) an.

Beweis. Wir fithren die Betrachtungen aus Abschnitt (5.7.2) fort und betrachten
die vollstdndige Variationsformulierung, die wir noch einmal partiell beziiglich
t integrieren mit den zusétzlichen Forderungen v(-,T") = o (-,T) = 0:

// O(u)wsdtv dx dt
Q

= - // {®(u)02ws02v + V(u)wsv — Rf,v} drdt
Q

—I—/Q@(u)ﬁtws(x,())v(x,()) da:—/g@(u)ws(fn,O)atv(m,O) dz,
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fiir alle v € W2?(Q). Wenn wir jetzt, wie im Beweis von Satz (5.7.13), die

Funktion v(z,t) := y(x)e(t) mit ¢(t) € C3°(0,T) und y € V setzen und das
Konzept der abstrakten Funktionen einbeziehen, folgt

T
/0 (O(w)wi(t)d2(t), y)s dt
T
- /0 (B(w)02wa (t), dy)p(t) + (T (u)wa(t), y)mo(t)} dt
T
+ /0 (RE(t). y)plt) di + /Q (O() w4 (0), 4)sz0(0) d
- /Q (O(u)w(0), 1) p(0) do.

Wegen go E C5°(0,T) entfallen die Anfangsbedingungen. Nach Definition von
ws € W2'(Q) gehért fiir fast jedes ¢ die Funktion ws(-,¢) zu L2(Q). In den
restlichen Werten ¢ konnen wir die auf der rechte Seite vorkommende abstrakte
Funktion w, durch Null fortsetzen, ohne diese Funktion im L2-Sinne zu dndern.

Unter dem Integral stehen fiir festes ¢ lineare Funktionale F;(t) : V — R:

Fi(t): oy (@(u)Rws(t), diy)a
BE): gy (U(w)ws(t),y)u
Fy(t) : = (RE(1),y)m-

Ein lineares Funktional ist genau dann stetig, wenn es beschrénkt ist. Es gilt
[Fi(t)yl < / | (u)||0Fws (1)]|d2y| dx < cal|ws(t)[[v]lyllv
[Fa(t)y] < /QI‘I’(U)st(t)IIyI dr < cyllws (@) |ullylle < collws(@)lviyllv

[F3(t)y] < /QIsz(t)llyl dr < ellfz(O)|lullyllu < cllfz(®)lullyllv,

mit Konstanten co = ||®(u)| (), ¢o = c[|P(u)|lLe(q), cv = [[¥(u)||L~ (),
¢y = c||¥(u)||L~ (o) und Konstanten ¢, ¢ die aus den Normabschitzungen folgen.
Auf diese Weise erhalten wir fiir alle ¢ : F;(t) € V*:

[F1@)]lv- < Callws(®)llv
[F2()]lv- < Collws(®)llv
[E3(0)[[ve < cllfa(t)|m.

Die rechts stehenden Funktionen in der Variationsformulierung sind alle qua-
dratisch beziiglich ¢ integrierbar wegen w, € L2(0,T;V) C L?(Q) und

f. € L2(0,T; H) =2 L2(Q), folglich auch die links stehenden.

Wir setzen F'(t) := ) F;(t) und schliefsen (Abschnitt (5.7.2)), dass

F € L2(0,T;V*) gelten muss.

Wir schreiben, unter Verwendung des Funktionals F', die Variationsformulierung
um,

T T
/ (O (u)ws () Pop(t), y) di = — / (F(£)p(t). y)u dt.
0 0

und vertauschen die Integrationsreihenfolge

(/OT@(u)ws(t)dfcp(t) dt,y) _ (/ Fl)p(t) dt, y> VyeV.
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Es gilt folglich

T T
| etww. ot de =~ | Fayot d
0 0
im Raum V*. Dies heikt aber auch ©(u)d?w,; = —F im Sinne von vektorwertigen
Distributionen, also d?w, € L2(0,T;V*) und damit ws € W2(0,T). O

Satz 5.7.23. Die schwache Losung der modifizierten Nebenbedingung gentigt
der Abschdtzung

||WSH%)V§(0,T) < CwT(||fz||H%2(0,T;H) + ||w50||%' + stlnl%l)

mit einer von f,, wso,ws1 unabhdngigen Konstanten C, > 0. Damit ist die
Abbildung von (f.,wso, ws1) — (Ws,dyws) stetig von L2(0, T;H) x V x H nach
W2(0,T) und damit auch in den Riaumen C([0,T]; V) x C([0, T]; H).

Beweis. Fiir die Norm von [|[ws|lywz(o,7) gilt

||W8”%)Vg(o,T) = ||WS||]%2(0,T;V) + |’dtW8||ﬂ%2(o,T;H) + ||d%WS||H%2(0,T;V*)'

Fiir den ersten Anteil hatten wir bereits gezeigt (Satz (5.7.13)), dass

HWSHI2L2(0,T;V) + ||dtW8H12L2(0,T;H) = ||ws|fi,vg,1(@)
< CT(I 220, mm + llwsolly + llwsalliy)
gilt. Fiir den zweiten Teil nutzen wir die Erkenntnisse aus dem Beweis (5.7.22)
mit den dort verwendeten Funktionalen Fj:

3

>

=1

3
Oalldf wsl|L2 (0, < < I Eill2omve).s

L2(0,T5v*) =1

mit 0, = Rpu,. Fiir die Funktionale F; gilt

T T
IFry = [ IF0R @< [ aallusolf d

Collwslfrar gy < CoT (I f:IE2 (0,72 + llwsol + lwst 1),

T T
T AHM&&sAem%m%w

Gy l|ws|lFy2n(q) < CoT (I f:lT 20,7 + llwsol & + lwst ),

T T
1B 2o zey = Arww@ﬁs[;wﬂmmdemﬁmmm

IN

IN

Damit folgt
IWsllZw2 0.1y < CoT (I £ lIE2 (0. + 1wsol + lwaallf),
mit einer Konstanten C,, die zu beweisende Ungleichung. O

Fiir die modifizierte Nebenbedingung haben wir homogene Anfangsbedingungen
vorlegt und damit vereinfacht sich die Abschitzung (5.7.23) zu

IWsllwz0,1) < VCWT || f2llL20,758m)- (5.20)

Damit haben wir die Existenz der Ableitung d?w := 92w, im Raum V* gezeigt.
Wir schreiben die Variationsformulierung (5.19) entsprechend um. Wir setzen
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ws € W2(0,T) voraus und damit auch die Existenz der Anfangs- und Endwerte
der abstrakten Funktion w, im Raum W2(0, T),

T
/ (O(u)dZws, v)y«y dt + / {®(u)Pw 020 + U(u)wsv} dz dt
0 Q

= / fudxdt
Q

fiir alle v € LL2(0,7; V) mit den Anfangsbedingungen dyws(0) = ws; = 0 und
ws(0) = wsp = 0. Wenn wir in dieser Gleichung einmal beziiglich ¢ partiell
integrieren, folgt

T
/( Ou )dtws,atv)Hdt—i—/ (B(u)DPw 020 + W (u)w,o} da dt

// fzvdxdt—/@ Ydyw s (T)v(-, T) da Vo e W2HQ)

mit der Anfangsbedingung w,(0) = ws = 0. Diese Gleichung gilt natiirlich
auch fiir alle v.€ W2(0,T'), denn alle obigen Integrale sind auch beziiglich dieses
Raumes stetig.

Im Folgenden wollen wir einen abstrakten Regularitétssatz formulieren, der uns
d?>w € 1.2(0,T;H) garantiert. Diese Regularititsforderung bendtigen wir zum
Beweis der notwendigen Bedingung erster Ordnung. Wir beginnen mit zwei
wichtigen Definitionen fiir die hohere Regularitdt, wobei wir uns an den For-
malismus aus [5] halten wollen.

Definition 5.7.24. Unter HY (0, T; H) verstehen wir den Raum aller Funktionen
ws, die Ableitungen diws € L2(0,T;H), i = 0,...,k haben. Wir versehen den
Raum mit dem Skalarprodukt

(Ws, V)mk(0,11) = / Z (djw, div)m dt

und der zugehérigen Norm

1
3
W |l o,y = (/0 ZHdZ )% dt) .

Diese Definition ist mit der bisherigen Raumdefiniton W2 (Q) bzw.
W§’2(Q) vertréglich, wenn wir die stetigen Einbettungen im Gelfand’schen Drei-
er VCH bertiicksichtigen.

Definition 5.7.25. Unter H%(0,T; V) verstehen wir den Raum aller Funktionen
w, die Ableitungen d'wy € 1L2(0,T;V), i = 0,...,k haben. Wir versehen den
Raum mit dem Skalarprodukt

(Ws, V)mk 0,13v) / Z diws, div)y dt

und der zugehdrigen Norm

1
2
IWallss o0, (/ Zudtws Hvdt> |
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Satz 5.7.26. Wir betrachten die modifizierte Nebenbedingung
O(u)d?*w, + Lw, = Rf, in (0,7
mit den Anfangsbedingungen
w,(0) = dyw,(0) = 0.
Aufer den in (5.7.9) gestellten Annahmen setzen wir voraus

a)
f. € HX(0, T; H); w,(0),dsws(0) € V; d?w,(0) = £,(0) € H.

b)
f. € H2(0, T; H); w4(0),dsw(0), d?w4(0) € V; diw,(0) = dyf,(0) € H.

Dann gilt fir die Losung w
a)
w, € HL(0,T;V),  diw, € L?(0,T;H),  diw, € L*0,T;V*).

b)
w, € H2(0,T;V), dw, € L0, T; H), diwg € L2(0,T;V*).

Bemerkung 5.7.27. In diesem Satz werden Kompatibilitdtsbedingungen fiir die
héheren Ableitungen gefordert, d.h. fir t = 0 miissen die Anfangsbedingungen
in (a) bzw. (b) zu der Losung ws und zu den Randbedingungen des Raumes V
passen.

Der Beweis sowie ausfiihrlichere Information zu dieser Thematik findet man
in [5] S.428ff. Bei dem Beweis muss natiirlich der Nemytskij-Operator O(u)
berticksichtigt werden.

Wenn die zusétzlichen Voraussetzungen des Satzes gelten, konnen wir die Exis-
tenz von dyws € L2(0,T;H) sicherstellen. Die bereits berechneten Energieab-
schitzungen gelten weiterhin wegen 1L.2(0,7; V) C L2(0,7T;H) und

H!(0,T;H) C L2(0,T;H). Es gilt nach Satz (5.7.7) auch

d?w, € L2(0,T;H) C L2(0,T; V*).

5.7.6 Die vollstandige Nebenbedingung

In diesem Abschnitt werden wir den Satz der Existenz einer Losung der voll-
standigen Nebenbedingung formulieren und beweisen. Wir definieren zunéchst
eine t-abhingige Bilinearform

a(w,v;t) := /Q{CI)(u)dgw(x)div(m) +V(ww(z)v(z)}dr  VYwwveV

und stellen an die vollstdndige Nebenbedingung die gleichen Voraussetzungen
(5.7.9). Zusatzlich verlangen wir, dass fiir die Anfangsbedingung

ow(-,0) € Vq := H}() gilt. Im Gegensatz zur modifizierten Nebenbedingung,
wo wir nur dyws(-,0) € H vorausgesetzt hatten, benotigen wir fiir die Anfangs-
bedingungen auch die Existenz der ersten schwachen Ableitung beziiglich x.
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Bemerkung 5.7.28. Mit diesen Voraussetzungen ergibt sich folgende Problem-
stellung: Wir suchen eine Funktion w = w(z,t), f.i. (x,t) € Q mit

w e L%0,T;V) dyw € L2(0,T; V)

bei gegebener Krafteinwirkung f, € L2(0,T;H) und den Anfangswerten

w(-,0) = wy € V sowie dyw(-,0) = wy € Vi, welche die vollstindige Nebenbedin-
gung lost. Wir betrachten das Problem als schwache Gleichung im Gelfand’schen
Dreter:

(O(w)0?w, v)g + (Y (u)d20,w, dev)m + (Lw,v) = (R f.,v)m VoveV.

Satz 5.7.29. Unter den Voraussetzungen (5.7.9) hat die vollstindige Nebenbe-
dingung zu gegebenen Anfangswerten genau eine Losung. Die Abbildung

{qu wo, 'U)l} — {w7 8tw}
ist stetig und linear von
L2(0,T;H) x V x V; — L2(0,T;V) x L2(0,T; V).

Es gilt die Energieabschdtzung:

T T
/0 {Hé‘twll%;l+Hw||%/}dt§CT(!on%ﬂrllwlll%l+ /0 ||fz(t)”]%1dt)

mit einer Konstanten C', die unabhdngig von t ist.

Beweis. Wir gehen analog zum Beweis der Existenz einer Losung bei der modifi-
zierten Nebenbedingung vor und vernachléssigen bereits bekannte Beweisschrit-
te. Wir konstruieren zunéchst eine approximative Losung w;, ¢ = 1,...,n unter
Benutzung der Galerkin-Approximation und wéhlen eine Basis {v;}{2; € V. Es
gilt v; € V1 und auch v; € H wegen V C V; C H. Wir setzen voraus, dass
die Basis v; ein vollstdndiges Orthonormalsystem in V bildet. Fiir ein beliebiges
aber festes n bestimmen wir eine Ndherung wy,, = wy,(x,t) durch den Ansatz

wy = wn(2,t) = > _ g (t)vi() (5.21)
=1

mit den unbekannten Funktionen ¢/*(t) : [0,7] - R,i=1,...,n.

Approzimation der Anfangsbedingungen:

Analog zum Beweis der modifizierten Nebenbedingung (5.7.12) kénnen wir die
gleichen Betrachtungen durchfiihren. Aus diesen folgt fiir die Anfangsbedingun-
gen wyg — wo in V und wy,; — wy in Vy fir n — oc.

Existenz einer Losung der vollstindigen Nebenbedingung:

Entsprechend dem schwachen Losungs-Konzept 16sen wir die Gleichung
(0(u)d}w, 'Uj)H + (Y (u) 070w, 00 + a(w,vj;t) = (R foyv))m,  (5.22)
fir alle t € (0,7) und j = 1,...,n, die wir aus
O(u) 0w — 05 (Y (u)0fpw) + 92 (®(u)03w) + ¥(u)w = R f,

durch Multiplikation mit den Basisfunktionen v; und anschliefender partieller
Integration beziiglich = erhalten haben. Fiir die Funktion w setzen wir den
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Ansatz (5.21) ein und betrachten die Terme einzeln. Fiir den ersten Term folgt
fiiralle j=1,...,n

(@(u)@fwn,vj)ﬂ d2g( /@ w)vi(z)vj(x) de.

Wir definieren die Matrix:
Mg := [/ O(u)vi(z)vj(z) dw}
Q ij=1

und wissen bereits, dass die Inverse der Matrix existiert. Wir transformieren
den zweiten Term zu

(Y ()20, dys; )i Zdt o / ) dovs () dyvy () do - (5.23)
fir = 1,...,n und definieren die Matrix
My := {/ T (u)dyvi(z)dyvi(z) dz]
Q ij=1
In Vektornotation ist (5.23) dquivalent zu
Mxg"(t) mit g(t) = [¢7 (t), .., gn ()]

Wir beweisen an dieser Stelle die Eigenschaft der Positivitét, aus dieser Eigen-
schaft folgt die Invertierbarkeit der Matrix. Wir miissen zeigen, dass
y? Myy > 0 fiir alle y € R™\ {0} gilt, es ist

Zyj/ u)dyv1d,v; dx

y Myy = o' :
Zyj/ T (u)dyvndyv; do
L j=1 ¢ |
/ T(u)dzvlzyjdzvj dx
Q =

/ Y (u)dyv, Z yjdgvj p dx
Q =

Sei g(x Zy,vz und y(x Z Yidyvi(x

fQ dzv1(z)y(x) do

y7 ; - Zyz/ W)dyi(2)§(z) da

Jo T ()i () () da
= / T(U)Zyidmvi(x)?)(x) dzx
Q i=1

- / () (§(2))? de.
Q
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3
Fiir den Nemytskij-Operator T (u) gilt Rp% < quf—; < Rp% fiir fast alle x € Q
und somit folgt

é@m@@sérw@wfw:wa

mit einer Konstanten C' = %. Die Norm HQH%}(Q) kénnen wir durch die H!(£2)-
Seminorm

~12 112

‘y|H1(Q) = HyH]LQ(Q)
abschétzen. Aufgrund der Definition des Losungsraumes V kénnen wir die Fried-
rich’sche Ungleichung benutzen und es gilt

c@m@@sATm@mfm—wa

mit einer Konstanten C. Aus der linearen Unabhiingigkeit der Basis v; folgt
||Q]|i2(ﬂ) > 0, was positive Definitheit fiir die Matrix My und somit auch die
Existenz der Inverse von M~ sichert.

Die restlichen Terme sind analog zum Fall der modifizierten Nebenbedingung,
wir definieren die Matrix

A= [/ ®(u)d2v;(x)d2vj(z) + Y (u)v;(z)v(z) da
Q i,j=1
und fiir die rechte Seite der Differentialgleichung den Lastvektor
fiir alle j = 1,...,n. Aus (5.22) folgt fiir beliebiges n:
Mg (t) + Ag(t) = RE(H) <= 7'(t) + M~ Ag(t) = RM7'Fo(0),  (5.24)

wobei M := Mg+ M~ eine ebenfalls positiv definite Matrix ist. Dies ist ein Sys-
tem von linearen Differentialgleichungen und aus der Theorie der gewdhnlichen
Differentialgleichungen wissen wir, dass eine eindeutige Losung

gn(t) = [g7(),...,g(t)]T existiert, welche den Anfangsbedingungen

91 (0) =1 dig'(0) = k'

und der Gleichung (5.24) fiir alle t € (0,7 geniigt, siehe [10].

Energieabschdtzung:

Wir betrachten den Fall n — co im Ansatz (5.21) und leiten eine Abschétzung
fiir die Losung wy, her, die gleichméRig beziiglich n ist. Dazu ben6tigen wir noch
einige niitzliche Beziehungen. Fiir beliebiges n gilt

1
(©(u)0}wy, Owyp)u = 58t\|\/®(u)8twn||%u
und
1
(Y ()02 0wy, Drdpwy)y = 5z~)t(1r(u)atafcwn,atafgwn)H

1
= 5815" V T(u)@tﬁanﬂﬁ,
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unter der Voraussetzung, dass alle g; hinreichend oft differenzierbar sind. Wir
setzen wy in die Gleichung (5.22) ein, multiplizieren mit dg7 und summieren
iiber j, was zu

(@(u)@fwn, 3twn)H + (T (1) 920wy, 005wy + a (wy,, dpwn;t)  (5.25)
=R (fzv atwn)ﬂ-]l

fithrt. Wir benutzen die obigen Umrechnungen sowie (5.13) bzw. (5.14) in (5.25),
O [IN/OW)drwnllf + IV T @Ay wnllf + alwn, wast)] = @' (wn, wns )
= 2R (fz, dtwn)H.

Durch Integration von 0 bis ¢ < T erhalten wir

1v/© () | + II\/iata wnllfg + a(wn, wn;t)
= [[VOw)dwn (- 0l + v/ (w)dedzwn (-, 0)[If + alwn(:,0), wn(-, 0); 0)

+/0 0 (wn (- ), wn (-, 5); 5 ds+2R/ (F.(+ ), Bstwon (- 5))st ds.

Wir konnen die Bedingung der V-Koerzitivitat, die Beschréankheit der Bilinear-
form a(-,-;t) fiir t = 0 und die Beschrénkheit von a’(-, -;t) nutzen, es folgt

v© 8twn||]%1+ v 8?58 wn‘|12HI+C2HwnH%/
< VO (u)dawn (-, 0)||7 + Hv )3 0pwn (-, 0) |1y + c1lwn (-, 0)|F

+03/ [|wn (-, ||Vds+2R/ (f2(-,8), Oswn (-, s))m ds.

Dieses Resultat formen wir mit Hilfe der Schwarz’schen Ungleichung um:

1V/©(w)dpwnllfs + VY () 0:0s wnlhzm + cal[wall§
< [[VO(u)dwn(, HH++II\/ w)00zwn (-, 0) I + callwa (-, )|

+RAnﬁ@ﬂ@w+@4nwug@w+Rln@wmQMw.

In diese Ungleichung setzen wir die bekannten approximierten Anfangsbedin-
gungen ein:

1/ (u)pwnllf + 11/ (w)eBswn |f + callwnllF
< IVOwwn |l + v/ ()85 wn(-, 0)[f + erllwnolIF

+RAHﬂ@ﬂ@%+%AHwh$®®+RAH&w@$%%-

Zu der Funktion 0;0,wy(+,0) miissen wir noch einige Bemerkungen machen. Wir
haben diese Anfangsbedingung im Raum V; vorausgesetzt und betrachten die
Ableitung im schwachen Sinne, d.h.

/ OO0z wn (x,0)v dx = / Oywy, (x,0)dyv dx v e C5 ().
Q Q

Es gilt
/(%wn(:v,())dxv dx = / Wp1dgv dz
Q Q

und nach partieller Integration folgt

—/ Wp1dgv dor = / dpwp1v dx = 0;0pwy(+,0) = dywy.
0 Q
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Aus dieser Uberlegung gilt fiir unsere Abschiitzung:
IO (W) dwnlf + 1/ (w)adswnllfy + callwnllf
< IVl + -+ T [ + exlunolf + R [ 175 s

t t
tes / (- 8)|2 ds + R / 18ston (-, 8)|% ds.
0 0

Die Funktionen [|/O(u)dyw,||% und ||\/Y (u)d0,wy, )% kénnen wir, unter Be-
nutzung der Abschétzungen fiir die Nemytskij-Operatoren, nach unten bzw.
nach oben abschétzen,

OallOvwnllf < 1V/OW)dwallE < 05]|00wnll3;
¢a||at6an||]%l < | V T(u)atawwnH[QHI < @Z’bHataanH}%b

mit 6, = Rpug bzw. 0, = Rpup und ¢, = Rp% bzw. ¥y = Rp%. Es gilt

00| 0ywnl|3 + Vall0r0uwnl + callwnll?
< OpllwntlIf + Yol dewn || + c1llwnoll¥

t
+ /0 {RI (. 8)lE + esllwa(, )5 + RIOswa(-, 5)} ds.

Wir definieren
Cy := min{b,,Y,, c2}

und erhalten fiir die linke Seite der Ungleichung:
Cr{[[0pwnllf; + 10:0xwnllfy + lwnli} < OallOcwnllfy + YallBsdswnllfy + eallwnll?
oder in der H'-Norm

Cu{llcwnlly, + lwall¥} < GallOrwnfy + vallOeduwnl | + callwnll?-

Fiir die L?-Norm der Funktion swy, gilt ||9pw,[|% < Hf)twn”%,l und fiir die rechte
Seite definieren wir die Konstanten

Cy = max{6y, Yp,c1} + R und C3 := max{R, c3}.
Wir definieren, fiir die Anwendung des Lemma’s von Gronwall (5.7.11),
wa(t) = [[GewnllF, + lwall3-
Nach Einsetzen und Umstellen der Ungleichung gilt

Cs 2 2 ’ 2 Cs [*
) < G ol + Tl + [ 150 s + G [ (o) ds

IN

= g—i—/o h(s)wn(s) ds.

Aus dem Lemma folgt fiir h(t) = %, 0<t<T < oound
1

e 2 2 T 2
9= = |llwnolly + l[wn1lly, + I1f=(8)llm ds|
Cq 0
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Cs 9 9 T 9 e
— | lwnolly + llwn1lly, + [ f2(-, 8)llm ds| exp —-ds
Ch 0 o C1

= L2 Vo2 + Jomll3, + /THfz(- )12 ds| exp ((£2¢) .
Ci A ’ Ci

wp(t)

IA

Da [[wnol|3 — |lwol|? und |jwn:||Z — Hw1H%;1 gilt, gibt es zu jedem € > 0 ein n.,
so dass flir n > n, gilt

€ €
ol — ol < 5 Hllwma [ = lwnllf, | < 5,
folglich ist
2 _ & 2 2 € 2
lwnolly <5 +llwolly  llwnilly, <5 + wills,-
Daher gilt fir n > n. und ¢t < T
CQ T CS
n(®) < G luolfy + unlf, +2 4+ [ 1A Colas| o (7). 20)

Wir haben gezeigt, dass w, € L2(0,T;V) und dyw, € L2(0,T;V;) gleichmifig
beschrénkt mit einer Schranke, von n unabhéngig ist. Nach Lemma (5.7.12)
existiert eine Teilfolge {wy,} C {w,} und Elemente z € L2(0,T;V) sowie

Z € L2(0,7T; V1) mit der Eigenschaft

Wy, — z € L2(0,T;V), m — oo

und
Opwy, — 2 € L2(0,T;Vy), m — oo.

Im Existenzbeweis einer Losung der modifizierten Nebenbedingung haben wir
bereits Z = 0;z gezeigt und nach Voraussetzung gilt

Wi (+,0) = wpmo — wp in V fiir m — oo, also z(+,0) = wp.

Wir wihlen ein ¢ € C1(0,7) mit p(T) = 0 und setzen ¢; := ¢(t)v;(z) und
multiplizieren unsere Gleichung (5.22) mit ¢(¢) und integrieren partiell bez. ¢:

T
/O {—(@(U)Btwm, at¢j)H — (T(U)ataa;wm; ataw¢j)H + a(me ¢j; t)} dt
T
= / (R f2(1), @) dt + (O(w)wmr, ¢5(-, 0))r + (T(w)dewmi, uj(-, 0)),

0

fiir m — oo folgt
T
/0 {—=(0(w)z,0¢j)m — (Y (w)Ds0p2, 0025 ) + alz, ¢j;t)} di
T

— /0 (R £+ 1), 63 dt + (O(w)wr, 6 (-, ) (5.27)
+ (T(u)dxwh a:z:¢j(') O))H

Dabei benutzen wir die Beziehungen:

/ 00 wmv dx = —/ OrwWidzv dx Vv e Q)
Q Q
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und fir m — o

—/zdwvdx:/axzvdx VoveCC(R).
Q Q

Wenn wir aber ¢(t) € ©(0,7), d.h. ¢ € C5°(0,T) wahlen, so folgt aus der
Gleichung (5.27) fiir alle ¢(¢) und fir j € N

(©(w)d7 2, vj)m + (T ()9} oz, 0z + alz,v55t) = (R fz, v5)m.
Da dies fiir alle Basisfunktionen v; gilt, folgt schlieflich
O(u)d2z — 0,(Y(u)d?0y2) + Lz = R f.. (5.28)

Aus (5.27) und (5.28) erhalten wir nach partieller Integration beziiglich ¢ mit
Funktionen ¢ € C1(0,7) mit ¢(T) = 0

(O(u)0z(z,0), p(0)vj)m = (O(w)wr, p(0)vj)m Vv,
und
(T(w)Ais=(x,0), @(0)dsvy)is = (X (u)dswr, p(O)dovy)ie ¥ vy,
d.h. 82(z,0) = w; und 8,0,2(x,0) = dyw. Damit ist » die Losung von
O(u)2z — 0p(Y(1)020,2) + 02(®(w)D22) + U(u)z = R f,

mit den zugehdrigen Anfangs- und Randbedingungen. Fiir die stetige Abhén-
gigkeit der Lésung von den Anfangsbedingungen und der rechten Seite f, inte-
grieren wir die Abschétzung (5.26),

T T
/0 {|atwm||%y1+||wmu%,}dt§CT(uwo|r%/+||w1||%v1+e+ /0 ||fz(-,t)\|12mdt>,

mit C = %exp (%T> und weil fir w,, — z gilt ||z|lv < liﬁiio%f ||wm ||y, folgt

T T
[ 0, 411y de < €7 (uolf + ol + [ 120l ).
da € beliebig war. Wir setzen w = z und erhalten die zu beweisende Abschét-

zung. O

Bemerkung 5.7.30. Der Ezistenzsatz (5.7.29) behdlt auch seine Gliltigkeit,
wenn wir statt der Steuerung u in den Koeffizienten die gestorten Steuerungen
u~+ h mit h € L>° und h hinreichend klein zulassen.

5.7.7 Vollstiandige Variationsformulierung der vollstindigen Ne-
benbedingung

In diesem Abschnitt wollen wir die Energieabschéitzung fiir die Losung w ver-
bessern und die vollstdndige Variationsformulierung herleiten. Sei

VCH = H* CV*,

der Gelfand’schen Dreier mit den Radumen V und H, dann gilt auch unter Hin-
zunahme der Sobolev’schen Einbettungssétze:

VvV, CH =H* CviC Vv,

Ausfiihrlichere Informationen zu dieser Thematik siehe [5],[6],[9].
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Definition 5.7.31. Der Raum W?Y(Q) wird eingefiihrt durch

W2(Q) = {w € L3(Q), 0.0/ w € L*(Q),i = 0,1,2, j = 0,1, w|y = 0}
und versehen mit der Norm

1
2

2 1
[wllyz(q) = //QZZ[agagw(x,t)de dt

i=0 j=0

Diese Definition ist mit den Losungsraumen aus dem Existenzsatz (5.7.29) der
vollstdndigen Nebenbedingung vertraglich.

Definition 5.7.32. Der Raum W?2(Q) wird eingefiihrt durch
W22(Q) = {w € L3(Q), 820w € L2(Q),i =0,1,2, j = 0,1,2, w|y = 0}
und versehen mit der Norm

1
2

2 2
[wllwe2(q) = //QZZ[a;agw<m,t)]2dxdt

i=0 j=0

Wir verstehen analog zum Abschnitt (5.9.5) alle Ableitungen als schwache Ab-
leitungen. Wir gehen iiber zur vollstdndigen Variationsformulierung, indem wir
die vollstéindige Nebenbedingung mit Funktionen v € C?(Q) mit der Einschriin-
kung v|y, = 0 multiplizieren, tiber das Orts-Zeit-Gebiet @ integrieren, die par-
tielle Integration beziiglich z ausfithren und die bekannten Randbedingungen
einarbeiten,

// {6(w)d7wv + T (u) 0 0pwdyv + ®(w)02wd2v + ¥ (u)wv} dr dt
Q

:R//szvdxdt.

Hierbei haben wir zunéchst eine klassische Losung w € Wg angenommen, um
die Existenz der Integrale zu sichern. Jetzt fithren wir die partielle Integration
beziiglich ¢ durch:

// {—0(u)dwdsv — Y (1)0;0,wddyv + ®(u)2wdv + W (u)wv} dx dt
Q

= R / /Q fovdxdt — /Q [O(u)dywv]l dx — /Q [T (1) 0y wdyv)E da.

In den berechneten Randintegralen kénnen wir aufgrund der Voraussetzung
einer klassischen Losung die Anfangsbedingungen einsetzen, es verbleiben die
Randintegrale:

/ O(u)0yw(x, T)v(z,T) dr und / Y (u)00pw(z, T)Opv(x, T) d.
Q Q

Denn aus dyw(-,0) = 0 folgt auch 9, 0,w(-,0) = 0. Fiir v € C?(Q) ist v(-, T') sowie
0v(-,T) wohl definiert und fiir v € W?(Q) sind sie als Spuren im L2(f2) zu
verstehen. Aus dem Existenzsatz (5.7.29) kénnen wir auch auf die Existenz der
Anfangsbedingungen dyw(-,0) = wy = 0 bzw. 9;0,w(-,0) = dywy = 0 in diesem
Raum schlieften und diese in der Variationsformulierung beriicksichtigen. An die
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Funktion v stellen wir noch die Zusatzbedigungen v(-,7") = 0,v(-,7) = 0 und
somit gilt fiir alle v € W*1(Q) die vollstéindige Variationsformulierung:

/ {—O(u)dwdsw — T ()0 0pwdidpv + ®(u)I2wdv + W(u)wv} dx dt
Q
= R/ frvdxdt (5.29)
Q

mit der Anfangsbedingung w(-,0) = wy = 0.

Definition 5.7.33. Eine Funktion w € W?1(Q) heifit schwache Lésung der
vollstindigen Nebenbedingung, wenn sie die vollstandige Variationsformulierung
(5.29) fiir alle v € W>L(Q) erfiillt, welche der Anfangsbedingung w(-,0) = 0 und
zusdtzlich der Forderung v(-,T) = 0yv(-,T) = 0 gendigen.

Die Giiltigkeit dieser Variationsformulierung hatten wir bereits im Beweis von

Satz (5.7.29) bestatigt.

Wir gehen iiber zum Konzept der abstrakten Funktionen und setzen voraus,
dass die abstrakte Funktion w mit der reellwertigen Funktion w fast iiberall
iibereinstimmt.

Definition 5.7.34. Unter W2(0,T) versteht man den Raum allerw € 1L2(0, T; V)
mit Ableitungen dyw € 1L.2(0,T; V1) und distributionellen Ableitungen
d?w € L*(0,T,V*), versehen mit der Norm

1
2

Iwllweiom) = ( / (W + ldewll3, + wr%,*}dt)

In dieser Raumdefinition sind auch die Funktionen mit gemischten Ableitun-
gen enthalten. Weiterhin gilt natiirlich auch dyw € L2(0,7;H) aufgrund der
Einbettungssiitze. Der Raum W?2(0,7T) wird mit dem Skalarprodukt

T
(W, V)wiom) = / ((w, v}y + {dew, div)y, + (@, Bv)y-} dt
0

zu einem Hilbertraum. Das Skalarprodukt des Raumes V* wird durch die Duali-
tatsabbildung und die Anwendung des Satzes von Riesz mit dem Skalarprodukt
des Raumes H dargestellt.

Satz 5.7.35. Die nach Satz (5.7.29) existierende schwache Losung w € W?1(Q)
gehort gegebenenfalls nach Abdnderung auf einer Menge vom Mafl Null, dem
Raum W2(0,T) an.

Beweis. Die vollstdndige Variationsformulierung (5.29) integrieren wir noch ein-
mal beziiglich ¢,

/ /Q {O(w)wdv + T (u) 0, wd}O,v} dx dt

_// (®(w) 02w + U (u)wo — Rf.v} dxdt—l—/g@(u)@tw(-,o)v(-,o) da
/e 0)d0(-, )dx—/QT(u)(?tﬁmw(-,O)axv(',O) do
/QT( 10y(-, 0)0,D,v(-, 0) da
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fiir alle v € W22(Q) mit v(-,T) = 0y (-, T) = 0. Wenn wir jetzt wie im Beweis
von Satz (5.7.29) die Funktion v(x,t) = y(x)e(t) mit p(t) € C§°(0,7) und
y € V setzen und das Konzept der abstrakten Funktionen einbeziehen, folgt

/ {(O@)w(t), v + (X (w)uw(t), duy)ss}deo(t) dt
/ ((@(w)d2w(t), ) + (T (u)w(t), ) }o(t) dt
T

" /0 (RE,(1). y)so(t) dt.

Nach Definition von w € W?1(Q) gehért fiir fast jedes ¢t die Funktion w zu
L2(2). In den restlichen t-Werten koénnen wir die auf der rechten Seite vor-
kommende abstrakte Funktion w durch Null fortsetzen, ohne diese Funktion im
IL2-Sinne zu verindern.

Unter dem Integral stehen fiir feste ¢ lineare Funktionale F;(t) : V — R:
Fi(t): y e (2u)dw(t), diy)u
By (T()w(t),y)s
F3(t) = (RE,(t), y)u-

Aus dem Beweis von Satz (5.7.22) wissen wir bereits, dass

IEL (@)l < Callw(t)llv

[E2(O)[ve < cullw(t)]lv

[E3(0)[[v- < cllfa(t)lm
mit Konstanten ¢g, ¢y, ¢ gilt. Die rechts stehenden Funktionen in der Variati-
onsformulierung sind alle quadratisch beziiglich ¢ integrierbar, wegen
w € L2(0,T;V) c L%(Q) und f, € L2(0,T;H) = L2(Q), folglich auch die links
stehenden Funktionen. Wir setzen F(t) = > F;(t), dann ist F € L2(0,T;V*)
(siehe Abschnitt (5.7.2)).

Wir schreiben unter Verwendung des Funktionals F' die vollstéandige Variations-
formulierung um:

/ (O@)w(t)(t), v + (X(w)Dw(t)p(t), dyyy)ic} dt
T
- /0 (F(t)p(t). y)s dt

und vertauschen die Integrationsreihenfolge

T T
/ {O(u)w(t) — 0x[T (w)dw(t)]} dip(t) db,y | = — </ F(t)p(t) dt, y>
0 0 ) 0

fiir alle y € V. Es gilt

T T
/ 2(t)d2p(t) dt = — / Flt)o(t) dt
0 0

im Raum V*. Dann ist auch d?z = —F im Sinne von vektorwertigen Distribu-
tionen, also d?z € 1L.2(0, T; V*) und somit z € W?(0,T). Aufgrund der Definition
von z gilt damit auch fiir die abstrakte Funktion w € W2(0,T') (inclusive schwa-
che Ableitungen beziiglich z).

O
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Satz 5.7.36. Die schwache Lisung der vollstindigen Nebenbedingung gentigt
der Abschdtzung

1wl 0.my < CuT (I f 120 7 + llwolly + nlf3,)

mit einer von f,, wo, w1 unabhdngigen Konstanten Cy, > 0. Damit ist die Abbil-
dung von (f, wo,w1) — (w,d;w) stetig von 1L2(0, T; H) x Vi x H nach W2(0,T).

Beweis. Fiir die Norm von ||w||y2(o 7 gilt

HWH%)V?(O,T) = ||W||n%2(o,T;V) + ||dtWH]%2(o,T;V1) + Hd%WH]%?(O,T;V*)'

Fir den ersten Anteil hatten wir bereits

”WH]%Q(O,T;V)_‘_HdtWH]?P(O,T;Vl) = HW”%WQJ(Q)
< CT(If: ooy + lwolld + i l13,)

N

gezeigt. Fiir den zweiten Teil nutzen wir die Erkenntnisse aus dem letzten Beweis
mit den dort verwendeten Funktionalen F;:

3

>R

i=1

3
< Z 1 E5l[L2 0,759+
L2(0,T3v*) =1

a||d§WHL2(0,T;V*) <

wobel a = min{ Rpuy, R,o%}. Fiir die Abschétzungen dieser Funktionale siehe
Beweis von Satz (5.7.23). Es gilt

1w 1202y < CuT (16l Zoan + llwolly + w3,
mit einer Konstanten C,, die zu beweisende Ungleichung. O

Bemerkung 5.7.37. Fiir die Einbettung des Raumes W2(0,T) in den Raum
der stetig differenzierbaren Funktionen CY(0,T) und damit auch die Ezistenz
der Anfangs- und Endwerte der Funktion w in diesem Raum konnen wir die
Einbettungssitze heranziehen. Ausfiihrliche Details zu dieser Thematik findet

man in [5] S.432ff und S.407ff.

Bei der vorgelegten Nebenbedingung verwenden wir homogene Anfangsbedin-
gungen und damit vereinfacht sich die Abschitzung zu

||W||%W2(07T) < CuT||f> ||]%2(0,T;H)

und folglich

Wllw20,1) < VCWT || f2lL2(0,1;80) - (5.30)

Diese Abschétzung werden wir im Beweis der notwendigen Bedingung 1. Ord-
nung der Optimalsteuerungsprobleme mit vollstdndiger Nebenbedingung ver-
wenden.

Wir koénnen die vollstédndige Variationsformulierung umschreiben, indem wir
w € W2(0,T) voraussetzen,

T T
/0 {(O(u)d?w (L), v)y= v + (Y (u)Dpdiw(t), Opv)ys v} dt +/0 a(w,v;t) dt

T
:/O (sz(t)av)Hdt
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fir alle v € L2(0,7;V) und mit den Anfangsbedingungen w(0) = wp und
diw(0) = wy. Wenn wir in dieser Gleichung einmal beziiglich ¢ partiell inte-
grieren, folgt

T

; {=(O(w)diw(t), O)m — (Y (u)0pdiw(t), O0,v)m + a(w(t),v;t)} dt

T
- / (RE,(1), ) df — / O(w)dyw(T)o(-, T) dz + / O (w)dyw(0)u(-, 0) dz
0 Q Q
—/T(u)@xdtw(T)ﬁxv(',T) dx—l—/T(u)axdtw(O)axv(‘,O) dz
Q Q

fiir alle v € W21(Q) mit den Anfangsbedingungen w(0) = wp und
dyw(0) = w; sowie der resultierenden Anfangsbedingung 0,d;w(0) = dyw;. In
unserem speziellen Fall sind homogene Anfangsdaten vorgelegt und somit folgt:

/ {=(O(u)dyw(t),0w)m — (T(u)0pdyw(t), 0:0zv)m + a(w(t),v;t)} dt

_ /O (RE,(1), v Hdt—/@ Vdyw(T)o(-, T) da
—/T(u)@xdtw(T)&pv(-,T) dx
Q

fiir alle v € W21(Q). Diese Gleichung behilt auch ihre Giiltigkeit, wenn wir
v € W2(0, T') voraussetzen. Im folgenden wollen wir uns mit héherer Regularitit
der Losung w beschéftigen. Diese hohere Regularitétsforderung bendtigen wir
im Beweis der notwendigen Bedingungen erster Ordnung fiir unsere vorgelegten
Optimalsteuerungsprobleme.

Definition 5.7.38. Unter H*(0, T;H) verstehen wir den Raum aller Funktionen
w, die Ableitungen diw € 1L.2(0,T;V1), i = 0,...,k haben. Wir versehen den
Raum mit dem Skalarprodukt

T k
(W, V)mk(0,7:v1) :/0 Z(déw7dév)vl dt
=0

und der zugehdrigen Norm

W |5 0,751) (/ Z [ diw ()13, dt)

Diese Definitionen sind mit den bisherigen Raum-Definitionen W2!(Q) bzw.
W22(Q) vertriiglich, wenn wir die stetigen Einbettungen im Gelfand’schen Drei-
er VCVl bertiicksichtigen.

Definition 5.7.39. Unter H*(0,T; V) verstehen wir den Raum aller Funktionen
w, die Ableitungen diw € 1L2(0,T;V), i = 0,...,k haben. Wir versehen den
Raum mit dem Skalarprodukt

1
2

k

T
(W, Vs o.10) = /0 S (diw, div)y dt

=0

und der zugehdrigen Norm

I e om0y = (/ >l Hm)

=
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Im Gegensatz zur modifizierten Nebenbedingung kénnen wir an dieser Stelle kei-
nen abstrakten Losungssatz formulieren. Durch das Vorhandensein eines Termes
mit gemischter Ableitung in der vollstédndigen Nebenbedingung ist dies ein of-
fenes Problem. Wir kénnen aber stirkere Annahmen vorgeben, um damit die
hohere Regularitét zu erreichen.

Voraussetzung 5.7.40. Wir betrachten die vollstindige Nebenbedingung
(O(w)diw, v)y + (Y (w)dpdiw, Opv)y + (Lw,v) = (R 5, 0)m  in (0,T]
fir alle v € V und mit den Anfangsbedingung
w(0) = dyw(0) = 0.
Aufer den in (5.7.9) gemachten Annahmen setzen wir voraus:

a)
f- € HY(0,T;V1); w(0),dsw(0) € V; d?w(0) = £,(0) € V.

b)

f. € H(0,T;Vy); w(0),dyw(0),d?w(0) € V; diw(0) = dyf,(0) € V.

Dann soll fiir die Losung w
a)

w e HY(0,T;V), ?w € L2(0,T;V,), d>w € L2(0,T; V*).

w € H?(0,T;V),  diw cL?0,T;Vy),  diweL*0,T;V*)

gelten. Dies sind natiirlich sehr starke Voraussetzungen und Anforderungen an
die Losung w. Bei den Voraussetzungen haben wir Kompatibilitdts-Bedingungen
formuliert, die natiirlich an der Stelle ¢ = 0 zu den Randbedingungen des Raum-
es V passen miissen. Die bisher berechneten Losungsabschétzungen behalten
weiterhin Giiltigkeit aufgrund des Gelfand’schen Dreiers und den damit ver-
bundenen Einbettungen.

Bemerkung 5.7.41. 1. In den vergangenen Abschnitten haben wir die Exis-
tenz einer Lisung der modifizierten bzw. vollstindigen Nebenbedingung
aufgezeigt und die resultierenden Energieabschdtzungen unter Verwendung
der abstrakten Rdume verbessert.

2. Durch die Verwendung des Konzeptes der abstrakten Rdume konnen wir
die vollstindige Variationsformulierung effizient darstellen und daraus folgt
auch fiir die notwendigen Bedingungen erster Ordnung eine elegantere
Darstellungsweise.

8. Durch Verstdrkung der Voraussetzungen beziiglich der Anfangsdaten und
der Krafteinwirkung f, konnen wir fir die Losung héhere Reqularitit si-
chern (erwarten). Diese hohere Regularitit ist fir die Beweise der not-
wendigen Bedingung erster Ordnung existenziell.
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5.8 Zustandseliminierung im Zielfunktional

Die urspriinglichen Optimalsteuerungsprobleme fiir den instationéren Fall (Pro-
blem A-D) formen wir soweit um, dass wir eine nichtlineare Optimierungsaufga-
be im Banachraum erhalten. Fiir diese Problemstellungen werden wir in diesem
Abschnitt die notwendige Bedingung erster Ordnung beweisen.

5.8.1 Problem A

Wir definieren analog zum stationéren Fall den Steuerungs-Zustands-Operator
G 4, der jeder Steuerung u € Uyqg einen eindeutigen End-Zustand
Ws = ws(+,T) € V zuordnet, durch

Ws = G a(u) Uga =V,

wobei die schwache Losung ws der modifizierten Nebenbedingung und den An-
fangsbedingungen geniigt. Der Steuerungs-Zustands-Operator G 4 ist im Gegen-
satz zum stationédren Fall von komplizierter Bauart. Wir miissen berticksichtigen,
dass nur die Funktionswerte zum Endzeitpunkt 7" in das Zielfunktional einflie-
fen. Dieser Operator G4 setzt sich zusammen aus dem Zuordnungs-Operator
Zs : u — ws und dem linearen Beobachtungs-Operator Ep : wg — ws(-,T'). Es
gilt
u(-) = ws(-, ) = ws(+,T) <= ws(-,T) = Er(Zs(u)) =: Ga(u).

Mit dem Operator G 4 folgt fiir das Problem A eine einfachere Darstellungsweise:

ZF: min J(G4(u)) = min /Q[GA(U)](QZ) dx

uEUad UEUad
BS: Upg = {u e L°(Q), uy < u(r) < up L. in Q, / u(x) de = C’} :
Q

Die modifizierte Nebenbedingung haben wir durch den Steuerungs-Zustands-
Operator G 4 formal eliminiert. Wir definieren

fatu) = J(Gau)) = /ﬂ (G Aw))(x) da

und verwenden dies als neues Zielfunktional. Ist w optimale Steuerung, so muss
die notwendige Bedingung erster Ordnung (Variationsungleichung)

fa@)(u—u)>0 Vu € Uy

erfiillt sein. Wir wenden uns der Berechnung von f’ (@) zu, wobei wir zunéchst
die Kettenregel fiir h € L°° anwenden:

(fa(@), h) = (J'(Ga(@)), Gy (@)h) = /Q(G,A(U)h)($> dz.
Wir benétigen G'4 (@) in der Ableitung des Zielfunktionals und berechnen die-
se als Fréchet-Ableitung des Steuerungs-Zustands-Operator G 4. Diese Fréchet-
Ableitung G4 (uw) muss der Eigenschaft

Ga(w+ h) — Ga(u) = Gy (u)h + r(u, h)

mit _—
IRl o i a0
1Al

geniigen.
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Voraussetzung 5.8.1. 1. Das Gebiet QQ ist ein beschrinktes Lipschitzgebiet.

2. Die verwendeten Nemytskij-Operatoren sind beziiglich des Raumes 1L*°
Fréchet-differenzierbar, siehe Kapitel 3.

3. Die Anfangsbedingungen sowie die Krafteinwirkung f, der modifizierten
Nebenbedingung erfillen die Voraussetzungen des Regularititssatzes

(5.7.26) (b) und somit gilt ws € H2(0,T;V).
Bemerkung 5.8.2. Die Voraussetzung (3) ist sehr stark, die wir aber zum Be-
weis der Eristenz der Fréchet-Ableitung des Steuerungs-Zustands-Operator G 4
bendtigen. Der Existenzsatz (5.7.13) fiir hyperbolische Probleme besitzt nur Giil-
tigkeit fiir rechte Seiten f € L2(0,T;H), [5] S.429. Im Anschluss an diesen

Beweis werden wir die Forderung nach der hohen Regularitdt abschwdchen kén-
nen.

Satz 5.8.3. Mit den Voraussetzungen (5.8.1) ist der Steuerungs-Zustands-Operator
G a Fréchet-differenzierbar von L°(Q) nach V. Die Ableitung hat die Form

G£4 (ﬂ)h =Ya,
wobei h € L°(Q) beliebig und ga = ya(-,T) der Endwert der schwachen Lisung
ya € HL(0,T;V) C W2(0,T) des Anfangs-Randwertproblems
O(w)d7ya + 07(2(W)Izya) + ¥ (@ya
= -0/ (u)ho}w, — 0X(P' (u)hd*w,) — V' (u)hw,

mit den Randbedingungen
yals = 0Zyals =0
und den Anfangsbedingungen
ya(-,0) = dya(-,0) =0

ist. Unter u bzw. ws € H2(0,T;V) verstehen wir die optimale Steuerung bzw.
den zugehorigen optimalen Zustand.

Bemerkung 5.8.4. Wir fordern im Satz, analog zu der Lisung ws der mo-
difizierten Nebenbedingung, fiir ya hohere Regularitit. Diese wird im Beweis
bendtigt, um die Restgliedeigenschaft aufzeigen zu kénnen.

Beweis. Um im Beweis den Uberblick zu bewahren, verwenden wir zunéchst
die starke Formulierung. Sei ws = G 4(u) = ws(-,T") der Endwert der schwachen
Loésung des Anfangs-Randwertproblems

(W) 07w, + 92 (®(u)03w,) + V(w)ws = Rf.
RB:  w(0,-) = Ws(1,-) = 8°w4(0,) = &*w,(1,-) =0
AB: ws(+,0) = 0ws(-,0) =0
und sei @, = wy(-,T) = Ga(u + h), h € L>°(Q) der Endwert der schwachen
Losung des Anfangs-Randwertproblems
O(T + h)Ofw, + 02 (®(u + h)D2w,) + ¥(u + h)w, = Rf.
RB:  wy(0,") = wy(1,") = 2w, (0, ) = O2wy(1,-) =0
AB: wy(+,0) = Jyw,(-,0) = 0.
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Wir bilden die Differenz G4(u+ h) — Ga(u), was der Subtraktion der Endwerte
der beiden Probleme entspricht. Die Endwerte ws(-,T") bzw. wy(-,T) werden
durch den Beobachtungs-Operators Ep eindeutig den Losungen ws(-,-) bzw.
wy(+, +) zugeordnet und somit kénnen wir auch die Anfangs-Randwertprobleme
voneinander subtrahieren,

O + h)dwy, + 02 (B(u + h)0*wy,) + (U + h)w, = Rf.
—O(u)0fws — 07 (®(0)02w,) — V(u)ws = —Rf.

wu(oa ) *@5(07 ) = w’u(la ) wS( ) =0
a:%wu(oa ) - 82@5(0, ) = 8£wu(17 ) - agws( 7') =0
Wy (+,0) —wWs(+,0) = dywy(+,0) — ws(+,0) = 0.

Wir fiigen produktive Nullen ein

+0R1®(u + h)O (wy — Ws)] + (@ (@ + h) — @ (w)]07ws)

O(T + h)0} (w, — Ws) + [O(T + h) — O(W)]|0%w,
_l’_
+U(u+ h)(w, —ws) + [¥(u+ h) — ¥(u)|ws =

um die Fréchet-Differenzierbarkeit der Nemytskij-Operatoren ausnutzen zu kon-
nen,

O(U + h) 3} (wy — Ws) + [0/ (W)h + 7o (U, h)|OF W,
+ OZ[D(T + h) 07 (wy — Ws)] + OF([®' (@)h + 7o, h)|07w,)
+ U (u+ h)(w, —ws) + [V'(@)h + rg(u, h)]ws = 0.

Die Anfangsbedingungen bzw. Randbedingungen bleiben unverdndert. Wir set-
zen wy, — Ws = YA + Yr, und durch den linearen Beobachtungsoperator Ep gilt
dies natiirlich auch fiir die Endwerte @, —Ws = §4 + ¢, mit g4 = ya(-,T), wobei
y4 die schwache Losung des Anfangs-Randwertproblems

O ()97 ya + 07 (P(u)3ya) + V(u)ya
= —O'(u)hojws — 92 (¥ (W)hd2w,) — V' (w)hiwv,
RB: ya(0,) =ya(1,) = 02ya(0,-) = &aya(1,-) =0
AB: ya(-,0) = Oya(-,0) =0

ist. Wir bilden die Differenz, um eine Gleichung fiir ¥, zu bestimmen, also y, =
Wy — Ws — YA:

O(@ + h)J; (ya + yr) + (O (@)h + re(u, h)d7ws + OZ[®(u + h)dZ(ya + yr)]
+03([®"(@h + re (@, )]O7ws + U (u+ h)(ya +y,) + [V (@h + re(a, h)]ws
— O(@)0Rya — 0 (B(@)ya) — V(a)ya - O (@i, — 0 (B (Whoiw,)
— V' (w)hws = 0,
wobei g, = y, (-, T) die geforderte Restgliedeigenschaft besitzen soll. Wegen der
Fréchet-Differenzierbarkeit der Nemytskij-Operatoren gelten die Gleichungen
Om+h) = O
S(u+h) = P
V(u+h) = Y(

)+ ©'(u)h + reo(u, h)
)+ @' (W)h +re(u, h)
)+ W' (w)h + ry(u, h).

SIS

S
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Durch Umstellung und Vereinfachung folgt letztendlich

O(T@ + h) D2y, + 0X(® (@ + h)d2y,) + V(T + h)y, + [0 (@)h + re (U, h)|02y 4
+ro(T, h)0fws + 03([®' (W)h + ro (U, h)|02ya) + [V (@)h + re (T, h)|ya
+ &(ro (@, h)02w,) + ry (U, h)ws = 0.

Die Anfangs- und Randbedingungen der Gleichungen fiir y4 bzw. 3, sind analog
zu den Gleichungen fiir ws bzw. wy,.

Das Anfangs-Randwertproblem fiir y4 iiberfithren wir in die vollstédndige Va-
riationsformulierung und diskutieren die Existenz einer Losung im schwachen
Sinne,

//Q{@(U)@?yw + )02y 2070 + U (W)yav} da dt
= / /Q {—0/(W)dfwsw — @' (0)0*w0%v — V' (W)wsv}h de dt
fiir alle v € LL2(0,T;V). Wir setzen
fys(v) == //Q{—@’(u)atzwsv — &' (0)02ws0%v — V' (W) wWsv}h da dt

und

S(u)(x) = max{|©'(@)], | (@)|, ¥ (w)[}.

Mit diesen Definitionen folgt fiir den Betrag der rechten Seite des Anfangs-
Randwertproblems

£s @1 < [ [ (IS@hI(0Fw0] +102w,020] + w0} dode
Q
und fiir die Norm des Funktionals gilt

| fya(0)]
[fyall = sup A
vel2(0,T;V) ||U||1L2(0,T;V)

< ClZ() e bl W5 w201

< ClIB @)l | Alleo s 22

Fiir die Funktion w, haben wir gefordert ws € H2(0,T;V), also

ws € L20,T;V), duws € L2(0,T;V) und 02w, € L2(0,T;V). Mit der Eigen-
schaft der stetigen Einbettung des Gelfand’schen Dreiers gilt 9w, € 1L2(0, T; H)
sowie 92wy € L2(0,T;H) und 9w, € L2(0,T;V*), was unsere obige Abschiit-
zung rechtfertigt.

Nach Einsetzen der Abschéitzung fiir die Losung W folgt:

1 Fyall < ClIS oo [Ihllioe v/ Cu T follz 0,8 -

Da offensichtlich die rechte Seite f,, (v) aus quadratisch integrierbaren Funktio-
nen besteht, kénnen wir den Existenzsatz (5.7.13) anwenden und fiir die Losung
y4 die Abschétzung

Iy allwz 0.1y < ClIE e l|AllLoe | f2llz2 0,738,

mit einer Konstanten C' ermitteln. Aufgrund der hohen Regularitdt an die
Losung der modifizierten Nebenbedingung gilt auch y4 € HL(0,7;V) sowie
0?ya € L2(0,T;H). Diese Eigenschaft der hoheren Regularitit beziiglich ya
werden wir im folgenden bendtigen.
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Wir wenden uns der Restgliedgleichung fiir 4, zu und auch fiir diese Gleichung
besitzt der Existenzsatz (5.7.13), fiir h hinreichend klein, Giiltigkeit. Nach Uber-
gang zur vollstdndigen Variationsformulierung gilt:

/ {O(T + h)d2y,v + ®( + h)02y,0%v + U(u + h)y,v} dx dt
Q

/ Q{[@’(u)h + ro(u, h)]@?yAv + ro(u, h)@f@sv

+[®'(u)h + ro(u, h)]azyAa% + [V (u)h + g (U, h)]yav
+ 79T, h)02Ws02v + ry (T, h)Wsv} d dt.

Fiir die Abschitzung der Losung ¥, definieren wir

Jy, (v // {[©'(u)h + ro(T@, h)]02yav + e (T, h)0Fwsv
& (@)h + ro(T, h)]02yad%0 + [V (W)h + o (T, h)]yav
+ np(u, h) 02w 0% + ry(, h)wsv} dz dt,

und
Ty, (@, h)(x) := max{|re(w, h) (@), [re (U, h))(z)|, [re (@, h))[}.

Offensichtlich ist jede Funktion der rechten Seite quadratisch integrierbar. Fiir
die Norm des Funktionals f,, berechnen wir zunichst den Betrag des Funktio-
nals:

[fy ()] < /Q{IE(U)h + 7y, (@, W) (107 yav] + |0Zya070] + [yav])
Hry, (@ 1) (107 Ws0] + [03w:050] + [wsol)} da dt,
und nach Berechnung der Supremums-Norm gilt fiir alle v € L2(0, T; V):

[fy Il < {1l 1BllLee + [Ty, (@, 2)|lLee } [y allwe(o,1)
+ {17y, (@, 7))l [|Wsllwz o,7)

C{IZIE 1Pl + lI7y, @ )l|Les [ EllLoo || Ao
+ [[ry, (@, B)|lLee } || f2 L2 0,7;m)-

IN

Jetzt konnen wir den Existenzsatz (5.7.13) anwenden und fiir die Losung y, die
Abschétzung

Iyrllwzor) < C{ISIE<IRlEe + lry, (@, B)[lLoo 1S lLoe [|AllLe
+ 7y, (@ ”)lleee } 1z ez 0,78y

mit einer Konstanten C', folgern.

Offensichtlich ist die Losung y4 des Anfangs-Randwertproblems linear beziiglich
h € L>°(Q) und durch den linearen Beobachtungs-Operator Er wird diese Ei-
genschaft nicht verdndert. Um die Restgliedeigenschaft der Lésung y,- zu zeigen,
teilen wir die Abschétzung fiir 3. durch die Norm der Funktion A und miissen
zeigen, dass fiir h — 0 auch die Lésung v, gegen Null strebt,

HYTHWQ 0,7 B
Wio) < C{IIZIRo Pl + lIry, (@ b)lloe | Sllee

[ Af|Le } | 2Nl 0,7m)-
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Der Term ||||2 ||h||L strebt fiir A — 0 offensichtlich gegen Null. Bei 7, (u, h)
haben wir bereits die Restgliedeigenschaft der Nemytskij-Operatoren im Kapitel
3 gezeigt. Als Fazit folgt, dass fiir h — 0 auch y, — 0 strebt. Nach Anwendung
des linearen Beobachtungsoperators Er folgt 4, — 0. Da g, € V ist, gilt die
Restgliedeigenschaft beziiglich des Raumes V und somit die Behauptung des
Satzes.

O

Bemerkung 5.8.5. Im Beweis wire die Benutzung der optimalen Steuerung
w an keiner Stelle nétig gewesen. Dieser Satz gilt allgemein fir beliebige Steue-
rungen u € Uyq und zugehérige End-Zustinde ws. In Bezug auf die notwendige
Bedingung erster Ordnung ist nur die Ableitung an der Stelle w von Interesse.

Fiir die Ableitung des Zielfunktionals f4 beziiglich beliebiger Richtung
h € L>°(92) haben wir

faah = [ gade = [ yate.1) do
Q Q
mit y4 als schwacher Losung des Anfangs-Randwertproblems

O(W)d7ya + 97 (®(w)Doya) + ¥ (W)ya
= -0/ (W)hojw, — 02 (¥ (w)hozws) — V' (w) hw,

und den zugehorigen Anfangs- und Randbedingungen ermittelt, wobei wy der
zugehorige optimale Zustand zur optimalen Steuerung w ist.

Wir gehen tiber zur vollstdndigen Variationsformulierung fiir das Anfangs-
Randwertproblem mit Losung 34, indem wir auch die partielle Integration be-
ziiglich ¢ ausfithren und zusétzlich v(-,T') = 0 verlangen,

T
/0 {(=O(u)0ya, Orv)m + a(ws, v;t)} dt
T
= [ O @ha, By = (@ (@0, 20y — (V@ v} dr

Diese Gleichung gilt fiir alle v € W2(Q).

Bemerkung 5.8.6. In der vollstindigen Variationsformulierung kénnen wir
die fiir yo hohe Regularitits-Forderung

ws € H2(0,T;V) in die Forderung ws € HL(0,T;V) abschwdchen, weil eine
Zeit-Ableitung die Testfunktion v € WE’I(Q) tragt. Die Restgliedgleichung muss
analog in die vollstandige Variationsformulierung tuberfiihrt werden. Damit kann
man aber die Existenz der Losung ya,yr in der starken Formulierung beziiglich
t nicht sicher stellen.

Wir definieren einen adjungierten Zustand p4 zu u als Losung der
End-Randwertaufgabe (adjungierte Gleichung AG):

O@)d2pa + 2 (B(W)d2pa) + U(@)pa =0 (5.31)
RB:  pals = 02paly =0
EB: pa(-,T) =0 O(uw)opa(-,T) = —1.

Fiir die Existenz einer Losung dieser adjungierten Gleichung formulieren wir
folgenden Satz.
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Satz 5.8.7. Das Problem (5.31) besitzt genau eine schwache Losung
pa € W2(0,7), diese geniigt der Abschitzung

Ipallwz 0,y < VO,T(Rpug) ™.

Beweis. Wir definieren 7 := T — ¢ als neue Zeitvariable und setzen
p(-,7) = pa(-, T — t). Mit diesen Definitionen transformiert sich die Aufgabe
(5.31) zu

O1)d2p + 02 (®(w)92p) + V(w)p =0
RB:  plg=02pls =0
AB:  p(0)=0  9p(-,0)=——— =

Jetzt konnen wir den Existenzsatz (5.7.13) fiir Anfangs-Randwertprobleme an-
wenden und erhalten als Abschitzung fiir die Losung  im Raum W2(0, T):

IPllwzc0,r) < VCT lIp1llm < VCT(Rpug)™!

mit einer Konstanten C, € R™ \ {0}. Nach der Riicktransformation gilt fiir die
Losung pa:
IPallw2(0,r) < CpT(Rpua) ™

O
Wir setzen voraus, dass der adjungierte Zustand p4 die Forderungen (a) des Re-
gularitiitssatzes (5.7.26) erfiillt und somit die Losung p € HL(0,T;V) garantiert.
Mit dieser Voraussetzung und dem folgenden Lemma kénnen wir die notwen-

dige Bedingung erster Ordnung unter Benutzung des adjungierten Zustandes p
effizienter aufschreiben.

Lemma 5.8.8. Es seien Funktionen w,h € L*>°(Q2), Nemytskij-Operatoren
O(u), ®(u), ¥(u) € L>(2) sowie deren Ableitungen beziiglich u:
O'(u), ®'(u), ¥'(u) € L>°(2) gegeben. Weiterhin seiya € HL(0,T;V) C W2(0,7)
die schwache Lésung von
O(w)dfya + 0% (®(@)dzya) + ¥ (W)ya
= -0/ (w)hofws — 92 (¥ (w)ho2w,) — V' (u) hw,
RB: yals = 0zyaly =0
AB: yA(70) :atyA(’ao) =0
und sei pa € HL(0,T;V) C W2(0,T) die schwache Lisung von
O(w)dipa + 93 (2(W)I;pa) + ¥(@Wpa =0
RB: pals = 02pals =0

Dann gilt
/ ya(z,T) dx = / {0/ (W) 0sws0spa — ¥ (W) *W,02pa — V' (W) Wspa th d dt.
Q Q

Beweis. Wir schreiben die vollstéandige Variationsformulierung fiir beide Aufga-
ben auf. Fiir die adjungierte Gleichung (AG) mit Testfunktion y4 gilt:

/ /Q (—O(@)Apaduya + D(@O2pad2ya + U(@)paya} do dt /Q ya(w,T) da
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und fiir die Gleichung in y4 mit Testfunktion py gilt:
/ / (—O@)0yadupa + B@)Pyad2pa + V(@) yapa} d di
Q
/ {0/ (W)dyws0ipa — V' (W) ws03pa — V' (W) Wspath da dt.
Q

Die linken Seiten sind gleich, also auch die rechten Seiten. Daraus ergibt sich
die Richtigkeit der Behauptung. O

Fiir die notwendige Bedingung erster Ordnung unter Benutzung des Lemmas
folgt:

Fi@w—1) — / (0 (0)0,sDrpa — ¥ (W)W pa
Q
—U'(u wspA} (u —w) dxdt > 0,
fir alle u € Uyg.

Bemerkung 5.8.9. Wir kénnen die Variationsungleichung auch zu

@) (u— ) // { O (W) wWspa — ' (0)0*W0%pa
— V' (@)wspa} (u— ) dzdt >0

umformen und sogar ws,pa € W2(0,T) zulassen, denn das Integral ist auch in
diesem Raum wohl definiert. Damit konnen wir die Forderungen nach hdherer
Regularitit vernachldssigen. Diese Variationsungleichung hatten wir bereits mit
der formalen Lagrange-Technik beziiglich der klassischen Lésungstheorie ermit-
telt. Unter Einbeziehung des Konzeptes der schwachen Lésungen konnten wir
diese Vermutung beweisen.

Fazit: Jede Losung u,ws = G4(u) des Problems A muss diesem Optimalitéts-
system:

O(w)d;pa + 07 (®(@)dipa) + ¥(@Wpa = 0

pals =0ipals = 0

pA(’aT) = 0

—@(ﬂ)@tpA(-, T) = 1

// {©'(w)0yw0mpa — @' (u V02w p s — V(@) wspa} (u—u)dedt > 0

fiir alle u € U,q geniigen. Eine numerisch ermittelte Losung uy, muss der notwen-
digen Bedingung erster Ordnung geniigen. Diese Untersuchungen werden wir im
Kapitel 7 vornehmen.

5.8.2 Problem B

Wir gehen analog zur Problemstellung A vor und definieren zunéchst den
Steuerungs-Zustands-Operator G g, der jeder Steuerung u € U,y einen eindeu-
tigen Endzustand @ = w(-,T) zuordnet, durch

TI):GB(U) Uad—>V,
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wobei w die schwache Losung der vollstdndigen Nebenbedingung ist. Der Aufbau
dieses Operators ist analog zur Problemstellung A. Mit dem Operator Gp folgt
fiir das Problem B eine einfachere Darstellungsweise:

ZF:  min J(Gp(u)) = min /Q Cp(w)](@) dz

u€Uqq u€lUqq

BS: Upa = {u e L°(Q), uy < u(z) < uyp fi. in Q, /
Q

w(z) dz = c}.

Die vollstdndige Nebenbedingung haben wir durch den Steuerungs-Zustands-
Operator Gp formal eliminiert. Wir definieren

o) == J(Gr(w) = [ (o)) da
und verwenden dies als neues Zielfunktional. Ist w optimale Steuerung, so muss
die notwendige Bedingung erster Ordnung (Variationsungleichung)

fr@)(u—1u)>0 Vu € Uy

erfiillt sein. Fiir die Berechnung von f; (@) gilt analog zu Problem A:
(Th(@). ) = (7'(Gp(a). Gy () = [ [Gh(@ha) do.
Voraussetzung 5.8.10. 1. Das Gebiet Q) ist ein beschrinktes Lipschitzge-
biet.

2. Die verwendeten Nemytskij-Operatoren sind beziiglich des Raumes L*°
Fréchet-differenzierbar, siehe Kapitel 3.

3. Fiir die Anfangsbedingungen sowie die Krafteinwirkung f, der vollstindi-
gen Nebenbedingung fordern wir héhere Regularitit, d.h. w € H?(0,T; V).

Bemerkung 5.8.11. Die Voraussetzung (3) ist wie bei Problem A eine sehr
starke Forderung, die aber fiir den Beweis der Existenz der Fréchet-Ableitung
des Steuerungs-Zustands-Operators G g bendtigt wird. Diese Forderung werden
wir im Anschluss abschwdchen kénnen.

Satz 5.8.12. Mit den Voraussetzungen (5.8.10) ist der Steuerungs-Zustands-
Operator G Fréchet-differenzierbar von 1L°°(Q) nach V. Die Ableitung hat die
Form

G/B (Wh = yg,
wobei h € L>°(Q) beliebig und yp = yp(-,T) der Endwert der schwachen Lésung
yp € HY(0,T;V) C W2(0,T) des Anfangs-Randwertproblems

O()d7yp — 0:(Y(W)0; 0xyp) + 02(®(W)D2ys) + ¥ (W)yp
= —O'(W)hd?W + 0,(Y (W)hd20,@) — 02 (P (W)hd*w) — V' (u)hw

mit den Randbedingungen
ygls = 07ypls = 0
und den Anfangsbedingungen:
yB(+,0) = Owyp(-,0) =0

ist. Unter @ bzw. W € H2(0,T;V) verstehen wir die optimale Steuerung bzw. den
zugehorigen optimalen Zustand.
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Beweis. Der Beweis ist fast analog zur Problemstellung A und wir verkiirzen
deshalb die Beweisfithrung. Sei w = Gg(u) = w(-,T") der Endwert der schwachen
Losung des Anfangs-Randwertproblems

O(W) 07w — 0,(Y (W) 0} 07 w) + 92 (®(w)02w)
+V(u)w = Rf,

RB:  @(0,)) =w(1,-) = 0?w(0, ) = &*w(1,-) = 0
AB:  @(-,0) = dw(-,0) =0

und sei W, = wy(-,T) = Gp(u + h), h € L>°(Q) der Endwert der schwachen
Losung des Anfangs-Randwertproblems

0@ + h)d2w, — 9o (Y (T + h)D2d,w,) + 02 (B(T + h)d2w,)
+ U (T + h)w, = Rf.
RB:  wy(0,-) = wy(1,-) = 92w, (0,-) = B2wy,(1,-) =0
AB: wy(+,0) = Gpwy(+,0) = 0.

Wir bilden die Differenz Gg(u + h) — Gp(u), was der Subtraktion der beiden

Probleme entspricht,

O (U + h) 0wy — Ou(Y (@ + h)0} Opwy) + 0 (®(@+ h)Dow,) + ¥ (T + h)w,
—O(u)07w + 0,(Y (W) 97 0fw) — 02 (®(w)d2w) — ¥ (u)w

wy(0,-) —w(0,-) = wy(1l,-) —w(l,-) =0
97wy (0, ) — 87w(0,-) = dzwy(1,-) — 87w(1,-) = 0
wy(+,0) —@(+,0) = dyw,(+,0) — dw(-,0) = 0.

Durch Einfiigen von produktiven Nullen

O(@ + h)d} (wy — @) + [0(T + h) — O(W)]|02W — 0 {Y (@ + h)0?0p(w, — W)}
— 0. {[Y(u h)f ()}836 W} + 03[P (u + h)d; (wy — )]
+02([®(T+ h) — (w)]0; )+\If(u+h)(wu w)

+ [P (u+h) - ¥(w)w =

kénnen wir die Fréchet-Differenzierbarkeit der Nemytskij-Operatoren benutzen,

O(a + h) 0 (w, — W) + [0 (W)h + ro (T, h)| 07T — 0. {Y (@ + h)0} 0y (w, — W)}
—0:{(Y'(m )h+7“r(ﬂ h)](923 w} + 03[P (U + h)d; (w, — )]

—|—82([ ()h“‘rcb(ﬂ,h)] )+‘1’(u—|—h)( —w)

+ [¥'(@)h + r¢ (T, h)|w

Die Anfangsbedingungen bzw. Randbedingungen bleiben unverdndert. Wir set-
zen wy, — W = Yp + Y, und durch den linearen Beobachtungs-Operator Er gilt
dies natiirlich auch fiir die Endwerte @, — @ = §p + ¢, mit yp = yp(-,T), wobei
yp die schwache Losung des Anfangs-Randwertproblems

O(w)d7yp — 0,(Y(W)0; duyp) + 02(®(W)Dayp) + ¥ (u)yp
= —O0'(@)hd*w + 0,(Y (1)hd?d,w) — 0%(¥' (w)hd*w) — V' (W) hw
RB: yp(0,-) = yp(1,-) = 8yp(0,) = Pyn(1,-) =0
AB: yp(-,0) = dyp(-,0) =0
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ist. Wir bilden die Differenz, um eine Gleichung fiir 4, und demzufolge auch fiir
9 bestimmen zu koénnen, also y, = w, — W — yp:

O + h)J; (yp +yr) + [0/ (@)h + re(a, h)]o7w — 8:{Y (@ + h)d;0x(yp + yr)}
— 0 {[T' (@)h + r (a, h)]07 8, W} + [ (@ + h)I; (y5 + yr)]
+ 2([®' (W) h + ro (U, h)|02W + V(T + h) (ys + yr) + [V (@)h + o (U, h)|w
— O3} yp + 0:(Y (W)} dryp) — 07 (P(W)I3yp) — ¥(Wyp — O (W)hd}w
+ 0,(Y' (@) ho}0,w) — 92 (¥ (w)ho2w) — V' (u)hw = 0,
wobei y, die geforderte Restgliedeigenschaft besitzen soll. Fiir die Fréchet-
Differenzierbarkeit der Nemytskij-Operatoren gelten die folgenden Gleichungen:

O+ h) = O)+ O (w)h+re(u,h)
T(u+ h) Y () + Y'(u)h + ry(u, h)
d(w+h) = @)+ P uh+re(u,h)
V(w+h) = V@) + V'(@h+re(y,h).

Diese Gleichungen nutzen wir in der Restgliedgleichung und durch Umstellung
und Vereinfachung folgt:
Ot + h) 07 yr — Do (Y (T + h)D} Dayr) + O2(2(U + h)O2yy) + V(T + h)yy
+[0'(u)h +re(u, h))0}yp + re(@, h)dw — 0. {[Y'(@h + rr (@, h)]|0; Orys}
— Ou(ry (@, h)}0,w) + O3([®"(@h + re (4, h)|dZyp) + [V (@)h + re (@, )]yp
+ 02(ro (T, h)0?®W) + ry (@, h)w = 0.

Die Anfangs- und Randbedingungen der Gleichungen fiir y5 bzw. y, sind analog
zu den beiden Anfangs-Randwertproblemen fiir w bzw. w,.

Das Anfangs-Randwertproblem fiir yp iiberfithren wir in die vollstédndige Va-
riationsformulierung und diskutieren die Existenz einer Losung im schwachen
Sinne:

/ /Q (0@ Pypo + Y(W)3RDyyp0,v + B(@)PypdPo + U (@ypv) dr di
/ /Q (—0' (@) 020 — Y (W) 920,00 — B (W)O2TO2 — ' (@) wu}h da dt
fiir alle v € L2(0,T;V). Wir definieren
fys(v) / {0/ (@)dFwv— Y/ (0)0 0, W0v — ' (W) 0*wd>v — V' (W) wv } hd dt

und
B(u)(z) = max{[|©'(@)|, | Y (@), |2 (@)], [¥'(@)|}.

Mit diesen Definitionen folgt fiir den Betrag der rechten Seite des Anfangs-
Randwertproblems

) < [ [ [Sn(3Rw0] + X (00RO, w00+ 00| + fe]) v
Q
und fiir die Norm des Funktionals gilt

| fyp ()]
Ifysll =  sup Bt
ver2(0.1:v) 1VllL2 0,

ClIS(u) oo 1 hlloe Wl o,7)-

< OISl Il @ we2 )

IN
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Fiir die Funktion w haben wir gefordert w € H?(0,T;V), also w € L2(0,T;V)
und 92w € L2(0,T;V). Aus der Eigenschaft der stetigen Einbettung des Gel-
fand’schen Dreier’s folgt auch 92w € L2(0,T; V1) und auch 92w € L2(0,T; V*),

was unsere obige Abschéitzung rechtfertigt.

Nach Einsetzen der Abschétzung fiir die Losung W gilt:

1£ysll < ClIZllLe 1AllLoe v/ CuT | flli2 o, -

Da offensichtlich die rechte Seite f,,(v) aus L2-Funktionen besteht, konnen wir
den Existenzsatz (5.7.29) anwenden und fiir die Losung yp die Abschétzung

Iy Bllwe(0,r) < ClIE|lLee|[AllLee || f21lL20,7:8)
mit einer Konstanten C ermitteln. Aufgrund der hohen Regularitits-Forderung
an die Losung der vollstdndigen Nebenbedingung erwarten wir auch
yp € HY(0,T;V) sowie 92yp € L2(0,T;V;). Fiir die Restgliedgleichung besitzt
der Existenzsatz (5.7.29) ebenso Giiltigkeit, fiir A hinreichend klein und wir
kénnen zur vollstdndigen Variationsformulierung iibergehen,
/ {O(T + h)02y,v + Y (T + )0 0pyrOpv + ®(U + h) 02y, 0%v
Q
V(@ + h)yv} dzdt
[ 1€+ o mjeduze + ra(a mopwe
Q

+ Y/ (w)h + v (T, h)]|020,ypdyv + rr (T, h) W
+ [®'(@)h + re (T, h)|0>ypd*v + [V (@)h + r¢ (T, h)|ypv
+ 79T, h)02WI>v + ry (T, h)wv} d dt,

wobei wir die Randbedingungen der Funktionen yp, y,, W, v bereits beriicksich-
tigt haben. Fiir die Abschétzung der Lésung y, setzen wir

fy, (v // {[0'(w)h + re (T, h)]|0ypv + re (T, h)dFwv

Y (u)h + v (T, h)] 020,y pdyv + T (T, h)dFwo
[ "(@h +re(w, M)0;ypdiv + [V (@h + ry (T, h)lysv
+ 7¢(T, h)0*wWO*v + ry (T, h)wv} d dt,

und

ry, (@, h)(z) := max{|re (@, h)(z)|, [ry (@, h) ()], |re (@, b)) (x)], [re (@, h)(z))]}.
Offensichtlich ist jede Funktion der rechten Seite f,, ein Element aus L*(Q).
Fiir die Norm des Funktionals f,, berechnen wir den Betrag des Funktionals:

o) < [ 18R+ 5y + 10Oyl + P20l
+lypvl) + Iry, (@ h)|(107wo| + 05w 0| + [wo]) da dt,
und nach Berechnung der Supremums-Norm gilt fiir alle v € L.2(0, T; V):
[fye I < AlElwellhllLee + {17y, @, h) e} Iy Bllwz(o,r)
+ lIry, (@, h)llLee [[Wllw2(0,1)
C Il 1Rl Eoe + 7y, (@, A)l|Loo [IZ[loe 2]l oe
+ |7y, (@ h) Lo } [ f2 L2 0,7;0m) -

IN
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Fiir die Losung y, konnen wir die Abschétzung

Iyrllweor) < C{ISIE=IhllEs + lry, (@, B)[lLoe 1S lLoe [[AllLe
+ 7y, (@ h) e } (| £z llw2 0,758
mit einer Konstante C' folgern.

Offensichtlich ist die Losung yp des Anfangs-Randwertproblems linear beziiglich
h € L*°(92) und durch den Beobachtungs-Operator E7 bleibt diese Eigenschaft
erhalten. Um die Restgliedeigenschaft der Losung y, zu zeigen, teilen wir die
Abschétzung fiir y, durch die Norm der Funktion h und miissen zeigen, dass fiir
h — 0 auch die Losung y, gegen Null strebt,
HYTHWQ(O,T)
s
- 7y, (@, h) ||~
< C {llE!iwllhllw + [y, (@, h) [[Loe | E]|Le + thT 1f2 20,7580 -

Offensichtlich folgt fiir A — 0 auch y, — 0. Diese Restgliedeigenschaft wird auch
durch den Beobachtungs-Operator E7 nicht beeintrachtigt. Es gilt g, — 0 fiir
h — 0 im Raum V und damit folgt die Behauptung des Satzes. O

Fiir die Ableitung des Zielfunktionals fp beziiglich beliebiger Richtungen
h € L>°(92) haben wir

fo@h= [ Gade= [ yaeT)ds
Q Q
mit yp als schwache Losung des Anfangs-Randwertproblems

O (u)d;yp — 0:(Y(W)0; 0ryp) + 05 (®(W)7yn) + ¥ (u)ys
= —0'(W)hd?w + 0.(Y'(w)hd?0,w) — 92(P' (w)hd*w) — V' (u)hw
mit den zugehorigen Anfangs- und Randbedingungen, wobei w der zugehorige
optimale Zustand zur optimalen Steuerung w ist, ermittelt.

Wir gehen iiber zu vollstdndigen Variationsformulierung fiir das Anfangs-
Randwertproblem mit Losung yp, indem wir auch die partielle Integration be-
ziiglich ¢ ausfithren und zusétzlich v(-,T') = 0 sowie 9,v(-,T) = 0 fordern,

// {—0()0ypow — Y(u)010,yp0i0zv + @(H)@iylgagv + ¥(u)ypv} dx dt

Q

_ / / (0 @00 + T (@) 90T D0 — ¥ (@) RO — U (@) o} h da dt
Q

fiir alle v € W21(Q).

Bemerkung 5.8.13. In dieser Formulierung fir yg kénnen wir die Forderung
nach héherer Regularitit w € H2(0,T;V) in die Forderung w € H(0,T;V)
abschwichen, weil eine Zeitableitung die Testfunktion v € WL(Q) trigt. Eine

analoge Argumentationsweise gilt auch fir die Gleichung in y,.

Wir definieren die adjungierte Gleichung als End-Randwertaufgabe:
O(w)d;pp — 8:(Y (W) 3} 0zpp) + 0 (®(w)d3pp) + ¥(W)pp = 0
(5.32)
RB: pBls = 0%ppls =0
EB: O@)ps(-,T) — 0:(T(w)0epp(-, T)) = 0
O@)dpp(T) — 0:(Y(@)0:0pp(-, T)) = —1.
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Bei diesem Problem sind als Endbedingungen gewohnliche Differenzialgleichun-
gen vorgelegt. Diese Gleichungen miissen wir zunéchst auf Existenz einer Losung
und die Zugehorigkeit zu den entsprechenden R&umen untersuchen. Wir defi-
nieren zo(-) = pp(-,T) und fiir die erste Endbedingung folgt

—dy(Y(u)dyz) + O(u)z = 0.

Wir sind nur an schwachen Losungen beziiglich der Sobolev-Raume interessiert
und stellen das zugehorige Variationsproblem auf,

a.(z0,y) = /Q{T(U)dszdxyﬂL@)(U)zOy} dr = /QO-ydw = f.(y) VyeVi

Offensichtlich erfiillt die Bilinearform a; (2o, y) die Voraussetzungen des Lemmas
von Lax und Milgram. Damit kénnen wir fiir die eindeutige Losung zg folgern:

”ZOHV1 <0= zZ0 = 0 :>pB(',T) =0.

Laut Existenzsatz (5.7.29) bendtigen wir die Endbedingung pg(-,7) € V. Um
dies sicherzustellen, wenden wir den Satz iiber hohere Regularitdt der Losung
zo an [5] S.317, [6] S.140ff. Damit wir diesen Satz anwenden konnen, miissen
wir u € C1(£2) gewilhrleisten. Diese Forderung an die Steuerung u schlieft un-
sere bisherige schwéchste Forderung v € L°°(§2) nicht aus. Mit dieser hoheren
Regularitat an die Losung der ersten Endbedingung kénnen wir pg(-,T) € V
erwarten.

Fiir die zweite Endbedingung definieren wir z1(-) = Opp(-,T) und gehen zur
Variationsformulierung iiber:

a.(21,y) = /Q (T(@)dy 1y + O() 2y} dx = — /Q ydr = f.(y) Vyevi.

Offensichtlich erfiillt auch diese Bilinearform a,(z1,y) die Voraussetzungen des
Lemmas von Lax und Milgram und damit kénnen wir fiir die eindeutige Losung
21,

|z1llv, £1= 0Owp(-,T) € Vy,
folgern. Fiir diese zweite Endbedingung kénnen wir analog den Regularitéts-
satz anwenden und wiirden O;pp(-,T) € V erhalten. Mit diesen Betrachtungen

haben wir nachgewiesen, dass die Endbedingungen sinnvoll fiir die definierte
adjungierte Gleichung sind.

Satz 5.8.14. Das Problem (5.32) besitzt genau eine schwache Lisung
pp € W2(0,7T) und geniigt der Abschitzung

IPBllw20,r) < CllO(-,T)|lv,

Beweis. Wir definieren 7 := T — ¢ als neue Zeitvariable und setzen
p(-,7) = pp(-, T — t). Mit diesen Definitionen transformiert sich die Aufgabe
(5.32) zu,

O (w)02p — 0 (Y (W)D20,p) + 02 (®(w)02p) + V(uw)p = 0
RB: Pls = 0%pls =0
EB: O(w)p(+,0) — 0z(Y(u)dzp(+,0)) =0

O(w)d:p(-,0) — 8, (Y (@)3,0,p(-,0)) = —1
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Jetzt konnen wir den Existenzsatz (5.7.29) anwenden und erhalten als Abschét-
zung fiir die Losung p im Raum W2(0,T):

1Bllw2(0,r) < CllOps (-, T) v,

mit einer Konstanten C' € R\ {0}. Durch Riicktransformation wird der Beweis
vervollstandigt. O

Wir erwarten, dass der adjungierte Zustand pg der Forderung nach hoherer
Regularitdt (5.7.40), (a) gentigt. Mit dieser Voraussetzung und dem folgenden
Lemma kénnen wir die notwendige Bedingung erster Ordnung durch Benutzung
des adjungierten Zustandes pp effizienter darstellen.

Lemma 5.8.15. FEs seien Funktionen u,h € L>°(QQ), Nemytskij-Operatoren
O(u), Y (u),®(u), ¥(u) € L>(Q), sowie deren Ableitungen beziglich u:

O’ (m), Y (u), ' (u), ¥'(u) € L>°(Q) gegeben. Weiterhin sei

yp € HY(0,T;V) C W2(0,T) die schwache Lisung von

Ow)0;yp — 0x(Y(W)0; dyn) + 05(®(W)D3yp) + ¥(W)ys
= —O' (W)hoiw + 0, (Y (@) hd?0,w) — 02(¥' (W)hd2w) — V' (w)hw
RB: ypls = 02ypls =0
AB: y5(-,0) = yp(-,0) =0

und es sei pg € HY(0,T;V) C W?(0,T) die schwache Lésung von

O(@)d;pp — 0x(T(@)0;0zpp) + 0; (®(W)03pp) + V(@)pp = 0
RB: pals = 02ppls =0
EB: O@)pp(-,T) — 0x(T(@)dupp(-,T)) =0

O@)opp(-,T) — 0x(T (W) 0205 (-, T)) = —1.

Dann gilt

/ yp (@, T) dz / / (0 (@)0wip5 + T’ (W)0r 05w, Dups

— & (0)*wpp — (w)wpp} h dz dt.

Beweis. Wir schreiben die vollsténdige Variationsformulierung fiir beide Aufga-
ben auf. Fiir die adjungierte Gleichung gilt mit Testfunktion yp:

/ / {—0()0ippdys — Y (0)0;0:ppdi0:yp + ®(W)I2ppdiys
Q

+ V(u)ppyp} dx dt + / [@(ﬂ)@thyB]oT dx + / [T(ﬂ)@tﬁxpBﬁzyB]oT dz = 0,
Q Q

wobei wir die Randbedingungen bereits eingearbeitet haben. Wir kénnen die
Integrale beziiglich Q durch die zweite Endbedingung ersetzen,

/ / {—0(@)0ppdys — Y (1)0:0:pp0:0:ys + ®(W)02ppdyn
Q

+‘I’(U)PByB}d$dt:/yB($’T) dz.
0
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Fiir die Gleichung in yp mit Testfunktion pp

/Q{—@(U)atyBath — Y (0) 0,0, ypd0:pp + ®(0)02yp0ips
+VY(u)yppp} drdt
/ {O' (@) 0wopp + Y (0)0,0,W0,0:pp — ¥ (W) D2WI2pE
¢ —0'( wa} h dx dt.

Die linken Seiten sind gleich, also auch die rechten Seiten. Somit folgt die Rich-
tigkeit der Behauptung. O

Unter Benutzung des Lemmas gilt fiir die notwendige Bedingung erster Ord-
nung:

fr@-n) = [[ {&@owows+ Y @dd.w000
Q
—@'(w)2woipp — V' (W)ywpp } (v — 1) dzdt > 0
fir alle u € Ugg.

Bemerkung 5.8.16. Wir konnen auch die notwendige Bedingung erster Ord-
nung zu

fr@-m = | / [/ (@0Fmps — T (W)520,w0,pp
' (w)0zwdipp — V' (W)wpp | (u — ) dedt > 0

umformen und sogar w,pg € W2(0,T) zulassen, denn das Integral ist auch in
diesem Raum wohl definiert. Diese Variationsungleichung hatten wir bereits mit
der formalen Lagrange- Technik beziiglich der klassischen Lisungstheorie ermit-
telt. Unter Einbeziehung des Konzeptes der schwachen Lésungen konnten wir
diese Vermutung bestdtigen.

Fazit: Jede optimale Losung @, w = G(u) des Problems B muss dem Optimali-
tatssystem:

Ow)d;pp — 8 (Y (W)0; 0epp) + 0; (®(W)Dapp) + ¥(Wps = 0
pElx =9pp = 0
©@)ps(-T) — 0:(Y(W)epp(-.T)) = 0
1+ 0@)opp(-,T) — 0.(Y(1)00pp(-,T)) = 0

/ g {-0'()ofwpp — Y'(0)0; 0, wspp — ¢ (W)2WI2pE
—V'(wwpp} (u—1u)dedt > 0

fiir alle u € U,q gentigen.

5.8.3 Problem C

In den letzten beiden Abschnitten beschiftigen wir uns mit den Problemen,
welche ein Zielfunktional aus dem Gebiet der Topologie-Optimierung verwenden.
Bei diesen Aufgaben kénnen wir auf bereits bekannte Sétze zuriickgreifen.

Wir definieren den Steuerungs-Zustands-Operator G¢, der jeder Steuerung
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u € Ugq einen Zustand wg zuordnet, durch
ws = Go(u)  Ugg — W(0,7),

wobei die schwache Losung ws der modifizierten Nebenbedingung, die den
Anfangs- und Randbedingungen geniigt. Dieser Steuerungs-Zustands-Operator
G ist im Gegensatz zu den Problemen A und B von einfacherer Bauart, da die-
ser nur den Zuordnungsoperator Zg : u — ws beinhaltet. Durch den Steuerungs-
Zustands-Operator vereinfacht sich das Optimalsteuerungsproblem zu

uEUqq u€Uqq

ZF: min J(G¢(u)) = min //Q f:Ge(u) dedt

BS: Ugg = {u € L*(Q), uq < u(x) < uy fi. in Q, /
Q

) do = C}.

Wir definieren

fo(u) = J(Golu)) = / /Q £.Go(u) du dt

und verwenden dies als neues Zielfunktional. Ist @ optimale Steuerung, so muss
die notwendige Bedingung erster Ordnung (Variationsungleichung)

fo@u—u)>0 YueUy

erfiillt sein. Der folgende Satz liefert uns G (@) als Fréchet-Ableitung des
Steuerungs-Zustands-Operator G¢.

Satz 5.8.17. Mit den Voraussetzungen (5.8.1) ist der Steuerungs-Zustands-
Operator Go Fréchet-differenzierbar von 1L°°(Q) nach W2(0,T). Die Ableitung
hat die Form

Ge(u)h = yc,

wobei yo € HL(0,T;V) C W2(0,T) die schwache Lésung des Anfangs-
Randwertproblems

O()dyc + (@ (W)dZyc) + ¥ (@)yc
= 0/ (u)hdtw, — 0X(P'(W)hd*w,) — V' (T)hw,

mit den Randbedingungen
yels = diyols =0
und den Anfangsbedingungen:
yc(+0) = dyc(,0) =0

ist. Unter u bzw. ws € H2(0,T;V) verstehen wir die optimale Steuerung bzw.
den dazugehdrigen optimalen Zustand.

Beweis. Der Beweis ist analog zu dem Satz (5.8.3) aus der Problemstellung A,
wobei der lineare Beobachtungs-Operator Er entfillt. 0l

Bemerkung 5.8.18. Die gestellten hohen Regularitits-Forderungen kdénnen
wir, wie bereits bei Problem A erwdhnt, durch Ubergang zur vollstindigen Va-
riationsformulierung abschwdchen.
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Fiir die Ableitung des Zielfunktionals fo beziiglich beliebiger Richtung
h € L*°(Q) gilt nach Anwendung des Satzes

fe@h = [ /Q foye dodi

mit yo als schwache Lésung des Anfangs-Randwertproblems:
O(w)dtyc + 0; (®(@)dzyc) + ¥ (@)yc
= —0/()ho}jw,s — 07 (P (W)hd2w,) — V' (u)hiw,
und den zugehorigen Anfangs- und Randbedingungen.

Wir definieren den adjungierten Zustand als Losung der End-Randwertaufgabe:

O(w)d;pc + 83 (®(W)dzpc) + ¥(@)pc = f. (5.33)
RB:  poly = &pcls =0
EB: pc(-,T) = Owpc(-,T) = 0.
Diese adjungierte Gleichung ist mit unserer modifizierten Nebenbedingung fast

identisch. Der einzige Unterschied besteht im Fehlen des Radiuses R in der
rechten Seite der Differenzialgleichung.

Satz 5.8.19. Das Problem (5.33) besitzt genau eine schwache Lisung
pc € W2(0,T) und geniigt der Abschditzung

Ipcliwzor) < CllfallL2o0,7:m)-

Beweis. Fiir den Beweis definieren wir eine neue Zeitvariable 7 := 17" — ¢ und
transformieren die Aufgabe (5.33) in ein Anfangs-Randwertproblem. Jetzt kon-
nen wir den Existenzsatz (5.7.13) anwenden und erhalten die im Satz formulierte
Abschétzung fiir die Losung pc. O

Wir setzen voraus, dass der adjungierte Zustand pc die Forderungen (a) des Re-
gularitiitssatzes (5.7.26) erfiillt und somit fiir die Losung pc € HL(0,T;V) gilt.
Mit dieser Voraussetzung und dem folgenden Lemma kénnen wir die notwendi-
ge Bedingung erster Ordnung durch Benutzung des adjungierten Zustandes pc
effizient darstellen.

Lemma 5.8.20. FEs seien Funktionen u,h € L>°(Q2), Nemytskij-Operatoren
O(w), ®(w), ¥(u) € L>(Q) sowie deren Ableitungen beziiglich u:
o' (u), ®'(u), ¥'(u) € L>®(2) gegeben. Weiterhin seiyc € HL(0,T;V) C W2(0,T)
die schwache Lésung von
O(w)dtyc + 0; (2(w)dzyc) + ¥ (@)yc
= —0/(w)hdjw, — 07 (¥’ (W)ho2ws) — V' (W) haws

RB:  ycls = dycls =0

AB: yc(+,0) = Owye(,0) =0
und sei pc € HL(0,T;V) C W2(0,T) die schwache Lsung von

O (u)d7pc + 07 (®(w)dapc) + ¥(u)pe = f.
RB:  pcls =pcls =0
EB: pC(aT) - 8tpC'('7T> =0.

Dann gilt:

J[ svcazar= [[ (' @am.ome - ¥ @w.0%c ~ W @)wpc} his dr
Q Q
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Beweis. Wir schreiben die vollstiandige Variationsformulierung fiir beide Aufga-
ben auf. Fiir die adjungierte Gleichung mit Testfunktion yo gilt:

/ /Q {-0@dpcdiyc + (@) epcdiyc + V(@Wpcyc} d dt = / /Q fye dzdt
und fiir die Gleichung in yo mit Testfunktion po gilt:
/| (-e@oucome + amotucoine + wmuere) drdi
=[] (@ @omame — o @okmdipe — v @mnc) hdrdr

Die linken Seiten sind gleich, also auch die rechten Seiten. Damit folgt die Rich-
tigkeit der Behauptung. O

Fiir die notwendige Bedingung erster Ordnung unter Benutzung des Lemmas
gilt:

fo@u—1) = / /Q [0/ (@), pc — ¥ ()02, pc
—V' (W) wspe} (u—u) dedt >0

fiir alle u € U,q, die Variationsungleichung.

Fazit: Jede Losung u,ws = G¢(u) des Problems C muss dem Optimalitéatssys-
tem:

O(w)dfpc + 02 (®(w)dipc) + ¥(Wpe = f.

pols =0ipcls = 0

pC(‘vT) :8tp0('7T) =0

/ / [0/ (@@, drpe — ¥ (WP pe — V(@) wepe) (u— 1) dedt > 0
Q

fiir alle u € Uyq geniigen.

5.8.4 Problem D

Wir gehen analog zur Problemstellung B vor und definieren zunéchst den
Steuerungs-Zustands-Operator Gp, der jeder Steuerung u € U,y einen Zustand
w zuordnet, durch

w=Gpu)  Uyg — W0,T),

wobei w die schwache Losung der vollstdndigen Nebenbedingung ist, die den
Anfangs- und Randbedingungen geniigt. Der Aufbau dieses Operators ist analog
zu Problem B, wobei wir den Beobachtungs-Operator Er vernachlassigen. Mit
Gp folgt fiir das Problem D eine einfachere Darstellungsweise:

ZF: min J(Gp(u)) = min //Q f-Gp(u) dzx dt

u€Upaq u€Uaq
BS: Uua = {u e L™(Q), uq < u(x) <uyp L. in Q, / u(z) de = C’} .
Q

Die vollstdndige Nebenbedingung haben wir durch den Steuerungs-Zustands-
Operator Gp formal eliminiert. Wir definieren

fo(u) == J(Gp(u)) = / /Q £.Gp(u) dadt
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und verwenden dies als neues Zielfunktional. Ist @ optimale Steuerung so muss
die notwendige Bedingung erster Ordnung (Variationsungleichung)

fp@)(u—u) >0 Vu € Uy
erfillt sein.

Satz 5.8.21. Mit den Voraussetzungen (5.8.10) ist der Steuerungs-Zustands-
Operator Gp Fréchet-differenzierbar von 1L°(Q) nach W2(0,T). Die Ableitung
hat die Form

G/D(ﬂ)h =YD,

wobei h € L>°(Q) beliebig und yp € HY(0,T;V) C W2(0,T) die schwache Losung
des Anfangs-Randwertproblems

O (w)d7yp — 0:(Y(W)d;Duyp) + 07((W)d3yp) + ¥ (Wyp
= —O'(Whd*W + 0,(Y (W) hd20, W) — 0 (' (W)hd*w) — V' (u)hiw

mit den Randbedingungen
ypls = O2yple =0
und den Anfangsbedingungen:
yp(+0) = dyp(-,0) =0

ist. Unterw bzw. w € H2(0,T;V) verstehen wir die optimale Steuerung bzw. den
zugehdrigen optimalen Zustand.

Beweis. Der Beweis ist analog zu dem Satz (5.8.12) aus der Problemstellung B,
wobei wir den linearen Beobachtungs-Operator Er weglassen. O

Fiir die Ableitung des Zielfunktionals fp beziiglich beliebiger Richtungen

h € L*°(92) haben wir
fo@h = [t ded
Q

mit yp als schwacher Losung des Anfangs-Randwertproblems:

O(@)dyp — 8:(Y (@)} dyp) + 2(2(@W3zyp) + ¥ (@Wyp
= —O'(W)hd?W + 0,(Y (W)hd20,w) — 0%(®' (W)hd*w) — V' (u)hw
und den zugehorigen Anfangs- und Randbedingungen ermittelt.

Wir definieren den adjungierten Zustand als Losung der End-Randwertaufgabe:

O ()i pp — 0x(Y (W07 0,pp) + 07 (2(w)dipp) + ¥ (Wpp = f-
(5.34)
RB: ppls = *ppls =0
EB: pp(-,T) = Opp(-,T)) = 0.

Dieses Problem ist mit der vollstdndigen Nebenbedingung fast identisch, bis auf
das Fehlen des Radiuses R in der rechten Seite der Differenzialgleichung.

Satz 5.8.22. Das Problem (5.34) besitzt genau eine schwache Lisung
pp € W2(0,T) und geniigt der Abschitzung

IPpllw20,1) < ClifallLz0,7;m)-
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Beweis. Wir definieren 7 := T — t als neue Zeitvariable und transformieren die
Aufgabe (5.34) in ein Anfangs-Randwertproblem. Jetzt kénnen wir den Exis-
tenzsatz (5.7.29) anwenden und erhalten die im Satz formulierte Abschétzung.
Durch Riicktransformation wird der Beweis vervollstandigt.

O

Wir setzen voraus, dass der adjungierte Zustand pp den Forderungen nach ho-
herer Regularitét (5.7.40), (a) gentigt. Mit dieser Voraussetzung und dem fol-
genden Lemma konnen wir die notwendige Bedingung erster Ordnung durch
Benutzung des adjungierten Zustandes pp effizienter darstellen.

Lemma 5.8.23. Es seien Funktionen u, h € IL°°(Q2), Nemytskij-Operatoren
O(u), Y(u),®(u), ¥(u) € L>(Q2) sowie deren Ableitungen beziiglich u:
O'(u), Y (u), ' (u), V'(u) € L>°(Q) gegeben. Weiterhin sei

yp € HY(0,T;V) C W2(0,T) die schwache Lisung von

O(@)07yp — 0:(Y(W)9;0,yp) + 02(2(W)J2yp) + ¥ (W)yp
= —O0'(W)hd*w + 0,(Y ()hd?0,w) — 9X(®' (w)hd*w) — V' (W)hw
RB: yply = 3§y1)\2 =0
AB: yD(70) :8tyD(7O> =0.

und es sei pp € H'(0,T; V) C W2(0,T) die schwache Lisung von

O(w)07pp — 0x(Y ()9} 0xpp) + 02 (®(W)I2pp) + ¥ (W)pp = f.
RB: ppls = d2ppls =0
EB: pp(,T) = Opp(-,T) =0.

Dann gilt:

[ spazar = [[ 1@ @datiwn -+ ¥ @d0.w00.0
Q Q
—&'(W)&*wd?pp — V' (W)wpp }h da dt.

Beweis. Wir schreiben die vollsténdige Variationsformulierung fiir beide Aufga-
ben auf. Fiir die adjungierte Gleichung gilt mit Testfunktion yp:

/ / {—-0@)ppdiyp — Y (W) 0:ppdiOryp + (W) 02ppd2yp
Q
+VY(w)ppyp} dxdt = // fyp dz dt,
Q

wobei wir die Anfangs- und Randbedingungen bereits eingearbeitet haben. Fiir
die Gleichung in yp mit Testfunktion pp gilt:

/ /Q {=6(@)dypdwp — Y (0)0:0,yp0:0,pp + ®(W)O2ypO2pp
+¥(W)yppp} dz dt
= / / {0/ (@)0swdpp + Y (W) 0;0, W 0ppp — ¥ (W)*WI pp
¢ —V'(w)wpp }h dx dt.

Die linken Seiten sind gleich, also auch die rechten Seiten. Somit folgt die Rich-
tigkeit der Behauptung. O
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Fiir die notwendige Bedingung erster Ordnung unter Benutzung des Lemmas
folgt somit, die Variationsungleichung

fo@)u—1) = / / (0@ OwOipp + T’ (W) Dupry — ¥ (@) 2T
Q
—V'(@)wpp }(u — 1) dzdt >0

fiir alle u € U,q. Diese Ungleichung hatten wir bereits mittels der formalen
Lagrange-Technik ermittelt.

Fazit: Jede optimale Losung u,w = Gp(u) des Problems D muss dem Optima-
litatssystem:

©w)07pp — 9x(Y ()9} 0upp) + 02 ((W)0ipp) + V(Wpp = f.
ppls = ppls = 0
pp(-,T) = 0wp(-,T)) =

/ /Q {0 (@)owopp + Y (0)0,0,00,0xpp — ¥ (W)2WI2pp

—V'(w)ywpp } (v — ) dvdt

v
o

fiir alle u € U,q geniigen.

5.9 Fazit

In diesem Kapitel haben wir vier verschiedene Optimalsteuerungsprobleme
(A-D) fiir den instationdren Fall formuliert und mit Hilfe der formalen Lagrange-
Technik die notwendigen Bedingungen erster Ordnung intuitiv hergeleitet. Unter
Einbeziehung des Konzeptes der schwachen Losungen fiir die partiellen Differen-
zialgleichungen konnten wir die Existenz einer Losung unserer modellierten Glei-
chungen aus dem Kapitel 2 beziiglich der Sobolev-Rdume beweisen. Fiir diese
Losungen haben wir unter Benutzung des Konzeptes der abstrakten Funktio-
nen Abschétzungen berechnet. Diese Abschétzungen und unter der zusétzlichen
Forderung der hoheren Regularitéit beziiglich der Losungen konnten wir die not-
wendigen Bedingungen fiir unsere Optimalsteuerungsprobleme exakt beweisen.
Es hat sich gezeigt, dass wir durch Benutzung der formalen Lagrange-Technik
intuitiv auf die richtigen notwendigen Bedingungen erster Ordnung gekommen
sind. In den folgenden zwei Kapiteln werden wir uns mit der numerischen Be-
stimmung einer optimalen Losung uy, im stationdren sowie im instationdren Fall
befassen und diese Losung auf Erfiillung der bewiesenen notwendigen Bedingun-
gen erster Ordnung testen.
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Kapitel 6

Numerische Implementierung
des stationaren Problems

In diesem Kapitel werden wir uns eingehend mit der numerischen Loésung des
Optimalsteuerungsproblems fiir den stationéren Fall beschéftigen, siehe Kapi-
tel 4. Die vorgelegte Nebenbedingung ist eine gewthnliche Differenzialgleichung
vierter Ordnung, die wir mittels der Finiten Elemente Methode 16sen. Fiir das
resultierende Optimalsteuerungsproblem verwenden wir den Optimierungs sol-
ver fmincon aus der Numerik-Software MATLAB. Zuerst wollen wir einige kurze
Anmerkungen zur Finiten Elemente Methode darlegen, die wir zur Bestimmung
einer Naherungslosung der Nebenbedingung und der adjungierten Gleichung
benutzen. Diese Methode verwendet als Ausgangspunkt die Variationsformu-
lierung, die wir bei unserer Modellierung hergeleitet haben. Bei den folgenden
Ausfiihrungen werden wir uns an den Formalismus von [11] halten. Ausfiihrliche
Information zur Finiten Elemente Methode sind auch in [2],[12]| zu finden.

6.1 Numerische Losung der Nebenbedingung mittels
der Finiten Elemente Methode

Der Ausgangspunkt fiir die Losung der Nebenbedingung mittels der FEM ist die
Variationsformulierung und die daraus resultierende Aufgabenstellung: Finde
ein w € V, welche die Gleichung

a(w,v) = f(v)

mit der Bilinearform
a(w,v) := /{@(u)diwdiv + U (u)wv} dz
Q

und der Linearform

fo) =R [ fods

fiir alle v € V 16st. Diese Variationsformulierung hat den Vorteil, dass die Losung
nicht im klassischen Sinne w € Vg, sondern im schwachen Sinne (schwache
Losung) w € V gesucht wird. Wenn wir die Voraussetzungen des Regularitéts-
Satzes [5], S.317 erfiillen, kénnen wir fiir die Losung w € VN HF(Q) mit & > 2
erwarten. Bei hinreichender Glattheit der Funktionen w ist die schwache Losung
gleich der klassischen Losung. In dieser schwachen Formulierung kénnen wir auch
Funktionen f, zulassen, die nur quadratisch integrierbar sind, d.h. f, € L2(Q).

113



114 KAPITEL 6. NUMERIK DES STATIONAREN PROBLEMS

6.1.1 Konstruktion einer Niaherungs-Losung der Nebenbedin-
gung mittels der FEM

Wir werden in diesem Unterabschnitt nicht das komplette Konzept der FEM
vorstellen, sondern nur auf die Besonderheiten (Konstruktionsschritte) einge-
hen, die wir bei Gleichungen vierter Ordnung benétigen. Bevor wir zu den Kon-
struktionsschritten {ibergehen, bendtigen wir den Begriff der finiten Funktion
und eine Aussage iiber die Einbettung der Rdume der stetig differenzierbaren
Funktionen C*(Q) in die Sobolev-Riume H* ().

Definition 6.1.1 (finite Funktion). Fine finite Funktion ist eine Funktion, die
nur in einem  kleinen® endlichen Intervall (o, ) von Null verschieden ist.

Satz 6.1.2. Sei k > 1 und Q2 beschrinkt. Eine stiickweise beliebig oft differen-
zierbare Funktion v: Q — R gehort zu H*(Q), wenn v € C*~1(Q) gilt.

Den Beweis findet man in [2] S.59ff. Aus diesem Satz folgt, dass w € H2(9)
wenn w € C1(Q) gilt. Diese Uberlegung werden wir bei der Konstruktion einer
Naherungs-Losung mittels der FEM einfliefen lassen.

Konstruktions-Schritte 6.1.3. 1. Man zerlegt das Intervall € in n-Teil-

intervalle (finite Elemente E;). Wir wdhlen der Einfachheit halber eine
dquidistante Unterteilung, so dass fiir jeden Knoten xj, j = 0,1,...,n
gilt:

Tp — X0

I‘J:ﬂ’jo—l—jh h = ,
n

mit dem Diskretisierungs-Parameter h.

2. Jedem Knoten x; € Q ordnen wir zwei stetige finite Funktionen p;,q; (An-
satzfunktionen) zu, die nur im Intervall [xj_1,2;41] von Null verschieden
15t.

Diese Ansatzfunktionen erfillen die Bedingungen

pj(zi) = &ij dzpj(xi) =0, Vi,j
gj(z;) = 0 dzqj(z;) = 045 V 4, J,
wobei d;; das Kroneckersymbol bezeichnet.

8. Das Ziel ist es, eine Ndherungslosung wy, der Nebenbedingung zu finden,
die sich als Linearkombination

wi(-) = Y wipi() + wjg;(-)
j=0

mit den Ansatzfunktionen pj,q; und gewissen Knotenparametern w?,wjl-

darstellen ldsst. Fir die Knotenparameter gilt w? = wp(x;) und

wjl. = dywy(z;). Wir nutzen bei diesem Niherungsansatz die Hermite-

Interpolation. Wir erwarten, dass wp(x;) =~ w(x;) bzw.

dywp(xj) = dyw(x;) fiir h hinreichend klein gilt.

4. Wir definieren das finite Element E(®) := [Xi—1,2;) firi=1,...,n und
definieren eine Ablzz’ldung eines beliebigen finiten Elements EW auf das
Referenz-Element E = [0, 1], mittels der Transformations-Vorschrift

T — Tj-1

§=Epo(r) = .
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und der zugehérigen Umkehrabbildung
xr = QZE(«;)(S) = h§ + Ti—1.

5. Wir definieren auf dem Referenz-Element E die Formfunktionen:

wo(6) = (E-1)°(1+2)
Wo(§) = £(1—¢)?
e1(8) = £(B3-29)
hi(§) = (E-1)¢

fir & € 10,1].

6. Die globalen Ansatzfunktionen pj,q; werden mittels der lokalen Ansatz-
funktionen pg),qg) (im Element E(i)) definiert, wobei wir die Abbildung
auf das Referenz-Element verwenden:

pi(z) = P(gi)(l”) = o5l (x)  firz e B i€ B;
’ 0 sonst

und

sonst

gi(z) = { Oz(fi)(x) = hipp(Epw (2))  fiir x € EY,i € By

Die Menge Bj enthdlt die Nummern aller Elemente EW  in denen der
Knoten x; (globale Knotennummer) liegt und 3 ist die lokale Knotennum-
mer (0 oder 1) des Knotens x;.

7. Fir die vorgelegte Variationsformulierung definieren wir eine diskrete Fr-
satzaufgabe: Finde ein wy, € Vi, C V, welche die Gleichung

ap(wp,vp) = f(vn)  Vup €Vy
mit der diskreten Bilinearform
ap(wp,vp) = /{(I)(Uh)diwhd?pvh + U (up)wpop} do
Q
= Z {®(up)d2wpd2op + U (up)wpop} de

i=1 /EO

und der diskreten Linearform

falon) = R /Q foondr=RY /E e ds
=1

lost. Aufgrund der Definition der Funktionenmenge Vy,:
Vi = {wn() : wi() =Y wlp; () +wjg; ()} CV
j=0

verwenden wir eine konforme Finite Elemente Methode. Das Ziel dieser

Niherungsfomulierung ist es, die unbekannten Knotenparameter w?, w} zu

. 3y
ermitteln.
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Bemerkung 6.1.4. 1. Aus Konstruktionsschritt (7) folgt, dass wir die

Bilinear- bzw. Linearform ,elementeweise betrachten konnen. Dies hat
zur Folge, das wir sehr einfach fiir jedes Element die zugehorige Bilinear-
bzw Linearform und die daraus resultierenden Element-Matrizen bzw.

Element-Vektoren berechnen kinnen, siehe Abschnitt (6.1.2).

2. FEine Abschdtzung fir den Interpolationsfehler, den wir mit unserem ge-
wéhlten Ansatz machen, wird in dieser Dissertation nicht dargelegt. Wir
gehen davon aus, dass fiir den Fehler

|lw —wy|| < CRP
mit einer Konstante C und der Fehlerordnung p = 1 oder besser gilt.

3. Eine wichtige Bemerkung zu den Funktionen 1, 11. Wir berechnen leicht
unter Hinzunahme von Konstruktionsschritt (6),
; d d 1
doy(@) _, dwsela)) ds(a) _ dvs©1 5o
dx dg dx ¢ h
Die Wichtung mit dem Diskretisierungsparameter h ist erforderlich, damit
auch nach Transformation auf das Referenz-Element

dgj(x) _ dips(E)

dz d¢

gilt.

6.1.2 Elementeweiser Aufbau der Steifigkeitsmatrix und des
Lastvektors

Die Bezeichnungen Steifigkeitsmatrix bzw. Lastvektor haben mechanischen Ur-
sprung und wir wollen an dieser Bezeichnungsweise festhalten. Wie bereits bei
den Konstruktionsschritten dargelegt, haben wir das Intervall €2 mit sich nicht
iiberlappenden Teilintervallen

n

Q=(0,1) = U[%‘A,%] mit (i1, 2;) N (zi—1,20) = 0 fiir i # 7
i=1

zerlegt. Unter Ausnutzung der Additivitat des Integrals konnen wir die diskrete
Bilinearform

/Q{@(uh)d:%whdivh + U(up)wpop } do
= Z - ){CI) wp)d2wpd2oy, + U (up)wpop} de,

als Summe {ber alle finite Elemente betrachten, und mit dem Loésungsansatz
fiir die Funktion wy, folgt

Z - ){<I> up)d2wpd>vy, + W (up)wpop } de

n 7
S [ et 3wl +ule | o,
i=1 7B

j=i—1

(2
+ U (up) Z w?pj + wjl»qj vy, d.
j=i—1
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In dieser Umformung werden nur die Funktionen p, g verwendet, die auf dem
jeweiligen Element E® present sind. Wir betrachten ein i-tes Element und
definieren

mit der Element-Matrix

w _ | KKy Ky K

Fiir die beliebigen Funktionen vp setzen wir sukzessive die gewahlten Knoten-
basis-Funktionen p;, ¢; ein. Wir definieren p := [pi—1 ¢i—1 pi ¢;| = [D1 P2 D3 P4
bzw. ¢ := [po hbo @1 hip1] = [P1 @2 @3 Pa]. Mit diesen Bezeichnungen gilt fiir
das Element E():

/ (@ (un) 2 r () a2 () + U (un ) () ()}

= [ { ot aantssn @) gptaeno @)
+ U (un) ok (Epe (2))Q1(€pe ()} da
= [ { ot rteeae + vuaae b

fir k,0 = 1,...,4, wobei wir die Bezichung ¢r(gi) (26 (€))) = @r(§) ange-
wandt haben. Beziiglich der diskreten Linearform gehen wir analog vor:

/ R foup dx = Z R f,up dx.

EG)

Wir definieren den Element-Lastvektor

[ B f2(x(8)) 0 (&)h dE
£ I R f=(x())ho(€)h dé
[ B f2(x(8))p1(€)h dE
[ R fo(x(£))ib1(&)h dE

Damit konnen wir fiir jedes einzelne Element E(® die Element-Matrix und
den Element-Lastvektor relativ leicht berechnen. Das Zusammensetzen dieser
Element-Matrizen und Element-Lastvektoren zur globalen Matrix K}, bzw. Last-
vektor f, wird als Assemblierung bezeichnet. Dazu definieren wir die Element-
zusammenhangsmatrizen C(*) = [C’L)] o1 j—o it

I falls j diejenige globale Knotennummer eines Knotens ist,
C(i) _ die der lokalen Knotenummmer « im i-ten Element (6.1)
“J entspricht :
0 sonst
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mit der Einheitsmatrix I € R?*? und der Nullmatrix 0 € R?*2, Diese Matrix
stellt den Zusammenhang zwischen der lokalen Knotennummerierung bei den
Element-Matrizen bzw. Element-Lastvektoren und der globalen Knotennumme-
rierung der Matrix K} bzw. des Vektors fp her. In unserem speziellen Fall muss
die Anzahl der Freiheitsgrade beriicksichtigt werden, d.h. zwei Freiheitsgrade

pro Knoten w;-) und wjl-. Es gilt fir alle oy:
n . . .
/{@(uh)diwhdivh+\lf(uh)whvh}d:): = Q_}'g (Z(C(Z))TK(Z)C(Z)> U_fh = ’D{Kh’u_fh
Q i=1
und
n . .
/ szq)h dxr = 17]7; (Z(C(Z))Tf(l)> — ﬁgfh7
L i=1

mit dem Lésungsvektor ), = [wiw] ... wdwl] € R?"*2. Die Matrix K}, bzw.

der Vektor f, hat nach dem Einbau der Elementmatrix bzw. des Element-
Lastvektors fiir das Elementes E() die Form:

) K K 0 0] [
S S S I
e I
G T R I
0 0 0 0 0 0 0

L O 0 0 0O 0 ... 0] L 0 |

Im néchsten Schritt fiigen wir die Element-Matrix bzw. Element-Lastvektor fiir
das Element E® hinzu,

1 1 1 1
kY kD kD K 0 0
kY k) Kk i) 0 ... .. 0
1 1 1 2 1 2 2 2
g it g
Ky Ky Kjg + Ky Ky + Ky Koy Koy 0 0
0 0 K K kP k& o 0
0 0 K% K k? kP o 0
0 0 0 0 0 0
Lo o0 0 0 0 0
und
— fl(l) -
1
7Y
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Dieses ,assemblieren wird fiir alle Elemente £ mit i = 1, ...,n durchgefiihrt.
Die unbekannten Knotenparameter ), € R?"*? kénnen wir als Losung des
linearen Gleichungssystems

Ky, = f,

bestimmen. Bevor wir diese Losung berechnen, miissen wir noch einige Bemer-
kungen iiber den Einbau der Randbedingungen, sowie {iber die Diskretisierung
der Steuerung v und den damit verbundenen Nemytskij-Operatoren darlegen.

6.1.3 Einbau der Randbedingungen

Wir verwenden bei der Beriicksichtigung der Randbedingungen erster Art
(Dirichlet-Bedingungen) in der Steifigkeits-Matrix K}, die Straftechnik (Penalty-
Methode). Bei dieser Technik werden die Eintrége in der Steifigkeitsmatrix K},
die mit den Dirichlet-Knoten (Randbedingungen) in Bezug stehen, wie folgt
modifiziert:

K;; = ”—FK und f; := fz‘i'f(gz mit K = 10° ) HllaXN ‘Kl]|N N :=2n+2,
‘7: ARG

wobei p eine hinreichend grofie Zahl ist. Mit g; bezeichnen wir die vorliegenden
Dirichlet-Bedingungen und N bezeichnet die Dimension des linearen Gleichungs-
systems. Wir betrachten diese Modifikation etwas genauer,

N N e P
ZKijwj + Kw; = f; + Kg,(xl) < Z %wj +w; = EZ + gl(xl)
j=1 j=1

Aufgrund der Wahl von K gilt:

K| _107P ; _ :
| Ajlgoiund |Ji|§101’ Vji=1,2,...,N.
K n K

Daraus folgt, dass der Naherungsfehler w; — g;(x;) fiir alle Dirichlet-Knoten in
der Grofenordnung 1077 liegt. Damit wird erzwungen, dass die Komponenten
des Losungs-Vektors, welche zu den Dirichlet-Knoten gehoren, mit einer Genau-
igkeit von 107" approximiert werden. In unserem konkreten Fall sind homogene
Dirichlet-Bedingungen vorgelegt. Diese Technik hat den entscheidenden Vorteil,
dass nur wenige Modifikationen in der Steifigkeitsmatrix und dem Lastvektor
vorgenommen werden miissen. Fiir weitere Informationen zu dieser Technik ver-
weisen wir auf [11] S.227ff.

6.1.4 Die Diskretisierung der Steuerung u

Wiéhrend der Benutzung des Optimierungs-Algorithmus werden wir die Steue-
rung u nicht in einer geschlossenen analytischen Form vorfinden. Wir kennen nur
die Werte an den Knotenpunkten x; und verwenden deshalb fiir die Steuerung
uy, eine lineare Interpolationsformel,

un() = u;l(-)
=0

mit linearen Ansatzfunktionen ;. Es gilt uj, € C(€). Dies ist wegen

C(92) € L*°(£2) mit der bisherigen Forderung u € L>°(§2) vertraglich.
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Bemerkung 6.1.5. Es wdre auch eine Interpolations-Darstellung mittels qua-
dratischen oder kubischen Ansatzfunktionen méglich. In dieser Arbeit beschrin-
ken wir uns aus zwei Grinden nur auf den Fall mit linearen Ansatzfunktionen.
Der erste Grund ist, dass der Aufwand bei der Berechnung der Element-Matrizen
steigen wiirde durch Hinzunahme von weiteren Knoten und dies natiirlich einen
negativen Finfluss auf das Laufzeitverhalten des Optimierungs solvers hat. Der
zweite Grund ist, dass wir fiir mittlere Diskretisierungen schon sehr gute Fr-
gebnisse erzielen und diese den Mehraufwand nicht rechtfertigen wiirden. Ein
wesentlicher Vorteil wdre natirlich die hohere Fehlerordnung bei Verwendung
einer Interpolationsformel mit hoherem Polynomgrad.

Die globalen Ansatzfunktionen sind fiir uns nicht von Interesse, diese kénnen
wir aus den Formfunktionen fiir das Referenz-Element F bestimmen. Da wir die
FEM mit ihrer Elemente-Betrachtungsweise benutzen, definieren wir auf dem
Referenz-Element F die linearen Formfunktionen

G =1-¢ () =¢ VEeE.

Mit dem linearen Interpolationsansatz fiir die Steuerung u gilt fiir die Nemytskij-
Operatoren ®(u), U(u) in der Elemente-Betrachtungsweise:

, 3
2+ Agsz)R [ <
(un)|pe = (MIQESZ)<Z Uklk:(x)>
k=i—1

i i 3
W) gy = LEAESZ) L yop ( 2 uklm)) + < > uklm))

k=i—1 k=i—1

und nach Transformation auf das Referenz-Element E:

1 3
D(up)lp = W(Zﬂmk(f))
k=0

1 1 3
W)y = IR (zak¢k<s>)+(zak¢k<s>) ,
k=0

k=0

wobei wir die Beziehung ¢; (€50 (x50 (€))) = ¢i(§) benutzt haben. Die Koeffi-
zienten 4y bzw. @; entsprechen den Werten up (x;—1) bzw. up(x;) im aktuell be-
trachteten Element E(). Diese Berechnungs-Vorschrift beziiglich des Referenz-
Elements F flieRt bei der Berechnung der Element-Matrizen ein.

6.1.5 Numerische Integration und Losung des FEM - Gleichungs-
systems

Zur Berechnung der Eintrage in den Element-Matrizen und den Element-
Lastvektoren werden Quadraturformeln der Gestalt

1 n
| v e~ 3wl
0 k=1

verwendet. In unserem konkreten Fall verwenden wir die Gauss-Quadratur-
Formeln. Wir wissen, dass die n-Punkte Gauss-Quadratur-Formel Integrale mit
Polynomen y, deren Polynom-Grad maximal 2n — 1 ist, numerisch exakt berech-
net [13]|. Bei der Betrachtung der diskreten Bilinearform sieht man leicht, dass
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wir Polynome von maximal neunten Grades exakt integrieren miissen. Es wird
aber die 6-Punkte Gauss-Formel bei der Berechnung der Element-Matrizen und
des Element-Lastvektors verwendet, um beliebige Krafteinwirkungen f, hinrei-
chend gut approximativ berechnen zu kénnen.

Fiir die Auflésung des linearen Gleichungssystems Kpwy, = fj, verwenden wir
ein Iterations-Verfahren. Bei praktischen Problemen kann die Dimension des
Problems leicht sehr grof werden und ein direktes Losen des Gleichungssystems
kann in hohe Laufzeit des Programms miinden und wére dementsprechend nicht
sehr vorteilhaft. Aufgrund der guten Eigenschaften der Steifigkeitsmatrix Kj
(Positivitédt, Symmetrie) verwenden wir zum Losen des linearen Gleichungssys-
tems die Vorkonditionierte- Konjungierte- Gradienten-Methode (PCG-Methode).

Der Ausgangspunkt dieses Verfahrens bildet die Tatsache, dass die Losung des
linearen, symmetrischen Gleichungssystems Ky, = f, zur Minimierung eines
quadratischen Funktionals

- . . . . 1 Lo .
J(wp) = Hg}gN J(Up) mit J(vh) = E(Khvh,vh) — (fn,Un)
Up,

dquivalent ist. Der Gradient
T i= Vj(ﬁh) = Khﬁ'h — fh

weist in Richtung der lokal stérksten Zunahme des zu minimierenden Funk-
tionals und folglich —r im Punkt ¥} in Richtung des lokal stidrksten Abstiegs.
Auf dieser Grundlage wurde dieses Iterations-Verfahren (Verfahren des steilsten
Abstiegs) entwickelt. In unserem Falle konnen wir durch geeignete Vorkondi-
tionierung die Konvergenz des Verfahrens gegen die Losung )y beschleunigen.
Indem wir das dquivalente Gleichungssystem

Ko = f mit K = C"%"K,C™ %, & = C%%@j, und f = C70%f,,

mit C' einer positiven und symmetrischen Matrix 16sen. Diese Matrix C' wird
so gewdhlt, dass k(K) < k(Kj) (k ist die Konditionszahl) gilt. Mit dieser
Vorkonditionierung ergibt sich das eigentlich verwendete Verfahren fiir unse-
re Problemstellung. Als Vorkonditionierung verwenden wir die ,,unvollstdndige*
Cholesky-Zerlegung. Sie entspricht der ,yollstdndigen* Cholesky-Zerlegung mit
dem wesentlichen Unterschied, dass nur die Nicht-Null-Eintrage der Matrix Kp
in der Zerlegung beriicksichtigt werden. Die Beschreibung der PCG-Methode
sowie der unvollstdndigen Cholesky-Zerlegung ist z.B. in [11] S.267ff und [13]
dargelegt. Durch die Verwendung der Vorkonditionierung kénnen wir die Anzahl

der Iterations-Schritte beim Auffinden einer Losung @y erheblich reduzieren.

6.2 Numerische Losung der adjungierten Gleichung
mittels der FEM

Fiir unser Optimalititssystem (Kapitel 4, Abschnitt 4.3) haben wir den adjun-
gierten Zustand p € V als Losung der adjungierte Gleichung (AG)

d; (®()dip) + ¥(@p=1  p(0) =p(1) = d2p(0) = dip(1) =0

definiert. Wir gehen zur Variationsformulierung iiber und berechnen p € V als
Loésung von

a(p,v) := /Q{q)(u)dipdiv + Y (u)pv} dr = /QU dx =: f(v) VveV.
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Fiir die Funktion p verwenden wir den Hermite-Interpolationsansatz analog zur
Nebenbedingung

n
pr(-) =D piri(-) +pjsi(-)
§=0
und suchen eine Losung p, € V der diskreten Ersatzaufgabe:

ah(ph,vh) = /Q{(I)(uh)diphdivh + \I/(ﬂh)ph’uh} dr = /th dr =: fh(vh)

flir alle vy, € Vy, C V. Die Vorgehensweise zur Bestimmung einer numerischen
Losung py, ist analog zur Berechnung der numerischen Losung wy, der Neben-
bedingung. Sie unterscheidet sich lediglich in der Definition der rechten Seite
fn(vp) und in dem resultierenden Lastvektor fj.

6.3 Numerische Implementierung der Ableitung des
Zielfunktionals

Im Kapitel 4 haben wir das Optimalsteuerungsproblem und die notwendige
Bedingung erster Ordnung fiir den stationéren Fall formuliert. Durch Definition
des Steuerungs-Zustands-Operators konnten wir die Optimalsteuerungsaufgabe
vereinfachen und ein neues Zielfunktional fs(u) definieren. Fiir die Ableitung
des Zielfunktionals fs hatten wir mittels des adjungierten Zustandes p:

fi(u)z = /Q {—@'(u)diwdip — V' (w)wp} 2 do VzelL™®(Q)

ermittelt. Der Optimierungs-Solver fmincon, auf den wir an spéterer Stelle ein-
gehen werden, berechnet die diskrete Ableitung V fs;(uy) mittels Finiter Diffe-
renzen:

V fsn(un) = [W]

" _ fsn(un + hei) — fsn(un)
h )

=0

mit e; dem i-ten Einheitsvektor. Da wir bei der analytischen Betrachtung des
Optimalsteuerungsproblems die Ableitung f/(u) ermittelt haben, werden wir
diese Ableitung numerisch mittels der Finiten Elemente Methode implementie-
ren. Dies hat den Vorteil, dass wir einen positiven Effekt beziiglich der Lauf-
zeit erzielen, wenn wir den FEM-Gradienten dem Optimierungs solver als Input
iibergeben konnen. Diese Vorgehensweise kdnnte problematisch werden, weil wir
numerisch ein diskretisiertes Problem 16sen mit den damit verbundenen Appro-
ximationen (Fehlern) und der zugehorige Gradient kann von dem analytischen
Gradienten stark abweichen. Es kommt zusétzlich noch der Diskretisierungsfeh-
ler des FEM-Gradienten hinzu. Numerische Tests haben gezeigt, dass der Fehler,
den wir duch Benutzung des FEM-Gradienten machen, beziiglich des Finiten-
Differenzen-Gradienten in der Gréfenordnung von 1079 liegt bei hinreichend
kleinen Diskretisierungsparameter h. Numerische Instabilitéten, die sich bei dem
Optimierungs solver fmincon beziiglich der Verfeinerung der Diskretisierung ge-
zeigt haben, kénnen durch Verwendung des FEM-Gradienten vermieden werden.
Die Losungen des Optimalsteuerungsproblems mit FEM-Gradienten oder Finite
Differenzen-Gradienten sind natiirlich identisch.

Wir gehen iiber zur diskretisierten Variante des Gradienten, wobei wir beliebige
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Richtungen zj, € C(Q) verwenden,

Vfsn(un)zn = / {—®' (up,)d2wpd2pp, — V' (up)wppn } 21, da

Z " {—9' (up)d2wpdzpn, — V' (wp)wppp } 21, dz
Bl

fiir alle z; € C(Q) C L°°(2). Die Ableitungen der Nemytskij-Operatoren
@ (up,), ¥'(uy,) werden analog nach Abschnitt (6.1.4) fiir jedes Element E(*) unter
Hinzunahme der Transformation auf das Referenz-Element F berechnet:

2
'(up)lp = M(Zum )

>
2+ A
'(up)lp = (M4Rg,Esz AR? + (Zumk ) :

mit den Werten 4y, aus dem aktuell verwendeten Element E(®). Die Funktionen
wp, pp, sind die numerischen Losungen der Nebenbedingung und der adjungierten
Gleichung. Damit folgt fiir das Element E():

/ {—®' (up,)d2wpd2pn — V' (up)wppn } 21, da
E®)

- /Em{ T h42wff () 3 pl dEae(x)

Fiir die beliebigen Richtungen z, wéhlen wir sukzessive unsere Knotenbasis-
Funktionen [; fiir j = 0,...,n aus und nach Transformation des beliebigen
Elements auf das Referenz-Element mit den dort definierten Formfunktionen ¢;

folgt
e _ [ [p0% )h dg
vE(”fsh |: fE (7) hdf
der Element-Gradienten-Vektor. Mittels den Elementzusammenhangsmatrizen
- ~ ()12, _
cl) = [Cg}]azl,jzo mit
1 falls j diejenige globale Knotennummer eines Knotens ist,
O die der lokalen Knotenummmer « im i-ten Element (6.2)
aj entspricht ’
0 sonst

kénnen wir den globalen Gradienten-Vektor

n

Vfanlun) = 3 (C) Vg £

=1
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berechnen. Diesen Gradienten werden wir bei der Losung des diskreten Opti-
malsteuerungsproblems und auch mit den entsprechenden Modifikationen fiir
die notwendige Bedingung erster Ordnung verwenden.

6.4 Numerische Losung des Optimalsteuerungs-
problems

Fiir die direkte Losung des Optimalsteuerungsproblems ist der Ausgangspunkt
das zustandsreduzierte Problem (4.3). Dieses Problem wird diskretisiert und die
diskrete Variante des Problems unter Hinzunahme eines Optimierungs solvers
gelOst.

Bemerkung 6.4.1. Das Zielfunktional berechnen wir ebenfalls unter Benutzung
des FEM-Konzeptes:

fon(u) = /Q G(w)](z) d = / d%;%wwh 2g)h

mit den Gauss-Punkten x4, und den Gauss-Gewichten vy,. Dabeir summieren wir
iiber alle Elemente und fir jedes Element E® ist nach Transformation auf das
Referenz-Element E die Gauss-Quadratur-Formel zu benutzen.

Das Optimalsteuerungsproblem geht in ein endlich dimensionales Optimierungs-
problem fiiber:

ZF: mln fsn(up) = min ZZ”ygwh (xg)h

up el up €Uy

NB: A, =C

BS: Uy = {iiy € R"™ | ii, < il < iy},
mit
_ h h
A=[% n .. nB]

Die Volumen-Bedingung l6sen wir aus dem zulassigen Bereich U,g heraus und
verwenden sie als zusétzliche Nebenbedingung. Diese wird mittels Trapez-
Quadratur-Formel berechnet, wobei die Konstante C' (Volumen) von dem jewei-
ligen betrachteten Problem abhéngig ist und vorgegeben wird. Die Beschran-
kungen in der Menge Uy, an den diskreten Steuerungs-Vektor i, sind kompo-
nentenweise zu verstehen.

Als Optimierungs solver verwenden wir aus der Optimization Toolbox von MAT-
LAB das Tool fmincon. Dieses Tool ist fiir die Losung von Optimierungsproble-
men mit linearen (nichtlinearen) Zielfunktionalen und linearen (nichtlinearen)
Nebenbedingungen in Gleichungs- sowie in Ungleichungsform geeignet.

In dem Solver fmincon ist das SQP-Verfahren (sequentielle quadratische Opti-
mierung) eingebaut. Dieses Verfahren transformiert das urspriingliche diskrete
Problem in eine Folge von quadratischen Optimierungsproblemen und nutzt
diese zur Bestimmung einer Losung. Die Grundlage des SQP-Verfahrens ist ei-
ne Verallgemeinerung des Newton-Verfahrens fiir unbeschrinkte Probleme. Das
urspriingliche Problem wir in ein quadratisches Optimierungsproblem:

min V() up — 7) + f 1 (@) (g, — w2

BS: iUy, € Uy,
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transformiert und eine Iterationsfolge uglk), Lagrange’sche Multiplikatoren q,(lk)

flir die Volumen-Bedingung und Lagrange’sche Multiplikatoren ugk), ul(,k) fiir
die Beschriankungen der Steuerungen bestimmt, die gegen die optimale Losung
up und gegen die zugehorigen Lagrange’schen Multiplikatoren gy, ptq, 1y kon-
vergieren. Aussagen tliber das Konvergenz-Verhalten dieses Verfahrens (SQP-
Verfahren), sowie fiir ausfiihrlichere Informationen verweisen wir auf [14] S.246f,
[4] und fiir das Tool fmincon auf die umfangreiche Optimization Toolbox - Doku-
mentation. In dem Optimierungs solver ist nur die Variante enthalten, die nach
lokalen optimalen Losungen sucht, d.h. bei schlecht gewéhlten Start-Vektor
kann auch keine Konvergenz eintreten.

Wir iibergeben an fmincon als Input:
e das diskrete Zielfunktional fgp,(up,),
e die Volumenbedingung A, = C,
e die Beschrankungen an die Steuerung, die Vektoren ,, i und

e den diskreten Gradienten-Vektor V fsp(up), um bei der Losung des Opti-
mierungsproblems Geschwindigkeitsvorteile zu erzielen.

Als Abbruch-Kriterien in diesem Verfahren wird iiberpriift, ob die Anderungen
des Zielfunktionals kleiner als die vorgeschriebene Toleranz sind, die Verletzung
der Nebenbedingung innerhalb der Toleranzen liegt und die notwendigen Bedin-
gungen fiir die Optimalitdt der Losung uy, erfiillt sind. Als Ausgabe (Output)
erhalten wir

e den optimale Losungsvektor uy,

e den diskreten Lagrange’schen Multiplikator ¢, fiir die Volumenbedingung
sowie

e die Lagrange’schen Multiplikatoren fi,, iip, fiir die Beschrankungen an die
Steuerung.

Ob die Losung uy, des diskreten Optimalsteuerungsproblems wirklich ein Kan-
didat fiir die optimale Losung ist, zeigt sich durch das Uberpriifen der notwen-
digen Bedingung erster Ordnung, d.h. das Optimalitdtssystem aus Kapitel 4,
Abschnitt 4.3 muss erfiillt sein.

6.5 Numerische Auswertung der notwendigen Bedin-
gungen erster Ordnung

Als notwendige Bedingung erster Ordnung hatten wir im Kapitel 4 das Opti-
malitatssystem hergeleitet. Diese Variationsungleichung

/ {—9'(w)d2wd2p — V' (w)wp} (= —w) dax > 0 VzeUy  (6.3)
Q

ist nun der Ausgangspunkt fiir die Bestdtigung der Optimalitdt der numerisch
berechneten optimalen Losung wy,.

Bemerkung 6.5.1. Die in [}] praktizierte punktweise Diskussion der notwen-
digen Bedingung erster Ordnung ist hier nicht anwendbar, aufgrund der Nicht-
linearitat der Steuerung u und der zusdtzlichen Volumenbedingung. Es hat sich
gezeigt, dass bet dieser Art der Diskussion sich nur Lisungen ergeben, die mit
der Volumenbedingung nicht vereinbar sind.
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Wir definieren
b(z) := / {@'(w)d2wd2p + V' (w)ywp} = dz.
Q
Die Ungleichung (6.3) ist dquivalent zu

max b(z) = b(q).

2€Uqq
Fiir die Funktion z verwenden wir den linearen Interpolationsansatz analog zur
Steuerung u. Daraus ergibt sich die diskrete Problemstellung;:

max > Y g { (@) dZwndipn + V' (W) Whps } 20
h h
EG@) x4

NB: Az =C.

Diese Aufgabe l6sen wir ebenfalls numerisch mit den Optimierungs solver fmin-
con, nachdem wir das Problem mittels FEM diskretisiert haben, siche Bemer-
kung (6.4.1). Als Input nutzen wir die bereits berechneten diskreten Grofen
wy, pr, sowie die optimale Steuerung @, und erwarten das fiir die Losung Z:

Zhp R Uup = |Eh — ﬂh| <e€ (64)

mit ¢ hinreichend klein, gilt. Der Gradient Vby(zp) zu dieser Problemstellung
wird ebenfalls mittels der FEM berechnet und dem Optimierungs solver fmincon
ibergeben. Mit diesem Test (6.4) hitten wir bestatigt, dass @, die notwendi-
gen Bedingungen erster Ordnung fiir die Problemstellung im stationédren Fall
erfiillt. Aber bei schlechter Wahl des Start-Vektors zy konnen sich Losungen Zj,
einstellen, fiir die nicht Z;, ~ @y, gilt. Beim anschliefenden Vergleich des Ziel-
Funktionals fsp, zeigte sich, dass fsp(zn) > fsn(up) galt. Damit ist Z;, aufgrund
der Wahl des Start-Vektors 2 nicht die gesuchte optimale Losung. Die Ursa-
che dieses Unvermdgens des Auffindens der optimalen Losung koénnte mit der
lokalen Suche nach optimalen Losungen des im Optimierungs solvers implemen-
tierten SQP-Verfahrens zusammenhéngen. Wir verwenden deshalb Zy = up, + €
als Start-Naherung. Wobei e die Storung der optimalen Losung in allen Kom-
ponenten von uy, realisiert.

6.6 Beispiele
Fiir die folgenden Beispiele verwenden wir die Material-Parameter:
E=21-10% v =0.3, R=1

das Elastizitdtsmodul, die Poison-Zahl und den Radius. Die ersten beiden Pa-
rameter sind von dem jeweilig verwendeten Material abhéngig und der letzte
Parameter von der jeweiligen Problemstellung. Fiir die Diskretisierung des sta-
tiondren Problems legen wir uns auf 50 Gitterpunkte fest. An diesen Punkten
suchen wir die diskrete optimale Losung @, und die zugehorige optimale Zu-
standslosung wy,.
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radius + thickness

0 0.2 0.4 06 08 1
lenght of cylindric tube

Abbildung 6.1: Start-Konfiguration

In (6.1) sehen wir einen Léangsschnitt durch das Zylinderrohr, wobei wir auf-
grund der Symmetrie nur den oberen Anteil darstellen. Die — - —- Linie ent-
spricht der Mittelebene der Zylinderschale. Diese Konfiguration stellt fiir alle
Beispiele die Start-Konfiguration dar.

Fiir die Beschréankungen an die Steuerung legen wir die Konstanten
ug = 0.05 up = 0.15

fest und fiir die Volumen-Bedingung berechnen wir fiir die Konstante C"

1
C= 27TR/ up(x) de = 27wR - 0.1 = 0.628318530717959,
0
mit ug = 0.1 der Start-Steuerung.

6.6.1 1. Krafteinwirkung f, = 2(1 — )

Als erstes Beispiel wihlen wir eine symmetrische Krafteinwirkung und erwarten,
dass die optimale Dicke u;, sowie die Auslenkung w; auch gewisse Symmetrie-
Eigenschaften aufweist.

u__ Direct Sol.
opt

* unptSoI.MVU
0.14

» 104
0.12

=3
5

01

1

optimal control
radius + thicknes:

o
©
&

0.08

o
©
&

0.06

o 0.2 0.4 0.6 08 1
o 02 0.4 06 0.8 1 lenght of cylindric tube
x-region

0.04

Abbildung 6.3: Zylinderrohr Konfigura-

Abbildung 6.2: optimale Dicke T, (S1) tion (S1)



128 KAPITEL 6. NUMERIK DES STATIONAREN PROBLEMS

Auf den oberen Grafiken sehen wir jeweils die optimale Dicke %y, deren Besté-
tigung durch die numerische Auswertung der Variationsungleichung (VU) und
den Léangsschnitt des Zylinderrohres, wobei wir aufgrund der Symmetrie nur den
oberen Teil darstellen. Auf den folgenden Grafiken ist der zugehdrige optimale
Zustand wj, und der adjungierte Zustand p; abgebildet.

8 0.04 T
7 0.035 / - -
6 0.03f \
y \
55 L0025/ \
g 3 / \
g 4 g 0.021 /// \\
S g / \
T3 0.015 f/ \
2 001 ,/ \\ 1
/ \
1 0.005 —r \
\
0 : : : : 0 . . . . !
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
x-region x-region
Abbildung 6.4: optimaler Zustand wy, Abbildung 6.5: adjungierter Zustand py,
(S1) (S1)

Die obige Erwartung konnte durch die numerische Losung bestétigt werden.

6.6.2 2. Krafteinwirkung f, = exp(z)

Als zweites Beispiel wihlen wir eine exponentielle Krafteinwirkung f,, um eine
nichtlineare, unsymmetrische Krafteinwirkung simulieren zu kénnen. Diese ,,Un-
Symmetrie* miisste sich auch in den optimalen Lésungen niederschlagen. Auch

11
0.14 T
s Uy Direct Sol. 1.08
- % Uy, Sol.of VU I
o012 = = 1.06 T
‘ /// \\
1.04 - g
011 @ _ \
& |«
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R g 1.02 -
g £
< 009 PRY--—-—-—== == ——r—r—rmememm e mem e
]
£ 3
g 0.08 €098 4
T
0.07 < d
0.96 ~—_ o
0.06 Ty __
0.94 T~
0.05
0.92
0 0.2 04 06 0.8 1
lenght of cylindric tube

o 0.2 0.4 0.6 0.8 1
x-region

Abbildung 6.6: optimale Dicke T, (S2) é:f lég;?g 6.7: Zylinderrohr Konfigura-
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Abbildung 6.8: optimaler Zustand wy, Abbildung 6.9: adjungierter Zustand py,

(S2) (S2)
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in diesem Fall konnte die Vermutung durch die Numerik bestétigt werden.

6.6.3 3. Krafteinwirkung Sprungfunktion

Fiir das letzte Beispiel definieren wir eine Sprungfunktion:

[ exp(z) x€]0,0.5]
fo(@) = { exp(—z) x € (0.5,1] ’

um ein einfaches Beispiel fiir eine Krafteinwirkung f. € L2(Q2) darlegen zu
kénnen. Durch Verwendung des Konzeptes der schwachen Lésungen und der
FEM stellt dies keine Schwierigkeit dar. Dieser ,,Sprung“ diirfte auf die Losung
einen geringeren Einfluss haben als vermutet. Aufgrund der hohen Gléattungs-
Eigenschaften des Differenzial-Operators vierter Ordnung konnen wir stetige
Losungen erwarten. Unsere Vermutung wurde durch die Numerik bestétigt.
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0.16 T T
Uy Direct Sol. 1.08 -
% u Sol.of VU T
opt .
0.14 1.06 - \
/// \\\
g 1040 -
0.12 2 4 -
g
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8 +
s 01 g If T
: g
& o8 4
0.08 \ ///
0.96 " o
A -
0.06 0.94 . y
\\\\ //
092
0.2 0.4 06 0.8 1

0.2 0.4 0.6 08 1 lenght of cylindric tube
x-region

Abbildung 6.11: Zylinderrohr Konfigu-

Abbildung 6.10: optimale Dicke w(S3) ration (S3)
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Abbildung 6.12: optimaler Zustand Abbildung 6.13: adjungierter Zustand
wp(S53) pr(S3)

Die optimalen Losungen zeigen hohe Glattheits-Eigenschaften. Die , Knicke” an
den Réndern bei der optimalen Steuerung wy kénnen durch Verfeinerung der
Diskretisierung oder durch einen Regularisierungsterm vermieden werden.

6.7 Fazit

In diesem Kapitel haben wir die numerische Implementierung des stationdren
Problems dargelegt. Zur Bestimmung der Losung der Nebenbedingung und der
adjungierten Gleichung wurde das Konzept der Finiten Elemente benutzt. Die
Besonderheiten, die sich beim Lésen der Gleichung vierter Ordnung ergeben,
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wurden ebenfalls aufgezeigt. Weiterhin konnte dieses Konzept auch zur Berech-
nung des diskreten Gradienten des Zielfunktionals fs benutzt werden, um positi-
ve Effekte beziiglich der Laufzeit des zu l6senden Optimalsteuerungsproblems zu
erreichen. Das vorgelegte Optimalsteuerungsproblem fiir das stationére Problem
wurde zunéchst diskretisiert und anschlieffend mittels des Optimierungs solvers
fmincon gelost. Die im Kapitel 4 hergeleitete notwendige Bedingung erster Ord-
nung wurden als Test auf die erhaltene optimale Lésung uj, angewandt und
die Erfiillung dieser Bedingung bestétigt. Als Abschluss dieses Kapitels wurden
Beispiele berechnet und deren Lésungen grafisch dargelegt. Der Quell-Code der
Implementierung in MATLAB ist im Anhang der Dissertation beigelegt.



Kapitel 7

Numerische Implementierung
des instationaren Problems

In diesem Kapitel wollen wir uns den instationdren Problemen und den damit
verbundenen Optimalsteuerungsproblemen A-D beschéftigen. Diese Probleme
wurden im Kapitel 5 formuliert, die Existenz der Losung der modifizierten bzw.
der vollstdndigen Nebenbedingungen gezeigt und die notwendige Bedingung ers-
ter Ordnung fiir die Probleme A-D bewiesen.

Bevor wir uns den Optimalsteuerungsproblemen zuwenden, beschéftigen wir uns
mit den Implementierungen zur Bestimmung einer numerischen Losung der mo-
difizierten beziehungsweise der vollstdndigen Nebenbedingung. Bei diesen Dar-
legungen werden wir auf bereits bekannte Implementierungsdetails aus dem Ka-
pitel 6 zuriickgreifen. Im Anschluss wenden wir uns den Implementierungen der
adjungierten Gleichungen und den Gradienten der Zielfunktionale fiir diese Pro-
bleme zu. Zum Schluss des Kapitels werden Beispiele fiir alle Problemstellungen
berechnet und deren numerische Losungen in grafischer Form présentiert.

7.1 Implementierung und numerische Losung der mo-
difizierten Nebenbedingung

Wir suchen eine Losung ws = ws(z,t), (x,t) € Q, welche der partiellen Diffe-
renzialgleichung

O(u)0?ws 4 92(®(u)d?ws) + ¥(u)ws = R f.
RB: ’u}5|§) = (ﬁws\g =0
AB: ws(+,0) = dws(-,0) =0
gentigt. Mit f, = f.(x,t) bezeichnen wir die Krafteinwirkung auf das Zylinder-
rohr. Diese Problemstellung transformieren wir in ein System von zwei partiellen
Differenzialgleichungen erster Ordnung beziiglich der Zeit t. Wir definieren dazu

Ys = Orws

und damit erhalten wir das System:

8,511)5 — Ys = 0
O(u)drys + 03 (®(u)dzws) + ¥ (u)ws = R f,
RB: ys’Z :ws‘E:agys|E:a§ws‘E:0

AB:  ys(-,0) = wy(-,0) = 0.

131
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Bei diesem System haben wir die Eigenschaft benutzt, dass die partiellen Ablei-
tungen beziiglich der Zeit ¢t auf dem Rand ¥ verschwinden. Diese Umformung
hat den entscheidenden Vorteil, dass wir zusétzlich zur Losung w, auch die erste
Ableitung beziiglich der Zeit d;ws berechnen. Die wir spater bei der Implemen-
tierung der Gradienten der Zielfunktionale und auch fiir die Auswertung der
notwendigen Bedingung erster Ordnung fiir die Probleme A und C bend&tigen.

Die weitere Vorgehensweise ist fiir die modifizierte sowie fiir die vollstéandige
Nebenbedingung identisch und wir setzen aus Griinden der Ubersichtlichkeit
w = wg bzw. y = ys. Zunichst gehen wir zur Variationsformulierung iiber, indem
wir unser System mit Test-Funktionen v € V multiplizieren, iiber das Gebiet {2
integrieren und die Randbedingungen beziiglich des Ortes berticksichtigen:

/{&ng —yvldr =0

Q

/{@(u)@tyv + ®(u)02wd2v + U (u)wv} dr = R/ frvdx
Q Q

AB: /Qw(:c, 0)v(x)dx =0 /Qy(x,O)v(x) dx = 0.

Diese Gleichungen gelten fiir alle v € V und fiir alle ¢t € (0, 7. Dies ist auch der
Ausgangspunkt fiir die Finite Elemente Methode beziiglich des Ortes (Linien-
variationsformulierung).

7.1.1 Zeitdiskretisierung

Die vorgelegten Gleichungen beinhalten Ableitungen beziiglich der Zeit. Diese
Ableitungen werden mittels Finite Differenzen approximiert. Wir definieren eine
Zeit-Diskretisierung durch ¢, = tg + m7 mit m € Ny:

O=to<ti<...<tma<tm<...<ty=T mit 7 =ty — typ—1. (7.1)

mit dem Zeitdiskretisierungsparameter 7 und definieren die diskreten Funktio-
nen beziiglich der Zeit: w™ := w(x,t,,) bzw. y™ = y(z,t,,). Zur Approxi-
mation der Zeit-Ableitung konnen wir die bekannten Differenzen-Quotienten
verwenden. Die einfachste Moglichkeit wire die Verwendung des vorwértigen
Differenzenquotienten:

/{(wm —w™ Yo — ry™ o} dx =0,
Q

was auf ein explizites Euler-Verfahren beziiglich der Zeit ¢ fiihren wiirde. Aber
aus Griinden der Stabilitdt verwenden wir ein o-gewichtetes Schema, welches
eine Linearkombination zwischen expliziten und impliziten Verfahren darstellt:

/Q{(wm —w™" Mo — 7oy + (1 —o)y™vl dz =0

und speziell fiir ¢ = 1 folgt das Crank-Nicolson-Verfahren, siehe [11] und [12].
Dieses Verfahren werden wir im weiteren Verlauf der Arbeit immer verwenden.
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Es folgt

/Q {(wm —w™ ey — g(ym + ym_l)v} dr =0
AB: /Qw(x,O)v(x) dr =0

‘/{@aowm—ym-5v+;@ao%@w“+wm—wﬁv
Q

+ U (u)(w™ + w™” }dm-% (f + Y de

AB: /Qy(x,O)v(x) dzx = 0.

Wie bereits erwahnt, verwenden wir fiir den Ort die Finite Elemente Methode.
Dabei miissen wir beachten, dass wir Funktionen bei fester Zeit ¢ im Sobolev-
Raum V betrachten. Dies hat zur Folge, dass wir analog zu Kapitel 6 fiir den Ort
den Hermite-Interpolationsansatz nutzen, was zu den C'-Elementen fithrt. Wir
definieren analog zum stationdren Fall einen semidiskreten Ansatz fiir beliebige
diskrete Zeitpunkte t,,:

W = wnotm) = Dl ln)pi () + 0ty () baw. (72)

n

s = Zy? () + yj (tm) a5 (),

wobei n die Anzahl der verwendeten Knoten beziiglich der Orts-Diskretisierung
ist. Die Knotenparameter w?(tm) bzw. y?(tm) sind naherungsweise w(z;,tm)
bzw. y(z;,tm) und w]l(tm) bzw. yjl- (tm) bezeichnen die ersten Ableitungen be-
ziiglich « im Knotenpunkt (z;,t,,). Die Funktionen p;, ¢; sind die Knotenbasis-
Funktionen im diskretisierten Raum V; C V, siehe Kapitel 6. Mit diesen verwen-
deten Ansétzen gehen wir zur volldiskreten Ersatzaufgabe iiber: Finde diskrete
Funktionen wj*, y;"*, welche die Gleichungen

[ =g = R+ o} do =0
Q

AB: / w) (x, to)vp(x) dz = 0
Q

T _
[ {Btr — o+ Jotunour + o ey
Rt

2 () (wp +wp o do = 5 U I de

AB: [ @ tounla) do =0
Q

fiir alle vy, € Vp, und in allen Zeit-Gitterpunkten ¢, erfiillen. Als Funktionen vy,
wahlen wir alle Knotenbasis-Funktionen pj, g;. Zur Vereinfachung definieren wir
den Funktionen-Vektor und die Knotenparameter-Vektoren

P o= [Poqopiqi - - Pnn) = [P1-..PN]
@™ = [wl(tm )w(l)(t ) W (tm) W (tm) .. wh (tm) wp(tm)]" (7.3)
= [@...a%"
o= [yg(tm) ( )yl(t )y%(tm) yg(tm) yrlz(tm)]T
(91"

]T
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mit N = 2n + 2. Somit folgt fiir alle Funktionen p; mit ¢ = 1,..., N:

~ o . T, . U o
(" —wy 1)/ijpi dm—§(y;7”‘+y;” 1)/ijpi dm} =0

w?/ﬁjﬁi dx] =0
L Q

@ =95 /Q O(un)p;pi dx]

A

<
Il
—

AB:

M-

<
I
—

I

<.
Il
—

N
T ~m ~m— ~ ~ ~ ~
M) Z [(wj +w; 1)/§2{‘I’(uh)dipjdg2gpi+‘1’(Uh)Pjpi} dx
j=1

Rt -
= 9 /Q{fz($7tm) + fz(l')tm—l)}pi dx
N
AB: > [g;’ / Pibi dx] = 0.
=1 @
Diese Gleichungen werden wir im folgenden noch weiter vereinfachen.

7.1.2 Diskretisierung der Steuerung

Wir diskretisieren die Steuerung v und die damit verbundenen Nemytskij-

Operatoren analog zu Unterabschnitt (6.1.4) mittels linearer Interpolationsfor-
mel,

un(-) = usl(-),
=0

mit [; € C(§2). Die Begriindung dieser Vorgehensweise haben wir in diesem Un-
terabschnitt dargelegt und auch fiir die Nemytskij-Operatoren ®(u) bzw. ¥(u)
die Berechnungsvorschrift angegeben. An dieser Stelle legen wir noch die Be-
rechnungsvorschrift fiir ©(u) und fiir T(u), welche wir auch in der vollstdndigen
Nebenbedingung bendétigen, dar. Es gilt beziiglich des Referenz-Elementes E:

O(un)ly = Rp)_ urdi(f)

Rp [ ’
T(un)lg = 1;(2%%(5)) :

mit den Koeffizienten @y, aus dem jeweils betrachteten Element E®).

7.1.3 Umformulierung der volldiskreten Ersatzaufgabe

Zur einfachen Darstellung der volldiskreten Ersatzaufgabe definieren wir die
Massematrix My, bzw. die ©-gewichtete Massematrix M ,?, die zeitunabhéngige
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Steifigkeitsmatrix K}, und den Lastvektor F}":

N
My = [Mylt— = [/Qﬁk(x)ﬁl(x) deLJ1
N
MP = M3 = | [ et de] (7.4
Q k=1
N
Kp = [Kulpio = [/ O (up)dzpr(x)d2pi(z) + @ (up)pr(2)pi(x) da
Q k=1
N
m . miN m Tt 5 (1 T
R = | [ R >pl<>dLl

und setzen als zugehorige Knotenparameter-Vektoren Y,” = ¢ bzw. W} = ¢
fiir alle diskreten Zeit-Schichten t,,. Die Randbedingungen w|y = ylxs = 0
wurden bereits in der Raum-Definition V berticksichtigt und die dynamischen
Randbedingungen 92wy, = 82y|s, = 0 wurden in der Variationsformulierung
eingearbeitet. Mit diesen Definitionen konnen wir die volldiskrete Ersatzaufgabe
in Matrix-Vektor-Notation darstellen:

MW = MWl 4 %Mh(ygn +yh
— W = W4 %(Yhm + Y

T

MPY = MPY;" = SE (Wi + Wit 4 S+ B,

[\

. . . 2
Diese formen wir mit A := M}(? + T Kp um:

2 2
AW = (Mﬁ - T4Kh) Wi+ T MPY T 4 TZ(F,’L” +FMY
Bm—1
2
yito= S - -yl
T

Fiir die Anfangsbedingungen gilt:
w(,0)=0=WP=0  und  y(-,0)=0= Y =0,
wobei wir benutzt haben, dass fir w(-,0) = 0 auch d,w(-,0) = 0 gilt. Die gleiche

Argumentation gilt natiirlich auch fiir y(-,0).

7.1.4 Der elementeweise Aufbau der Matrizen und des Last-
vektors

Fiir ausfiihrliche Details verweisen wir auf Kapitel 6 und die dort angegebene
Literatur, wo bereits der Aufbau dargelegt wurde. An dieser Stelle wollen wir
aus Griinden der Vollstandigkeit die Berechnungsvorschriften angeben.

Der elementeweise Aufbau der Massematrix M),

Unter Ausnutzung der Additivitdt des Integrals berechnen wir

[ @@ s kI=1.. N
Q



136 KAPITEL 7. NUMERIK DES INSTATIONAREN PROBLEMS

als eine Summe iiber alle Element-Integrale E(*)

n

| pu(@itz) do = Z [ @) de =3 () MO0 <

=1

mit C), der Elementzusammenhangsmatrix (6.1), die jede Element-Massematrix
M@ an die richtige Stelle (Knoten-Position) in der globalen Massematrix M),

einfiigt. Zur Vereinfachung definieren wir ¢ := [@o htbg w1 hip1] = [@1 P2 P3 P4]

und fiir die einzelnen Eintrége in der Element-Massematrix M@ e R** folgt,

Ml = /E SO d,
fir k,l=1,....4.

Der elementeweise Aufbau der gewichteten Massematrix M}(?

Dieser Aufbau ist fast analog zur Massematrix M}y mit dem Unterschied, dass
wir den diskreten Nemytskij-Operator ©(uy) beriicksichtigen. Es folgt unter
Benutzung der Additivitat:

/@Uhpk z)pi(x da;—z

und fiir die Eintrdge in der ©-gewichteten Element-Massematrix gilt:

o O (up)pr(x)pi(x)dr = Z(C(i))TMg)C(i) .y
B i=1

MEO — /Eewh)(&)@k(&)@(&)h e
fir k,1=1,...,4.

Der elementeweise Aufbau der Steifigkeitsmatrix Kj

Der Aufbau der zeitunabhéngigen Steifigkeitsmatrix Kj ist komplett analog
zu der Nebenbedingung im stationdren Fall und wir verweisen deshalb auf die
Darlegungen im Kapitel 6.

Der elementeweise Aufbau des Lastvektors Fj,

Der Lastvektor ist in diesem Falle von der Zeit ¢ abhéngig, wobei nur Kraftein-
wirkungen f, an den diskreten Zeiten t,, von Interesse sind. Es gilt fiir jede
Zeitschicht t,, und iiber alle Elemente E(*) summiert:

n

R/fz ,tm)pdo =Y _(CO)T f

=1

4

§0 = [ R IEEGRMETED ds]

Fiir Informationen zum Einbau der Randbedingungen in die Matrix A, die ver-
wendete numerische Integrations-Quadraturformel sowie das Verfahren zum Lo-
sen des Gleichungssystems AW} = B! verweisen wir auf die Ausfiihrungen
im Kapitel 6 Abschnitt (6.1.5) und die dort angegebene Literatur.

=1
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7.2 Implementierung und numerische Losung der voll-
standigen Nebenbedingung

In der vollstaindigen Nebenbedingung ist das Beschleunigungs-Biegemoment,
welches wir bei der modifizierten Nebenbedingung vernachldssigt haben, ent-
halten. Wir suchen eine Losung w = w(z,t), (x,t) € Q, welche die partielle
Differenzialgleichung

O(u) 02 ws — D5 (Y (w)0Fpw) + O2(®(u)02w) + ¥(u)w = R f,
RB:  w|s =d*w|g =0
AB: w(-,0) = w(-,0) =0

erfiillt. Analog zur modifizierten Nebenbedingung setzen wir dy;w = y und er-
halten ein System von zwei partiellen Differenzialgleichungen erster Ordnung
beziiglich der Zeit ¢:

ow—y=0
@(u)aty - ax(T(u)axaty) + 85((1)(“)8310) + \Ij(u)w = sz
RB: yls = wly = 92yl = O*w|s =0
AB: y(+,0) = w(-,0) = 0.
Die Vorgehensweise ist analog zur modifizierten Nebenbedingung und wir ge-

hen lediglich auf Implementierungs-Unterschiede ein. Wir gehen zunéchst zur
Variationsformulierung tiber,

/Q{ﬁtwv —yv}dr =20
AB: /Qy($, 0)v(xz)dx =0

/ {O(u)dryv + Y (1)du0rydv + ®(u)Pwdv + ¥ (u)wv} dx
Q

:R/fzvdx
Q

AB: / w(z,0)v(z) de = 0.
Q
Jetzt diskretisieren wir beziiglich der Zeit ¢ und benutzen die Differenzen-

Quotienten zur Approximation der Zeitableitungen. Auch bei der vollstandigen
Nebenbedingung nutzen wir das Crank-Nicolson- Verfahren:

/Q{(,wm —w™ My — %(ym —l—ym*l)v} dr =0
AB: / y(z,0)o(z) dz = 0

/ {6(w) Y™ o 4+ Y (w)0, (y™ — y™ N dpv

T o (uw)d2(w™ + w™ ) d2v + - S )(wm+wm_1)v} dz

RT [ oda

AB: /Qw(a;,())v(a:) dx = 0.
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In diesem Schema nutzen wir den Hermite-Interpolationsansatz (7.2) fiir die
Funktionen w™ bzw. y™ und die lineare Interpolationsformel fiir die Steuerung
u, sieche Abschnitt (6.1.4).

Damit kénnen wir zur volldiskreten Ersatzaufgabe fiir die vollstdndige Neben-
bedingung mit beliebigen Funktionen v, C Vj;, tibergehen: Suche Funktionen
wpt, ypt, welche die Gleichungen:

[ {wr =t = S+ oo} do =0

AB: / Y9 (x, to)vp(x) dz = 0

| AO@ R = o+ @) = 55
n —@(uh)ﬁi(wh +w™ ) d2, + g\P(uh)(wh + 1)Uh} d

R; L o ds

AB: / wh(z, to)vp(z) dz =0
Q

fir alle v, € Vp und in allen Zeit-Gitterpunkten t,, erfiillen. Fiir die belie-
bigen Funktionen v setzen wir die Knotenbasis-Funktionen ein und mit den
Vereinbarungen (7.3) folgt:

_ ~ o~ T _ ~ ~

0 / By da:} 0
QO

(" =) /Q{G(Uh)ﬁjﬁi + Y (un)dupjdzpi} dﬁ]

<
I
—

M-

AB:

M-

<
Il
R

M) =

=1t
LN

—1—22 [ wi +wl'” h /{(I) up)d2p;d2p; + W (up)p;pi b de]
R

£l

Fiir die numerische Implementierung des Beschleunigungs-Biegemomentes defi-
nieren wir die Laplacematrix Gp:

N

G = [Gmﬁlzlz[ [ Tedn@an@ e @
Q k=1

welche wir analog zu den bereits betrachten Matrizen My, M h@ bzw. K} imple-
mentieren. Mit den zugehorigen Knotenparameter-Vektoren mit ¥, = ;" bzw.
W™ = wy* fiir alle Zeitschichten ¢, und den definierten Matrizen (7.4) und
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(7.5) gilt in der Matrix-Vektor-Notation:
MW = MW+ th(Y}Z” +yh
— Wi = W S

(M +GOYI" = (MP + G = JER(Wi + W) + (B + B ).

Wir setzen B}?T = M f(? + G}, und stellen diese Gleichungen nach den unbe-
kannten Knotenparametern der Zeitschichten t,, um,

2 2
(B,‘?T + T4Kh> W = (B}?T - T4Kh) Wt BTy
7—2 m m—1
+oE )
2
yro= S =W -yt

Aus diesen Gleichungen und den Anfangsbedingungs-Vektoren Y;! = W,? =0
konnen wir die unbekannten Knotenparameter pro Zeitschicht ¢, berechnen.

Fazit: Wir miissen pro Zeitschicht ¢,, zwei Gleichungen fiir die modifizierte bzw.
vollstandige Nebenbedingung 16sen und erhalten als Lésung naherungsweise die
diskreten Knotenparameter w(z;,t;), Oyw(x;, t;), y(xi, tj) = Opw(xs, t;) sowie
Opy(i tj) = 010yw(z;,t;) im Gitterknotenpunkt (z;,t;) fiir alle ¢ = 0,...,n
und j = 1,...,m, die wir fiir die Implementierung der Zielfunktionale bei den
Problemen A-D und fiir die notwendige Bedingung erster Ordnung bendtigen.

7.3 Implementierungen und numerische Losungen der
adjungierten Gleichungen

Fiir die effiziente Darstellung der notwendigen Bedingung erster Ordnung beno-
tigen wir die adjungierten Gleichungen. Die Diskretisierung dieser Gleichungen
verlduft fast analog zu der modifizierten bzw. vollstdndigen Nebenbedingung.
Wir verwenden ebenfalls fiir die Ortsdiskretisierung die Finite Elemente Metho-
de und fiir die Zeit-Diskretisierung ein o-gewichtetes Schema und speziell das
Crank-Nicolson- Verfahren. Die adjungierten Gleichungen fiir die Probleme A-D
sind riickwarts-gestellte Probleme, dies hat natiirlich wesentlichen Einfluss auf
die resultierenden Gleichungen und deren Bestimmung einer Ndherungslosung.

7.3.1 Implementierung der adjungierten Gleichung fiir das Pro-

blem A

Wir suchen die Losung pa = pa(z,t), (z,t) € Q des Endwert-Randwertproblems:

O (u)d7pa + 02(®(u)dipa) + ¥(u)pa = 0
RB: pals = 92pals =0
EB: pa(+,T)=0 O(u)owpa(-,T) = —1.

Analog zu den Zustands-Gleichungen setzen wir 0;ps = y4 und transformie-
ren die adjungierte Gleichung fiir das Problem A in ein System von partiellen
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Differenzialgleichungen erster Ordnung beziiglich der Zeit:

Opa—ya=0
O(u)drya + 02(®(u)Dzpa) + ¥(u)pa = 0
RB:  pals =ya = 97pals = 97yals = 0
EB: pa(+,T)=0 O(u)ya(,T) = —1.
Somit haben wir zwei riickwérts gestellte Probleme in der Zeit vorliegen. Zu-
néchst diskretisieren wir die Zeit (7.1) analog zu den Nebenbedingungen, wobei

wir auf die spezielle Art der Probleme fiir den Moment keine Riicksicht nehmen
und gehen zur Variationsformulierung beziiglich des Ortes {iber:

/{&,pA —yatvdr =0
Q
/{8tyAU + @(u)ﬁgpAdiv + U(u)pav}der =0
Q
EB: / pa(z, T)v(z) de =0

Q
; O(u)ya(z, T)v(x) de = /Q —v(z) dz.

Fiir die Funktionen p4 und y4 verwenden wir den Hermite-Interpolationsansatz
(7.2) und formulieren die volldiskrete Ersatzaufgabe: Finde Funktionen p'y, , 4’1},
welche die Gleichungen

.

/Q {(p’th =Pl v — S W, + y%jl)vh} dz =0

EB: / P (z, tar)op(z) de = 0
Q

m m— T m m—
[ {3 on + Fen 2 + o o

T _
+ 5‘1’(%)(17%1 + ', 1)Uh} dr =0

EB: /Q@(uh)y%b(a?,tM)vh(:n) dx = —/th(z:) dx.

fiir alle v, € Vp und in allen Zeit-Gitterpunkten ¢, erfiillen. Analog zu den
Zustandsgleichungen wahlen wir fiir die beliebigen Funktion v, C Vj unsere
Knotenbasisfunktionen p;, ¢; aus. Mit den Vereinbarungen (7.3) folgt:

T

(PR —h ) /Q bipi dr — o (54 + 745 ) /Q Pipi dx] =0

I

<.
Il
—

EB:

M) =

e /Q By dm} 0

.
Il
—

M) =

(G4 — 7457") /Q O (un)p;pi dw] +

<.
Il
—

N
T ~m, ~m— ~ ~ ~
5 Z [(PAj +Dy; 1)/ O (up)d2pjdap; + U (up)pjpi dz| p =0

Jj=1 @

N
EB: ) [y% /Q O (un)pipi d:c] = - /Q pi dx.

=1

<
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Unter Verwendung der definierten Matrizen (7.4) und mit Definition des End-
bedingungs-Vektor Qp,:

o = Q= [ -pw :
Q i=1
kénnen wir das Problem in Matrix-Vektor-Notation
MyPJi, = MaPRt = SMA(YR + Y5
— Pt = Ph— (VR 4V
MPY — MPYT! = —%Kh(PXLh + Py,

mit Knotenparameter-Vektoren P}; = p'} und Y} = g’y fiir alle diskreten Zeit-
schichten t,, darstellen. Es liegt ein riickwérts gestelltes Problem in der Zeit vor
und damit ist immer die Zeitschicht ¢,,,_; und die zugehorigen Knotenparameter-
Vektoren von Interesse. Wir stellen deshalb unsere Gleichungen um zu:

2 2
<M;? + T4Kh> vt = (M,? — T4Kh> Y9+ 1K, PY
m—1 m T m m—1
Py, = PAh—g(YAthYAh )-

Fiir die Diskretisierung der Endbedingungen gilt:
pa(T) =0= PY¥ =0 und O(u)ya(-,T) = -1 = Y = (M2)"1Q,.

Bei den Endbedingungen haben wir ebenfalls benutzt, dass fiir die Funktion
p(-,T) = 0 auch Ozp(-,T) = 0 gilt. Mit dieser Diskretisierung und den da-
mit verbundenen linearen Gleichungssystemen kénnen wir bei den vorgegebe-
nen Endwerten problemlos die Knotenparameter-Vektoren der vorangegangen
Zeitschichten t,,_1 berechnen.

7.3.2 Implementierung der adjungierten Gleichung fiir das Pro-
blem B

Wir suchen die Losung pp = pp(z,t), (z,t) € Q des Endwert-Randwertproblems:

O(u)dipp — 9:(Y ()07 0upp) + 02(®(u)Dopp) + ¥ (u)ps = 0
RB: pals = 02ppls =0
EB: pe(-,T)=0 O(uw)opp (-, T) — 0:(Y(u)0,0pp(-,T)) = —1.

Nach Definition von 0,pp =: yp und Transformation der adjungierten Gleichung
fiir das Problem B in ein System von partiellen Differenzialgleichungen erster
Ordnung beziiglich der Zeit folgt:

0w —yp =0

O(u)0ryp — 0x (Y (w)0:0uyB) + 0X(P(u)02pp) + ¥(u)pp = 0
RB: yBls = pBls = 02ypls = O2ppls = 0
EB: pe(wT) =0  Ouyp(,T) = 0x(T(w)dwyp(-,T)) = —1.



142 KAPITEL 7. NUMERIK DES INSTATIONAREN PROBLEMS

Analog zu der Implementierung der adjungierten Gleichung fiir das Problem A
stellen wir die Variationsformulierung beziiglich des Ortes fiir das System auf:

/{3,5])3 —yplvdr =0
Q
/{@(u)@tva + Y (1)0,0rypdyv + ®(u)02ppdiv + V(u)ppv} dx = 0
Q
EB: / pp(z, T)v(x)dx =0

Q
{O(w)yp(z, T)v(x) + Y(u)0ryp(z, T)dyv(x)} doe = / —v(z) dz.
Q Q

Fiir die Funktionen pp und yp verwenden wir den Hermite-Interpolationsansatz
(7.2) und gehen zur volldiskreten Ersatzaufgabe iiber: Finde Funktionen p,,, y)
welche die Gleichungen

_ T _
/Q {(p’é‘h — P on — 5 WEL + Y 1)vh} dz =0

EB: / P (z,tyr)op(x) de =0
Q

/Q {Own) (YBL — v on + Y (un)0u (yi, — yign davn
T — T m m—
2O (un) 2 (D + P )dZon + S0 (un) Wy + Py Jon | da =0
EB: %ﬁm%w%uJW%@ywn%mw%umm@%@nm

:—A%@Mx

fiir alle v, € Vj, und in allen Zeit-Gitterpunkten %, erfiillen. Als Testfunktionen
vy, verwenden wir unsere Knotenbasis-Funktionen und mit den Vereinbarungen

(7.3) folgt

I

- o — ~ o~ T, . m— o~
(PB; — I 1)/ijpi dz — 5 (U5 + U5 1)/ijpi daz} =0

<.
I
A

EB:

WE

Y /Q By dx] —0

<.
Il
—

M) =

;- 730 { [ (©Cun)iid + Y (un)dsdi d |

<.
I
A

N

592 [(ﬁ%‘j + Py ) /Q {®(un)dzp,dzpi dx+\v(uh>ﬁjﬁi}dx} =0

\]

j=1
N
oo 3 (it | [ Otmp e+ [ Yodigiar)] = - [ e
j=1 Q@ Q Q
Unter Verwendung der definierten Matrizen kénnen wir das Problem in Matrix-
Vektor-Notation,

-
MyPR, — MPRt = §Mh(Y§}L + Y5
_ T _
= P, = Pgn — 5 (Y + Yy, Y

-
BYYYE, = BYYYh - §Kh(Pgbh + PR,
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aufschreiben mit definierten Knotenparameter-Vektoren Pg) = plg und

Y, = yj fiir alle diskreten Zeitschichten ¢,,. Die Knotenparameter-Vektoren
der Zeitschicht ¢,,_1 sind fiir uns von Interesse und wir formen unsere Gleichun-
gen um zu:

7_2 7_2
<B}?T+4Kh> Yg};l = <B}(?T_4Kh) Yg}l—l—TKthlh
_ T _
Pt = Pgh—§(yj§%+yé% h).

Bemerkung zur Diskretisierung der Endbedingung

Die erste Endbedingung ist analog zur Problemstellung A und es gilt:
pB(-,T> =0= P%L = 6

Die zweite Endbedingung

/ (O(u)yp(x, T)2(x) + (W) yp (x, T)dy2(x)} da = / _i(2)dz  (7.6)
Q Q

fiir alle z € V; ist in der Berechnungsweise komplexer. Hier muss ein Rand-
wertproblem gelost werden. Wir hatten fiir diese Endbedingung d;pgp(-,T) € Vy
gefordert, was nach Satz (6.1.2) beziiglich der Diskretisierung C°-Elemente nach
sich ziehen wiirde. Fiir die Losung der volldiskreten Ersatzaufgabe bendtigen
wir jedoch auch die erste Ableitung beziiglich = der Funktion yp(-,7") pro Kno-
ten im Knotenparameter-Vektor Yé\fb. Diese Ableitungen kénnten wir im An-
schluss an die numerische Bestimmung der Losung des Randwerproblems (7.6)
interpolieren. Wir gehen einen anderen Weg, indem wir gleich den Hermite-
Interpolationsansatz verwenden, bekommen wir diese Ableitungen sofort berech-
net. Dies stellt natiirlich eine Einschrankung an die Wahl der Testfunktionen
z dar und hat approximative Auswirkungen auf die Losung. Durch Erfiillung
der Voraussetzung des Regularititssatzes und dessen Anwendung kénnen wir
aber auch Opp(-,T) € V erwarten. Damit ist diese Vorgehensweise, der Benut-
zung des Hermite-Interpolationsansatzes, gerechtfertigt und wir bestimmen eine
Néherungslosung Yé\/}{ aus

BYYYA = Q,

welche wir zur Losung der adjungierten Gleichung fiir das Problem B verwenden.

7.3.3 Implementierung der adjungierten Gleichung fiir das Pro-
blem C

Die Probleme C und D sind fast analog zu den Zustandsgleichungen fiir die
modifizierte bzw. vollstindige Nebenbedingung. Der Hauptunterschied besteht
darin, dass wir jetzt rickwértsgestellte Probleme in der Zeit 16sen. Dies hat
natiirlich Auswirkung auf die Berechnungs-Schemata der N&aherungslosungen
der adjungierten Gleichungen fiir diese Probleme.

Wir suchen die Losung pc = po(x, t), (x,t) € Q des Endwert-Randwertproblems:

O(u)d7pc + 02(®(u)dapc) + ¥(u)pe = f-
RB: pels = 0ipcls =0
EB:  po(nT)=0  dpo(T)=0
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und setzen analog zu den Zustandsgleichungen O;pc = yo. Wir transformie-
ren wieder in ein System von partiellen Differenzialgleichungen erster Ordnung
beziiglich der Zeit:

Oipc —yc =0
O(u)dwyc + 92((w)d2pc) + ¥(u)pe = f-
RB: yols = pels = 02ycls = 92pc|s =0

EB: pc(,T)=0 yo(z,T) = 0.

Nach dem Ubergang zur Variationsformulierung,

/Q{&:pc —yctvdr =0
/ {©(uw)dycv + @(u)&ipcdiv + U (u)pev} doe = / fovdx
Q Q
EB: / po(z, T)v(x) dz =0
Q

/ O(u)yc(z, T)v dx = 0,
Q

und Verwendung des Hermite-Interpolationsansatzes (7.2) fiir die Funktionen pe
und yc folgt die volldiskrete Ersatzaufgabe: Finde Funktionen pgy, , y¢y,, welche
die Gleichungen

| {0 = on = G + 3o} do =0

EB: /ng[h(x,tM)vh(ac) de =0
/{@(u Y — 5o + T ()02, + pm D)2y
o r)\Ych — Yon h 5 h)02\Pchn T Peop, )0 Uh
+ G+ o} do =3 [ (1 2o da

EB: / y& (x,tar)vp(z) do = 0.
Q

fir alle vy, € V;, und in allen Zeit-Gitterpunkten ¢, erfiillen. Fiir die beliebi-
gen Funktion v;, verwenden wir die Knotenbasisfunktionen pj;, ¢; und mit den



7.3. IMPLEMENTIERUNG DER ADJUNGIERTEN GLEICHUNGEN 145

Vereinbarungen (7.3) folgt

- o — -~ ~ T, . ~— J
(B — P 1)/ijpz' dz — 5 (96 +9¢; 1)/ijpz- dw] =0

hE

<.
Il
_

Y /Q B3 dx} 0

EB:

WE

<.
Il
—

Mz

ycj Jory / O(u)p;pi d:r]

N

D

J=1

_72—A{fz(xvtm)+fz(xatm—l)}ﬁi dux

<.
Il
_

+

5 — 1 25 425, 5.5
J
(B + Dc; /Q{CI)(uh)dmpjdpo dz + V(up)p;pi} do

(N

N

EB: > [gé@/ﬁ@ﬁi dx] =0.

j=1

Mit den definierten Matrizen (7.4) gilt in Matrix-Vektor-Notation

_ T _
My P, — MyPry "t = S Mn(Yh + Yoy, Y
= g, = P&—%(Y&%—Y(%—l)

-
— = Kn(PG, + P +

MPRYH, — MPY 5

F le
R(h+ )

mit den Knotenparameter-Vektoren P2, = pgr und Y7 = g7 fiir alle diskreten
Zeitschichten t,,. Diese Gleichungen stellen wir nach P75~ 1 baw. Y&_l um:

(Mﬁ? + ij) Yot = <M,? — T:Kh) Yo + 7K PE, — %(Fﬁ” +FY
Pt = P - (YO AYET
und fiir die Endbedingungen folgt:
pe(-,T)=0= P} =0 und yon(-,7) =0 = Y2 = 0.

Mit diesen Gleichungen kénnen wir eine Naherungslosung fiir die adjungierte
Gleichung des Problems C berechnen.

7.3.4 Implementierung der adjungierten Gleichung fiir das Pro-
blem D
Wir suchen die Losung pp = pp(z, t), (z,t) € Q des Endwert-Randwertproblems:
O(u)d;pp — 0u(T ()9} upp) + 8Z(®(u)2pp) + ¥(u)pp = f.

RB: pols = 2ppls =0
EB: pp(-,T) = Opp(-,T) =0

und setzen J;pp = yp. Nach der Transformation in ein System von partiellen
Differenzialgleichungen erster Ordnung beziiglich der Zeit ¢ und dem Ubergang
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zur Variationsformulierung folgt:
/{&ng —yptvdr =0
Q

/ {O(u)drypv + Y (1u)d10pypdyv + ®(u)d2ppdv + U (u)ppv} da
Q

= /szv dx

EB: /QpD(x,T)v(x) dex =0

/ yp(z, T)vdx = 0.
Q

Fiir die Funktionen pp und yp verwenden wir den Hermite-Interpolationsansatz
(7.2) und gehen zur volldiskreten Ersatzaufgabe iiber: Finde Funktionen p7},, ¥,
welche die Gleichungen

_ T —
[ {08 s = S+ o on ds =0

EB: / P, (x, tar)vp(z) dz =0
Q

/Q [0(un) (W8 — 2 VYon + L (un) O (4 — ¥,

T _ T _
2 ()2, + i V2un + DU (un) (0 + Py Yo} d
2

=5 [ Gt + Lo tu))on da

EB: / yM (z,tar)op(x) de =0
Q

fiir alle vy, € Vp, und in allen Zeit-Gitterpunkten ¢, erfillen. Mit den Vereinba-
rungen (7.3) und Verwendung der definierten Matrizen (7.4) und (7.5) schreiben
wir das Problem in Matrix-Vektor-Notation auf,

_ T _
MyPp, — MyPpt = 51\4,1(1/,5% +Y5h
T
— Pl = PR, - g(Yﬁ% +Y5h
T T
BRY(Yp, Yol = —§Kh(P’c”h + PN + ﬁ(F;I” + EY

mit den Knotenparameter-Vektoren P, = p7;y und Y[} = g5 fiir alle diskreten
Zeitschichten t,,,. Wir stellen unsere Gleichungen nach Py~ ! baw. YB}L_l um:

2 2
(B}(?T + CLKh) Yglh_l — <B}C:)T _ ZKh> Y[ﬁl =+ TKthh
— on(F Y
N T _
PRt = Pgh—§(YL%+Y&1)

und fiir die Endbedingungen folgt analog zu Problem C:
pp(T)=0= P} =0  ypu(-,T) =0= Y} =0.

Mit diesem Berechnungs-Schema kénnen wir eine Naherungslosung fiir die ad-
jungierte Gleichung des Problems D bestimmen.
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Fazit: Mit diesen Berechnungs-Schemata der adjungierten Gleichungen fiir die
Probleme A-D konnen wir die diskreten Knotenparameter p(x;,t;), Op(zi, t;),
y(xi, tj) = Op(xs,t;) und Opy(w4,t;) = 0,0ip(xi, t;) fiir jeden Gitterknoten-
punkt (z;,t;) fiir allei =0,...,n und j =0,...,m — 1 ndherungsweise berech-
nen. Diese Knotenparameter werden fiir die Implementierung und die Auswer-
tung der notwendigen Bedingung erster Ordnung bendotigt.

7.4 Numerische Implementierung der Zielfunktionale
der Probleme A-D

Fiir die direkte Losung der Probleme A-D sind die Ausgangspunkte die zu-
standsreduzierten Probleme, Kapitel 5 Abschnitt 5.10. Diese Probleme werden
durch die Diskretisierung in ein endlich dimensionales Optimierungsproblem
transformiert und mittels eines Optimierungs solvers gelGst.

Die numerische Implementierung der Zielfunktionale fiir die Probleme A und B
unterscheidet sich nicht vom Optimalsteuerungsproblem des stationdren Falls.
Diese Zielfunktionale, welche nur die Endzeit T beinhalten, werden unter Be-
nutzung des FEM-Konzeptes diskretisiert:

fan/Bn(u) = /Q[GA/B(U)](CU) dx :/ z,T) dﬂﬁNZZ’ngh (g, tar)h,

E®) xg

mit den Gauss-Punkten x4, und den Gauss-Gewichten v,. Dabei summieren wir
{iber alle Elemente und benutzen fiir jedes Element E(* nach Transformation auf
das Referenz-Element F die Gauss-Quadratur-Formel. Fiir die diskrete Funktion
wM verwenden wir den Hermite-Interpolationsansatz (7.2) zum Endzeitpunkt
T.

Fiir die zustandsreduzierten Probleme C und D miissen wir eine Diskretisierung
beziiglich des Orts-Zeit-Gebietes verwenden.

Das Orts-Zeit-Gebiet @ wird in Vierecke Et(k) (Finite Elemente)
nm i
Q=JE",
k=1

zerlegt, wobei n - m die Anzahl der verwendeten Elemente ist. Die Elemente
E®
Elemente Et(k) iiberdeckt das Orts-Zeit-Gebiet ). Zwei Elemente diirfen nur
eine Kante oder einen Eckknoten gemeinsam haben und sind sonst zueinander
disjunkt, siche Abbildung (7.1).

Wir nutzen als Referenz-Element das durch

sind mittels des Indexes k eindeutig identifizierbar. Die Vereinigung aller

B ={64,6£:0<&,6<1}
definierte Viereck (Quadrat). Mittels der Transformationsvorschrift (y := [x ¢]T)
= k g I i)\ — k
= y0(&) = I+ 2P 4T = Ey) = O - P 401,

und der zugehorigen Umkehrabbildung wird die Abbildung des
Referenz-Elementes E; auf ein beliebiges Viereck E,fk) der Vernetzung realisiert.
Die Indices a, b geben uns den ersten verwendeten Knoten im betrachteten Ele-

ment k k k k k
£ = [ ), @206, @l ). @1
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Abbildung 7.1: Netz - Konfiguration fiir das Orts-Zeitgebiet @

an. Bel uns ist die Transformationsmatrix

gk — 32(1]21 - xgk) 0
= RN
b1~ U

eine Diagonalmatrix und somit gilt
k k
[det()] = (s = 2B = 1) = [h- 7

(wegen der Verwendung von Rechteck-Elementen die nur gestaucht oder ge-
streckt werden miissen bei der Transformation). Bei dquidistanter Diskretisie-
rung beziiglich des Ortes und der Zeit (h = 7) liegen sogar Quadrate vor. Fiir
das zu berechnende Integral iiber das Orts-Zeitgebiet gilt:

// (z,t)dx dt = Z/E o B, t)da dt = Z// (&) | hr|dEy dés.

Fiir die Funktion ws bzw. w verwenden wir den zwei-dimensionalen Hermite-
Interpolationsansatz:

m n 1
W (x,t) = ZZ > affsi(z)sh(t) (7.7)

mit globalen Ansatzfunktionen s;,s; € Il3 (Polynome 3.Grades). Die Parame-

ter a,b bezeichnen die jeweilige Ableitung -Z o der Funktion s und unter

a dtb
den Knotenparametern afjb verstehen wir die Ableitungen der Funktionen wg

beziehungsweise w am Gitterpunkt

04%0 = w(x;, t)) ailjo = Oy w(w;, t)) oz?jl = Ow(zs,t;) o

iljl = 8x8tw(:ni, tj)
am Gitterknoten. Dieser Ansatz beinhaltet die Approximation des Raumes V
beziiglich z. Durch die Verwendung des C!-Ansatz und fiir die Zeit ¢ verlangen
wir ebenfalls einen C'-Ansatzes. Beziiglich der Zeit ¢ haben wir somit eine hohe
Glattheits-Forderung vorgegeben, welche sich mit dem Satz (5.7.15) begriin-
den lésst. Durch die Benutzung der Rothe-Methode haben wir alle benétigten
Knotenparameter fiir diesen Ansatz berechnen kénnen.

Die globalen Ansatzfunktionen kénnen durch die lokalen Ansatzfunktionen be-

ziiglich des Elementes Et(k

S.201.

) dargestellt werden, siehe Kapitel 6 und auch [11]



7.4. IMPLEMENTIERUNG DER ZIELFUNKTIONALE 149

Bemerkung 7.4.1. Durch die Wahl des Hermite-Interpolationsansatzes und
bei Verwendung von Rechteck-Elementen bei der Diskretisierung nutzen wir das
Bogner-Foxz-Schmidt Element (C'-Element). Dieses Element verwendet 16 Frei-
heitsgrade (4 Werte pro Elementknoten)

w(zit;)  Oww(wity)  Ouw(wity)  Ox0uw(ws,t)),
welche wir aufgrund unserer Wahl der numerischen Implementierung ermittelt
haben.

Wie aus dem Ansatz (7.7) ersichtlich, konnen wir die lokalen Ansatzfunktio-
nen durch Linearkombination aus den 1D-Hermite-Interpolations-Polynomen
(Tensorprodukte) berechnen. Diese Tensorprodukte fliefsen in die Definition des
Funktionen-Vektors 5(y):

[50(2)50(t) s0(x)s0(t) s5(2)s0(t) s5(w)so(t) ..

node 1
- 50(2)s1(1) s0(2)s1(t) sp(w)s1(t) sp(x)s1(t)]
node 4
= [51(y),-.-316(y)] =: 5(y) (7.8)

mit (z,t) € Et(k) unter Beachtung der zugehorigen lokalen Knotenreihenfolge ein.

Wir definieren ebenfalls den Vektor ¢(§) fiir die verwendeten Formfunktionen
beziiglich des Referenz-Elementes Ej:

[D0(&1)Po(&2) hibo(&1)Po(&2) Tdo(€1)vo(E2) hTebo(€1)do(E2) - - -

node 1
- 90(&1)P1(&2) Ptbo(§1)d1(E2) Tdo(€1)Y1(E2) hTeo(§1)11(62)]
node 4
= [$1(8),... P16(E)] =: P(£). (7.9)

Dieser Formfunktionen-Vektor kann auch iiber Linearkombinationen aus den
1D-Hermite-Formfunktionen berechnet werden. Die bereits im Kapitel 6 be-
schriebene Gewichtung der Formfunktionen beziiglich der Ableitungen x und ¢
ist auch in diesem Vektor ¢ beriicksichtigt worden. Die Knotenparameter ordnen
wir in dem Vektor W*) € R6 unter Beriicksichtigung der lokalen Elementnum-
merierung (z1,t1), ..., (x4,t4):

WH = (w2, 1) Opw (w1, t1) aw(xy, t1) Opdyw(ay,ty) ...
coow(xa, ty) Opw(xa, ta) Oyw (g, ty) Oz0,w (g, ts)]  (7.10)

an. Fiir die Zielfunktionale der Zustandsreduzierten Probleme C und D folgt
mit diesen Definitionen:

fonypr(u) = //Q frwsy dzdt ~ Z Z Vo fo(Zgstg)0F, (24, tg) hT

E,Ek) Tg,tg

- Z Z f?gfz(jmfg)W(k)(Sa(xgatg))ThT,

Et(k) Tg,tg

mit den Gauss-Punkten z4,%, im Referenz-Element Et, den Gauss-Punkten
Zg,1, im betrachteten Element Et(k) und den zugehdrigen Gauss-Gewichten 7,.
Wie im stationdren Fall transformieren wir auf das Referenz-Element Et, nut-
zen die Gauss-Quadraturformel und summieren iiber alle Elemente Et(k). Der
in diesem Abschnitt verwendete Ansatz fiir den Zustand und die zugehorigen
Vereinbarungen werden auch fiir den adjungierten Zustand verwendet.
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7.5 Numerische Implementierungen der Ableitungen
der Zielfunktionale der Probleme A-D

Analog zum stationdren Fall implementieren wir die Ableitungen der Zielfunk-
tionale mittels der FEM-Technik, um die Laufzeit des Optimierungs solvers zu
verbessern. Auch im Hinblick auf die Auswertung der notwendigen Bedingung
erster Ordnung werden diese Ableitungen mit den jeweiligen Modifikationen
benotigt. Mit den Definitionen des letzten Abschnittes sind diese Ableitungen
(Gradienten) relativ einfach zu implementieren. Wir unterscheiden zwischen den
Problemen A/C und B/D.

7.5.1 Die Gradienten fiir die Zielfunktionale der Probleme A
und C

Aus Kapitel 5 Abschnitt 5.10 folgt fiir die Ableitung der Zielfunktionale:
fuyctwz = [ [ 8/ 0w.0masc ~ ' (w0RudEpasc — ¥ (uhwpayc)s duds
Q

mit beliebigen Richtungen z € L°°(2). Wir nutzen ebenfalls fiir die Steuerung
die lineare Interpolationsformel:

un(-) = ujl(-)
=0

mit stiickweise linearen Ansatzfunktionen /;. Hierbei miissen wir beachten, dass
die Steuerung u unabhéngig von der Zeit ¢ ist. Mit diesem Ansatz fiir die Steue-
rung u folgt nach Transformation auf das Referenz-Element E; fiir die Ableitung
der Nemytskij-Operatoren:

O'(un)ly, = pR

R (< i
Y (un)lp = 1 Zﬁmk(ﬁ))
1 2
'(un)lp, = W(Zamk(ﬁ))
1 2
Viun)lg, = Q“L;fm 4R2+<Zak¢k<£>> :

mit den Werten 4, aus dem aktuell verwendeten Element Et(k). Diese Diskreti-
sierung ist unabhéngig von der Zeit t.

Wir gehen zur diskreten Variante der Ableitungen der Zielfunktionale tiber:
Vfanson(un)zn = //Q{@/(uh)atm}:atﬁzh/(}h — @' (un) 3, 05P o
— W' (un )W P on b2 da dt
= X [ O w00 o — ¥ )R
k=1 ¢

— W' (un )W D on b2 da dt

fiir beliebige Richtungen zj. Offensichtlich kénnen wir zur
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Element-Betrachtungsweise iibergehen. Wir nutzen die Vereinbarungen (7.8), (7.9)
und (7.10) und fithren die Transformation auf das Referenz-Element E; aus. Fiir

ein beliebiges Element Et(k) folgt:

/ E£k>{9/(uh)8twgatﬁ2h/0h — &' (un) WL P o
— W (up) WD ot on da dt
- // o (O )W H9 " PRT — &' (w) WM R" - PR
— U (up)WWET . pR T, da dt
— //Et{ wk )85290 . plk )8§2¢T— (I)/(uh)h14 wk )8521 5T . plk )62 T

_ (uh)W(k>¢T : P<%T} onhT dE; dég = / (&1, &) zphr dey dés.
E

Fiir die beliebigen Richtungen zj, setzen wir sukzessiv die Knotenbasis-Funktionen
l;,7 =0,...,n bzw. deren zugehdrigen lokalen Formfunktionen ¢g, ¢1 ein. Da-
mit folgt fiir jedes Element Et(k):

o FO) [ [z, 9(61,&2)¢o(§1)hT dér déo ]
Vi Lanen = | [f g6, €)61(6)hr déy dés

das ist der Element-Gradienten-Vektor beziiglich des Elementes Et(k). Da die
Steuerung u unabhéngig von der Zeit t ist, spiegelt sich dies auch bei der Be-
rechnung der Richtungsableitungen fiir die Probleme A und C beziiglich der
beliebigen Richtungen z wieder. Um die diskrete Variante der Ableitungen (Gra-
dienten) berechnen zu kénnen, miissen wir noch einige Vorbereitungen durchfiih-
ren. Wir definieren dazu die Menge BZ', 1 =1,...,n, welche im i-ten Eintrag die
Nummern k der Element-Gradienten-Vektoren enthélt, die aus den Knotenbasis-
Funktionen [;_; und I; gebildet wurden. Mit diesen Mengen BZ- kénnen wir die
Element-Gradienten-Vektoren beziiglich der Elemente E(®) := [€;—1,x;] notie-
ren:

nm #(k) ~

i Vo f k € B; .

\4 (i)f() = B AR/Ch 1=1,...,n.
B AR/ Ch kzo 0 sonst

Mittels C'¥) (6.2) konnen wir den globalen Gradienten-Vektor

n

V fanson(un) = 3 (COYTV ) f,(axi})z/Ch

=1

berechnen, welcher der numerischen Implementierung der Ableitung des Ziel-
funktionals der Probleme A und C entspricht.

7.5.2 Die Gradienten fiir die Zielfunktionale der Probleme B
und D

Aus Kapitel 5 Abschnitt 5.10 folgt fiir die Ableitung der Zielfunktionale:

fpwz = | / [0/ (0w p + T () 0D 0 Dupp )

O (u)0;wdipp p — V' (w)wpp)p}z du dt,



152 KAPITEL 7. NUMERIK DES INSTATIONAREN PROBLEMS

mit beliebigen Richtungen z € L*°(Q). Wir gehen zur diskreten Variante der
Ableitungen der Zielfunktionale iiber:

Y fononlun)zn = / /Q {0 (un) OO + X (un) O uTT O
- q)/(uh)aiﬁ’icaa%pgh/Dh — W' (up) W, B, pp ton da dt
= 3 [ O OO+ X )00, 5700
k=1 t

— @ (up) 3003 Bpn pn, — ¥ (un) W} P pp 20 d dt

fiir beliebige Richtungen z;. Es folgt in der Elementbetrachtungsweise mit den

Definitionen (7.8), (7.9) und (7.10) sowie der Transformation auf das Referenz-

Element F} fiir ein beliebiges Element Et(k):

/ Egk){@'(uh)atw;atﬁ;h/m + Y (un) 0s05 07,0402 P 3 i,
—® (un) O} 02 pn — V' (un) i p 20 dae dt
— /E(k){@/(uh)W(k)ath.P(k)at§T+ T’(uh)W(’“)atang . P#p,0,57
t —<I>/(uh)W(k)E)3§T . P(’f)aggT _ \I"(uh)W(k)éT ) P(k)gT}Zh da di

1 - -
= //E‘ {@/(uh)TZW(k)agngT : P(k)a&SOT

1 ) ]
+ T’(Un)rZTQ WMo, 0, 8" - PW g, 0, ¢"
1 ] i ) ]
=0 (un) WO QT - PROE T — W (un) W BT P(’%T} aphr déy dé

- / /E 9(E1, E2)znhr e dés.

Fiir die beliebigen Richtungen zj; setzen wir unsere Knotenbasisfunktionen /;

ein. Somit gilt fiir jedes Element Et(k):

Ve [ [z, 9(&1, &) ¢o(&1)hr dy dés ] |
b Bh/ DR ffEt g(fl; f2)¢1 (fl)hT dfl dé’z

das ist der Element-Gradienten-Vektor beziiglich des Elementes Et(k). Fir den
globalen Gradienten-Vektor miissen wir die Zuordnung zu den Elementen E®,
unter Benutzung der im letzten Abschnitt definierten Mengen B;, herstellen

durch

nm #(k) ~

i Vo f k € B; .

\Y <z‘)f() = B Bh/Dh 1=1,...,n.
E™ 7 Bh/Dh kzo 0 sonst

Damit folgt fiir die Berechnung des globalen Gradienten-Vektors:

n

V fBr/pn(un) = Z(é(i))TVEtu) fgzl/th

i=1
mit C® (6.2), welche die Element-
Gradienten-Vektoren an die richte Stelle im globalen Gradienten-Vektor setzt.

Diesen Gradienten-Vektoren fiir die Probleme A-D werden wir bei der Losung
der diskreten Optimierungsprobleme und fiir die Auswertung der notwendigen
Bedingung erster Ordnung verwenden.
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7.6 Numerische Losung der reduzierten Optimalsteue-
rungsprobleme A-D

In den letzten Abschnitten haben wir die Losungs-Schemata der modifizier-
ten und vollstdndigen Nebenbedingung, der adjungierten Gleichungen fiir die
Probleme A-D, die numerischen Implementierungen der Zielfunktionale sowie
deren zugehorige numerische Implementierung der Ableitungen dargelegt. Mit
diesen Vorbereitungen konnen wir die optimalen Losungen der zustandsredu-
zierten Probleme approximativ bestimmen. Die weitere Vorgehensweise ist vollig
analog zum stationdren Fall, siche Kapitel 6 Abschnitt 6.4.

Wir formulieren die endlich dimensionalen Optimierungsproblemen:

ZF: min  fan/Br/con/pn(Un)
uhGUh

NB: Ay, =C
BS: Uy, ={uy, € R |, < Uy < iy},

mit

A=

NI

h ... h

|

]

Die Volumen-Bedingung l6sen wir aus dem zulassigen Bereich U,y heraus und
verwenden sie als zusétzliche Nebenbedingung (NB). Diese Probleme werden
mit dem Optimierungs solver fmincon aus der Optimization Toolbox der Software
MATLAB gelost. Wir iibergeben an fmincon als Input (in Abhéngigkeit von der
jeweiligen Problemstellung):

e das diskrete Zielfunktional f5(up),
e die Volumenbedingung Ay = C,
e die Beschrankungen an die Steuerung, die Vektoren ,, i; und

e den diskreten Gradienten-Vektor V fy(up), um bei der Losung des Opti-
mierungsproblems Geschwindigkeitsvorteile zu erzielen.

Als Ausgabe (Output) erhalten wir
e den optimalen Losungsvektor uy,

e den diskreten Lagrange’schen Multiplikator ¢, fiir die Volumenbedingung
sowie

e die Lagrange’schen Multiplikatoren fi,, jip, flir die Beschrinkungen an die
Steuerung.

Damit kénnen wir fiir die diskreten Optimalsteuerungsprobleme A-D diskrete
optimale Losungen uy, ermitteln. Diese Losungen miissen die notwendigen Be-
dingungen erster Ordnung, d.h. das zugehorige Optimalititssystem (Kapitel 5
Abschnitt 5.10) erfiillen.
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7.7 Numerische Auswertung der notwendigen Bedin-
gungen erster Ordnung

Die folgende Vorgehensweise ist analog zu Kapitel 6 Abschnitt 6.5. Bemerkun-
gen aus diesem Abschnitt gelten auch fiir die instationdren Probleme. Fir die
Probleme A-D hatten wir im Kapitel 5 Abschnitt 5.10 als notwendige Bedingung
erster Ordnung die Optimalitétssysteme fiir die zustandsreduzierten Probleme
hergeleitet und bewiesen. Diese Variationsungleichungen

/ /Q {0 (W) 0ywsOpajc — ®' (W) DowsDopajc
— V(@) wspajc}(z —a) dedt >0
//Q{@,(u)atwath/D + Y (W) 8,0, w0, 02p/p — ®' (W) O3wI2pE /D
—V'(@)wppp}(z — @) dedt >0

fiir alle z € Ugq, sollen nun fiir die numerisch ermittelten optimalen Steuerungen
uyp, Uiberpriift werden. Wir vereinbaren:

bajc(z) = //Q{—@'(U)&ws@tm/c + &' (W) PowsDopajc
+ V' (@) wspac}z do dt
bp/p(z) = //Q{—@’(u)atw(?th/D — Y (@) 9;0,wd:0:pp/p

+ @'(H)@%w@%pB/D + \I"(E)wa/D}z dx dt.
Die Variationsungleichungen sind dquivalent zu:

max by,c(z) = by/c(u) und max bg/p(z) = bpg/p(u).
ZeUad Ze]Uad

Fiir die Funktion z verwenden wir den gleichen Interpolationsansatz wie fiir die
Steuerung u. Damit folgen die diskreten Problemstellungen fiir die Probleme A
und C:

max 3 " 5, {6/ (@)OaR 0wy + ' (@) 9270,
Zh€ hEék) $g,tg

+ V' (wp ) whpf, } znhT
NB: Agh =C
und fiir die Probleme B und D:

nax Z Z Vg {0 (@n) 0w}, depf, — Y’ (1) 00,707,040},
Et(k) Tg,tg

+&' () 02w, 02py, + V' () whpp, } 2nhT

NB: Agh =C.

Diese Aufgaben 16sen wir ebenfalls numerisch mit den Optimierungs solver fmin-
con, nachdem wir das Problem mittels FEM-Technik diskretisiert haben. Als
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Input nutzen wir die bereits berechneten diskreten Gréfen wj, p; mit dem 2D-
Hermite-Interpolationsansatz (7.7) sowie die optimale Steuerung . Wir erwar-
ten fiir die Losung Zp:

Zn R U <= |Zp — Up| < g, (7.11)

mit ¢ hinreichend klein. Die Gradienten Vb .y, gr(cn/pn(2n) zu diesen Problem-
stellungen stellen wir ebenfalls fiir den Optimierungs solver fmincon bereit, die
wir mittels FEM-Technik berechnet haben. Mit diesen Tests (7.11) hétten wir
gezeigt, dass uy, die notwendigen Bedingungen erster Ordnung fiir die Problem-
stellungen im instationdren Fall erfiillt. Weitere wichtige Anmerkungen zu diesen
Tests wurden bereits in Kapitel 6 Abschnitt 6.5 dargelegt.
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7.8 Beispiele

Die im folgenden présentierten Beispiele fiir die Probleme A-D verwenden die
Ausgangs-Konfiguration des stationidren Falls, sieche Kapitel 6 Abschnitt 6.6.
Fiir den Parameter der Dichte setzen wir p = 7.8.

7.8.1 Problem A

7.8.2 1. Krafteinwirkung f, = z(1 — z)

Als erstes Beispiel wihlen wir eine symmetrische Krafteinwirkung f, und erwar-
ten fiir die modifizierte Nebenbedingung ebenfalls eine symmetrische Losung wy .
Diese Symmetrie wird natiirlich auch Auswirkungen auf die optimale Steuerung
up, haben.

U, Direct Sol. 108
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optimal control
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L L L L 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 lenght of cylindric tube
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Abbildung 7.3: Zylinderrohr Konfigura-

Abbildung 7.2: optimale Dicke @y, (A1) tion (A1)
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Abbildung 7.4: optimaler Zustand wj, Abbildung 7.5: adjungierter Zustand pj,
(A1) (A1)

Unsere Vermutung wurde durch die Numerik bestétigt.

7.8.3 2. Krafteinwirkung f, = exp(t)

Als zweites Beispiel wihlen wir eine Krafteinwirkung f,, die nur von der Zeit
t abhéngt. Wir nutzen die Exponentialfunktion, um eine nichtlineare Zunahme
der Kraft beziiglich der Zeit zu ermdglichen. Beziiglich des Ortes miisste wieder
Symmetrie vorliegen. In Bezug auf die optimale Steuerung miisste in der Mitte
des Zylinderrohres eine grofsere Dicke vorhanden sein, um die stirker werdende
Krafteinwirkung zu kompensieren. In diesem Fall erhéhen wir die Anzahl der
verwendeten Knoten auf 100, um Schwierigkeiten (keine Konvergenz) des Solvers
fmincon bei der Auswertung der Variationsungleichung zu umgehen.
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u__ Direct Sol.
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Abbildung 7.8: optimaler Zustand wj, Abbildung 7.9: adjungierter Zustand pj,
(A2) (A2)

Unsere Vermutung konnte wieder durch die Numerik bestétigt werden.

7.8.4 3. Krafteinwirkung f., = sin(x) exp(?)

Als letztes Beispiel wéhlen wir eine Kombination von unsymmetrischer, nichtli-
nearer Krafteinwirkung f, beziiglich des Ortes und der Zeit. Diese
,»Un-Symmetrien miissten sich auch in der Losung w} der modifizierten Neben-
bedingung sowie auch in der optimalen Steuerung %, wiederfinden.
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Abbildung 7.11: Zylinderrohr Konfigu-

Abbildung 7.10: optimale Dicke @y, (A3) ration (A3)
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Auch im dritten Beispiel konnten wir unsere Vermutung mittels der Numerik

bestétigen.

7.8.5 Problem B

Wir betrachten die gleichen Krafteinwirkungen wie bei der Problemstellung A.
Jetzt aber beriicksichtigen wir das Beschleunigungs-Biegemoment in der Ne-
benbedingung bzw. in deren numerischen Implementierung. Es gelten analoge
Vermutungen, die durch die numerische Losungen bestétigt werden.

7.8.6 1. Krafteinwirkung f, = z(1 — x)
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Abbildung 7.14: optimale Dicke u, (B1)
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7.8.7 2. Krafteinwirkung f. = exp(t)

Bei der Problemstellung B und diesem konkreten Beispiel gab es keine Schwie-
rigkeiten (Konvergenz) beim Auswerten der Variationsungleichung.
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7.8.8 3. Krafteinwirkung f, = sin(x) exp(t)
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Offensichtlich hat das Beschleunigungs-Biegemoment wesentlichen Einfluss auf
die resultierende optimale Losung @y,. Von welcher Art dieser Einfluss ist, konn-
te in weiterfithrenden Arbeiten analysiert werden. Als Zwischenergebnis wollen
wir festhalten, dass die Losungen der Beispiele des Problems B ahnlich zu den
Losungen der Beispiele des Problems A sind.

7.8.9 Problem C

Fiir die Problemstellungen C und D wihlen wir die gleichen Krafteinwirkungs-
Beispiele der Probleme A und B aus.

7.8.10 1. Krafteinwirkung f, = z(1 — z)

Wir beginnen mit einer symmetrischen Krafteinwirkung f, und stellen beziiglich
der Losungen fest, dass sie der Losung @y, des stationédren Falls mit symmetri-
scher Krafteinwirkung sehr ,dhnlich“ ist.
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= exp(t)

Die nichtlineare Zunahme der Kraft beziiglich der Zeit t produziert im Gegensatz
zu den Beispielen A und B eine ,schwingungsfreie” optimale Steuerung y,.
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7.8.12 3. Krafteinwirkung f, = sin(z) exp(¢)

Als drittes Beispiel wahlen wir eine Krafteinwirkung f,, die nichtlinear beziiglich
des Ortes und der Zeit ist. Die ,,Un-Symmetrien* sind nicht so stark ausgeprigt
wie bei den Losungen der Beispiele A und B.
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7.8.13 Problem D
In der letzten Problemstellung verwenden wir in der Nebenbedingung das

Beschleunigungs-Biegemoment und berechnen fiir alle Krafteinwirkungs-Beispiele
die optimalen Losungen.

7.8.14 1. Krafteinwirkung f, = z(1 — )
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7.8.15 2. Krafteinwirkung f, = exp(?)
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7.8.16 3. Krafteinwirkung f, = sin(z) exp(t)
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Auch in diesen Fall hat das Beschleunigungs-Biegemoment wesentlichen Einfluss
auf die resultierenden optimalen Steuerungen wy,. Dieser Einfluss ist kleiner als
bei den Problemen mit Endzeit-Zielfunktional. Dies kénnte auch in weiterfiih-
renden Arbeiten analysiert werden. Wesentlich ist, dass die Losungen der Bei-
spiele des Problems D sich von den Losungen der Beispiele des Problems C nicht

wesentlich unterscheiden.

7.9 Fazit

In diesem Kapitel haben wir die numerische Implementierung des instationéren
Falls bearbeitet. Zur Bestimmung der Losungen der Nebenbedingungen und der
adjungierten Gleichungen wurde die Methode von Rothe verwendet. Es wurden
viele Aspekte des Kapitels 6 iibernommen und auf den instationédren Fall er-
weitert. Fiir die Zielfunktionale der Probleme C und D wurde die 2D-Hermite
Interpolation verwendet, was zu dem Bogner-Fox-Schmidt Element gefiihrt hat.
Dieses Element wurde ebenfalls bei der Implementierung der Gradienten der
Zielfunktionale benutzt. Diese Gradienten haben einen positiven Effekt auf die
Laufzeit der zu l6senden Probleme. Diese Probleme wurden wieder mittels des
Optimierungs solver fmincon gelost. Weiterhin wurde die Losungen auf die Er-
fiilllung der notwendigen Bedingungen erster Ordnung iiberpriift. Als Abschluss
dieses Kapitels wurden Beispiele berechnet und deren Losungen grafisch dar-
gelegt. Der Quell-Code der Implementierung in MATLAB ist im Anhang dieser

Arbeit zu finden.



Kapitel 8

Zusammenfassung und Ausblick

In diesem Kapitel fassen wir unsere Ergebnisse zusammen und geben einen Aus-
blick auf weiterfithrende Aufgaben, die sich an diese Problemstellung anschlieffen
kénnten. Weiterhin zeigen wir noch offene Fragen auf und geben entsprechende
Hinweise zur Beantwortung dieser Fragen.

Im Kapitel 2 haben wir die Modellierung der Zylinderschale betrachtet und fiir
die ,dlinne* Schale, mittels der Hypothesen von Mindlin und Reissner fiir den
stationdren sowie fiir den instationdren Fall, Gleichungen zur Berechnung der
Deformation w hergeleitet. Bei dieser Herleitung sind wir davon ausgegangen,
dass die Krafteinwirkung rotations symmetrisch ist. Diese Forderung miissen
wir bei konkreten Praxis-Fragestellungen aufgeben, aufgrund der Wirkung der
Kraft eventuell nur auf Teile des Zylinderrohres. Weiterhin haben wir auch das
sogenannte , Platt-Driicken” des Zylinderrohres ausgeschlossen. In unserer Mo-
dellierung wird auch nicht beriicksichtigt, dass Fliissigkeiten oder Gase durch
das Rohr stromen konnten. Dies miisste natiirlich bei der Modellierung mit be-
riicksichtigt werden, um Verwirbelungen/Stau-Zustinde zu vermeiden. Wenn
diese Fragestellungen beriicksichtigt werden, wird man véllig andere Zustands-
gleichungen ermitteln. Dabei muss die Giiltigkeit der Hypothesen von Mindlin
und Reissner bei diesen Fragestellungen diskutiert werden.

In diesem Kapitel 2 haben wir auch Gleichungen fiir den stationéren bzw. insta-
tiondren Fall hergeleitet, welche die Kirchhoff-Hypothese (Normalen-Hypothese)
nicht beriicksichtigen, siehe die Gleichungen 2.5 und 2.6. Fiir diese Gleichungen
koénnen die zugehorigen Optimalsteuerungsprobleme formuliert und die notwen-
digen Bedingungen erster Ordnung hergeleitet und bewiesen werden. Fir die
Losungen w, 8 dieser Gleichungen miissen eventuell analog zur Mindlin-Reissner
Platte komplizierte Losungsrdume beriicksichtigt werden, weil der Scherterm
d,w — 0 im Gegensatz zur ,diinnen Schale nicht entfallt, siche [35].

Im Kapitel 3 haben wir uns mit den Nemytskij-Operatoren im Raum L°° be-
schéftigt. Im Zuge der Losung der Optimalsteuerungsprobleme haben wir fest-
gestellt, dass die Steuerung u in besseren Raumen z.B. C* zu finden ist. Es wiire
sinnvoll, die verwendeten Nemytskij-Operatoren in Holderstetigen Réumen zu
untersuchen [37] und diese im Optimalsteuerungsproblem zu verwenden. Weiter-
hin sind fiir die notwendigen und hinreichenden Bedingungen zweiter Ordnung
der Optimalsteuerungsprobleme die zweiten Ableitungen dieser Operatoren im
Raum L*° bzw. in den Holderstetigen Radumen von Interesse.

Das Kapitel 4 beschéftigt sich eingehend mit dem stationdren Problem. Es wurde
mittels der formalen Lagrange-Technik das richtige Optimalitidtssystem ermit-
telt und anschlieffend unter Hinzunahme des Steuerungs-Zustands-Operators G
bestatigt. Das zugehorige zustandsreduzierte Zielfunktional ist nichtlinear und
wir konnen vorerst keine Konvexitdt annehmen. Der Nachweis der Konvexitat
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ist in dieser Arbeit nicht erbracht worden. Numerische Tests zeigten, dass ver-
mutlich das zustandsreduzierte Zielfunktional konvex ist.

Um die Optimalitdt der Steuerung w zu garantieren, miissten in diesem Fall die
hinreichenden Bedingungen zweiter Ordnung ausgewertet werden. Die Herlei-
tung dieser Bedingungen geschieht fast analog zu den notwendigen Bedingun-
gen erster Ordnung und wurde bereits in Teilen berechnet. Diese Herleitung ist
in dieser Arbeit nicht eingeflossen, um den Rahmen dieser Promotion nicht zu
sprengen.

Der instationédre Fall wurde im Kapitel 5 behandelt. In diesem Kapitel haben
wir die Existenz der Losungen der Zustandsgleichungen nachgewiesen. Das rich-
tige Optimalitétssystem wurde mittels der formalen Lagrange-Technik ermittelt
und unter Benutzung des Konzeptes der abstrakten Funktionen fiir die resultie-
renden zustandsreduzierten Probleme (A-D) bestétigt. Fiir zukiinftige Arbeiten
gelten die Aussagen, die wir bereits fiir Kapitel 4 getroffen haben (Nachweis
der Konvexitéat, hinreichende Bedingungen zweiter Ordnung etc.). Beziiglich der
Analysis sind noch die Nachweise fiir hohere Regularitédt der vollstdndigen Ne-
benbedingung, sowie der Beweis fiir die Einbettung der Losungen in die ab-
strakten Riaume der stetigen (differenzierbaren) Funktionen C*(0,T) offen. Auf
diesem Gebiet betreibt aktuell R. Triggianni Forschungen. Er beschéftigt sich
mit Gleichungen, die gemischte Ableitungen enthalten und auch mit Problemen
der Optimalen Steuerung, siche [36], [38].

Ein weiterer wichtiger Aspekt, der in dieser Arbeit nicht enthalten ist, ist der
Existenz-Beweis einer optimalen Steuerung w. Aufgrund der Nichtlinearitat der
Aufgabe ist dieser mit den tiblichen Argumenten fiir die Existenz einer optimalen
Steuerung [4] nicht zu fiithren. Mittels der Einschrankung der Steuerung u auf
den Bereich der stetigen Funktion C(Q) kann der Beweis der Existenz einer
optimalen Steuerung u € U% gefiihrt werden. Wir setzen fiir u die Darstellung

u(z) = H(s)(x) = u(0) + /Or s(t)dr Ve

mit einer absolut stetigen Funktion s vom Betrag |s(z)| < M fest. Dann folgt
flir unsere Optimalsteuerungsprobleme im stationéren bzw. instationdren Falle
mit dem jeweiligen Steuerungs-Zustands-Operator G:

ZF: min f(u) = mln/Gu

uGUM uetM

BS: UM = {ueC(Q),ua <u(z) <upVuz, /u(a:) de =C,
Q
lu(z2) —u(z1)| < M|xg — 21|, V 21,22},

wobei die Steuerung u Lipschitz-stetig mit einer Konstanten M sei. Die Stetig-
keit des Zielfunktionals f folgt aus der Existenz der
Fréchet-Differenzierbarkeit von f. Der zuldssige Bereich [U% hat jetzt die not-
wendigen Kompaktheits-Eigenschaften und wir kénnen den Satz von Weierstrafs
anwenden, der uns die Existenz eines Minimums garantiert.

Die Kapitel 6 und 7 stehen ganz unter dem Zeichen der numerischen Imple-
mentierungen der Optimalsteuerungsprobleme fiir den stationdren und insta-
tiondren Fall. Die Berechnungs-Schemata fiir die Bestimmung der numerischen
Losungen der Zustandsgleichungen und der adjungierten Gleichungen wurden
ausfithrlich dargelegt. Fiir anschliefsende Arbeiten wiren Fehlerbetrachtungen
(Approximationsfehler bzw. Interpolationsfehler) der Néherungslosungen von
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Interesse. Eine sinnvolle Erweiterung fiir die Zustandsgleichungen bzw. adjun-
gierte Gleichung ware auch die Herleitung eines , Fehlerschétzers®. Damit kdnnte
man gezielt die Netz-Verfeinerungen steuern und durch diese Adaptivitéit wiir-
den Geschwindigkeits-Vorteile erzielt. Weiterhin kénnte sich daran auch eine
Diskussion iiber die verwendete Diskretisierung der Steuerung w anschliefien.
Die in diesen Kapitel vorgestellten numerischen Ergebnisse konnten auch noch
durch andere numerische Methoden bestatigt werden. Sinnvoll wére auch die
Entwicklung (Programmierung) eines eigenen Optimierungs solvers, der speziell
angepasst auf diese Art von Problemstellungen arbeitet.

Bisher haben wir nur ein Zylinderrohr einer fest vorgegebenen Lénge betrach-
tet. Um einen weiteren Praxis relevanten Fall abdecken zu kénnen, wire der
Fall von Interesse, wenn z.B. zwei Zylinderrohre aneinander gefiigt werden (Zu-
sammenschweifien). In dieser konkreten Situation sind noch Ubergangsbedin-
gungen an der ,Schweifi-Naht“ vorgegeben. Die Krafteinwirkung auf diese zwei
Zylinderrohre konnte analog gewéhlt werden. An der Verbindungsstelle der bei-
den Rohre wird man aus Praxis-Griinden die gleiche Dicke vorgeben. Somit
folgt eine vollig neue Problemstellung der Optimalen Steuerung, bei der noch
Ubergangs-Bedingungen eingehalten werden miissen. Fiir die damit verbundene
Modellierung kann man auf die Arbeiten von Michael Bernaudou [34] zuriick-
greifen. Dieser hat in seinem Buch wichtige Hinweise in Bezug auf die Modellie-
rung dargelegt. Das resultierende Optimalsteuerungsproblem wird sehr komplex
werden, aufgrund der vorgelegten Ubergangsbedingungen. Eine derartige Auf-
gabenstellung wére eine interessante Fortfiihrung dieser Arbeit.
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Anhang B

Implementierungen des
stationaren Problems in MATLAB

In diesem Anhang werden die Quelltexte der MATLAB-Programme fiir das Op-
timalsteuerungsproblem fiir das stationédre Problem dargelegt. Wir gehen dabei
systematisch vor und beginnen mit den Hilfs-Routinen fiir die Finite Elemente
Methode und den Hilfs-Routinen fiir den Optimierungs-solver fmincon.

B.1 Hilfs-Routinen fiir die FEM bzw. Optimierung

Material-Parameter festlegen:

function mat=material

% Koeffizienten definieren (Materialparameter)
mat(1,1)=2.1e+2; % E
mat(2,1)=7.8; % rho
mat(3,1)=1; % R
mat(4,1)=0.3; % nu
mat(5,1)=mat(1,1)/(1+mat(4,1)); % mu2=E/(1+nu)
mat(6,1)=mat(5,1)*mat(4,1)/(1-mat(4,1)); % la=mu2*nu/(1-nu);
mat(7,1)=mat(5,1)+mat(6,1); % mu2+la
mat(8,1)=mat(3,1)*mat(2,1); % Rxrho

end

Netz und Finite Elemente festlegen:

function X=netz(n)

% Input : Anzahl der Stuetzstellen

% Output: 1.Spalte: Knoten (x-Koordinate)

% 2.Spalte: Steuerung u zur jeweiligen x-Koordinate
X=(0:1/(n-1):1)°;
X(:,2)=0.1; % Start-Steuerung

end

function E=elem(X)
% Input : Knoten-Matrix X
% Output : Elemente
yA 1.Spalte Anfangsknoten
A 2.Spalte Endknoten
[n,m]=size(X);
for i=1:n-1
E(i,1)=i;
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E(i,2)=1i+1;
end
end

Knoten-Matrizen definieren und Funktionswerte zuordnen:

function XT=note(Knoten,X)
% Input : bearbeitete Knoten, Knotenmatrix
% Output : Knoten-Koordinaten (x_i) / Element, Steuerung u_i zu x_i
% 1.SP X-Koord. Anfangsknoten, Endknoten,
yA 2.5P Steuerung u im AK, u im EK

XT=[X(Knoten(1),1) X(Knoten(1),2) ;

X(Knoten(2),1) X(Knoten(2),2) 1;

end

function XT=note2(Knoten,X)

% Input : bearbeitete Knoten, Knotenmatrix

% Output : Knoten-Koordinaten (x_i) / Element, Steuerung u_i zu x_i
.SP X-Koord. Anfangsknoten, Endknoten,

.SP Steuerung u im AK, u im EK

.SP w(x) Anfangsknoten, Endknoten,

.SP w’(x) Anfangsknoten, Endknoten,

.SP p(x) Anfangsknoten, Endknoten,

.SP p’(x) Anfangsknoten, Endknoten,

==
D O N

XT=[X(Knoten(1),1) X(Knoten(1),2) X(Knoten(1),3) X(Knoten(1l),4)...

X(Xnoten(1),5) X(Knoten(1),6);

X(Knoten(2),1) X(Knoten(2),2) X(Knoten(2),3) X(Knoten(2),4)...

X(Xnoten(2),5) X(Knoten(2),6)];
end

function XT=note3(Knoten,X)

% Input : zu bearbeitete Knoten, Knotenmatrix

% Output : Knoten-Koordinaten (x_i) / Element, Steuerung u_i / x_i
.SP X-Koord. Anfangsknoten, Endknoten,

.SP Steuerung u im AK, u im EK

.SP w(x) Anfangsknoten, Endknoten,

.SP w’(x) Anfangsknoten, Endknoten,

.SP p(x) Anfangsknoten, Endknoten,

.SP p’(x) Anfangsknoten, Endknoten,

) 7.SP Teststeuerung v im AK, v im EK

==
o O W N

XT=[X(Knoten(1),1) X(Knoten(1),2) X(Knoten(1),3) X(Knoten(1),4)...

X(Knoten(1),5) X(Knoten(1),6) X(Knoten(1),9);

X(Knoten(2),1) X(Knoten(2),2) X(Knoten(2),3) X(Knoten(2),4)...

X(Knoten(2),5) X(Knoten(2),6) X(Knoten(2),9)];
end

Gauss-Quadratur-Formel festlegen und Formfunktionen fir die Steuerung sowie
fir die Zustdnde definieren:

function G=gauss6
% Gauss-Quadraturformel (6.Punkte) Intervall [-1,1]
% Gauss-Gewichte im Intervall [-1,1]

G=zeros(6,2);
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G(1,1)=-0.932469514203152;
G(2,1)=-0.661209386466264;
G(3,1)=-0.238619186083197;
G(4,1)=-G(3,1);
G(5,1)=-G(2,1);
G(6,1)=-G(1,1);
G(1,2)=0.171324492379171;
G(2,2)=0.360761573048139;
G(3,2)=0.467913934572690;
G(4,2)=G(3,2);
G(5,2)=G(2,2);
G(6,2)=G(1,2);

% Transformation der Gausspunkte auf das Interval [0,1]

% Abbildung: f(x)=1/2%(x+1)
G(:,1)=0.5%(G(:,1)+1);

% Gauss-Gewichte werden mit Faktor 1/2 multipliziert!
G(:,2)=0.5%G(:,2);

end

function PHI=formfu(x)
% Lineare Interpolation / pro Knoten 1 FG
% Vorgaben u(x_i) pro Knotenpunkt
% Formfunktionen im Referenzintervall [0,1]
% x=0 : phi_0=1-x
% x=1 : phi_1=x
% Formfunktionen
PHI(1,1)=1-x;
PHI(1,2)=x;
% Formfunktionen 1.Ableitung
PHI(2,1)=-1;
PHI(2,2)=1;
end

function PHI=hermite(x)

% Hermite-Interpolation / pro Knoten 2 FG

% Vorgaben w(x_i) und w’(x_i) pro Knotenpunkt

% Formfunktionen im Referenzintervall [0,1]

% x=0 : phi_0=(x-1)"2x(1+2x) und psi_O=x*(1-x)"2

% x=1 : phi_1=x"2%(3-2x) und psi_1=x"2*(x-1)

% WICHITG die Ableitungen muessen noch mit Faktor h gewichetet werden!!!

% 1.Zeile Formfunktionen [x0 x0 x1 x1]

% 2.Zeile 1.Ableitung der Formfunktionen

% 3.Zeile 2.Ableitung der Formfunktionen

% Formfunktionen
PHI(1,1)=(x-1)"2*%(1+2%x) ;
PHI(1,2)=x*(1-x)"2;
PHI(1,3)=x"2%(3-2%x) ;
PHI(1,4)=x"2%(x-1);

% Formfunktionen 1.Ableitung
PHI(2,1)=6%x"2-6%x;
PHI(2,2)=3%x"2-4*x+1;
PHI(2,3)=-6%x"2+6%x;



PHI(2,4)=3*%x"2-2%x;

% Formfunktionen 2.Ableitung
PHI(3,1)=12%*x-6;
PHI(3,2)=6%*x-4;
PHI(3,3)=-12%x+6;
PHI(3,4)=6%x-2;

end

B.2 FEM-Routinen

In diesem Abschnitt stellen wir die eigentlichen FEM-Routinen vor.

Routinen zum Lésen der Zustands- sowie der Adjungierten Gleichung:

function [X,gl=main(X,mat)
EL=elem(X); h=abs(X(2,1)-X(1,1));
% 1.Nebenbedingung (Zustands-Gleichung)
% int phi(u)d_x~2w d_x"2v +psi(wwv dx = int fv dx (w)
% Adjungierte Gleichung
% int phi(u)d_x~2p d_x~2v +psi(w)pv dx = int v dx (p)
% Input Elemente, Knoten
[c1,c2]=size(X);
[el,e2]=size(EL);
A=sparse(2xcl1,2*xcl); % Sparce-Matrizen und Vektoren
Fw=sparse(2xc1,1); % rhs w
Fp=sparse(2*c1,1); % rhs p
% Elementroutine, geht ueber alle Elemente und berechnet
% Elementarmatrizen, die in der Steifigkeitsmatrix A
% eingebaut werden. Analoge Vorgehensweise bei den rechten Seiten f_w und

% f_p
for k=1:el
Knoten=[EL(k,1) EL(k,2)];
[A_E,fw,fpl=elemm(Knoten,X,h,mat) ;
j=1;
for i=Knoten % pro Knoten 2 FG
Knoten2(j)=(2*%i-1); j=j+1;
end
KH=[1 3];
for j=1:2
for i=1:2
A(Knoten2(j) :Knoten2(j)+1,Knoten2(i) :Knoten2(i)+1)=...
A(Knoten2(j) :Knoten2(j)+1,Knoten2(i) :Knoten2(i)+1)+...
A_E(KH(j) :KH(j)+1,KH(i) :KH(i)+1);
end
Fw(Knoten2(j) :Knoten2(j)+1)=Fw(Knoten2(j) :Knoten2(j)+1)+...
fw(KH(j) :KH(j)+1);
Fp(Knoten2(j) :Knoten2(j)+1)=Fp(Knoten2(j) :Knoten2(j)+1)+...
fp(KH(j) :KH(j)+1);
end
end

% RB setzen w(0)=w(1)=0 und p(0)=p(1)=0, die dynamischen RB wurden bereits
% in der Bilinearform beruecksichtigt
% A(1,:)=0; A(:,1)=0; A(2%c1-1,:)=0; A(:,2%c1-1)=0;
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% A(1,1)=1; A(2%cl-1,2%cl-1)=1;
% Fw(1)=0; Fw(2xc1-1)=0; % rechte Seiten anpassen, um w bzw p = 0
% Fp(1)=0; Fp(2xc1-1)=0; % zu ermitteln
% Loesung w_h,p_h berechnen!
A=1/2x(A+A’); % matlab2009a
A(1,1)=1e20; A(2*c1-1,2*c1-1)=1e20; %!'!'!! HIER RB setzen !!!!
R = cholinc(A,le-6); % Vorkonditionierung : incomplete Cholesky-Fact.
% vorkonditionierte Konjugierte Gradienten-Methode
[w,flag,relres,iter,resvec]=pcg(A,Fw,1e-8,1000,R’,R);
[p,flag,relres,iter,resvec]=pcg(A,Fp,1e-8,1000,R’,R);
% Einkopieren der Loesung in die Knotenmatrix
X(:,3)=w(1:2:2%c1); % 3.Spalte w
X(:,4)=w(2:2:2%c1); % 4.Spalte w’
X(:,5)=p(1:2:2%c1); % 6.Spalte p
X(:,6)=p(2:2:2%c1); % 7.Spalte p’
g=maing(X,mat) ;
end

function [A_E,Fw,Fp]l=elemm(Knoten,X,h,mat)
% FEM-Matrizen basteln
A_E=zeros(4,4);
Fu=zeros(4,1);
Fp=zeros(4,1);
G=gauss6; % Gausspunkte+Gewichte
XT=note(Knoten,X); % Knotenkoordinaten im Element
[n,m]=size(G);
% Summation ueber alle Gausspunkte
for i=1:n
PHIu=formfu(G(i,1)); % Formfkt. fuer u am Gausspkt.
u=[XT(1,2) XT(2,2)1*PHIu(1,:)’; % u(xg)
% GP in die Welttransformieren : XG = h*xg+x_a
XG=XT(1,1)*(1-G(i,1))+ XT(2,1)*G(i,1);
% Phi(u) (xg) und Psi(u) (xg)
a=mat (7,1)*mat(3,1)*u~3/12;
b=mat (7,1)*(u/mat(3,1)+u~3/(12*mat (3,1)"~3));
% Trasformation des Integrals auf [0,1] * GaussGew.
Omi=h*G(i,2);
PHI=hermite(G(i,1)); % Formfkt. fuer w am Gausspkt.
% Skalierung der Funktione psi_O, psi_1 + Ableitungen mit Faktor h
PHI(:,2)=h*PHI(:,2);
PHI(:,4)=h*PHI(:,4);
PHI(3,:)=1/h~2%PHI(3,:);
% eigentliche Integration
A_E=A_E+0Omix*(a*PHI(3,:) *PHI(3,:)+...
b*PHI(1,:)’*PHI(1,:));

% 11! rechte Seiten berechnen !!!

YA if XG>0.5

% Fw=Fw+0mi*mat (3,1) xexp(-XG)*PHI(1,:)’;
yA else

% Fw=Fw+0mi*mat (3, 1) *exp (XG)*PHI(1,:);
yA end

Fw=Fw+0mi*mat (3,1) *XG* (1-XG) *PHI(1,:)’;
Fp=Fp+0mi*PHI(1,:)’; % rhs fuer adjungierte GL
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end
end

%a: XGx(1-XG)
%b: exp(XG)

Routinen zum Berechnen des Finite-Elemente Gradienten:

function G=maing(X,mat)
EL=elem(X); h=abs(X(2,1)-X(1,1));
% 1.Nebenbedingung
% (£’ (w),h)=int (-phi’(u)d_x"2w d_x"2v -psi’(wwv)h dx
% h sind beliebige Richtungen
% Input Elemente, Knoten
[cl,c2]=size(X);
[el,e2]=size(EL);
G=sparse(cl,1);
% Elementroutine, geht ueber alle Elemente und berechnet
% Element-Gradient-Vektoren, die in dem Gradienten-Vektor
% eingebaut werden.
for k=1:el
Knoten=[EL(k,1) EL(k,2)];
f=elemmg(Knoten,X,h,mat) ;
G(Knoten)=G(Knoten)+f;
end
end

function F=elemmg(Knoten,X,h,mat)
% analoge Vorgehensweise wie Routine elemm
% FEM-Matrizen basteln
F=zeros(2,1);
G=gauss6;
XT=note2(Knoten,X) ;
[n,m]=size(G);
% Summation ueber alle Gausspunkte
for i=1:n
PHIu=formfu(G(i,1));
PHI=hermite(G(i,1));
PHI(:,2)=h*PHI(:,2);
PHI(:,4)=h*PHI(:,4);
PHI(3,:)=1/h"2+PHI(3,:);
u=[XT(1,2) XT(2,2)]1*PHIu(1,:)’;
% Phi’ (u) (xg) und Psi’ (u) (xg)
a=mat (7,1)*mat (3,1)*u~2/4;
b=mat(7,1)*(1/mat(3,1)+u~2/(4*mat(3,1)"3));
Omi=h*G(i,2);
% Funktion w(xg) p(xg) w’’(xg) und p’’(xg) berechnen
w=[XT(1,3) XT(1,4) XT(2,3) XT(2,4)]1*PHI(1,:)’; % w(x) im Elem
p=[XT(1,5) XT(1,6) XT(2,5) XT(2,6)]1*PHI(1,:)’; % p(x) im Elem
w2=[XT(1,3) XT(1,4) XT(2,3) XT(2,4)]*PHI(3,:)’;% w’’(x) im Elem
p2=[XT(1,5) XT(1,6) XT(2,5) XT(2,6)]1*PHI(3,:)’;% p’’(x) im Elem
% eigentliche Integrationsroutine, fuer die beliebigen Ansatzfunktionen h
% setzen wir sukzessive unsere Knotenbasis fuer u ein, alle phiu(xi)
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F=F- (a*w2*p2+b*w*p) *Omi*PHIu(1l,:)’;
end
end

Routinen fiir die Berechnung des Gradienten der Variationsungleichung:

function [f,G]=maing2(X,mat)
El=elem(X); f=0; h=abs(X(2,1)-X(1,1));
% 1.Nebenbedingung
% (£(uw),h)=int (-phi’(uw)d_x"2w d_x"2v -psi’(w)wv)h dx
% Input Elemente, Knoten
[c1,c2]=size(X);
[el,e2]=size(EL);
G=sparse(cl,1);
% Elementroutine, geht ueber alle Elemente und berechnet
% pro Element g(v) und Element-Gradienten, die globalen g(v) und
% Gradienten-Vektor eingebaut werden.
for k=1:el
Knoten=[EL(k,1) EL(k,2)];
[fh,gh]=elemmg2 (Knoten,h,X,mat) ;
f=f+fh;
G(k:k+1,1)=G(k:k+1,1)+gh;
end
end

function [F,g]l=elemmg2(Knoten,h,X,mat)
% analoge Vorgehensweise wie Routine elemm
% FEM-Matrizen basteln
F=0; g=zeros(2,1);
G=gauss6; % 6 Pkt Gauss, wegen Polynome 7.Grades
XT=note3(Knoten,X);
[n,m]=size(G);
% Summation ueber alle Gausspunkte
for i=1:n
PHIu=formfu(G(i,1));
PHI=hermite(G(i,1));
PHI(:,2)=h*PHI(:,2); % Skalierung der Ableitungen
PHI(:,4)=h*PHI(:,4);
PHI(3,:)=1/h"2%PHI(3,:);
u=[XT(1,2) XT(2,2)]1*PHIu(1l,:)?; % fuer u und v linearer Ansatz!
v=[XT(1,7) XT(2,7)]1*PHIu(1,:)’;
% Phi’ (u) (xg) und Psi’ (u) (xg)
a=mat (7,1)*mat(3,1)*u"~2/4;
b=mat(7,1)*(1/mat(3,1)+u~2/(4*mat(3,1)"3));
Omi=h*G(i,2);
% Funktion w(xg) p(xg) w’’(xg) und p’’(xg) berechnen
w=[XT(1,3) XT(1,4) XT(2,3) XT(2,4)I1+PHI(1,:)’; % w(x) im Elem
p=[XT(1,5) XT(1,6) XT(2,5) XT(2,6)]*PHI(1,:)’; % p(x) im Elem
w2=[XT(1,3) XT(1,4) XT(2,3) XT(2,4)]*PHI(3,:)’; % w’’(x) im Elem
p2=[XT(1,5) XT(1,6) XT(2,5) XT(2,6)]*PHI(3,:)’; % p’’(x) im Elem
F=F+ (a*xw2*p2+b*w*p) *v*0mi ;
g=g+(a*w2*p2+b*wp) *0mi*PHIu(1l,:)’;
end
end
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B.3 Optimierungs-Routinen
Implementierung des Zustandsreduzierten Problems:

function X=statcasefmincon(n)

% Loesen der Optimierungsaufgabe:

b min f(u)=min int_0~1 G(u) (x) dx

% BS : 1lb <= u <= ub und int_0~1 u(x) dx = Vol/2piR =:C

mat=material;

X=netz(n); % Diskretisierung erstellen (Stuetzwerte 1SP, Steuerung 2SP)
1b=0.05%ones(n,1); % untere Grenze (punktweise)

ub=0.15*ones(n,1); % obere Grenze (punktweise)

Aeg=ones(1,n); h=X(2,1)-X(1,1); % 2piR int_0"1 u(x) dx = Vol berechnen (2NB)
Aeq(1,1)=1/2; Aeq(1,n)=1/2; Aeq=2+*pi*mat(3,1)*h*Aeq; % mittels Trapezregel
beg=Aeq*X(:,2);

mat=material;

% Optimierungsparameter festlegen
options=optimset(@fmincon); % urspruengliche Parameter
startTime=tic; % Zeitmessung fuer die Optimierung
options=optimset (options, ’Display’,’iter’,’Algorithm’,’active-set’,...
’TolFun’,1e-10,’TolCon’,1e-10,’TolX’,1e-10,...
’UseParallel’,’always’,’GradObj’,’on’,. ..
’DerivativeCheck’,’on’,’Diagnostics’,’on’, ...
’FunValCheck’,’on’)
% Optimierung starten
[u,fval,exitflag,output,lambdal. ..
=fmincon(@myfun,X(:,2),[],[],Aeq,beq,1b,ub, [],options,mat)
time_fmincon=toc(startTime) ;
fprintf (’FMINCON optimization takes %g seconds.\n’,...
time_fmincon); % Ausgabe der benoetigten Zeit
% Postprocessing
X(:,2)=u; % Steuerung in Knotemmatrix kopieren
X=main(X,mat); % Zustand w und adjungierten Zustand p berechnen
v=varungl (X,Aeq,beq,mat,1lb,ub); % Variationsungleichung auswerten
plot (X(:,1),u,X(:,1),v,’%%);
xlabel (’x-region’);
ylabel(’optimal control’);
legend (Pu_{opt} Direct Sol.’,’u_{opt} Sol. of VU’,...
’Location’,’NorthEast’);
figure
plot (X(:,1),X(:,3))
xlabel (’x-region’);
ylabel (’displacement w’);
figure
plot(X(:,1),X(:,5),’r?)
xlabel (’x-region’);
ylabel(’adjoint Sol. p’); X(:,2)=u;
rohrplot (X)
end
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% Funktion fuer den Aufruf innerhalb von fmincon

function [f,g,X]=myfun(u,mat)
[n,m]=size(u);
X=netz(n); ’% Netz besorgen
X(:,2)=u; 7% Steuerung in Knotenmatrix kopieren
[X,gl=main(X,mat); % Zustand w und adjungierten Zustand p berechnen
f=goalfunc(X); % Zielfunktional berechnen

end

function f=goalfunc(X)
% Input : Knotenmatrix mit Zustand w
% Output: f(u)=int_Omega w(x) dx
% Berechnung unter Benutzung der Hermite - Interpolation
% Elementeweises Vorgehen und Summation der Elemente-Integrale
[n,m]=size(X);
G=gauss6;
[r,s]=size(G);
h=abs(X(2,1)-X(1,1));

£=0;
% Elementeroutine : In jedem Element wird das Int_E w(x) dx berechnet.
for k=1:n-1
w=[X(k,3) X(k,4) X(k+1,3) X(k+1,4)];
for i=1:r
PHI=hermite(G(i,1));
PHI(:,2)=h*PHI(:,2);
PHI(:,4)=h*PHI(:,4);
Omi=h*G(i,2);
f=f+0mi*w*PHI(1,:)’; % [wO wO’ wi wi1’]*[ phiO psiO phil psill-T
end
end

end

Implementierung fiir die Numerische Auswertung der Variationsungleichung:

function v=varungl(X,A,b,mat,lb,ub)
% Loesen der Optimierungsaufgabe:

% max g(v)=max \int_0"1 (phi’(u)d_x"~2w d_x"2p +psi’(Wwp)v dx
% NB : 2piR int_0"1 v(x) dx = C
YA 1b <= v <= ub

[n,m]=size(X);
% Startloesung v=uxStoerung
v=X(:,2)+1lel3*eps;
% Optimierungsparameter festlegen und starten
options=optimset (@fmincon) ;
options=optimset(options,’Display’,’iter’,’Algorithm’,’active-set’,...
’TolFun’,1e-8,’TolCon’,1e-8,’TolX’,1e-8, ...
’UseParallel’,’always’,’Grad0Obj’,’on’, ...
’DerivativeCheck’,’on’,’Diagnostics’,’on’, ...
’FunValCheck’,’off?)
[v,fval,exitflag,output,lambdal=. ..
fmincon(@myfun2,v, [1,[1,A,b,1b,ub, [],options,X,mat);
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function [f,gl=myfun2(v,X,mat)
X(:,9)=v;
[f,gl=maing2(X,mat); % fmincon kann nur minimieren!!!
f=-f;
g=sign(f)=*g;
end
end
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Anhang C

Implementierungen des
Problems A in MATLAB

In diesem Kapitel beginnen wir mit der Darlegung der Quell-Texte fiir das Op-
timalsteuerungsproblem A, wobei wir bereits bekannte Routinen aus dem letzen
Kapitel wieder verwenden.

C.1 Hilfs-Routinen fiir die FEM bzw. Optimierung

Gauss-Quadratur-Formel fiir 2D:

function H=gauss2d

% 1D-Gauss-Pkt definieren
G=zeros(6,2);
G(1,1)=-0.932469514203152;
G(2,1)=-0.661209386466264;
G(3,1)=-0.238619186083197;
G(4,1)=-G(3,1);
G(5,1)=-G(2,1);
G(6,1)=-G(1,1);
G(1,2)=0.171324492379171;
G(2,2)=0.360761573048139;
G(3,2)=0.467913934572690;
G(4,2)=G(3,2);
G(5,2)=G(2,2);
G(6,2)=G(1,2);
% Transformation auf (0,1)
G(:,1)=0.5%(G(:,1)+1);
G(:,2)=0.5%G(:,2);

% Tensorprodukte der 1D-GP bilden fuer 2D-GP
H=zeros(36,3); k=1;
for i=1:6
for j=1:6
H(k,1)=G(i,1);
H(k,2)=G(j,1);
H(k,3)=G(i,2)*G(j,2);
k=k+1;
end
end
end
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Formfunktionen fiir das Bogner-Foz-Schmidt-Element:

function PHI2d=hermite2d(x,y)
% 2D-Hermite Ansatzfunktionen werden ueber Tensorprodukt aus den 1D-Poly
% gebildet.
PHIx=hermite(x) ;
PHIy=hermite(y) ;
k=1;
for i=1:2
for j=1:2
PHI2d(1,k)=PHIx(1,j)*PHIy(1,1);
PHI2d (1,k+4)=PHIx(1,j+2)*PHIy(1,1);
PHI2d(1,k+8)=PHIx(1,j)*PHIy(1,i+2);
PHI2d(1,k+12)=PHIx(1,j+2)*PHIy(1,i+2);

PHI2d (2,k)=PHIx(2,j)*PHIy(1,i);

PHI2d (2,k+4)=PHIx (2, j+2)*PHIy(1,i);
PHI2d (2,k+8)=PHIx (2, ) *PHIy(1,i+2);
PHI2d (2,k+12)=PHIx (2, j+2) *PHIy(1,1+2);

PHI2d(3,k)=PHIx(1,j)*PHIy(2,i);
PHI2d(3,k+4)=PHIx(1,j+2)*PHIy(2,1);
PHI2d(3,k+8)=PHIx(1,j)*PHIy(2,i+2);
PHI2d(3,k+12)=PHIx(1,j+2)*PHIy(2,i+2);

PHI2d(4,k)=PHIx(3,j)*PHIy(1,1);

PHI2d (4,k+4)=PHIx (3, j+2)*PHIy(1,i);
PHI2d (4,k+8)=PHIx (3, j)*PHIy(1,i+2);
PHI2d(4,k+12)=PHIx (3, j+2)*PHIy(1,i+2);

PHI2d(5,k)=PHIx(1,3)*PHIy(3,1);

PHI2d (5,k+4)=PHIx (1,j+2)*PHIy(3,1);
PHI2d(5,k+8)=PHIx(1,j)*PHIy(3,1+2);
PHI2d(5,k+12)=PHIx(1,j+2)*PHIy(3,i+2);

PHI2d(6,k)=PHIx(2,j)*PHIy(2,1i);
PHI2d(6,k+4)=PHIx(2,j+2)*PHIy(2,1);
PHI2d (6,k+8)=PHIx (2, j)*PHIy(2,i+2);
PHI2d(6,k+12)=PHIx (2, j+2)*PHIy(2,1i+2);

k=k+1;
end
end
end

Hilfsroutine fiir die Berechnung der Integrale, um Zeit bei der Optimierung ein-
2usparen:

function H=int (h,tau)
% Formfunktionen am Gausspunkt + Gewichte
% Diese Definition der Matrix H dient zur Geschwindigkeits-Optimierung
% im Programm.
G=gauss2d; % 2D-Gausspunkte (6-Pkt)
[n,m]=size(G);
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k=1;

for i=1:n
H(k:k+5, :)=hermite2d(G(i,1),G(i,2)); % Funktionen am GP
k=k+6;

end

for i=2:4:16 ¥ Wichtung der Ableitungen mit h oder tau bzw hx*tau
H(:,i)=h*H(:,1);
H(:,i+1)=tauxH(:,i+1);
H(:,i+2)=h*tauxH(:,i+2);

end

end

C.2 FEM-Routinen

Funktionen zum Lisen der Zustands- bzw. Adjungierten Gleichung:

function [X,f]l=main(X,H,mat)

% Main-Funktion zum Loesen der Zustandsgleichung

% Theta(u)w_tt + D_x~2(Phi(u) D_x"2 w) + Psi(u) w= R f_z
% und der adjungierten Gleichung

% Theta(uw)p_tt + D_x~2(Phi(u) D_x"2 p) + Psi(u) p= 0.

% Der Gradient des ZF wird ebenfalls berechnet.

% Output Knotenmatrix X mit Loesung w(x,T) + Gradient
T=X(:,1); 7% Zeitgitter definieren
[q,el=size(T);

EL=elem(X);

tau=abs(T(2)-T(1)); [r,s]=size(X);

LSGw = sparse(q,2+r) ; % Loesungs-Matrizen definieren
LSGy = sparse(q,2+r);

LSGp = sparse(q,2+*r);

LSGyp = sparse(q,2*r);

[K,MG]=mainlhs(X,EL,mat) ; % FEM-Matrizen generieren

A=MG+1/4*xtau~2*K; % Rothe-Schema

AR=MG-1/4*tau~2*K;

[cl,c2]=size(A);

A(1,1)=1e20; % RB einarbeiten

A(cl-1,c1-1)=1e20;

MG(1,1)=1e20;

MG(c1l-1,c1-1)=1e20;

R=cholinc(A,le-6); 7% Vorkonditionierung

RE=cholinc (MG, 1e-6);

FE=mainend(X,EL); % EB der ad. Gl

[LSGyp(q,:),flag,relres,iter,resvec]=...

pcg(MG,FE,1e-15,1000,RE’ ,RE); % Lsg der EB
for i=2:q
% RHS der Zustandsgleichung
Fn=mainrhs(X,EL,T(i) ,mat);
Fa=mainrhs(X,EL,T(i-1) ,mat);
RHS=tau~2/4* (Fn+Fa) ;
F=AR*LSGw(i-1,:)’+RHS+tau*MG*LSGy(i-1,:)’;
% Loesung w~(m+1) bestimmen

[LSGw(i,:),flag,relres,iter,resvec]=...
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pcg(A,F,1e-10,1000,R’ ,R);
% Loesung y~(m+1) bestimmen
LSGy (i, :)=2/taux(LSGw(i, :)-LSGw(i-1,:))-LSGy(i-1,:);
% RHS der adjungierten Gleichung
F=AR*LSGyp(qg-i+2, :)’+tauxK+xLSGp(g-i+2,:)’;
% Loesung yp~(m-1) bestimmen
[LSGyp(q-i-1+2,:) ,flag,relres,iter,resvec]=...
pcg(A,F,1e-10,1000,R’,R);
% Loesung p~(m-1) bestimmen
LSGp(q-i-1+2,:)=-tau/2*(LSGyp(q-i+2, : )+LSGyp(q-i-1+2,:))+LSGp(q-i+2,:);

end

X(:,3)=LSGw(q,1:2:2*r); % w(x,T) einordnen in X

X(:,4)=LSGw(qg,2:2:2%r);

f=gradf (T,X,LSGw,LSGy,LSGp,LSGyp,H,mat); % Gradient aufrufen
end

function [X,LSGw,LSGy,LSGp,LSGyp,T]=main2(X,mat,a)
% analog zur urspriinglichen Main-Funktion mit dem Unterschied, dass
% jetzt die kompletten Loesungen ausgegben werden!
T=X(:,1);
[q,el=size(T);
El=elem(X);
tau=abs (T(2)-T(1)); [r,s]l=size(X);
LSGw = sparse(q,2*r);
LSGy = sparse(q,2+r);
LSGp = sparse(q,2+*r);
LSGyp = sparse(q,2*r);
[K,MG]=mainlhs (X,EL,mat) ;
A=MG+1/4*tau~2*K;
AR=MG-1/4*tau~2*K;
[c1,c2]=size(A);
A(1,1)=1e20;
A(cl-1,c1-1)=1e20;
MG (1,1)=1e20;
MG(c1l-1,c1-1)=1e20;
R=cholinc(A,1le-6);
RE=cholinc (MG, 1e-6);
FE=mainend(X,EL) ;
[LSGyp(q,:),flag,relres,iter,resvec]=...
pcg(MG,FE,1le-15,1000,RE’ ,RE) ;
for i=2:q
Fn=mainrhs(X,EL,T(i) ,mat);
Fa=mainrhs(X,EL,T(i-1) ,mat);
RHS=tau~2/4*(Fn+Fa) ;
F=AR*LSGw(i-1,:)’>+RHS+tau*MG*LSGy(i-1,:)’;
[LSGw(i,:),flag,relres,iter,resvec]=...
pcg(A,F,1e-10,1000,R’ ,R);
LSGy (i, :)=2/taux(LSGw(i, :)-LSGw(i-1,:))-LSGy(i-1,:);

F=AR*LSGyp(q-i+2,:) ’+tau*K+*LSGp(q-i+2,:)’;
[LSGyp(q-i-1+2,:) ,flag,relres,iter,resvec]=...
pcg(A,F,1e-10,1000,R’ ,R) ;
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end

LSGp(q-i-1+2, :)=-tau/2*(LSGyp(q-i+2, : ) +LSGyp(g-i-1+2,:))+LSGp(qg-i+2,:

if a ==

end
end

figure

mesh(X(:,1),T,LSGw(:,1:2:2%r))

xlabel(’Domain’)

ylabel (’Time’)

legend(’Sol. w of state equation’,’Location’,’NorthEast’)
figure

mesh(X(:,1),T,LSGp(:,1:2:2%r))

xlabel (’Domain’)

ylabel(’Time?)

legend(’Sol. p of adjoint equation’,’Location’,’NorthEast’)

function [K,M]=mainlhs(X,EL,mat)

% Funktion zur Berechnung der globalen Theta-gewichtete Masse- und
% Steifigkeitsmatrix als Sparse definiert.

% Schleife geht ueber alle Elemnte der Orts-

% Diskretisierung (Freiheitsgrade werden beruecksichtigt)

[c1,

c2]=size(X); [el,e2]=size(EL); h=abs(X(2,1)-X(1,1));

K=sparse(2*c1,2xcl);
M=sparse(2*cl,2xcl);

for

end
end

k=1:el
Knoten=[EL(k,1) EL(k,2)];
[A_E,A_M]=elemm(Knoten,X,mat,h);
j=1;
for i=Knoten

Knoten2(j)=(2*i-1); j=j+1;

end
KH=[1 3];
for j=1:2
for i=1:2
K(Knoten2(j) :Knoten2(j)+1,Knoten2(i) :Knoten2(i)+1)=...
K(Knoten2(j) :Knoten2(j)+1,Knoten2(i) :Knoten2(i)+1)...
+A_E(KH(j) :KH(j)+1,KH(i) :KH(i)+1);
M(Knoten2(j) :Knoten2(j)+1,Knoten2(i) :Knoten2(i)+1)=...
M(Knoten2(j) :Knoten2(j)+1,Knoten2(i) :Knoten2(i)+1) ...
+A_M(KH(3) :KH(§)+1,KH(1) :KH(i)+1) ;
end
end

function [A_E,A_M]=elemm(Knoten,X,mat,h)
% FEM-Matrizen basteln (analog zum stationaeren Fall)

A_E=zeros(4,4); ) lokale Steifigkeits-Matrix
A_M=zeros(4,4); % lokale Theta- gewichtete Masse-matrix
G=gauss6;

XT=note(Knoten,X) ;
[n,m]=size(G);
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% Summation ueber alle Gausspunkte
for i=1:n
PHIu=formfu(G(i,1));
u=[XT(1,2) XT(2,2)]*PHIu(1,:)’;
thet=mat (8, 1) *u;
nphi=mat (7,1)*mat(3,1)*u~3/12;
npsi=mat(7,1)*(u/mat(3,1)+u~3/(12*mat(3,1)"3));
Omi=h*G(i,2);
PHI=hermite(G(i,1));
PHI(:,2)=h*PHI(:,2);
PHI(:,4)=h*PHI(:,4);
PHI(3,:)=1/h~2%PHI(3,:);
A_E=A_E+0Omi* (nphi*PHI(3,:) **PHI(3,:)+...
npsi*PHI(1,:)>*PHI(1,:));
A_M=A_M+0mix*thet*PHI(1,:) ’*PHI(1,:);
end
end

function F=mainrhs(X,EL,t,mat)
% Funktion zur Berechnung der rechten Seite der Zustandsgleichung.
% Wirkende Kraft f_z muss in Funktion rhs angepasst werden.
% Rhs-Vektor wird als Sparse definiert und mittels Element-Routine
% aufgebaut.
[c1,c2]=size(X);
[el,e2]=size(EL); h=abs(X(2,1)-X(1,1));
F=sparse(2*c1,1);
for k=1:el
Knoten=[EL(k,1) EL(k,2)];
f=rhs (Knoten,X,t,h,mat);
J=1
for i=Knoten
Knoten2(j)=(2%i-1); j=j+1;
end
KH=[1 3];
for j=1:2
F(Knoten2(j) :Knoten2(j)+1)=F(Knoten2(j) :Knoten2(j)+1) ...
+f (KH(j) :KH(j)+1);
end
end
end

function F=rhs(Knoten,X,t,h,mat)
% Funktion zur Berechnung des lokale RHS-Vektors.
F=zeros(4,1);
G=gauss6;
XT=note(Knoten,X) ;
[n,m]=size(G);
% Summation ueber alle Gausspunkte
for i=1:n
PHI=hermite(G(i,1));
Omi=mat (3,1) *h*G(i,2);
PHI(:,2)=h*PHI(:,2);
PHI(:,4)=h*PHI(:,4);
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XG=XT(1,1)*(1-G(i,1))+XT(2,1)*G(i,1); %GP in der Welt!!!
F=F+0Omi*exp(t)*PHI(1,:)’; % Krafteinwirkung f_z
end
end

Implementierung der Endbedingung:

function F=mainend(X,EL)
% Funktion zur Berechnung der globalen rechte Seite bezueglich der
% 2. Endbedingung fuer die adjungierte Gleichung. Uebliche Element-
% Routine.
[c1,c2]=size(X);
[el,e2]=size(EL); h=abs(X(2,1)-X(1,1));
F=sparse(2xc1,1);
for k=1:el
Knoten=[EL(k,1) EL(k,2)];
f=endbed (h) ;
j=1;
for i=Knoten
Knoten2(j)=(2%i-1); j=j+1;

end
KH=[1 3];
for j=1:2
F(Knoten2(j) :Knoten2(j)+1)=F (Knoten2(j) :Knoten2(j)+1)...
+£ (KH(j) :KH(j)+1);
end
end
end

function F=endbed(h)
% Funktion zur Berechnung des lokalen rechten Seiten Vektors fuer die
% 2.Endbedingung der adjungierten Gleichung.
F=zeros(4,1);
G=gauss6;
[n,m]=size(G);
% Summation ueber alle Gausspunkte
for i=1:n
PHI=hermite(G(i,1));
Omi=hx*G(i,2);
PHI(:,2)=h*PHI(:,2);
PHI(:,4)=h*PHI(:,4);
F=F-Omi*PHI(1,:)’;
end
end

C.3 Optimierungs-Routinen

Implementierung des Problems A, des Zielfunktionals und des zugehérigen Gra-
dienten:

function X=instatfmincon(n)
% Loesen der Optimierungsaufgabe:
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% min f(u)=min int_0"1 G_A(u) (x) dx
% BS : 1b <= u <= ub und int_0"1 u(x) dx = Vol/2piR =:C

mat=material;
X=netz(n); ’% Diskretiesierung erstellen (Stuetzwerte 1SP, Steuerung 2SP)
[n,m]=size(X);
1b=0.05%ones(n,1); % untere Grenze
ub=0.15*ones(n,1); % obere Grenze
Aeg=ones(1,n); h=X(2,1)-X(1,1); % 2piR int_0"1 u(x) dx = C berechnen (2NB)
Aeq(1,1)=1/2; Aeq(1,n)=1/2; Aeq=2*pi*mat(3,1)*h*Aeq; % mittels Trapezregel
beq=Aeq*X(:,2); tau=h;
H=int(h,tau); % Zeiteinsparung fuer Integration
% Optimierungsparameter festlegen
options=optimset (@fmincon) ;
startTime=tic;
options=optimset(options, ’Display’,’iter’,’Algorithm’,’active-set’,...
’TolFun’,1e-10,’TolCon’,1e-10,’TolX’,1e-10, ...
’UseParallel’,’always’,’Grad0bj’,’on’, ...
’DerivativeCheck’,’off’,’Diagnostics’,’off’, ...
’FunValCheck’,’off’, ’MaxFunEvals’,10000)
[u,fval,exitflag,output,lambda]. ..
=fmincon(@myfun,X(:,2),[],[],Aeq,beq,1b,ub, [],options,H,mat)
time_fmincon=toc(startTime) ;
fprintf (’FMINCON optimization takes %g seconds.\n’,...
time_fmincon) ;
X(:,2)=u;
v=varungl (X,Aeq,beq,H,mat,1b,ub); % Variationsungleichung auswerten
plot(X(:,1),u,X(:,1),v,’%%);
xlabel (’x-region’);
ylabel(’optimal control’);
legend (Pu_{opt} Direct Sol.’,’u_{opt} Sol. of VU’,’Location’,’NorthOutside’);
main2(X,mat,1);
rohrplot(X);
end

function [f,g,X]=myfun(u,H,mat)
[n,m]=size(u);
X=netz(n);
X(:,2)=u;
[X,gl=main(X,H,mat);
f=goalfunc(X);

end

function f=goalfunc(X)
% Input : Knotenmatrix mit Zustand w
% Output: f(u)=int_Omega w(x,T) dx
% Berechnung unter Benutzung der Hermite - Interpolation
% Elementeweises Vorgehen und Summation der Elemente-Integrale
[n,m]=size(X);
PHI=zeros(3,4);
G=gauss6;
[r,s]=size(G);
h=abs (X(2,1)-X(1,1));
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£=0;
% Elementeroutine : In jedem Element wird das Int_E w(x) dx berechnet.
for k=1:n-1
w=[X(k,3) X(k,4) X(k+1,3) X(k+1,4)];
for i=1:r
PHI=hermite(G(i,1));
PHI(:,2)=h*PHI(:,2);
PHI(:,4)=h*PHI(:,4);
Omi=hx*G(i,2);
f=f+Omi* (w¥PHI(1,:)’);
end
end
end

function f=gradf(T,X,LSGw,LSGy,LSGp,LSGyp,H,mat)
% Funktion zur Bestimmung des Gradienten
% £2(u)= iint (Theta’(u) w_t p_t - Phi’(w)w_xx p_xx - Psi’(uw)wp) h dxdt
% Nutzung des Bogner-Fox-Schmidt Elements
[t1,t2]=size(T);
[c1,c2]=size(X);
f=zeros(cl,1);
k=1;
h=abs(X(2,1)-X(1,1)); % aequdistante SW
tau=h;
for i=1:2:2%c1-2
F=zeros(2,1);
for j=1:t1-1 % Knotenparameter w,p ordnen pro Element
w=[LSGw(j,1) LSGw(j,i+1) LSGy(j,i) LSGy(j,i+1)
LSGw(j,i+2) LSGw(j,i+3) LSGy(j,i+2) LSGy(j,i+3)
LSGw(j+1,i) LSGw(j+1,i+1) LSGy(j+1,i) LSGy(j+1,i+1)
LSGw(j+1,i+2) LSGw(j+1,i+3) LSGy(j+1,i+2) LSGy(j+1,i+3) 1;
p=[LSGp(j,1) LSGp(j,i+1) LSGyp(j,i) LSGyp(j,i+1)
LSGp(j,i+2) LSGp(j,i+3) LSGyp(j,i+2) LSGyp(j,i+3)
LSGp(j+1,i) LSGp(j+1,i+1) LSGyp(j+1,i) LSGyp(j+1,i+1)
LSGp(j+1,i+2) LSGp(j+1,i+3) LSGyp(j+1,i+2) LSGyp(j+1,i+3) 1;
u=[X(k,2) X(k+1,2)];
F=F+elem2d(w,p,u,h,tau,H,mat); % lokale Gradienten berechnen
end
f(k:k+1,1)=f(k:k+1,1)+F; % in globalem Gradienten-Vektor einsetzen
k=k+1;
end
end

function f=elem2d(wn,pn,u,h,tau,H,mat)
% eigentliche Elementroutine
% FEM-Matrizen basteln
f=zeros(2,1);
G=gauss2d; 7 2D-Gauspkt.
[n,m]=size(G);
% Summation ueber alle Gausspunkte
k=1;
for i=1:n
H(k+2,:)=1/tau*xH(k+2,:); % Integrationsmatrix fuer Zeitersparniss
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H(k+3,:)=1/(h~2) *H(k+3,:);

PHIu=formfu(G(i,1));

Omi=h*tau*G(i,3);

ug=u*PHIu(1,:)’; % "optimale" Steuerung
dtheta=mat(8,1); % Ableitung der Nemyzki-Operatoren
dphi=mat (7,1)*mat(3,1)*ug~2/4;
dpsi=mat(7,1)*(1/mat(3,1)+ug~2/(4*mat(3,1)°3));
wt=wn*H(k+2,:)’; 7% Fkt. am GP

pt=pn*H(k+2,:)’;

wx2=wn*H(k+3,:)’;

px2=pn*H(k+3,:)’;

w=wn*H(k,:)’;
p=pn*xH(k,:)’;
f=f+(dtheta*wt*pt-dphi*wx2*px2-dpsi*w*p)*PHIu(1, :) ’*0mi;
k=k+6;
end
end

Implementierung fiir die Numerische Auswertung der Variationsungleichung:

function [v,lambdal=varungl(X,A,b,H,mat,1lb,ub)
[n,m]=size(X);
% Startloesung v=u*Stoerung
z=X(:,2)+1lel3%eps;
% zugehorige optimale Zustédnde + adjungierten Zustand vorgeben
[X,LSGw,LSGy,LSGp,LSGyp,T]=main2(X,mat,0) ;
% Optimierungsparameter festlegen und starten
options=optimset (@fmincon) ;
options=optimset (options, ’Display’,’iter’,’Algorithm’,’active-set’,...
’TolFun’,1e-8,’TolCon’,1e-8,’TolX’,1e-8, ...
’UseParallel’,’always’,’GradObj’,’on’, ...
’DerivativeCheck’,’off’,’Diagnostics’,’on’, ...
’FunValCheck’,’off?’)
[v,fval,exitflag,output,lambdal=...
fmincon(@myfun2,z, [1,[],A,b,1b,ub, [],0options,T,X,LSGw, ...
LSGy,LSGp,LSGyp,H,mat)

function [f,G]=myfun2(z,T,X,LSGw,LSGy,LSGp,LSGyp,H,mat)
X(:,9)=z; % Zuordnung in Knotemmatrix X
[£,G]=gradfvu(T,X,LSGw,LSGy,LSGp,LSGyp,H,mat) ;
f=-f; % fmincon kann nur minimieren!!!
G=sign(f)*G;
end
end

function [f,G]=gradfvu(T,X,LSGw,LSGy,LSGp,LSGyp,H,mat)

% Berechung der Gleichung (ZF)

% iint (-Theta’(u) w_t p_t + Phi’(ww_xx p_xx + Psi’(wwp) z dxdt

% und des zugehoerigen Gradienten unter Benutzung des

% Bogner-Fox-Schmidt Elements, analoge Vorgehensweise zu Fkt. gradf
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[t1,t2]=size(T);
[cl,c2]=size(X);
f=0; G=zeros(cl,1);
k=1;
h=abs (X(2,1)-X(1,1));
tau=abs(T(2,1)-T(1,1));
for i=1:2:2%cl1-2
g=zeros(2,1);
for j=1:t1-1
w=[LSGw(j,1i) LSGw(j,i+1) LSGy(j,i) LSGy(j,i+1)
LSGw(j,i+2) LSGw(j,i+3) LSGy(j,i+2) LSGy(j,i+3)
LSGw(j+1,1) LSGw(j+1,i+1) LSGy(j+1,i) LSGy(j+1,i+1)
LSGw(j+1,i+2) LSGw(j+1,i+3) LSGy(j+1,i+2) LSGy(j+1,i+3) 1;
p=[LSGp(j,1i) LSGp(j,i+1) LSGyp(j,i) LSGyp(j,i+1)
LSGp(j,i+2) LSGp(j,i+3) LSGyp(j,i+2) LSGyp(j,i+3)
LSGp(j+1,i) LSGp(j+1,i+1) LSGyp(j+1,i) LSGyp(j+1,i+1)
LSGp(j+1,i+2) LSGp(j+1,i+3) LSGyp(j+1,i+2) LSGyp(j+1,i+3) 1;
z=[X(k,9) X(k+1,9)];
u=[X(k,2) X(k+1,2)];
[fh,ghl=elem2d2(w,p,u,z,h,tau,H,mat) ;
f=f+fh; % Zielfunktional (Summe)
g=g+gh; % Gradient (lokal)
end
G(k:k+1,1)=G(k:k+1,1)+g; % Gradientenvektor global
k=k+1;
end
end

function [f,g]l=elem2d2(wn,pn,u,z,h,tau,H,mat)
% FEM-Matrizen basteln
£=0; g=zeros(2,1); k=1;
G=gauss2d;
[n,m]=size(G);
% Summation ueber alle Gausspunkte
for i=1:n
H(k+2,:)=1/tauxH(k+2,:);
H(k+3,:)=1/(h~2)*H(k+3,:);
PHIu=formfu(G(i,1));
Omi=h*taux*G(i,3);
ug=u*PHIu(1,:)’;
dtheta=mat(8,1);
dphi=mat (7,1)*mat(3,1)*ug~2/4;
dpsi=mat(7,1)*(1/mat(3,1)+ug~2/(4*mat(3,1)°3));
wt=wnxH(k+2,:)’;
pt=pn*H(k+2,:)’;
wx2=wn*H(k+3,:)’;
px2=pn*H(k+3,:)’;
w=wn*H(k,:)’;
p=pn*xH(k,:)’;
zg=z*PHIu(1,:)’;
f=f+[(-dtheta*wt*pt+dphi*wx2*px2+dpsi*wxp)*zg*0mi] ;
g=g+[(-dtheta*wt*pt+dphi*wx2*px2+dpsi*w*p)*PHIu(1, :)’>*0mi];
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k=k+6;
end
end
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Anhang D

Implementierungen des
Problems B in MATLAB

In diesem Kapitel legen wir die Quell-Texte fiir das Losen des Problems B dar,
wobei wir bereits bekannte Routinen aus den letzten Kapitel verwenden.

D.1 FEM-Routinen

Funktionen zum Lésen der Zustands- bzw. Adjungierten Gleichung:

function [X,fl=main(X,H,mat)

% Main-Funktion zum Loesen der Zustandsgleichung

% Theta(uw)w_tt-D_x(Upsilon(uw)w_xtt)+D_x~2(Phi(u)D_x"2w)+Psi(u)w=R f_z
% und der adjungierten Gleichung

% Theta(u)p_tt-D_x(Upsilon(u)w_xtt))+D_x~2(Phi(u)D_x"~2p)+Psi(u)p=0.

% Der Gradient des ZF wird ebenfalls berechnet.

% Output Knotenmatrix X mit Loesung w(x,T) + Gradient
T=X(:,1); % Zeitgitter definieren
[q,el=size(T);

EL=elem(X);
tau=abs(T(2)-T(1)); [r,s]=size(X);
LSGw=sparse(q,2*r) ; % Loesungs-Matrizen definieren

LSGy=sparse(q,2*r) ;

LSGp=sparse(q,2*r) ;

LSGyp=sparse(q,2+*r) ;

[K,M,G]l=mainlhs (X,EL,mat); % FEM-Matrizen generieren
A=M+G+1/4*tau~2*K; % Rothe-Schema
AR=M+G-1/4*tau~2*K;

[c1,c2]=size(A);

A(1,1)=1e20; A(cl-1,c1-1)=1e20; % RB einarbeiten
R=cholinc(A,1le-6); % Vorkonditionierung
[AE,F]=mainend(X,EL,mat);

AE(1,1)=1e20;

AE(c1-1,c1-1)=1e20;

RE=cholinc(AE,1le-6);
[LSGyp(q,:),flag,relres,iter,resvec]=...

pcg(AE,F,1e-10,1000,RE’ ,RE); % Lsg der EB
for i=2:q
% RHS der Zustandsgleichung
Fn=mainrhs (X,EL,T(i) ,mat);



Fa=mainrhs(X,EL,T(i-1) ,mat);
RHS=tau~2/4*(Fnt+Fa) ;
F=AR*LSGw(i-1,:)’>+RHS+tau* (M+G)*LSGy(i-1,:)’;
% Loesung w~(m+1) bestimmen
[LSGw(i,:),flag,relres,iter,resvec]=...
pcg(A,F,1e-10,1000,R’,R);
% Loesung y~(m+1) bestimmen
LSGy (i, :)=2/taux(LSGw(i,:)-LSGw(i-1,:))-LSGy(i-1,:);
% RHS der adjungierten Gleichung
F=AR*LSGyp(qg-i+2, :) ’+tauxK+xLSGp(g-i+2,:)’;
% Loesung yp~(m-1) bestimmen
[LSGyp(g-i-1+2,:) ,flag,relres,iter,resvec]=...
pcg(A,F,1e-10,1000,R’,R);
, Loesung p~(m-1) bestimmen
LSGp(q-i-1+2,:)=-tau/2* (LSGyp(q-i+2, : )+LSGyp(q-i-1+2,:))+LSGp(q-i+2,:);

=

end
X(:,3)=LSGw(q,1:2:2*r); % w(x,T) einordnen in X
X(:,4)=LSGw(q,2:2:2%r);
f=gradf (T,X,LSGw,LSGy,LSGp,LSGyp,H,mat) ;
end

function [X,LSGw,LSGy,LSGp,LSGyp,T]=main2(X,mat,a)
% analog zur urspriinglichen Main-Funktion mit dem Unterschied, dass
% jetzt die kompletten Loesungen ausgegben werden!
T=X(:,1);
[q,el=size(T);
EL=elem(X);
tau=abs(T(2)-T(1)); [r,s]=size(X);
LSGw=sparse(q,2*r) ;
LSGy=sparse(q,2%r) ;
LSGp=sparse(q,2*r) ;
LSGyp=sparse(q,2*r) ;
[K,M,G]l=mainlhs (X,EL,mat);
A=M+G+1/4*xtau~2x*K;
AR=M+G-1/4*tau~2*K;
[cl,c2]=size(A);
A(1,1)=1e20; A(cl-1,c1-1)=1e20;
R=cholinc(A,1le-6);
[AE,F]=mainend (X,EL,mat);
AE(1,1)=1e20;
AE(c1-1,c1-1)=1e20;
RE=cholinc(AE,1e-6);
[LSGyp(q,:) ,flag,relres,iter,resvec]=...
pcg (AE,F,1e-10,1000,RE’ ,RE) ;
for i=2:q
Fn=mainrhs(X,EL,T(i) ,mat);
Fa=mainrhs(X,EL,T(i-1) ,mat);
RHS=tau~2/4* (Fn+Fa) ;
F=AR*LSGw(i-1,:)’>+RHS+tau* (M+G)*LSGy(i-1,:);
[LSGw(i,:),flag,relres,iter,resvec]=...
pcg(A,F,1e-10,1000,R’,R);
LSGy (i, :)=2/taux(LSGw(i, :)-LSGw(i-1,:))-LSGy(i-1,:);
F=AR*LSGyp(qg-i+2,:) ’+tauxK+xLSGp(qg-i+2,:)’;
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[LSGyp(g-i-1+2,:) ,flag,relres,iter,resvec]=...
pcg(A,F,1e-10,1000,R’,R);
LSGp(q-1i-1+2, 1) =-tau/2* (LSGyp(q-i+2, : ) +LSGyp(q-i-1+2, :))+LSGp(q-i+2, :);
end
if a ==
figure
mesh(X(:,1),T,LSGw(:,1:2:2%r))
xlabel (’Domain’)
ylabel (’Time’)
legend(’Sol. w of state equation’,’Location’,’NorthEast’)
figure
mesh(X(:,1),T,LSGp(:,1:2:2%r))
xlabel (’Domain’)
ylabel (’Time’)
legend(’Sol. p of adjoint equation’,’Location’,’NorthEast’)
end
end

function [K,M,G]=mainlhs(X,EL,mat)

% Funktion zur Berechnung der globalen Theta-gewichtete Masse-,

% der Steifigkeits- und der Laplacematrix als Sparse definiert.

% Schleife geht ueber alle Elemnte der Orts-

% Diskretisierung (Freiheitsgrade werden beruecksichtigt)
[cl,c2]=size(X); [el,e2]=size(EL); h=abs(X(2,1)-X(1,1));
K=sparse(2*cl,2xcl);

M=sparse(2*cl,2xcl);
G=sparse(2*cl,2xcl);
for k=1:el
Knoten=[EL(k,1) EL(k,2)];
[A_E,A_M,A_G]l=elemm(Knoten,X,mat,h);
j=1;
for i=Knoten
Knoten2(j)=(2%i-1); j=j+1;
end
KH=[1 3];
for j=1:2
for i=1:2
K(Knoten2(j) :Knoten2(j)+1,Knoten2(i) :Knoten2(i)+1)=...
K(Knoten2(j) :Knoten2(j)+1,Knoten2(i) :Knoten2(i)+1)...
+A_E(KH(j) :KH(j)+1,KH(i) :KH(i)+1);
M(Knoten2(j) :Knoten2(j)+1,Knoten2(i) :Knoten2(i)+1)=...
M(Knoten2(j) :Knoten2(j)+1,Knoten2(i) :Knoten2(i)+1)...
+A_M(KH(J) :KH(§)+1,KH(i) :KH(i)+1) ;
G(Knoten2(j) :Knoten2(j)+1,Knoten2(i) :Knoten2(i)+1)=...
G(Knoten2(j) :Knoten2(j)+1,Knoten2(i) :Knoten2(i)+1). ..
+A_G(KH(j) :KH(j)+1,KH(i) :KH(i)+1);
end
end
end
end

function [A_E,A_M,A_G]=elemm(Knoten,X,mat,h)
% FEM-Matrizen basteln (analog zum stationaeren Fall)
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end

A_E=

zeros(4,4); % lokale Steifigkeitsmatrix

A_VM=zeros(4,4); % lokale Theta- gewichtete Massematrix

A_G=

zeros(4,4); % lokale Laplacematrix

G=gauss6;

XT=note(Knoten,X);
[n,m]=size(G);

% Summation ueber alle Gausspunkte

for

end

i=1:n

PHIu=formfu(G(i,1));

u=[XT(1,2) XT(2,2)]1*PHIu(1,:)’;

thet=mat (8, 1)*u;

ups=mat(8,1)*u~3/12;

nphi=mat (7,1)*mat(3,1)*u~3/12;

npsi=mat(7,1)*(u/mat(3,1)+u~3/(12*mat(3,1)"3));

Omi=h*G(i,2);

PHI=hermite(G(i,1));

PHI(:,2)=h*PHI(:,2);

PHI(:,4)=h*PHI(:,4);

PHI(3,:)=1/h"2%PHI(3,:);

A_E=A_E+0Omi* (nphi*PHI(3,:) *PHI(3,:)+...
npsi*PHI(1,:) ’*PHI(1,:));

A_M=A_M+0Omix*thet*PHI(1,:)’>*PHI(1,:);

PHI(2,:)=1/h*PHI(2,:);

A_G=A_G+Omi*ups*PHI(2,:)’*PHI(2,:);

function F=mainrhs(X,EL,t,mat)

% Funktion zur Berechnung der rechten Seite der Zustandsgleichung.
% Wirkende Kraft f_z muss in Funktion rhs angepasst werden.

% Rhs-Vektor wird als Sparse definiert und mittels Element-Routine
% aufgebaut.

end

[c1,
[el,

c2]=size(X);
e2]=size(EL); h=abs(X(2,1)-X(1,1));

F=sparse(2*c1,1);

for

end

k=1:el
Knoten=[EL(k,1) EL(k,2)];
f=rhs (Knoten,X,t,h,mat);
j=1;
for i=Knoten
Knoten2(j)=(2%i-1); j=j+1;
end
KH=[1 3];
for j=1:2
F(Knoten2(j) :Knoten2(j)+1)=F(Knoten2(j) :Knoten2(j)+1) ...
+f (KH(J) :KH(j)+1);
end

function F=rhs(Knoten,X,t,h,mat)
% Funktion zur Berechnung des lokale RHS-Vektors.
F=zeros(4,1);

208



G=gauss6;
XT=note(Knoten,X) ;
[n,m]l=size(G);
% Summation ueber alle Gausspunkte
for i=1:n
PHI=hermite(G(i,1));
Omi=mat (3,1)*h*G(i,2);
PHI(:,2)=h*PHI(:,2);
PHI(:,4)=h*PHI(:,4);
XG=XT(1,1)*(1-G(i,1))+XT(2,1)*G(i,1); %GP in der Welt!!!
F=F+0Omi*sin(XG) *exp(t)*PHI(1,:)’; % Krafteinwirkung f_z
end
end

Implementierung der Endbedingung:

function [A,F]=mainend(X,EL,mat)
% Funktion zur Berechnung der globalen rechte Seite bezueglich der
% 2. Endbedingung fuer die adjungierte Gleichung. Uebliche Element-
% Routine.
[cl,c2]=size(X); h=abs(X(2,1)-X(1,1));
[el,e2]=size(EL);
A=sparse(2xcl,2xcl);
F=sparse(2*c1,1);
for k=1:el
Knoten=[EL(k,1) EL(k,2)];
[A_E,f]l=endbed (Knoten,X,mat,h);
j=1;
for i=Knoten
Knoten2(j)=(2%i-1); j=j+1;
end
KH=[1 3];
for j=1:2
for i=1:2

A(Knoten2(j) :Knoten2(j)+1,Knoten2(i) :Knoten2(i)+1)=...
A(Knoten2(j) :Knoten2(j)+1,Knoten2(i) :Knoten2(i)+1)+. ..

A_E(KH(j) :KH(j)+1,KH(i) :KH(i)+1); % LHS des LGS
end
F(Knoten2(j) :Knoten2(j)+1)=F (Knoten2(j) :Knoten2(j)+1) ...
+f (KH(j) :KH(j)+1); % RHS
end
end
end

function [A_E,F]=endbed(Knoten,X,mat,h)
% rechte Seite FEM basteln
F=zeros(4,1);
% lokale EB linke Seite Matrix
A_E=zeros(4,4);
G=gauss6;
XT=note(Knoten,X);
[n,m]=size(G);
% Summation ueber alle Gausspunkte
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end

for i=1:n
PHIu=formfu(G(i,1));
u=[XT(1,2) XT(2,2)]1*PHIu(1,:)’;
thet=mat (8,1)*u;
ups=mat (8,1)*u~3/12;
PHI=hermite(G(i,1));
Omi=h*G(i,2);
PHI(:,2)=h*PHI(:,2);
PHI(:,4)=h*PHI(:,4);
F=F-Omi*PHI(1,:)’;
PHI(2,:)=1/h*PHI(2,:);
A_E=A_E+0mi* (ups*PHI(2,:)’*PHI(2,:)+thet*PHI(1,:) >*PHI(1,:));

end

D.2 Optimierungs-Routinen

Implementierung des Problems B und des zugehdrigen Gradienten:

function X=instatfmincon(n)
% Loesen der Optimierungsaufgabe:

min f(u)=min int_0~1 G_B(u) (x) dx
BS : 1b <= u <= ub und int_0"1 u(x) dx = Vol/2piR =:C

mat=material;

X=netz(n); % Diskretisierung erstellen (Stuetzwerte 1SP, Steuerung 2SP)
[n,m]=size(X);

1b=0.05%ones(n,1); % untere Grenze

ub=0.15*ones(n,1); % obere Grenze

Aeg=ones(1,n); h=X(2,1)-X(1,1); % 2piR int_0"1 u(x) dx = C berechnen (2NB)
Aeq(1,1)=1/2; Aeq(1,n)=1/2; Aeq=2*pi*mat(3,1)*h*Aeq; % mittels Trapezregel
beq=Aeq*X(:,2); tau=h;

H=int(h,tau); % Zeiteinsparung fuer Integration

% Optimierungsparameter festlegen

options=optimset (Q@fmincon) ;

startTime=tic;

options=optimset(options, ’Display’,’iter’,’Algorithm’,’active-set’,...
’TolFun’,1e-10,’TolCon’,1e-10,’TolX’,1e-10, ...
’UseParallel’,’always’,’Grad0bj’,’on’, ...
’DerivativeCheck’,’off’,’Diagnostics’,’off’, ...
’FunValCheck’,’off’,’MaxFunEvals’,10000)

[u,fval,exitflag,output,lambda]. ..

=fmincon(@myfun,X(:,2),[],[],Aeq,beq,1b,ub, [],options,H,mat)
time_fmincon=toc(startTime) ;

fprintf (’FMINCON optimization takes %g seconds.\n’,...

time_fmincon) ;
X(:,2)=u;
v=varungl (X,Aeq,beq,H,mat,1b,ub); % Variationsungleichung auswerten
plot (X(:,1),u,X(:,1),v,’*%);
xlabel (’x-region’);
ylabel(’optimal control’);
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legend (*u_{opt} Direct Sol.’,’u_{opt} Sol. of VU’,’Location’,’NorthOutside’);
main2(X,mat,1);
rohrplot(X);

end

function [f,g,X]=myfun(u,H,mat)
[n,m]=size(u);
X=netz(n);
X(:,2)=u;
[X,gl=main(X,H,mat);
f=goalfunc(X);

end

function f=gradf(T,X,LSGw,LSGy,LSGp,LSGyp,H,mat)
% Funktion zur Bestimmung des Gradienten
% £’(u)= iint (Theta’(u) w_t p_t + Upsilon’(u)w_tx p_tx
% - Phi’(wWw_xx p_xx - Psi’(u)wp) h dxdt
% Nutzung des Bogner-Fox-Schmidt Elements
[t1,t2]=size(T);
[c1,c2]=size(X);
f=zeros(cl,1);
k=1;
h=abs(X(2,1)-X(1,1)); % aequdistante Schrittweite
tau=h;
for i=1:2:2%c1-2
F=zeros(2,1);
for j=1:t1-1 % Knotenparameter w,p ordnen pro Element
w=[LSGw(j,1) LSGw(j,i+1) LSGy(j,i) LSGy(j,i+1)
LSGw(j,i+2) LSGw(j,i+3) LSGy(j,i+2) LSGy(j,i+3)
LSGw(j+1,i) LSGw(j+1,i+1) LSGy(j+1,i) LSGy(j+1,i+1)
LSGw(j+1,i+2) LSGw(j+1,i+3) LSGy(j+1,i+2) LSGy(j+1,i+3) 1;
p=[LSGp(j,1) LSGp(j,i+1) LSGyp(j,i) LSGyp(j,i+1)
LSGp(j,i+2) LSGp(j,i+3) LSGyp(j,i+2) LSGyp(j,i+3)
LSGp(j+1,i) LSGp(j+1,i+1) LSGyp(j+1,i) LSGyp(j+1,i+1)
LSGp(j+1,i+2) LSGp(j+1,i+3) LSGyp(j+1,i+2) LSGyp(j+1,i+3) 1;
u=[X(k,2) X(k+1,2)];
F=F+elem2d(w,p,u,h,tau,H,mat); % lokale Gradienten berechnen
end
f(k:k+1,1)=f(k:k+1,1)+F; % in globalem Gradienten-Vektor einsetzn
k=k+1;

end
end

function f=elem2d(wn,pn,u,h,tau,H,mat)
% eigentliche Elementroutine
% FEM-Matrizen basteln
f=zeros(2,1);
G=gauss2d;
[n,m]=size(G); k=1;
% Summation ueber alle Gausspunkte
for i=1:n
H(k+2,:)=1/tauxH(k+2,:); 7 Integrationsmatrix fuer Zeitersparniss
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end

H(k+3,:)=1/(h~2)*H(k+3,:) ;
H(k+5,:)=1/(tauxh)*H(k+5, :);
PHIu=formfu(G(i,1));

Omi=h*tau*G(i,3);

ug=u*PHIu(1,:)’; 7 "optimale" Steuerung
dtheta=mat(8,1); % Ableitung der Nemyzki-Operatoren
dups=mat (8,1)*ug~2/4;
dphi=mat(7,1)*mat(3,1)*ug~2/4;
dpsi=mat(7,1)*(1/mat(3,1)+ug~2/(4*mat(3,1)°3));
wt=wn*H(k+2,:)’; % Fkt. am GP

pt=pn*H(k+2,:)’;

wtx=wn*H(k+5,:)’;

ptx=pn*xH(k+5,:)’;

wx2=wn*H(k+3,:)’;

px2=pn*H(k+3,:)’;

w=wnxH(k,:)?;
p=pn*xH(k,:)’;
f=f+(dtheta*wt*pt+dups*wtx*ptx-dphi*wx2*px2-dpsi*w*p)*PHIu(l,:)’*0mi;
k=k+6;

end

Implementierung fiir die Numerische Auswertung der Variationsungleichung:

function [v,lambdal=varungl(X,A,b,H,mat,1lb,ub)

[n,m]=size(X);

% Startloesung v=u*Stoerung

z=X(:,2)+1lel3%eps;

% zugehorige optimale Zust&dnde + adjungierten Zustand vorgeben

[X,LSGw,LSGy,LSGp,LSGyp,T]1=main2(X,mat,0) ;

% Optimierungsparameter festlegen und starten

end

options=optimset (@fmincon) ;
options=optimset(options, ’Display’,’iter’,’Algorithm’,’active-set’,...
’TolFun’,1e-8,’TolCon’,1e-8,°TolX’,1e-8, ...
’UseParallel’,’always’,’GradObj’,’on’, ...
’DerivativeCheck’,’off’,’Diagnostics’,’on’, ...
’FunValCheck’, ’off?)
[v,fval,exitflag,output,lambdal=...
fmincon(@myfun2,z,[1,[]1,A,b,1b,ub, [],options,T,X,LSGw, ...
LSGy,LSGp,LSGyp,H,mat)

function [f,G]=myfun2(z,T,X,LSGw,LSGy,LSGp,LSGyp,H,mat)
X(:,9)=z; % Zuordnung in Knotenmatrix X
[f,Gl=gradfvu(T,X,LSGw,LSGy,LSGp,LSGyp,H,mat) ;
f=-f; % fmincon kann nur minimieren!!!
G=sign(£f)*G;

end

function [f,G]=gradfvu(T,X,LSGw,LSGy,LSGp,LSGyp,H,mat)
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% Berechung der Gleichung (ZF)

% iint (-Theta’ (wWw_tp_t - Upsilon’ (w)w_xtp_xt+Phi’ (u)w_xxp_xx+Psi’(w)wp) z dxdt
% und des zugehoerigen Gradienten unter Benutzung des

% Bogner-Fox-Schmidt Elements, analoge Vorgehensweise zu Fkt. gradf

[t1,t2]=size(T);
[c1,c2]=size(X);
f=0; G=zeros(cl,1);
k=1;
h=abs (X(2,1)-X(1,1));
tau=abs(T(2,1)-T(1,1));
for i=1:2:2%c1-2
g=zeros(2,1);
for j=1:t1-1
w=[LSGw(j,i) LSGw(j,i+1) LSGy(j,i) LSGy(j,i+1)
LSGw(j,i+2) LSGw(j,i+3) LSGy(j,i+2) LSGy(j,i+3)
LSGw(j+1,i) LSGw(j+1,i+1) LSGy(j+1,1i) LSGy(j+1,i+1)
LSGw(j+1,1+2) LSGw(j+1,i+3) LSGy(j+1,i+2) LSGy(j+1,i+3) 1;
p=[LSGp(j,i) LSGp(j,i+1) LSGyp(j,i) LSGyp(j,i+1)
LSGp(j,i+2) LSGp(j,i+3) LSGyp(j,i+2) LSGyp(j,i+3)
LSGp(j+1,i) LSGp(j+1,i+1) LSGyp(j+1,i) LSGyp(j+1,i+1)
LSGp(j+1,i+2) LSGp(j+1,i+3) LSGyp(j+1,i+2) LSGyp(j+1,i+3) 1;
z=[X(k,9) X(k+1,9)];
u=[X(k,2) X(k+1,2)1;
[fh,ghl=elem2d2(w,p,u,z,h,tau,H,mat);
f=f+fh; % Zielfunktional (Summe)
g=g+gh; 7 Gradient (lokal)
end
G(k:k+1,1)=G(k:k+1,1)+g; % Gradientenvektor global
k=k+1;
end
end

function [f,gl=elem2d2(wn,pn,u,z,h,tau,H,mat)
% FEM-Matrizen basteln
£=0; g=zeros(2,1);
G=gauss2d;
[n,m]=size(G); k=1;
% Summation ueber alle Gausspunkte
for i=1:n
H(k+2,:)=1/tauxH(k+2,:);
H(k+3,:)=1/(h"~2)*H(k+3,:);
H(k+5, :)=1/(tauxh) *H(k+5,:) ;
PHIu=formfu(G(i,1));
Omi=h*tau*G(i,3);
ug=u*PHIu(1,:)’;
zg=z*PHIu(1,:)’;
dtheta=mat (8,1);
dups=mat (8,1)*ug~2/4;
dphi=mat(7,1)*mat (3,1)*xug~2/4;
dpsi=mat(7,1)*(1/mat(3,1)+ug~2/(4*mat(3,1)"3));
wt=wn*H(k+2,:)’;
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pt=pn*H(k+2,:)’;
wtx=wn*H(k+5,:)’;
ptx=pn*H(k+5,:)’;
wx2=wn*H(k+3,:)’;
px2=pn*H(k+3,:)’;
w=wn*xH(k,:)’;
p=pn*H(k,:)’;
f=f+(-dtheta*wt*pt-dups*wtx*ptx+dphi*wx2*px2+dpsi*w*p)*zg*0mi ;
g=g+(-dtheta*wt*pt-dups*wtx*ptx+dphi*wx2*px2+dpsi*wxp) *PHIu(1,:) ’*0mi;
k=k+6;
end
end
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Anhang E

Implementierungen des
Problems C in MATLAB

Die Quell-Texte fiir die Implementierung des Problems C.

E.1 FEM-Routinen

Funktionen zum Lisen der Zustands- bzw. Adjungierten Gleichung:

function [X,f,g]l=main(X,H,mat)

% Main-Funktion zum Loesen der Zustandsgleichung

% Theta(u)w_tt + D_x"2(Phi(u) D_x"2 w) + Psi(u) w=R f_z

% und der adjungierten Gleichung

% Theta(uw)p_tt + D_x~2(Phi(u) D_x"2 p) + Psi(u) p= f_z.

% Das ZF sowie der Gradient des ZF wird ebenfalls berechnet.

% Output Knotenmatrix X, ZF f und Gradient

T=X(:,1);

[q,el=size(T);

ElL=elem(X);

tau=abs(T(2)-T(1)); [r,s]=size(X);

LSGw = sparse(q,2*r); % Loesungs-Matrizen definieren
LSGy = sparse(q,2+*r);

LSGp = sparse(q,2*r);

LSGyp = sparse(q,2*r);

[K,MG]=mainlhs(X,EL,mat); % FEM-Matrizen generieren

A=MG+1/4*tau~2#*K;
AR=MG-1/4*tau~2*K;
[c1,c2]=size(A);
A(1,1)=1e20;
A(cl-1,c1-1)=1e20;
R=cholinc(A,le-6);
for i=2:q
% RHS der Zustandsgleichung
Fn=mainrhs(X,EL,T(i) ,mat);
Fa=mainrhs (X,EL,T(i-1) ,mat);
RHS=tau~2/4* (Fnt+Fa) ;
F=AR*LSGw(i-1,:)’>+RHS+tau*MG*LSGy(i-1,:)’;
% Loesung w~(m+1) bestimmen
[LSGw(i,:),flag,relres,iter,resvec]=...
pcg(A,F,1e-10,1000,R’,R);



% Loesung y~(m+1) bestimmen
LSGy(i,:)=2/tau*(LSGw(i,:)-LSGw(i-1,:))-LSGy(i-1,:);
% RHS der adjungierten Gleichung
Fn=mainrhs2(X,EL,T(q-i+2) ,mat);
Fa=mainrhs2(X,EL,T(q-i-1+2) ,mat);
RHS=tau/2*(Fn+Fa) ;
F=AR*LSGyp(qg-i+2,:)’-RHS+tau*K+*LSGp(q-i+2,:)’;
[LSGyp(q-i-1+2,:) ,flag,relres,iter,resvec]=...
pcg(A,F,1e-10,1000,R’,R);
LSGp(q-i-1+2,:)=-tau/2*(LSGyp(q-i+2, : )+LSGyp(q-i-1+2,:))+LSGp(q-i+2,:);
end
f=goalfunc(X,T,LSGw,LSGy,H); % ZF berechnen
g=gradf (T,X,LSGw,LSGy,LSGp,LSGyp,H,mat); % Gradient berechnen
end

function [X,LSGw,LSGy,LSGp,LSGyp,T]=main2(X,mat,a)
% analog zur urspriinglichen Main-Funktion mit dem Unterschied, dass
% jetzt die kompletten Loesungen ausgegben werden!
T=X(:,1);
[q,el=size(T);
ElL=elem(X);
tau=abs (T(2)-T(1)); [r,s]l=size(X);
LSGw = sparse(q,2*r);
LSGy = sparse(q,2+r);
LSGp = sparse(q,2*r);
LSGyp = sparse(q,2*r);
[K,MG]=mainlhs (X,EL,mat) ;
A=MG+1/4*tau~2#*K;
AR=MG-1/4*tau~2*K;
[c1,c2]=size(A);
A(1,1)=1e20;
A(cl-1,c1-1)=1e20;
R=cholinc(A,le-6);
for i=2:q
Fn=mainrhs (X,EL,T(i) ,mat);
Fa=mainrhs(X,EL,T(i-1) ,mat);
RHS=tau~2/4* (Fn+Fa) ;
F=AR*LSGw(i-1,:)’+RHS+tau*MG*LSGy(i-1,:)’;
[LSGw(i,:),flag,relres,iter,resvec]=...
pcg(A,F,1e-10,1000,R’,R);
LSGy (i, :)=2/taux(LSGw(i, :)-LSGw(i-1,:))-LSGy(i-1,:);
Fn=mainrhs2(X,EL,T(q-i+2) ,mat) ;
Fa=mainrhs2(X,EL,T(q-i-1+2) ,mat);
RHS=tau/2*(Fn+Fa) ;
F=AR*LSGyp(q-i+2, :)’>-RHS+tau*K*LSGp(q-i+2,:)’;
[LSGyp(g-i-1+2,:) ,flag,relres,iter,resvec]=...
pcg(A,F,1e-10,1000,R’ ,R);
LSGp (q-i-1+2, :)=—tau/2% (LSGyp(q-i+2, : ) +LSGyp(q-i-1+2, :))+LSGp (q-i+2, :);

end

if a==1
figure
mesh(X(:,1),T,LSGw(:,1:2:2%r))
xlabel (’Domain’)
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ylabel (’Time’)
legend(’Sol. w of state equation’,’Location’,’NorthEast’)
figure
mesh(X(:,1),T,LSGp(:,1:2:2%r))
xlabel (’Domain’)
ylabel(’Time’)
legend(’Sol. p of adjoint equation’,’Location’,’NorthEast’)
end
end

function [K,M]=mainlhs(X,EL,mat)

% Funktion zur Berechnung der globalen Theta-gewichtete Masse- und

% Steifigkeitsmatrix als Sparse definiert.

% Schleife geht ueber alle Elemnte der Orts-

% Diskretisierung (Freiheitsgrade werden beruecksichtigt)
[c1,c2]=size(X); [el,e2]=size(EL); h=abs(X(2,1)-X(1,1));
K=sparse(2xcl1,2xcl);

M=sparse(2*cl,2xcl);
for k=1:el
Knoten=[EL(k,1) EL(k,2)];
[A_E,A_M]=elemm(Knoten,X,mat,h);
j=1;
for i=Knoten
Knoten2(j)=(2*i-1); j=j+1;

end
KH=[1 3];
for j=1:2
for i=1:2
K(Knoten2(j) :Knoten2(j)+1,Knoten2(i) :Knoten2(i)+1)=...
K(Knoten2(j) :Knoten2(j)+1,Knoten2(i) :Knoten2(i)+1)...
+A_E(KH(§) :KH(§)+1,KH(i) :KH(i)+1) ;
M(Knoten2(j) :Knoten2(j)+1,Knoten2(i) :Knoten2(i)+1)=. ..
M(Knoten2(j) :Knoten2(j)+1,Knoten2(i) :Knoten2(i)+1)...
+A_M(KH(§) :KH(§)+1,KH(3i) :KH(i)+1) ;
end
end
end
end

function [A_E,A_M]=elemm(Knoten,X,mat,h)

% FEM-Matrizen basteln (analog zum stationaeren Fall)
A_E=zeros(4,4); ) lokale Steifigkeits-Matrix
A_VM=zeros(4,4); % lokale Theta- gewichtete Masse-matrix
G=gauss6;

XT=note(Knoten,X);
[n,m]=size(G);
% Summation ueber alle Gausspunkte
for i=1:n
PHIu=formfu(G(i,1));
u=[XT(1,2) XT(2,2)]1*PHIu(l,:)’;
thet=mat (8,1)*u;
nphi=mat(7,1)*mat(3,1)*u~3/12;
npsi=mat (7,1)*(u/mat(3,1)+u~3/(12*mat(3,1)"3));
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Omi=hx*G(i,2);
PHI=hermite(G(i,1));
PHI(:,2)=h*PHI(:,2);
PHI(:,4)=h*PHI(:,4);
PHI(3,:)=1/h~2*PHI(3,:);
A_E=A_E+Omi* (nphi*PHI(3,:) ’*PHI(3,:)+...
npsi*PHI(1,:) ’*PHI(1,:));
A_M=A_M+Omi*thet*PHI(1,:)’*PHI(1,:);
end
end

function F=mainrhs(X,EL,t,mat)
% Funktion zur Berechnung der rechten Seite der Zustandsgleichung.
% Wirkende Kraft f_z muss in Funktion rhs angepasst werden.
% Rhs-Vektor wird als Sparse definiert und mittels Element-Routine
% aufgebaut.
[cl,c2]=size(X);
[el,e2]=size(EL); h=abs(X(2,1)-X(1,1));
F=sparse(2*c1,1);
for k=1:el
Knoten=[EL(k,1) EL(k,2)];
f=rhs (Knoten,X,t,h,mat);
=y
for i=Knoten
Knoten2(j)=(2%i-1); j=j+1;
end
KH=[1 3];
for j=1:2
F(Knoten2(j) :Knoten2(j)+1)=F (Knoten2(j) :Knoten2(j)+1)...
+f (KH(j) :KH(j)+1);
end
end
end

function F=rhs(Knoten,X,t,h,mat)
% Funktion zur Berechnung des lokale RHS-Vektors.
F=zeros(4,1);
G=gauss6;
XT=note(Knoten,X) ;
[n,m]l=size(G);
% Summation ueber alle Gausspunkte
for i=1:n
PHI=hermite(G(i,1));
Omi=mat (3,1)*h*G(i,2);
PHI(:,2)=h*PHI(:,2);
PHI(:,4)=h*PHI(:,4);
XG=XT(1,1)*(1-G(i,1))+XT(2,1)*G(i,1); %GP in der Welt!!!
F=F+0Omi*sin(XG) *exp(t)*PHI(1,:)’; % Krafteinwirkung f_z
end
end

function F=mainrhs2(X,EL,t,mat)
% Funktion zur Berechnung der rechten Seite der adjungierten GLeichung.
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% Wirkende Kraft f_z muss in Funktion rhs angepasst werden.
% Rhs-Vektor wird als Sparse definiert und mittels Element-Routine
% aufgebaut.
[cl,c2]=size(X); h=abs(X(2,1)-X(1,1));
[el,e2]=size(EL);
F=sparse(2*c1,1);
for k=1l:el
Knoten=[EL(k,1) EL(k,2)];
f=rhs2(Knoten,X,t,h,mat);
j=1;
for i=Knoten
Knoten2(j)=(2%i-1); j=j+1;
end
KH=[1 3];
for j=1:2
F(Knoten2(j) :Knoten2(j)+1)=F(Knoten2(j) :Knoten2(j)+1)...
+f (KH(J) :KH(j)+1);
end
end
end

function F=rhs2(Knoten,X,t,h,mat)
% rechte Seite FEM basteln
F=zeros(4,1);
G=gauss6;
XT=note(Knoten,X) ;
[n,m]=size(G);
% Summation ueber alle Gausspunkte
for i=1:n
PHI=hermite(G(i,1));
Omi=h*G(i,2);
PHI(:,2)=h*PHI(:,2);
PHI(:,4)=h*PHI(:,4);
XG=XT(1,1)*(1-G(1,1))+XT(2,1)*G(i,1);
F=F+0mi*sin(XG)*exp(t)*PHI(1,:)’; % Krafteinwirkung f_z
end
end

E.2 Optimierungs-Routinen

Implementierung des Problems C, des Zielfunktionals und des zugehdrigen Gra-
dienten:

function X=instatfmincon(n)

% Loesen der Optimierungsaufgabe:

% min f(uw)=min int_0~1 G_A(uw) (x) dx

% BS : 1b <= u <= ub und int_0"1 u(x) dx = Vol/2piR =:C

mat=material;

X=netz(n); % Diskretisierung erstellen (Stuetzwerte 1SP, Steuerung 2SP)
[n,m]=size(X);

1b=0.05%ones(n,1); % untere Grenze

ub=0.15*ones(n,1); % obere Grenze
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Aeg=ones(1,n); h=X(2,1)-X(1,1); % 2piR int_0"1 u(x) dx = C berechnen (2NB)

Aeq(1,1)=1/2; Aeq(1l,n)=1/2; Aeq=2*pi*mat(3,1)*h*Aeq; % mittels Trapezregel

beg=Aeqx*X(:,2); tau=h;

H=int (h,tau) ;

% Optimierungsparameter festlegen

options=optimset (@fmincon) ;

startTime=tic;

options=optimset (options, ’Display’,’iter’,’Algorithm’,’active-set’,...
’TolFun’,1e-10,’TolCon’,1e-10,’TolX’,1e-10, ...
’UseParallel’,’always’,’GradObj’,’on’, ...
’DerivativeCheck’,’off’,’Diagnostics’,’on’, ...
’FunValCheck’,’off’,’MaxFunEvals’,10000)

[u,fval,exitflag,output,lambdal]. ..
=fmincon(@myfun,X(:,2),[1,[],Aeq,beq,1b,ub, [],options,H,mat)
time_fmincon=toc(startTime) ;
fprintf (’FMINCON optimization takes %g seconds.\n’,...
time_fmincon) ;
X(:,2)=u;
v=varungl (X,Aeq,beq,H,mat,1lb,ub); % Variationsungleichung auswerten
plot(X(:,1),u,X(:,1),v,’*’);
xlabel (’x-region’);
ylabel (’optimal control’);
legend (’u_{opt} Direct Sol.’,’u_{opt} Sol. of VU’,’Location’,’NorthOutside’);
main2(X,mat,1);
rohrplot (X);
end

function [f,g,X]=myfun(u,H,mat)
[n,m]=size(u);
X=netz(n);
X(:,2)=u;
[X,f,gl=main(X,H,mat);

end

function f=goalfunc(X,T,LSGw,LSGy,H)
% Input : w d_x w in Q, Integrationsmatrix
% Output: f(uw)=iint_Q w_s f_z dx dt
% Nutzung des Bogner-Fox-Schmidt Elements
[t1,t2]=size(T);
[c1,c2]=size(X);

£f=0; k=1;

h=abs(X(2,1)-X(1,1)); % aequdistante SW

tau=h;

for i=1:2:2%c1-2 Y, Knotenparameter w,p ordnen pro Element
for j=1:t1-1

xko=[X(k,1) X(k+1,1)]; % (x,t) Korordinaten zur Berechnung der
tko=[T(j,1) T(j+1,1)]; % Welt-GP
w=[LSGw(j,i) LSGw(j,i+1) LSGy(j,i) LSGy(j,i+1)
LSGw(j,i+2) LSGw(j,i+3) LSGy(j,i+2) LSGy(j,i+3)
LSGw(j+1,i) LSGw(j+1,i+1) LSGy(j+1,1i) LSGy(j+1,i+1)
LSGw(j+1,i+2) LSGw(j+1,i+3) LSGy(j+1,i+2) LSGy(j+1,i+3) 1;
f=f+elem2d(w,h,tau,xko,tko,H);
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end
k=k+1;
end
end

function f=elem2d(w,h,tau,xko,tko,H)
% eigentliche Elementroutine
% FEM-Matrizen basteln
£=0;
G=gauss2d;
[n,m]=size(G); k=1;
% Summation ueber alle Gausspunkte
for i=1:n
Omi=h*tau*G(i,3);
XG=xko(1,1)*(1-G(i,1))+xko(1,2)*G(i,1); % Welt-GP
XT=tko(1,1)*(1-G(i,2))+tko(1,2)*G(i,2);
F=sin(XG)*exp(XT); % !!!! Krafteinweirkung f_z !!!!
f=f+uxH(k, :) > *F*0mi ;
k=k+6;
end
end

function f=gradf(T,X,LSGw,LSGy,LSGp,LSGyp,H,mat)
% Funktion zur Bestimmung des Gradienten
% £’(uw)= iint (Theta’(u) w_t p_t - Phi’(ww_xx p_xx - Psi’(w)wp) h dxdt
% Nutzung des Bogner-Fox-Schmidt Elements
[t1,t2]=size(T);
[c1,c2]=size(X);
f=zeros(c1,1);
k=1;
h=abs(X(2,1)-X(1,1)); % aequdistante SW
tau=h;
for i=1:2:2%c1-2
F=zeros(2,1);
for j=1:t1-1 7 Knotenparameter w,p ordnen pro Element
w=[LSGw(j,i) LSGw(j,i+1) LSGy(j,i) LSGy(j,i+1)
LSGw(j,i+2) LSGw(j,i+3) LSGy(j,i+2) LSGy(j,i+3)
LSGw(j+1,i) LSGw(j+1,i+1) LSGy(j+1,i) LSGy(j+1,i+1)
LSGw(j+1,i+2) LSGw(j+1,i+3) LSGy(j+1,i+2) LSGy(j+1,i+3) 1;
p=[LSGp(j,i) LSGp(j,i+1) LSGyp(j,i) LSGyp(j,i+1)
LSGp(j,i+2) LSGp(j,i+3) LSGyp(j,i+2) LSGyp(j,i+3)
LSGp(j+1,i) LSGp(j+1,i+1) LSGyp(j+1,i) LSGyp(j+1,i+1)
LSGp(j+1,i+2) LSGp(j+1,i+3) LSGyp(j+1,i+2) LSGyp(j+1,i+3) 1;
u=[X(k,2) X(k+1,2)];
F=F+elem2d(w,p,u,h,tau,H,mat); % lokale Gradienten berechnen
end
f(k:k+1,1)=f(k:k+1,1)+F; % in globalem Gradienten-Vektor einsetzen
k=k+1;
end
end
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function f=elem2d(wn,pn,u,h,tau,H,mat)
% eigentliche Elementroutine
% FEM-Matrizen basteln
f=zeros(2,1);
G=gauss2d; % 2D-Gauspkt.
[n,m]=size(G);
% Summation ueber alle Gausspunkte
k=1;
for i=1:n
H(k+2,:)=1/tau*xH(k+2,:); % Integrationsmatrix fuer Zeitersparniss
H(k+3,:)=1/(h~2)*H(k+3,:);
PHIu=formfu(G(i,1));
Omi=h*tauxG(i,3);
ug=u*PHIu(1l,:)’; % "optimale" Steuerung
dtheta=mat(8,1); % Ableitung der Nemyzki-Operatoren
dphi=mat (7,1)*mat (3,1)*ug~2/4;
dpsi=mat (7,1)*(1/mat (3,1)+ug~2/(4*mat(3,1)"3));
wt=wn*H(k+2,:)’; % Fkt. am GP
pt=pn*H(k+2,:)’;
wx2=wn*H(k+3,:)?;
px2=pn*H(k+3,:)’;

w=wn*xH(k,:)?;
p=pn*xH(k,:)’;
f=f+(dtheta*wt*pt-dphi*wx2*px2-dpsi*w*p)*PHIu(1, :) ’*0mi;
k=k+6;
end
end

Implementierung fir die Numerische Auswertung der Variationsungleichung:

function [v,lambdal=varungl(X,A,b,H,mat,lb,ub)
[n,m]=size(X);
% Startloesung v=uxStoerung
z=X(:,2)+1el3*eps;
% zugehdrige optimale Zustédnde + adjungierten Zustand vorgeben
[X,LSGw,LSGy,LSGp,LSGyp,T]=main2(X,mat,0) ;
% Optimierungsparameter festlegen und starten
options=optimset (@fmincon) ;
options=optimset (options, ’Display’,’iter’,’Algorithm’,’active-set’,...
’TolFun’,1e-8,’TolCon’,1e-8,°TolX’,1e-8, ...
’UseParallel’,’always’,’GradObj’,’on’, ...
’DerivativeCheck’,’off’,’Diagnostics’,’on’,...
’FunValCheck’,’off?’)
[v,fval,exitflag,output,lambdal=...
fmincon(@myfun2,z, [1,[],A,b,1b,ub, [],options,T,X,LSGw, ...
LSGy,LSGp,LSGyp,H,mat)

function [f,G]=myfun2(z,T,X,LSGw,LSGy,LSGp,LSGyp,H,mat)
X(:,9)=z; % Zuordnung in Knotenmatrix X
[f,G]l=gradfvu(T,X,LSGw,LSGy,LSGp,LSGyp,H,mat) ;
f=-f; % fmincon kann nur minimieren!!!
G=sign(f)*G;
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end
end

function [f,G]=gradfvu(T,X,LSGw,LSGy,LSGp,LSGyp,H,mat)

% Berechung der Gleichung (ZF)

% iint (-Theta’(u) w_t p_t + Phi’(wWw_xx p_xx + Psi’(w)wp) z dxdt

% und des zugehoerigen Gradienten unter Benutzung des

% Bogner-Fox-Schmidt Elements, analoge Vorgehensweise zu Fkt. gradf

[t1,t2]=size(T);
[c1,c2]=size(X);
f=0; G=zeros(cl,1);
k=1;
h=abs(X(2,1)-X(1,1));
tau=abs(T(2,1)-T(1,1));
for i=1:2:2%c1-2
g=zeros(2,1);
for j=1:ti1-1
w=[LSGw(j,1i) LSGw(j,i+1) LSGy(j,i) LSGy(j,i+1)
LSGw(j,i+2) LSGw(j,i+3) LSGy(j,i+2) LSGy(j,i+3)
LSGw(j+1,i) LSGw(j+1,i+1) LSGy(j+1,i) LSGy(j+1,i+1)
LSGw(j+1,i+2) LSGw(j+1,i+3) LSGy(j+1,i+2) LSGy(j+1,i+3) 1;
p=[LSGp(j,i) LSGp(j,i+1) LSGyp(j,i) LSGyp(j,i+1)
LSGp(j,i+2) LSGp(j,i+3) LSGyp(j,i+2) LSGyp(j,i+3)
LSGp(j+1,i) LSGp(j+1,i+1) LSGyp(j+1,i) LSGyp(j+1,i+1)
LSGp(j+1,i+2) LSGp(j+1,i+3) LSGyp(j+1,i+2) LSGyp(j+1,i+3) 1;
z=[X(k,9) X(k+1,9)];
u=[X(k,2) X(k+1,2)];
[fh,gh]l=elem2d2(w,p,u,z,h,tau,H,mat) ;
f=f+fh; % Zielfunktional (Summe)
g=g+gh; % Gradient (lokal)
end
G(k:k+1,1)=G(k:k+1,1)+g; % Gradientenvektor global
k=k+1;
end
end

function [f,g]l=elem2d2(wn,pn,u,z,h,tau,H,mat)
% FEM-Matrizen basteln
£=0; g=zeros(2,1); k=1;
G=gauss2d;
[n,m]=size(G);
% Summation ueber alle Gausspunkte
for i=1:n
H(k+2, :)=1/tauxH(k+2, :);
H(k+3,:)=1/(h~2)*H(k+3,:);
PHIu=formfu(G(i,1));
Omi=h*tauxG(i,3);
ug=uxPHIu(1,:)’;
dtheta=mat(8,1);
dphi=mat(7,1)*mat(3,1)*ug~2/4;
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dpsi=mat(7,1)*(1/mat(3,1)+ug~2/(4*mat(3,1)°3));
wt=wnxH(k+2,:)’;
pt=pn*H(k+2,:)’;
wx2=wn*H(k+3,:)’;
px2=pn*H(k+3,:)’;
w=wn*xH(k,:)’;
p=pn*H(k,:)’;
zg=z*PHIu(1,:)’;
f=f+[(-dtheta*wt*pt+dphi*wx2*px2+dpsi*w*p)*zg*0mi] ;
g=g+[(-dtheta*wt*pt+dphi*wx2*px2+dpsi*w*p)*PHIu(1, :)’>*0mi];
k=k+6;
end
end
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Anhang F

Implementierungen des
Problems D in MATLAB

Die Quell-Texte fiir die Implementierung des Problems D.

F.1 FEM-Routinen

Funktionen zum Lisen der Zustands- bzw. Adjungierten Gleichung:

function [X,f,g]l=main(X,H,mat)

% Main-Funktion zum Loesen der Zustandsgleichung

% Theta(uw)w_tt-D_x(Upsilon(x)w_xtt)+D_x~2(Phi(u)w_xx)+Psi(u)w=Rf_z
% und der adjungierten Gleichung

% Theta(uw)w_tt-D_x(Upsilon(x)w_xtt)+D_x~2(Phi(u)w_xx)+Psi(uw)w=f_z
% Das ZF sowie der Gradient des ZF wird ebenfalls berechnet.

% Output Knotenmatrix X, ZF f und Gradient

T=X(:,1);

[q,el=size(T);

ElL=elem(X);

tau=abs(T(2)-T(1)); [r,s]=size(X);

LSGw = sparse(q,2*r); % Loesungs-Matrizen definieren
LSGy = sparse(q,2+*r);

LSGp = sparse(q,2*r); % Loesungs-Matrizen definieren
LSGyp = sparse(q,2*r);

[K,M,G]=mainlhs(X,EL,mat); % FEM-Matrizen generieren

A=M+G+1/4*xtau~2*K;
AR=M+G-1/4%tau~2*K;
[c1,c2]=size(A);
A(1,1)=1e20; % RB einarbeiten
A(cl-1,c1-1)=1e20;
R=cholinc(A,le-6);
for i=2:q
% RHS der Zustandsgleichung
Fn=mainrhs(X,EL,T(i) ,mat);
Fa=mainrhs (X,EL,T(i-1) ,mat);
RHS=tau~2/4* (Fnt+Fa) ;
F=AR*LSGw(i-1,:)’>+RHS+tau* (M+G)*LSGy(i-1,:)’;
% Loesung w~(m+1) bestimmen
[LSGw(i,:),flag,relres,iter,resvec]=...
pcg(A,F,1e-10,1000,R’,R);



% Loesung y~(m+1) bestimmen
LSGy(i,:)=2/tau*(LSGw(i,:)-LSGw(i-1,:))-LSGy(i-1,:);
end

for i=q:-1:2
% RHS der adjungierten Gleichung
Fn=mainrhs2(X,EL,T(i) ,mat);
Fa=mainrhs2(X,EL,T(i-1) ,mat);
RHS=tau/2* (Fn+Fa) ;
F=AR*LSGyp (i, :)’-RHS+tau*K+LSGp(i,:)’;
% Loesung yp~(m-1) bestimmen
[LSGyp(i-1,:),flag,relres,iter,resvec]=...
pcg(A,F,1e-10,1000,R’,R);
% Loesung p~(m-1) bestimmen
LSGp(i-1,:)=-tau/2*(LSGyp(i,:)+LSGyp(i-1,:))+LSGp(i,:);
end
f=goalfunc(X,T,LSGw,LSGy,H); % ZF berechnen
g=gradf (T,X,LSGw,LSGy,LSGp,LSGyp,H,mat); % Gradient berechnen
end

function [X,LSGw,LSGy,LSGp,LSGyp,T]=main2(X,mat,a)
% analog zur urspriinglichen Main-Funktion mit dem Unterschied, dass
% jetzt die kompletten Loesungen ausgegben werden (fir VU oder Plots)!
T=X(:,1);
[q,el=size(T);
EL=elem(X);
tau=abs (T(2)-T(1)); [r,s]=size(X);
LSGw = sparse(q,2+r);
LSGy = sparse(q,2+*r);
LSGp = sparse(q,2+r);
LSGyp = sparse(q,2*r);
[K,M,G]l=mainlhs (X,EL,mat) ;
A=M+G+1/4*tau"2*K;
AR=M+G-1/4*tau~2*K;
[c1,c2]=size(A);
A(1,1)=1e20;
A(cl-1,c1-1)=1e20;
R=cholinc(A,1le-6);
for i=2:q
Fn=mainrhs (X,EL,T(i),mat);
Fa=mainrhs (X,EL,T(i-1) ,mat);
RHS=tau~2/4* (Fnt+Fa) ;
F=AR*LSGw(i-1,:)’>+RHS+tau* (M+G)*LSGy(i-1,:)’;
[LSGw(i,:),flag,relres,iter,resvec]=...
pcg(A,F,1e-10,1000,R’ ,R);
LSGy (i, :)=2/taux(LSGw(i, :)-LSGw(i-1,:))-LSGy(i-1,:);

end

for i=q:-1:2
Fn=mainrhs2(X,EL,T(i) ,mat);
Fa=mainrhs2(X,EL,T(i-1) ,mat);
RHS=tau/2# (Fn+Fa) ;
F=AR*LSGyp (i, :)’-RHS+tauxK+LSGp(i,:)’;
[LSGyp(i-1,:),flag,relres,iter,resvec]=...
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end

pcg(A,F,1e-10,1000,R’,R) ;
LSGp(i-1,:)=-tau/2*(LSGyp(i, :)+LSGyp(i-1,:))+LSGp(i,:);

% Fuer die Plot-Ausgabe!
if a==1

end
end

figure

mesh(X(:,1),T,LSGw(:,1:2:2%r))

xlabel (’Domain’)

ylabel (’Time’)

legend(’Sol. w of state equation’,’Location’,’NorthEast’)
figure

mesh(X(:,1),T,LSGp(:,1:2:2%r))

xlabel (’Domain’)

ylabel (’Time’)

legend(’Sol. p of adjoint equation’,’Location’,’NorthEast’)

function [K,M,G]=mainlhs(X,EL,mat)

[c1,

c2]=size(X); [el,e2]=size(EL); h=abs(X(2,1)-X(1,1));

K=sparse(2xcl,2%xcl);
M=sparse(2*cl,2%cl);
G=sparse(2xcl,2xcl);

for

end
end

k=1:el
Knoten=[EL(k,1) EL(k,2)];
[A_E,A_M,A_G]l=elemm(Knoten,X,h,mat) ;
j=1;
for i=Knoten
Knoten2(j)=(2*%i-1); j=j+1;
end
KH=[1 3];
for j=1:2
for i=1:2

K(Knoten2(j) :Knoten2(j)+1,Knoten2(i) :Knoten2(i)+1)=...

K(Knoten2(j) :Knoten2(j)+1,Knoten2(i) :Knoten2(i)+1) ..
+A_E(KH(j) :KH(j)+1,KH(i) :KH(i)+1);

M(Knoten2(j) :Knoten2(j)+1,Knoten2(i) :Knoten2(i)+1)=...

M(Knoten2(j) :Knoten2(j)+1,Knoten2(i) :Knoten2(i)+1) ...
+A_M(KH(3) :KH(j)+1,KH(1) :KH(i)+1) ;

G(Knoten2(j) :Knoten2(j)+1,Knoten2(i) :Knoten2(i)+1)=...

G(Knoten2(j) :Knoten2(j)+1,Knoten2(i) :Knoten2(i)+1)...
+A_G(KH(j) :KH(j)+1,KH(3i) :KH(i)+1);
end
end

function [A_E,A_M,A_G]=elemm(Knoten,X,h,mat)
% FEM-Matrizen basteln

A_E=zeros(4,4);

A_M=zeros(4,4);

A_G=zeros(4,4);

G=gauss6;

227



XT=note(Knoten,X) ;
[n,m]=size(G);
% Summation ueber alle Gausspunkte

for i=1:n
PHIu=formfu(G(i,1));
u=[XT(1,2) XT(2,2)]1*PHIu(1,:)’;
thet=mat (8,1)*u;
ups=mat (8,1)*u~3/12;
a=mat (7,1)*u~3/12;
b=mat(7,1)*(u/mat(3,1)+u~3/(12*mat (3,1)"3));
Omi=h*G(i,2);
PHI=hermite(G(i,1));
PHI(:,2)=h*PHI(:,2);
PHI(:,4)=h*PHI(:,4);
PHI(3,:)=1/h"2%PHI(3,:);
A_E=A_E+Omi* (a*PHI(3,:) ’*PHI(3,:)+...

b*PHI(1,:)’*PHI(1,:));

A_M=A_M+Omix*thet*PHI(1,:)’>*PHI(1,:);
PHI(2,:)=1/h*PHI(2,:);
A_G=A_G+Omi*ups*PHI(2,:)’*PHI(2,:);

end

end

function F=mainrhs(X,EL,t,mat)
[c1,c2]=size(X); h=abs(X(2,1)-X(1,1));
[el,e2]=size(EL);
F=sparse(2*c1,1);
for k=1:el
Knoten=[EL(k,1) EL(k,2)];
f=rhs(Knoten,X,t,h,mat) ;
j=1;
for i=Knoten
Knoten2(j)=(2*i-1); j=j+1;
end
KH=[1 3];
for j=1:2

F(Knoten2(j) :Knoten2(j)+1)=F(Knoten2(j) :Knoten2(j)+1)...

+£ (KH(j) :KH(j)+1);
end
end
end

function F=rhs(Knoten,X,t,h,mat)
F=zeros(4,1);
G=gauss6;
XT=note(Knoten,X) ;
[n,m]=size(G);
% Summation ueber alle Gausspunkte
for i=1:n
PHI=hermite(G(i,1));
Omi=mat (3,1) *h*G(i,2);
PHI(:,2)=h*PHI(:,2);
PHI(:,4)=h*PHI(:,4);
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XG=XT(1,1)*(1-G(i,1))+XT(2,1)*GC(i,1);
F=F+0mi*sin(XG)*exp(t)*PHI(1,:)’;
end
end

function F=mainrhs2(X,EL,t,mat)
[c1,c2]=size(X); h=abs(X(2,1)-X(1,1));
[el,e2]=size(EL);
F=sparse(2*c1,1);
for k=1:el
Knoten=[EL(k,1) EL(k,2)];
f=rhs2(Knoten,X,t,h,mat) ;
j=1;
for i=Knoten
Knoten2(j)=(2%i-1); j=j+1;

end
KH=[1 3];
for j=1:2
F(Knoten2(j) :Knoten2(j)+1)=F (Knoten2(j) :Knoten2(j)+1) ...
+f (KH(j) :KH(j)+1);
end
end
end

function [F]=rhs2(Knoten,X,t,h,mat)
% rechte Seite FEM basteln
F=zeros(4,1);
G=gauss6;
XT=note(Knoten,X) ;
[n,m]=size(G);
% Summation ueber alle Gausspunkte
for i=1:n
PHI=hermite(G(i,1));
Omi=h*G(i,2);
PHI(:,2)=h*PHI(:,2);
PHI(:,4)=h*PHI(:,4);
XG=XT(1,1)*(1-G(1,1))+XT(2,1)*G(i,1);
F=F+0mi*sin (XG)*exp(t)*PHI(1,:)’;
end
end

F.2 Optimierungs-Routinen

Implementierung des Problems D, des Zielfunktionals und des zugehorigen Gra-
dienten:

function [X,lambdal=instatfmincon(n)

% Loesen der Optimierungsaufgabe:

% min f(uw)=min iint_0"1 f_z G_D(w) (x) dx

% BS : 1b <= u <= ub und int_0"1 u(x) dx = Vol/2piR =:C

mat=material;
X=netz(n); ’% Diskretisierung erstellen (Stuetzwerte 1SP, Steuerung 2SP)
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[n,m]=size(X);

1b=0.05%ones(n,1); % untere Grenze

ub=0.15*ones(n,1); % obere Grenze

Aeg=ones(1,n); h=X(2,1)-X(1,1); % 2piR int_0"1 u(x) dx = C berechnen (2NB)

Aeq(1,1)=1/2; Aeq(1,n)=1/2; Aeq=2*pi*mat(3,1)*hxAeq; % mittels Trapezregel

beq=Aeq*X(:,2); tau=h;

H=int (h,tau);

% Optimierungsparameter festlegen

options=optimset (@fmincon) ;

startTime=tic;

options=optimset (options, ’Display’,’iter’,’Algorithm’,’active-set’,...
’TolFun’,1e-10,’TolCon’,1e-10,’TolX’,1e-10,...
’UseParallel’,’always’,’GradObj’,’on’, ...
’DerivativeCheck’,’off’,’Diagnostics’,’on’, ...
’FunValCheck’,’off’,’MaxFunEvals’,10000)

[u,fval,exitflag,output,lambda]. ..

=fmincon(@myfun,X(:,2),[1,[],Aeq,beq,1b,ub, [],options,H,mat)
time_fmincon=toc(startTime);
fprintf (’FMINCON optimization takes %g seconds.\n’,...
time_fmincon) ;

X(:,2)=u;
v=varungl (X,Aeq,beq,H,mat,1b,ub); % Variationsungleichung auswerten
plot (X(:,1),u,X(:,1),v,’ %) ;
xlabel (’x-region’);
ylabel(’optimal control’);
legend (’u_{opt} Direct Sol.’,’u_{opt} Sol. of VU’,’Location’,’NorthOutside’);
main2(X,mat,1);
rohrplot(X);
end

function [f,g,X]=myfun(u,H,mat)
[n,m]=size(u);
X=netz(n);
X(:,2)=u;
[X,f,gl=main(X,H,mat);

end

function f=gradf(T,X,LSGw,LSGy,LSGp,LSGyp,H,mat)
% Funktion zur Bestimmung des Gradienten
% £2(u)= iint (Theta’(u) w_t p_t + Upsilon’ (u)w_tx p_tx
YA - Phi’ (wWw_xx p_xx - Psi’(wwp) h dxdt
% Nutzung des Bogner-Fox-Schmidt Elements
[t1,t2]=size(T);
[c1,c2]=size(X);
f=zeros(c1,1);
k=1;
h=abs(X(2,1)-X(1,1)); % aequdistante Schrittweite
tau=h;
for i=1:2:2%c1-2
F=zeros(2,1);
for j=1:t1-1 % Knotenparameter w,p ordnen pro Element
w=[LSGw(j,1i) LSGw(j,i+1) LSGy(j,i) LSGy(j,i+1)
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LSGw(j,i+2) LSGw(j,i+3) LSGy(j,i+2) LSGy(j,i+3)
LSGw(j+1,1) LSGw(j+1,i+1) LSGy(j+1,i) LSGy(j+1,i+1)
LSGw(j+1,1+2) LSGw(j+1,i+3) LSGy(j+1,i+2) LSGy(j+1,i+3) 1;
p=[LSGp(j,i) LSGp(j,i+1) LSGyp(j,i) LSGyp(j,i+1)
LSGp(j,i+2) LSGp(j,i+3) LSGyp(j,i+2) LSGyp(j,i+3)
LSGp(j+1,i) LSGp(j+1,i+1) LSGyp(j+1,i) LSGyp(j+1,i+1)
LSGp(j+1,i+2) LSGp(j+1,i+3) LSGyp(j+1,i+2) LSGyp(j+1,i+3) 1;
u=[X(k,2) X(k+1,2)];
F=F+elem2d(w,p,u,h,tau,H,mat); % lokale Gradienten berechnen
end
f(k:k+1,1)=f(k:k+1,1)+F; % in globalem Gradienten-Vektor einsetzn
k=k+1;

end
end

function f=elem2d(wn,pn,u,h,tau,H,mat)
% eigentliche Elementroutine
% FEM-Matrizen basteln
f=zeros(2,1);
G=gauss2d;
[n,m]=size(G); k=1;
% Summation ueber alle Gausspunkte
for i=1:n
H(k+2,:)=1/tauxH(k+2,:); 7 Integrationsmatrix fuer Zeitersparniss
H(k+3,:)=1/(h~2)*H(k+3,:);
H(k+5,:)=1/(tauxh)*H(k+5, :);
PHIu=formfu(G(i,1));
Omi=h*tau*G(i,3);
ug=u*PHIu(1,:)’; 7 "optimale" Steuerung
dtheta=mat(8,1); % Ableitung der Nemyzki-Operatoren
dups=mat (8,1)*ug~2/4;
dphi=mat (7, 1)*mat(3,1)*ug~2/4;
dpsi=mat(7,1)*(1/mat(3,1)+ug~2/(4*mat(3,1)°3));
wt=wnxH(k+2,:)’; % Fkt. am GP
pt=pn*H(k+2,:)’;
witx=wn*H(k+5,:)’;
ptx=pn*H(k+5,:)’;
wx2=wn*H(k+3,:)’;
px2=pn*H(k+3,:)’;
w=wn*xH(k,:)’;
p=pn*H(k,:)’;
f=f+(dtheta*wt*pt+dups*wtx*ptx-dphi*wx2*px2-dpsi*w*p)*PHIu(1, :)’>*0mi;
k=k+6;
end
end

Implementierung fir die Numerische Auswertung der Variationsungleichung:

function [v,lambda]=varungl(X,A,b,H,mat,1lb,ub)
[n,m]=size(X);
% Startloesung z=u*Stoerung
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z=X(:,2)+1el3*eps;
% zugehdrige optimale Zustédnde + adjungierten Zustand vorgeben
[X,LSGw,LSGy,LSGp,LSGyp,T1=main2(X,mat,0) ;
% Optimierungsparameter festlegen und starten
options=optimset (@fmincon) ;
options=optimset (options, ’Display’,’iter’,’Algorithm’,’active-set’,...
’TolFun’,1e-8,’TolCon’,1e-8,’TolX’,1e-8, ...
’UseParallel’,’always’,’GradObj’,’on’, ...
’DerivativeCheck’,’off’,’Diagnostics’,’on’,...
’FunValCheck’,’off?)
[v,fval,exitflag,output,lambdal=...
fmincon(@myfun2,z, [1,[]1,A,b,1b,ub, []1,options,T,X,LSGw, ...
LSGy,LSGp,LSGyp,H,mat)

function [f,G]=myfun2(z,T,X,LSGw,LSGy,LSGp,LSGyp,H,mat)
X(:,9)=z; % Zuordnung in Knotenmatrix X
[f,G]l=gradfvu(T,X,LSGw,LSGy,LSGp,LSGyp,H,mat) ;
f=-f; % fmincon kann nur minimieren!'!!
G=sign(f)*G;
end
end

function [f,G]=gradfvu(T,X,LSGw,LSGy,LSGp,LSGyp,H,mat)

% Berechung der Gleichung (ZF)

% iint (-Theta’(w)w_tp_t - Upsilon’ (u)w_xtp_xt+Phi’ (u)w_xxp_xx+Psi’(uw)wp) z dxdt
% und des zugehoerigen Gradienten unter Benutzung des

% Bogner-Fox-Schmidt Elements, analoge Vorgehensweise zu Fkt. gradf

[t1,t2]=size(T);
[c1l,c2]=size(X);
f=0; G=zeros(cl,1);
k=1;
h=abs (X(2,1)-X(1,1));
tau=abs(T(2,1)-T(1,1));
for i=1:2:2%c1-2
g=zeros(2,1);
for j=1:t1-1
w=[LSGw(j,i) LSGw(j,i+1) LSGy(j,i) LSGy(j,i+1)
LSGw(j,i+2) LSGw(j,i+3) LSGy(j,i+2) LSGy(j,i+3)
LSGw(j+1,i) LSGw(j+1,i+1) LSGy(j+1,1i) LSGy(j+1,i+1)
LSGw(j+1,i+2) LSGw(j+1,i+3) LSGy(j+1,i+2) LSGy(j+1,i+3) J;
p=[LSGp(j,1i) LSGp(j,i+1) LSGyp(j,i) LSGyp(j,i+1)
LSGp(j,i+2) LSGp(j,i+3) LSGyp(j,i+2) LSGyp(j,i+3)
LSGp(j+1,1) LSGp(j+1,i+1) LSGyp(j+1,1i) LSGyp(j+1,i+1)
LSGp(j+1,i+2) LSGp(j+1,i+3) LSGyp(j+1,i+2) LSGyp(j+1,i+3) 1;
z=[X(k,9) X(k+1,9)];
u=[X(k,2) X(k+1,2)];
[fh,gh]=elem2d2(w,p,u,z,h,tau,H,mat) ;
f=f+fh; % Zielfunktional (Summe)
g=g+gh; % Gradient (lokal)
end
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G(k:k+1,1)=G(k:k+1,1)+g; % Gradientenvektor global
k=k+1;
end
end

function [f,g]l=elem2d2(wn,pn,u,z,h,tau,H,mat)
% FEM-Matrizen basteln
£=0; g=zeros(2,1);
G=gauss2d;
[n,m]=size(G); k=1;
% Summation ueber alle Gausspunkte
for i=1:n
H(k+2, :)=1/tauxH(k+2, :);
H(k+3,:)=1/(h~2)*H(k+3,:);
H(k+5, :)=1/(tauxh) *H(k+5,:);
PHIu=formfu(G(i,1));
Omi=h*taux*G(i,3);
ug=u*PHIu(1,:)’;
zg=z*PHIu(1,:)’;
dtheta=mat(8,1);
dups=mat (8,1)*ug~2/4;
dphi=mat (7, 1)*mat(3,1)*ug~2/4;
dpsi=mat(7,1)*(1/mat(3,1)+ug~2/(4*mat(3,1)°3));
wt=wnxH(k+2,:)’;
pt=pn*H(k+2,:)7;
wtx=wn*H(k+5,:)’;
ptx=pn*H(k+5,:)’;
wx2=wn*H(k+3,:)’;
px2=pn*H(k+3,:);
w=wn*H(k,:)’;
p=pn*H(k,:)’;
f=f+(-dtheta*wt*pt-dups*wtx*ptx+dphi*wx2*px2+dpsi*w*p)*zg*0mi ;
g=g+(-dtheta*wt*pt-dups*wtx*ptx+dphi*wx2*px2+dpsi*wxp) *PHIu(1,:) ’*0mi;
k=k+6;
end
end
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