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Einleitung 1

Einleitung

Die Arbeit beschäftigt sich mit dem numerischen Lösen von Optimalsteue-
rungsproblemen. Bei diesen Problemen handelt es sich um verallgemeinerte
Variationsprobleme, die seit den 50er Jahren des 20. Jahrhunderts unter-
sucht werden. Die Anwendungsgebiete der optimalen Steuerung sind breit
gefächert. Sie reichen von physikalischen, biologischen und chemischen Pro-
zessen aus den Naturwissenschaften über die Ingenieurswissenschaften bis
hin zu den Wirtschaftswissenschaften. Dabei wird das dynamische Verhalten
der Zustände der Probleme meist durch Differenzialgleichungen beschrieben.
Auf diese Zustände kann mittels einer oder mehrerer Steuerungen Einfluss
genommen werden. In den Abschnitten 1.1 und 1.2 der vorliegenden Arbeit
wird zunächst auf die Entwicklung der Optimalsteuerungsprobleme einge-
gangen und anschließend eine Definition dieser Aufgabenstellung angegeben.

Im Laufe der Jahre wurden verschiedene Methoden zur Lösung solcher
Probleme entwickelt. Diese lassen sich in zwei grundlegende Klassen einteilen
– direkte und indirekte Methoden. Dabei basiert die bekannteste der indirek-
ten Methoden auf dem sogenannten Maximumprinzip. Dieses liefert notwen-
dige Bedingungen für eine optimale Lösung eines Problems der optimalen
Steuerung. Diese Vorgehensweise wird im Abschnitt 1.3 vorgestellt.

Da für die resultierenden Randwertprobleme oft keine geschlossene ana-
lytische Lösung angegeben werden kann, müssen diese mit numerischen Ver-
fahren gelöst werden. Dazu wird häufig die sogenannte Mehrzielmethode ver-
wendet, welche auch in diversen Programmen, mit deren Hilfe Optimalsteue-
rungsprobleme gelöst werden können, implementiert wurde. Diese weisen al-
lerdings einige Nachteile auf, die vor allem die Bedienung erschweren. So
entstand bei der Arbeit mit diesen Programmen die Idee, die Mehrzielme-
thode erneut umzusetzen und dabei den Fokus auf eine intuitive Bedienung
zu legen. Dabei soll das Programm den folgenden Anforderungen genügen:

• Die Bedienung soll durch die Verwendung einer grafischen Oberfläche
intuitiver und komfortabler gestaltet werden.

• Die Eingabedaten eines Optimalsteuerungsproblems sollen nicht im
Quellcode eingetragen werden müssen, sodass der Quellcode unange-
tastet bleiben kann.

• Für die Benutzung des Programms sollen keine Programmierkenntnisse
notwendig sein.
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• Der Funktionsumfang bestehender Programme soll erweitert werden,
um die Möglichkeiten der Mehrzielmethode besser ausnutzen sowie die
Methoden an das jeweilige zu lösende Problem anpassen zu können.
Bereits existierende Programme besitzen einen beschränkten Funkti-
onsumfang oder die Nutzung der Funktionen ist aufgrund notwendiger
Quellcodeanpassungen unkomfortabel.

• Alle verwendeten Tools sollen frei verfügbar sein, damit die Nutzung
des Programms uneingeschränkt erfolgen kann.

Die Mehrzielmethode sowie die verwendeten Methoden werden in Kapitel
2 erläutert. Dabei wird zunächst auf die Mehrzielmethode selbst und an-
schließend auf das Newtonverfahren, die Anfangswertproblemlöser und die
Singulärwertzerlegung eingegangen.

Das 3. Kapitel beschäftigt sich mit der Implementierung der verschiede-
nen zur Anwendung kommenden Tools sowie der Installation des Programms
auf Linux- und Windowssystemen. Den Abschluss dieses Abschnitts bildet
eine Beschreibung der Funktionen und der Bedienung des Programms.

Zum Abschluss der Arbeit werden in Kapitel 4 mehrere Optimalsteue-
rungsprobleme beispielhaft gelöst, um die Funktionsweise des Programms
sowie die Nutzung der verschiedenen Optionen zu demonstrieren.
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Kapitel 1

Optimale Steuerung

1.1 Einführung

Die Theorie der optimalen Steuerung entwickelte sich aus der seit dem En-
de des 17.Jahrhunderts entwickelten Variationsrechnung. Als Geburtsstunde
der Variationsrechnung wird häufig das sogenannte Brachistochrone-Problem
angesehen, welches Johann Bernoulli im Jahr 1696 anderen berühmten Ma-
thematikern als Herausforderung stellte.1

Die Brachistochrone ist diejenige Verbindung zweier Punkte durch eine
Kurve, auf der sich ein Massenpunkt unter dem Einfluss der Gravitations-
kraft am schnellsten von einem Punkt zum anderen bewegt. Diese Kurve ist

Abbildung 1.1: Brachistochrone (0, 0) → (−2,−1)

weder die direkte Verbindung der beiden Punkte durch eine Gerade, noch
ein Kreisbogen, sondern das Spiegelbild einer Zykloide. Eine Zykloide oder
auch Rollkurve ist die Bahn, die ein Kreispunkt beim Abrollen eines Kreises
auf einer Kurve, beispielsweise einer Geraden, beschreibt. Dabei muss die
Brachistochrone keine monoton fallende Kurve sein, wie man in Abbildung

1U.a. Newton, Leibniz, Jacob Bernoulli, L’Hôpital und von Tschirnhaus.
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1.1 gut erkennen kann. Später wird man in Beispiel 1.1.1 sehen, wie man
das Problem der Brachistochrone als Optimalsteuerungsproblem formulieren
kann.

Die Optimalsteuerungsprobleme entwickelten sich ab 1950 aus den Varia-
tionsproblemen. Sie sind aufgrund der Unterscheidung zwischen Steuer- und
Zustandsvariablen verallgemeinerte Variationsprobleme. Entscheidenden An-
teil am Durchbruch der Theorie der optimalen Steuerung trug der russische
Mathematiker Lev S. Pontryagin, dem es gelang, das Maximumprinzip zu
beweisen.2 Dieses liefert notwendige Optimalitätsbedingungen für ein Op-
timalsteuerungsproblem. Zur Herleitung dieser Bedingungen vergleiche 1.3
und zur Lösung des resultierenden Randwertproblems mittels der Mehrziel-
methode Abschnitt 2.

Ein Optimalsteuerungsproblem enthält imWesentlichen die folgenden Be-
standteile:

• Die Zustandsvariablen x(t) beschreiben den dynamischen Zustand
eines Systems zum Zeitpunkt t.

• Die Steuervariablen u(t) ermöglichen die Beeinflussung des dynami-
schen Verhaltens des Zustands x(t) zum Zeitpunkt t.

• Die Differenzialgleichungen ẋ(t) = f(t, x(t), u(t)) legen die Ände-
rung des Zustands zum Zeitpunkt t in Abhängigkeit des aktuellen Zeit-
punkts t, des aktuellen Zustands x(t) und der aktuellen Steuerung u(t)
fest.

• Das Zielfunktional wird o.B.d.A. minimiert.

• Die Beschränkungen für den Zustand x(t) und die Steuerung u(t)
müssen eingehalten werden.

Ein Anwendungsgebiet sind beispielsweise die Naturwissenschaften. Dort
werden mittels Optimalsteuerungsproblemen physikalische, biologische und
chemische Prozesse modelliert. Weitere Anwendungen finden sich sowohl in
den Ingenieurs- (Steuerung von Robotern, Flugbahnoptimierungen und Si-
mulation von Testfahrten) als auch den Wirtschaftswissenschaften (Optimie-
rung von Kapitaleinsätzen, Anlagestrategien etc.). Dabei kann das dyna-
mische Verhalten der Zustände der Probleme häufig durch Differenzialglei-
chungen beschrieben werden. Alle Zustände und Steuerungen, die die Be-
schränkungen nicht verletzen, werden als zulässige Lösung bezeichnet. Man
ist allerdings nicht an irgendeiner zulässigen Lösung interessiert, sondern an
einer solchen, die optimal ist, also den Wert einer Zielfunktion minimiert oder
maximiert.

Im Folgenden werden Beispiele aus den verschiedenen genannten Gebie-
ten vorgestellt sowie das bereits angesprochene Brachistochrone-Problem als
Optimalsteuerungsproblem formuliert (Beispiel 1.1.1).

2Etwa zur gleichen Zeit gelang auch Magnus R. Hestenes ein Beweis dieses Satzes.
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• biologische Prozesse:
In biologischen Prozessen kann beispielsweise die dynamische Verände-
rung von Populationen in einem Zeitintervall durch Differenzialglei-
chungen beschrieben werden. Dabei kann die Population etwa durch das
Fangen von Spezies oder durch gezielte Ausbreitung von natürlichen
Feinden beeinflusst werden. Neben natürlichen Beschränkungen, wie
der Tatsache, dass die Populationsgröße stets größer gleich Null sein
muss, sind weitere Bedingungen denkbar. Dies sind z.B. eine Beschrän-
kung der Fangmenge einer Spezies nach oben oder auch die Forderung,
dass die Populationsgröße einen bestimmten Wert nicht unterschreiten
darf. Als Optimierungsziel ist die Maximierung der Fangmenge einer
Population, ohne dass diese gänzlich ausstirbt, möglich.

• chemische Prozesse:
In der Chemie können die Vorgänge innerhalb einer chemischen Reak-
tion mittels Differenzialgleichungen modelliert werden. Eine Steuerung
der Reaktion kann durch die Zugabe von bestimmten Stoffen wie Ka-
talysatoren oder die Manipulation der Temperatur geschehen. Häufig
ist hierbei eine Limitierung der Temperatur aus Sicherheitsaspekten
vonnöten. Das Ziel der Steuerung einer chemischen Reaktion ist in der
Regel die Maximierung der Ausbeute eines Reaktionsproduktes.

• Ingenieurswissenschaften:
Optimalsteuerprobleme tauchen in den Ingenieurswissenschaften vor
allem bei der Steuerung von Fahrzeugen, Robotern etc. auf. Dabei
werden deren Änderungen der Position und der Geschwindigkeit mit
Hilfe von Differenzialgleichungen dargestellt. Die Steuerung kann in
einer positiven oder negativen Änderung der Beschleunigung sowie ei-
ner Richtungsänderung der Bewegung bestehen. Einzuhaltende Bedin-
gungen sind beispielsweise Beschränkungen der maximalen Beschleu-
nigung, der Position eines Fahrzeugs aufgrund von Hindernissen sowie
der Größe der Richtungsänderung. Diese ist z.B. durch einen maxima-
len Lenkradeinschlag oder das Auftreten von Fliehkräften begründet.
Sinnvolle Optimierungsziele bestehen u.a. in der Minimierung des Ener-
gieverbrauchs und/oder der Fahrzeit.

• Wirtschaftswissenschaften:
Hier ist eine Modellierung der zeitlichen Entwicklung des Kapitals eines
Unternehmens oder der Produktion möglich. Diese Vorgänge können et-
wa mittels Einflussnahme auf die Produktionsmenge von Erzeugnissen
und der Durchführung von Kapitalanlagen gesteuert werden. Bei Letz-
terem bedeutet Steuerung nicht nur, in welcher Höhe eine Investition
getätigt, sondern ebenso ob diese überhaupt durchgeführt wird. Häufig
ist eine Begrenzung des Investitionsrahmens sinnvoll bzw. zwingend, da
ein Unternehmen in der Regel nur über eine begrenzte Zahl von Mitteln
verfügt. Des Weiteren sind aufgrund der beschränkten Produktionska-
pazität der vorhandenen Maschinen obere Schranken für die maximal
erzeugte Menge eines Produktes denkbar. In ökonomischen Prozessen
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ist das Optimierungsziel in der Regel eine Maximierung des erzielten
Gewinns.

Beispiel 1.1.1 (Brachistochrone-Problem)3 Nun soll das Brachistochro-
ne-Problem als Optimalsteuerungsproblem formuliert werden. Dabei nutzt
man aus, dass beim Abrollen eines Massenpunktes auf einer Schiene ein An-
teil der Schwerebeschleunigung g⃗ senkrecht zur Schiene als Zwangskraft auf
die Schiene wirkt und nicht zur Beschleunigung des Massenpunktes beiträgt.
Die Schwerebeschleunigung wird also zerlegt in g⃗ = n⃗+ a⃗, wobei n⃗ senkrecht
auf dem Geschwindigkeitsvektor v⃗ steht und a⃗ die auf den Massenpunkt wir-
kende Beschleunigung beschreibt.
Der Normalanteil der Beschleunigung werde beschrieben durch

n⃗ = u v⃗⊥ = u

(
v2
−v1

)
,

wobei u = u(t) ein unbestimmter Skalar (die Steuerung) sei. Die Beschleuni-
gung des Massenpunktes ist damit gegeben durch

a⃗ = g⃗ − n⃗ =

(
−u v2

−g + u v1

)
und man kann das folgende Optimalsteuerungsproblem formulieren:

Man bestimme die Fallzeit tb > 0 und eine Steuerung u ∈ C1([ta, tb],R),
sodass das Funktional

I(x, v, u, tb) := tb =

∫ tb

0

1 dt

minimiert wird unter den Nebenbedingungen

x′1 = v1, x1(0) = 0, x1(tb) = 2,

x′2 = v2, x2(0) = 0, x2(tb) = −1,

v′1 = −u v2, v1(0) = 0,

v′2 = −g + u v1, v2(0) = 0.

Die Endzeit tb und die Endgeschwindigkeit (v1(tb), v2(tb))
T sind frei. �

1.2 Definition Optimalsteuerungsproblem4

Definition 1.2.1 (Optimalsteuerungsproblem) Es sei [t0, tf ] ⊂ R ein
nichtleeres, kompaktes Intervall mit Intervallgrenzen t0 < tf und U ⊆ Rnu

3Siehe [12].
4Die Ausführungen in diesem Abschnitt sind größtenteils aus [6] entnommen.
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eine abgeschlossene Menge. Die Zeitpunkte t0 und tf seien o.B.d.A. fest vor-
gegeben.5 Weiterhin seien die folgenden(hinreichend glatten) Abbildungen ge-
geben:

φ : Rnx × Rnx → R,
f0 : [t0, tf ]× Rnx × Rnu → R,
f : [t0, tf ]× Rnx × Rnu → Rnx ,

ψ : Rnx × Rnx → Rnψ ,

c : [t0, tf ]× Rnx × Rnu → Rnc ,

s : [t0, tf ]× Rnx → Rns .

Finde einen Zustand x ∈ W 1,∞([t0, tf ],Rnx) und eine Steuerung u ∈
L∞([t0, tf ],Rnu), sodass die Zielfunktion

φ(x(t0), x(tf )) +

∫ tf

t0

f0(t, x(t), u(t)) dt (1.1)

minimal wird unter Beachtung der Differenzialgleichung

ẋ(t) = f(t, x(t), u(t)) f.ü. in [t0, tf ], (1.2)

den Randbedingungen

ψ(x(t0), x(tf )) = 0nψ , (1.3)

den gemischten Steuer- und Zustandsbeschränkungen

c(t, x(t), u(t)) ≤ 0nc f.ü. in [t0, tf ], (1.4)

den reinen Zustandsbeschränkungen

s(t, x(t)) ≤ 0ns in [t0, tf ], (1.5)

und den Mengenbeschränkungen

u(t) ∈ U f.ü. in [t0, tf ]. (1.6)

Bemerkung 1.2.2 Im Folgenden werden einige Begriffe und Definitionen
eingeführt:

• Je nach Gestalt der Zielfunktion (1.1) wird das Optimalsteuerungspro-
blem (1.2.1) auch

◦ Bolza-Problem (φ ̸≡ 0 und f0 ̸≡ 0) oder

◦ Mayer-Problem (φ ̸≡ 0 und f0 ≡ 0) oder

◦ Lagrange-Problem (φ ≡ 0 und f0 ̸≡ 0)

5Probleme mit freier Anfangs- und/oder Endzeit können stets in Probleme mit festen
Zeitpunkten transformiert werden.
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genannt.

• Die Unterscheidung zwischen reinen Zustandsbeschränkungen (1.5) so-
wie gemischten Steuer- und Zustandsbeschränkungen (1.4) ist aus theo-
retischer Sicht notwendig, da die beiden Beschränkungstypen unter-
schiedlich behandelt werden müssen.

• Das Problem (1.2.1) heißt autonom, wenn die Funktionen f0, f, c, s
nicht explizit von der Zeit t abhängen.

• (x, u) ∈ W 1,∞([t0, tf ],Rnx)×L∞([t0, tf ],Rnu) heißt zulässig für das Op-
timalsteuerungsproblem (1.2.1), wenn die Bedingungen (1.2) - (1.6)
erfüllt sind.

�

Alternative Klassen von Optimalsteuerungsproblemen lassen sich auf die
Form in (1.2.1) transformieren. Zunächst soll ein Optimalsteuerproblem mit
freier Anfangszeit t0 und/oder Endzeit tf umgeformt werden. Solche Pro-
blemstellungen können durch die Zeittransformation

t(τ) := t0 + τ(tf − t0), τ ∈ [0, 1],

auf ein Problem mit festem Zeitintervall τ ∈ [0, 1] transformiert werden.
Dazu definiere man einen neuen Zustand x̄

x̄(τ) := x(t(τ)) = x(t0 + τ(tf − t0))

sowie eine neue Steuerung ū

ū(τ) := u(t(τ)) = u(t0 + τ(tf − t0)).

Mittels Differenziation des neuen Zustands bezüglich der neuen Zeitvariablen
τ erhält man das neue Differenzialgleichungssystem

x̄′ = ẋ(t0 + τ(tf − t0)) · t′(τ)
= (tf − t0) · f(t0 + τ(tf − t0), x(t0 + τ(tf − t0)), u(t0 + τ(tf − t0)))

= (tf − t0) · f(t0 + τ(tf − t0), x̄(τ), ū(τ))).

Die Größen t0 und/oder tf werden als zusätzliche, konstante Zustände inter-
pretiert, die den folgenden Differenzialgleichungen genügen:

ṫ0(τ) = 0, t0(0) frei,

ṫf (τ) = 0, tf (0) frei.

Insgesamt lautet somit das transformierte Problem:

Minimiere φ(x̄(0), x̄(1)) +

∫ 1

0

(tf − t0) f0(t0 + τ(tf − t0), x̄(τ), ū(τ))) dτ
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unter

x̄′(τ) = (tf − t0) f(t0 + τ(tf − t0), x̄(τ), ū(τ))

f.ü. in [0, 1],

ψ(x̄(0), x̄(1)) = 0nψ ,

c(t0 + τ(tf − t0), x̄(τ), ū(τ)) ≤ 0nc f.ü. in [0, 1],

s(t0 + τ(tf − t0), x̄(τ)) ≤ 0ns in [0, 1],

ū(τ) ∈ U f.ü. in [0, 1].

Ist ein nichtautonomes Optimalsteuerungsproblem gegeben, so kann die-
ses durch Einführung eines zusätzlichen Zustands

Ṫ = 1, T (t0) = t0

in ein äquivalentes autonomes Problem transformiert werden. Dabei ist die
explizit auftretende Zeit t in den Funktionen f0, f, c, s durch den neu
eingeführten Zustand T zu ersetzen und man erhält folgendes autonomes
Optimalsteuerungsproblem:

Minimiere φ(x(t0), x(tf )) +

∫ tf

t0

f0(T (t), x(t), u(t))) dt

unter

ẋ(t) = f0(T (t), x(t), u(t)) f.ü. in [t0, tf ],

Ṫ (t) = 1,

ψ(x(t0), x(tf )) = 0nψ ,

T (t0) = t0,

c(T (t), x(t), u(t)) ≤ 0nc f.ü. in [t0, tf ],

s(T (t), x(t)) ≤ 0ns in [t0, tf ],

u(t) ∈ U f.ü. in [t0, tf ].

Ebenso ist es möglich ein Bolza-Problem durch Transformation in ein
Mayer-Problem umzuwandeln. Betrachte dazu die Zielfunktion (1.1):

φ(x(t0), x(tf )) +

∫ tf

t0

f0(t, x(t), u(t)) dt.

Um den Integralterm der Zielfunktion zu eliminieren, wird ein neuer Zustand
z mit

ż(t) = f0(t, x(t), u(t)), z(t0) = 0

eingeführt. Dann gilt:

z(tf ) = z(t0) +

∫ tf

t0

f0(t, x(t), u(t)) dt =

∫ tf

t0

f0(t, x(t), u(t)) dt.
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Die Bolza-Zielfunktion (1.1) kann also durch die äquivalente Mayer-Zielfunk-
tion

ϕ(x(t0), x(tf )) + z(tf )

ersetzt werden.

Zuletzt soll ein Tschebyscheff-Problem in ein Optimalsteuerproblem der
Form (1.2.1) transformiert werden. Unter einem Tschebyscheff-Problem ver-
steht man die Aufgabe, die Funktion

max
t∈[t0,tf ]

h(t, x(t), u(t))

unter den Nebenbedingungen (1.2)-(1.6) zu minimieren. Man führt eine Größe
α ∈ R ein, für die gilt:

h(t, x(t), u(t)) ≤ α f.ü. in [t0, tf ]. (1.7)

Dies ist eine zusätzliche gemischte Steuer- und Zustandsbeschränkung. Das
Tschebyscheff-Problem ist äquivalent mit

α → min

unter den Nebenbedingungen (1.2)-(1.7). Den Parameter α kann man entwe-
der als reelle Optimierungsvariable mitführen oder als zusätzlichen, konstan-
ten Zustand interpretieren, der der Differenzialgleichung

α̇ = 0, α(t0) frei

genügt. Da α(t) konstant ist, gilt α(t) = α(tf ) für alle t und es entsteht ein
Mayer-Problem. Insgesamt ist damit das Tschebyscheff-Problem durch die
Einführung eines zusätzlichen Zustandes sowie einer gemischten Steuer- und
Zustandsbeschränkung auf die Form (1.2.1) transformiert worden.

Bemerkung 1.2.3 Die beschriebenen Transformationen vergrößern durch
die Einführung zusätzlicher Differenzialgleichungen die Dimension des Dif-
ferenzialgleichungssystems, wodurch der Rechenaufwand erhöht wird. Aller-
dings besitzen diese oft eine rechte Seite identisch Null - die Lösung der ent-
sprechenden Differenzialgleichung ist also eine Konstante. Um die Erhöhung
des Rechenaufwandes zu vermeiden bzw. zu verringern, kann die Lösung ei-
ner solchen Differenzialgleichung im vorliegenden Programm als unbekannte
konstante Größe behandelt werden. �

Es gibt zwei grundlegende Klassen von Lösungsmethoden, um Probleme
der optimalen Steuerung zu lösen. Direkte Lösungsmethoden diskretisieren
das Optimalsteuerungsproblem, um so ein endlich-dimensionales Problem zu
erhalten, welches dann durch iterative numerische Verfahren gelöst wird. Die
zweite hier verfolgte Variante sind die indirekten Methoden, die auf der Aus-
wertung von notwendigen Bedingungen basieren, um das Optimalsteuerungs-
problem durch ein endlich-dimensionales Problem zu approximieren. Die re-
sultierende Aufgabe wird dann analytisch oder numerisch gelöst. Das im fol-
genden Abschnitt behandelte Maximumprinzip gehört dieser Klasse von Me-
thoden an. Dabei wird das ursprüngliche Optimalsteuerungsproblem durch
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Auswertung von notwendigen Bedingungen in ein Mehrpunktrandwertpro-
blem überführt, welches dann analytisch oder numerisch gelöst werden kann.
Allerdings ist die Lösung lediglich ein Kandidat für ein Optimum, sodass
diese durch Auswertung von hinreichenden Bedingungen auf Optimalität zu
überprüfen ist. In dem dieser Arbeit zugrunde liegenden Programm wird
dieses Mehrpunktrandwertproblem mit der Mehrzielmethode gelöst.6

1.3 Das Maximumprinzip

In diesem Kapitel werden die aus dem Maximumprinzip folgenden notwen-
digen Bedingungen dargestellt.7 Betrachtet man das Optimalsteuerungspro-
blem (1.2.1) zunächst ohne Beschränkungen an die Steuerung und/oder die
Zustände, führt die Anwendung des Maximumprinzips im Allgemeinen auf
ein gewöhnliches Randwertproblem, welches dann beispielsweise mit der in
Abschnitt 2 vorgestellten Mehrzielmethode gelöst werden kann. Enthält das
zu lösende Optimalsteuerungsproblem hingegen komplexere Bedingungen,
so resultiert die Anwendung des Maximumprinzips häufig in sogenannten
Mehrpunktrandwertproblemen. Diese weisen neben den Differenzialgleichun-
gen und Randbedingungen auch Zeitpunkte auf, an denen die Steuerung
geändert, also umgeschaltet wird. Des Weiteren können die Adjungierten
an diesen Schaltpunkten Unstetigkeiten aufweisen, sogenannte Sprünge, die
unbekannte konstante Größen sind. Damit sind solche Mehrpunktrandwert-
probleme deutlich komplexer als gewöhnliche Randwertprobleme, was sich
auch in der für solche Probleme angepassten Mehrzielmethode niederschlägt.

Man betrachte also zunächst das folgende vereinfachte Optimalsteue-
rungsproblem:

Definition 1.3.1 (Optimalsteuerungsproblem 2) Dieses Optimalsteue-
rungsproblem enthalte im Gegensatz zum Optimalsteuerungsproblem (1.2.1)
keine gemischten Steuer- und Zustandsbeschränkungen (1.4) als auch keine
reinen Zustandsbeschränkungen (1.5).

Ferner werden die Definitionen der Hamiltonfunktion sowie des Systems der
adjungierten Differenzialgleichungen benötigt.

Definition 1.3.2 (Hamiltonfunktion) Die Funktion

H(t, x, u, λ0, λ) := λ0 f0(t, x, u) + λ′ f(t, x, u) (1.8)

mit λ0 ∈ R und λ ∈ Rn heißt Hamiltonfunktion für das Problem (1.3.1).

6Die Mehrzielmethode sowie die Lösung von Randwertproblemen mit diesem Verfahren
wird in Abschnitt 2 behandelt.

7Dieser Abschnitt folgt den Ausführungen in [14] S.147-205. Zu ausführlichen Darstellun-
gen sowie einer großen Zahl an Beispielen sei hierauf sowie [17] verwiesen.
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Definition 1.3.3 (Adjungiertes Differenzialgleichungssystem)
Bezüglich der Hamiltonfunktion (1.8) und Funktionen (x(·), u(·)), die den
Differenzialgleichungen (1.2) genügen, wird das folgende System von linearen
Differenzialgleichungen

λ̇(t) = −∂H(t, x, u(t), λ0(t), λ(t))

∂x

∣∣∣∣′
x=x(t)

(1.9)

λ̇0(t) = 0 (1.10)

als adjungiertes Differenzialgleichungssystem für das Optimalsteuerungspro-
blem (1.3.1) bezeichnet.

Die Gleichung (1.2) kann ersetzt werden durch

ẋ(t) =

(
∂H(t, x(t), u(t), λ0, λ

∂λ

)′

. (1.11)

Die Gleichungen (1.11) und (1.9) bilden das sogenannte Hamilton-System.
Das folgende Resultat gilt für Optimalsteuerungsprobleme der Form (1.3.1).

Satz 1.3.4 Sei uo(·) ∈ U eine auf dem Intervall [to0, t
o
f ], t

o
0 < tof definier-

te Steuerung, welche die Zustände des Systems (1.2) von einem zulässigen
Punkt xo(to0) ∈ Rn in einen zulässigen Punkt xo(tof ) ∈ Rn überführt. Eine
notwendige Bedingung für die Optimalität des Tupels (to0, t

o
f , x

o(·), uo(·)) ist
die Existenz sowohl der ϑi ∈ R, i = 1, . . . , n als auch einer Lösung λo(·), λo0
des adjungierten Differenzialgleichungssystems (1.9) bezüglich (xo(·), uo(·)),
sodass die folgenden Bedingungen erfüllt sind:

H(t, xo(t), uo(t), λo0, λ
o(t)) ≤ H(t, xo(t), u, λo0, λ

o(t))

t ∈ [to0, t
o
f ], f. ü.; ∀u ∈ U

(i)

λo0 ≥ 0(ii) (
λo0
λo(·)

)
̸= 0(iii)

Transversalitätsbedingungen (Diese gelten nur, wenn die Endzeit und/oder
Startzeit frei sind.):

H(tof , x
o(tof ), u

o(tof ), λ
o
0, λ

o(tof )) + λo0
∂φ(t, xo(tof ))

∂t

∣∣∣∣
t=tof

= 0(iv)

H(to0, x
o(to0), u

o(to0), λ
o
0, λ

o(to0)) + λo0
∂φ(t, xo(to0))

∂t

∣∣∣∣
t=to0

= 0(v)
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Orthogonalitätsbedingungen:

λo(tof )− λo0
∂φ(tof , x)

∂x

∣∣∣∣′
x=xo(tof )

=
n∑

i=1

ϑi
dψi(x)

dx

∣∣∣∣′
x=xo(tof )

,(vi)

λo(to0)− λo0
∂φ(to0, x)

∂x

∣∣∣∣′
x=xo(to0)

=
n∑

i=1

ϑi
dψi(x)

dx

∣∣∣∣′
x=xo(to0)

.(vii)

Die Bedingung (i) verlangt, dass die optimale Steuerung uo(t) die Hamilton-
funktion fast überall minimiert. Somit muss ein Kandidat für eine optimale
Steuerung eine Nullstelle der ersten Ableitung der Hamiltonfunktion sein.
Eine Steuerung, die sich auf einer Menge vom Maß Null von der optima-
len Steuerung unterscheidet, ist ebenfalls optimal. Die sogenannten Trans-
versalitätsbedingungen (iv) und (v) gelten nur, wenn die Endzeit und/oder
die Startzeit nicht gegeben sind. Ist die Endzeit bzw. die Startzeit bekannt,
muss eine optimale Lösung die entsprechende Transversalitätsbedingung (iv)
bzw. (v) nicht erfüllen. Die Orthogonalitätsbedingungen (vi) und (vii) wer-
den häufig gleichermaßen als Transversalitätsbedingungen bezeichnet. Ist ein
Zustand am End- und/oder Startzeitpunkt vollständig vorgegeben, so ist die
entsprechende Orthogonalitätsbedingung dennoch erfüllt.

Bemerkung 1.3.5 Es ist zu beachten, dass Satz (1.3.4) lediglich notwendige
Bedingungen liefert. Daher stellt ein Tupel (x(·), u(·), t0, tf )), welches die
Bedingungen des Problems erfüllt und es erlaubt, eine Lösung (λ, λ0) des
zugehörigen adjungierten Systems, die den Bedingungen des Satzes (1.3.4)
genügt, zu bestimmen, lediglich einen Kandidaten für eine optimale Lösung
dar. �

Bemerkung 1.3.6 (Entartete Probleme) Betrachte im Folgenden ein
Paar (λo, λo0), welches den Bedingungen von Satz (1.3.4) genügt. Dann erfüllt
das Paar (λ̂o, λ̂o0) mit λ̂o = αλo, λ̂o0 = αλo0, α > 0 ebenfalls die fraglichen Be-
dingungen. Man kann also stets λo0 = 1 setzen, sofern λo0 ̸= 0 gilt. Den Fall
λo0 = 0 bezeichnet man als entarteten Fall. �

Bemerkung 1.3.7 (Freie End- und/oder Startzustände) In vielen Op-
timalsteuerungsproblemen müssen der End- oder Startzustand keiner spezi-
ellen Beschränkung genügen, d.h. ein Teil der End- und Startzustände ist
frei. Dann folgt aus den Orthogonalitätsbedingungen (vi) bzw. (vii), dass
die zum freien Zustand xi zugehörige Adjungierte λi im Endpunkt bzw. im
Startpunkt den Wert Null annimmt. �
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Bemerkung 1.3.8 (Autonome Probleme) Ist ein autonomes Optimal-
steuerungsproblem gegeben, so kann man zeigen, dass die Hamiltonfunktion
entlang der Lösung konstant ist:

H(xo(t), uo(t), λo0, λ
o(t))) = const.

Dies liefert, dass das Tupel xo, uo, λo0, λ
o die Bedingung (i) des Satzes 1.3.4

erfüllt und (λo0, λ0) eine Lösung des zu (xo, uo) korrespondierenden adjun-
gierten Differenzialgleichungssystems ist. Daher kann man die Transversa-
litätsbedingungen in einem beliebigen Zeitpunkt t ∈ [t0, tf ] überprüfen bzw.
als notwendige Optimalitätsbedingung vorgeben. �

Bemerkung 1.3.9 (Beschränkungen an den End- und/oder Start-
zeitpunkt) Sei ein Optimalsteuerungsproblem mit veränderten Randbedin-
gungen der Form ψ(t0, tf , x(t0), x(tf )) = 0 gegeben. Wie bereits in Abschnitt
1.2 gesehen, lassen sich nichtautonome Probleme durch Einführung eines
zusätzlichen Zustands T mit

Ṫ = 1, T (t0) = t0

in ein äquivalentes autonomes Optimalsteuerungsproblem umwandeln. Es sei
angenommen, dass für den Endzeitpunkt eine oder mehrere solcher Randbe-
dingungen vorliegen. Man erhält die veränderte Hamiltonfunktion

H∗(T, x, u, λ0, λ, µ) := H(t, x, u, λ0, λ) + µ

= λ0 f0(T, x, u) + λ′ f(T, x, u) + µ

und die Differenzialgleichung

µ̇(t) = −∂H
∗(T, x(t), u(t), λ0, λ(t), µ(t))

∂T

∣∣∣∣
T=T (t)

muss an das adjungierte System angekoppelt werden. Die Orthogonalitätsbe-
dingung (vi) ändert sich zu

λo(tof )− λo0
∂φ(tof , x)

∂x

∣∣∣∣′
x=xo(tof )

=
n∑

i=1

ϑi

∂ψi(t
o
f , x)

∂x

∣∣∣∣′
x=xo(tof )

,

µo(tof )− λo0
∂φ(T, x)

∂T

∣∣∣∣′
T=tof

=
n∑

i=1

ϑi

∂ψi(T, x
o(tof ))

∂T

∣∣∣∣′
T=tof

,

wobei ϑi ein geeigneter Skalar sei. Diese Gleichungen zeigen, dass eine Pro-
blemtransformation trotz der Beschränkungen an den Endzeitpunkt nicht
notwendig ist. Stattdessen bietet es sich an, lediglich die Transversalitätsbe-
dingung (iv) zu modifizieren:

H(tof , x
o(tof ), u

o(tof ), λ
o
0, λ

o(tof )) + λo0
∂φ(t, xo(tof ))

∂t

∣∣∣∣
t=tof

+
n∑

i=1

ϑi

∂ψi(t, x
o(tof ))

∂t

∣∣∣∣′
t=tof

= 0
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Analog geht man vor, wenn solche Bedingungen für den Startzeitpunkt vor-
liegen. �

Nun sollen solche Probleme betrachtet werden, die unter Anderem auch
Bedingungen der Form (1.4) und (1.5) enthalten können. Als Resultat werden
für eine weite Klasse von Problemen notwendige Optimalitätsbedingungen
dargestellt. Dabei werden die Bedingungen meist mittels Multiplikatoren an
die Hamiltonfunktion angekoppelt und anschließend die notwendigen Bedin-
gungen mittels der veränderten Hamiltonfnktion hergeleitet. Es ist jedoch
stets zu bedenken, dass nicht alle Aussagen des Maximumprinzips hinsicht-
lich des Ankoppelns von Bedingungen an die Hamiltonfunktion bewiesen
sind.8

Es wird jeweils die spezielle Behandlung einer Klasse von Bedingungen
erörtert, sodass die Ergebnisse auch auf Probleme, die mehrere Formen dieser
Bedingungen enthalten, angewendet werden können. Die folgenden Arten von
Beschränkungen werden betrachtet:

(a) Zunächst werden solche Optimalsteuerungsprobleme, die Integralbedin-
gungen für Zustands- und/oder Steuerungsvariablen beinhalten, unter-
sucht: ∫ tf

t0

we(t, x(t), u(t))dt = w̄e,∫ tf

t0

wd(t, x(t), u(t))dt ≤ w̄d.

(b) Die Zustands- und/oder Steuerungsvariablen müssen auf dem gesamten
Intervall gewissen Gleichungsbedingungen genügen:

w(t, x(t), u(t)) = 0, t0 ≤ t ≤ tf .

(c) Einige der Zustandsvariablen müssen an bestimmten Punkten ti Glei-
chungsbedingungen erfüllen:

w(i)(ti, xi(ti)) = 0, t0 < t1 < · · · < ti < · · · < ts < tf .

Diese Punkte ti können sowohl gegeben als auch unbekannt sein.

(d) Die Zustands- und/oder Steuerungsvariablen dürfen auf dem gesamten
Intervall gewisse Ungleichungsbedingungen nicht verletzen:9

w(t, x(t), u(t)) ≤ 0, t0 ≤ t ≤ tf .

8Man vergleiche dazu [9].
9Diese Bedingungen entsprechen den Bedingungen (1.4) und (1.5) aus der Definition 1.2.1.
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Dabei seien sowohl we, wd, w und w(i) als auch deren partielle Ableitungen
nach t und x stetige Funktionen. In den Fällen (c) und (e) werden sogar
Ableitungen höherer Ordnung von w benötigt, wenn w nicht explizit von u
abhängig ist. Weiterhin seien w̄e und w̄d gegebene Vektoren und die Notation
α ≤ β (α, β Vektoren) ist komponentenweise zu verstehen.

Integralbedingungen:

Es sei ein Optimalsteuerungsproblem gegeben, welches Integralbedingungen
an die Zustands- und/oder Steuerungsvariablen beinhaltet. Zunächst be-
trachte man Integralbedingungen in Gleichungsform:∫ tf

t0

we(t, x(t), u(t))dt = w̄e. (1.12)

we ist dabei ein re-dimensionaler Vektor von Funktionen, deren erste Ab-
leitungen nach t und x stetig seien. Ferner sei w̄e ein gegebener Vektor.
Diese Bedingungen kann man durch Einführung eines Vektors zusätzlicher
Zustandsvariablen z ∈ re handhaben. Diese Variablen sind definiert durch

ż(t) = we(t, x(t), u(t)),

z(t0) = 0,

sodass (1.12) erfüllt ist, wenn z(tf ) = w̄e gilt. Die für das resultierende Pro-
blem zu erfüllenden notwendigen Bedingungen wurden bereits vorgestellt.
Analog können Optimalsteuerungsprobleme mit Integralbedingungen in Un-
gleichungsform ∫ tf

t0

wd(t, x(t), u(t))dt ≤ w̄d. (1.13)

transformiert werden. Gilt z(tf ) ≤ w̄d , dann ist die Ungleichung (1.13)
erfüllt.

Globale Gleichungsbedingungen:

Die folgenden Problemstellungen sind charakterisiert durch globale Glei-
chungsbeschränkungen an die Zustands- und/oder Steuerungsvariablen:

w(t, x(t), u(t)) = 0, t0 ≤ t ≤ tf ,

wobei sowohl die vektorwertige Funktion w als auch eine geeignete Anzahl
von Ableitungen nach t und x stetig seien.

Zunächst sei angenommen, dass jede Komponente von w explizit von
der Steuerung u abhängig ist. Dann kann man diese Bedingungen mittels
geeigneter Multiplikatoren an die Hamiltonfunktion ankoppeln

H∗(t, x, u, λ0, λ, µ) := H(t, x, u, λ0, λ) + µ′w(t, x, u)

und die vorigen Resultate auf die angepasste HamiltonfunktionH∗ anwenden.

Tritt derjenige Fall ein, dass eine oder mehrere Komponenten von w nicht
explizit von der Steuerung u abhängen, kann man das Problem auf die obige
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Situation zurückführen. Die Bedingung wi(t, x(t)) = 0, t0 ≤ t ≤ tf , im-
pliziert, dass jede totale Ableitung nach t identisch 0 sein muss. Setzt man
außerdem voraus, dass jede Zustandsvariable entweder direkt oder indirekt
von der Steuerung beeinflusst wird, existiert im Allgemeinen ein q ≥ 1, für
das gilt:

dqwi(t, x(t))

dtq
:= w∗

i (t, x(t), u(t)).

Sei νi der kleinste Wert von q, sodass die q-te Ableitung explizit von u
abhängt. Dann ist die Beschränkung wi = 0 äquivalent zu den νi + 1 Be-
dingungen

w∗
i (t, x(t), u(t)) = 0, t0 ≤ t ≤ tf ,

djwi(t, x(t), u(t))

dtj

∣∣∣∣
t=τ

= 0, j = 0, . . . , νi − 1, τ ∈ [t0, tf ].

Isolierte Gleichungsbedingungen:

Man betrachte ein Optimalsteuerungsproblem mit Gleichungsbedingungen
für die Zustandsvariablen, die an gewissen Zeitpunkten erfüllt sein müssen:

w(i)(ti, x(ti)) = 0, t0 < t1 < · · · < ti < · · · < ts < tf ,

wobei die Zeitpunkte ti, i = 1, . . . , s sowohl vorgegeben als auch unbekannt
sein können und die vektorwertige Funktion w(i) als auch deren Ableitungen
nach t und x stetig seien.

Für den Fall, dass solche Bedingungen auftreten, können die Hamilton-
funktion und die adjungierten Funktionen λ in den Zeitpunkten ti unstetig
sein, d.h. sie weisen in diesen Zeitpunkten Sprungstellen auf. Seien xo, uo op-
timal und λo0, λ

o die zugehörigen Lösungen des adjungierten Systems, sodass
die notwendigen Bedingungen erfüllt sind. Dann gilt für 1 ≤ i ≤ s:

lim
t→t−i

λo(t) = lim
t→t+i

λo(t) +
∂w(i)(ti, x)

∂x

∣∣∣∣′
x=xo(ti)

µ(i), (1.14)

mit einem geeignetem Vektor µ(i). Außerdem muss, sofern der Zeitpunkt ti
unbekannt ist, gelten:

lim
t→t−i

H(t, xo(t), uo(t), λo0, λ
o(t)) = lim

t→t+i

H(t, xo(t), uo(t), λo0, λ
o(t))

− ∂w(i)(t, xo(ti))

∂t

∣∣∣∣′
t=ti

µ(i).
(1.15)

Es hängt offensichtlich von der Funktion w(i) ab, ob die Hamiltonfunktion H
und die adjungierten Funktionen λ unstetig sind und Sprünge aufweisen.

Globale Ungleichungsbedingungen:

Im Folgenden werden Problemstellungen mit globalen Ungleichungsbeschrän-
kungen an die Zustands- und/oder Steuerungsvariablen untersucht. Diese
beinhalten also Bedingungen der Form

w(t, x(t), u(t)) ≤ 0, t0 ≤ t ≤ tf ,
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wobei wiederum sowohl die vektorwertige Funktion w als auch eine geeignete
Anzahl von Ableitungen dieser nach t und x stetig seien.

Man gehe zunächst davon aus, dass jede der r Komponenten von w expli-
zit von der Steuerung u abhängt. Dann ist es möglich, diese Beschränkungen
durch geeignete Multiplikatoren µ an die Hamiltonfunktion anzukoppeln:

H∗(t, x, u, λ0, λ, µ) := H(t, x, u, λ0, λ, µ) + µ′w(t, x, u).

Dabei müssen die Multiplikatoren den folgenden Bedingungen genügen:

µi

{
≥ 0, falls wi(t, x, u) = 0,

= 0, falls wi(t, x, u) < 0.

Anschließend können wiederum alle früheren Resultate auf die reformulierte
Hamiltonfunktion H∗ angewendet werden.

Nun seien eine oder mehrere Komponenten von w nicht explizit von der
Steuerung abhängig. Zunächst löst man das Optimalsteuerungsproblem ohne
die Beschränkung. Verletzt die Lösung diese, so lässt sich dieser Fall wieder-
um auf den obigen Fall zurückführen. Da dann die Bedingung wi(t, x(t)) = 0
auf einem gewissen Zeitintervall erfüllt sein muss, sind alle totalen Zeitablei-
tungen dieser Funktion auf diesem Intervall identisch 0. Analog zur Vorge-
hensweise bei globalen Gleichungsbedingungen erhält man, dass die Bedin-
gung wi(t, x(t)) = 0, t0 ≤ ti,j ≤ t ≤ ti,j+1 ≤ tf äquivalent zu den νi + 1
Bedingungen

w∗
i (t, x(t), u(t)) ≤ 0, ti,j ≤ t ≤ ti,j+1,

dkwi(t, x(t), u(t))

dtk

∣∣∣∣
t=ti,j

= 0, k = 0, . . . , νi − 1,

ist. Die erste Bedingung erlaubt den Fall, dass die Ungleichung wi ≤ 0 nach
dem Zeitpunkt ti,j+1 nicht mehr mit Gleichheit erfüllt ist, während die rest-
lichen νi Bedingungen Unstetigkeiten der Hamiltonfunktion H und/oder der
adjungierten Variablen λ nach sich ziehen können.

Singuläre Teilstücke:

Oftmals ist in Optimalsteuerungsproblemen die Hamiltonfunktion linear in
der Steuerung u, sodass diese die folgende Form hat:

H(t, x, u, λ0, λ) = α′(t, x, λ0, λ)u+ β(t, x, λ0, λ). (1.16)

Dann kann derjenige Fall eintreten, dass ein λ∗0 ≥ 0 sowie ein Paar von
Funktionen (x∗, λ∗) korrespondierend zu einer gegebenen Steuerung u∗ exis-
tieren, sodass eine oder mehrere Komponenten von α in einem Zeitintervall
t ∈ [t1, t2], t1 < t2, gleich 0 sind. Dabei ist das Funktionenpaar (x∗, λ∗) eine
Lösung der Gleichungen

ẋ(t) = f(t, x(t), u∗(t)),

λ̇(t) = − ∂H(t, x, u∗(t), λ∗0, λ(t))

∂x

∣∣∣∣′
x=x∗(t)

.
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In einem solchen Intervall wird die Zustandstrajektorie als singuläres Teilstück
bezeichnet. Sofern auf einem Intervall [t1, t2] ein singuläres Teilstück existiert,
wird das Paar (x∗, u∗) als singuläre Lösung bezeichnet.

Eine singuläre Lösung muss die Bedingungen des folgenden Satzes (1.3.10)
erfüllen, damit diese singuläre Lösung ein Teil einer Lösung eines Opti-
malsteuerungsproblems sein kann. Dieser Satz stellt gewisse Anforderun-
gen an die Differenzierbarkeit der Funktionen α und β. Ferner bezeichne
α(i)(t, x(t), λ0, λ(t), u(t)), i = 0, 1, 2, . . ., die i-te totale Zeitableitung von α:

α(1)(t, x(t), λ0, λ(t), u) =
∂α(t, x, λ0, λ)

∂t

∣∣∣∣
x=x(t),λ=λ(t)

+
∂α(t, x, λ0, λ(t))

∂x

∣∣∣∣
x=x(t)

f(t, x(t), u)

− ∂α(t, x(t), λ0, λ)

∂λ

∣∣∣∣
λ=λ(t)

∂H(t, x, u, λ0, λ(t))

∂x

∣∣∣∣′
x=x(t)

.

Satz 1.3.10 Seien die zu einem gegebenen Problem gehörige Hamiltonfunk-
tion von der Form (1.16) und (uo(·), xo(·)) ein optimales Paar. Außerdem
existiere eine Lösung λo0, λ

o(·) des adjungierten Differenzialgleichungssystems.
Eine notwendige Bedingung dafür, dass das Paar (uo(·), xo(·)) auf dem In-
tervall [t1, t2] eine singuläre Lösung enthält, ist:

dkα(t, xo(t), λo0, λ
o(t))

dtk
= 0, k = 0, 1, 2, . . . , t ∈ [t1, t2],(i)

∂α(l)(t, xo(t), λo0, λ
o(t), u)

∂u
= 0, l = 1, 3, 5, . . . , t ∈ [t1, t2],(ii)

(−1)m
∂α(2m)(t, xo(t), λo0, λ

o(t), u)

∂u
≥ 0, m = 1, 2, 3, . . . , t ∈ [t1, t2].(iii)

Sei m̄ die kleinste Zahl m, für die die Bedingung (iii) mit echter Ungleichheit
erfüllt ist. Dann kann der Test der obigen Bedingungen bei k̄ = 2m̄, l̄ =
2m̄− 1, m̄ abgebrochen werden.
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Kapitel 2

Implementierung der
Mehrzielmethode1

Eine einfache Methode zur Lösung von Randwertproblemen ist die sogenann-
te Mehrzielmethode2. Im folgenden Abschnitt wird zunächst das Einfach-
schießverfahren sowie anschließend das Mehrfachschießverfahren vorgestellt.
Da die Anwendung des Maximumprinzips auch auf sogenannte Mehrpunkt-
randwertprobleme führen kann, wird die Mehrzielmethode dahingehend er-
weitert, dass auch Randwertprobleme mit Schaltpunkten und -bedingungen,
unbekannten Konstanten sowie Sprüngen der adjungierten Variablen gelöst
werden können.

Man betrachte ein allgemeines Randwertproblem für n gesuchte Funktio-
nen yi(x), i = 1, . . . , n

y′ = f(x, y), r(y(a), y(b)) = 0, y = (y1, . . . , yn)
T , (2.1)

wobei f(x, y) und r(u, v) Vektoren von n Funktionen sind. Nun versucht
man, einen Startvektor s ∈ Rn für das Anfangswertproblem

y′ = f(x, y), y(a) = s, (2.2)

zu finden, sodass die Lösung y(x) = y(x, s) die Randbedingungen

r(y(a, s), y(b, s)) ≡ r(s, y(b, s)) = 0

erfüllt. Man sucht also eine Nullstelle s = (σ1, . . . , σn)
T der Gleichung

F (s) = r(s, y(b, s)).

Für jedes s lässt sich F (s) durch Lösen des Anfangswertproblems (2.2) be-
stimmen. Im Allgemeinen verwendet man für die Berechnungen einer neuen
Näherungslösung s(i+1) das allgemeine Newton-Verfahren

s(i+1) = s(i) −DF (s(i))−1F (s(i)).

1Vergleiche zum einfachen Schießverfahren als auch zur Mehrzielmethode bspw. [18], [16]
und [11].

2Auch als Mehrfachschießverfahren oder Multiple Shooting Method bezeichnet.
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In jedem Iterationsschritt sind also F (s(i)), die Funktionalmatrix

DF (s(i)) =
∂Fj

∂σk

∣∣∣∣
s=s(i)

sowie die Lösung d(i) := s(i) − s(i+1) des linearen Gleichungssystems

DF (s(i))d(i) = F (s(i))

zu berechnen.3

Beim einfachen Schießverfahren können allerdings einige Schwierigkeiten
auftreten:

(a) Die Lösung von y′ = f(x, y), y(a) = s kann sehr empfindlich von s
abhängen. Für b ≫ a kann eine Ungenauigkeit im Anfangswert erheb-
liche Abweichungen in y(b, s) bedeuten.

(b) Meist besitzt f zwar partielle Ableitungen nach y, aber ∥Dyf(x, y)∥
ist auf [a, b] × Rn unbeschränkt. Dies bedeutet, dass die Lösung des
Anfangswertproblems y′ = f(x, y), y(x0) = s nur noch in einer gewis-
sen Umgebung von x0, deren Größe von s abhängt, definiert ist. Damit
existieren unter Umständen y(a, x0, s) und y(b, x0, s) nur für die Werte
s aus einer kleinen Menge M . Wählt man nun ein s(0), von dem man
in der Regel nicht weiß, ob dieses in der Menge M liegt, so bricht das
einfache Schießverfahren zusammen.

Um diese Probleme zu umgehen, verwendet man stattdessen die Mehrzielme-
thode, deren Idee darin besteht, das Intervall [a, b] in (m − 1) Teilintervalle
zu zerlegen und daraufhin das einfache Schießverfahren auf alle Teilintervalle
anzuwenden. Es sei also eine Zerlegung a = x1 < · · · < xm = b sowie Start-
werte s1, . . . , sm, si ∈ Rn, i = 1, . . . ,m gegeben. Anschließend löst man die
Anfangswertprobleme

y′ = f(x, y), y(xk) = sk, k = 1, . . . ,m− 1, (2.3)

und bestimmt die sk, k = 1, . . . ,m − 1 so, dass die aus den Lösungen
y(x, xk, sk), k = 1, . . . ,m − 1 der Anfangswertprobleme zusammengesetz-
te Funktion

y(x, s) =

{
y(x, xi, si), für x ∈ [xi, xi+1]

sm, für x = b

stetig ist. Dies führt auf die folgenden n×m Bedingungen

y(xi+1, xi, si) = si+1, i = 1, . . . ,m− 1,

r(s1, sm) = 0.

3Auf die Berechnung der Funktionalmatrix wird bei der Vorstellung der Mehrzielmethode
und auf die Lösung des linearen Gleichungssystems in 2.3 genauer eingegangen.
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Man erhält also ein nichtlineares Gleichungssystem für s =
(
sT1 , . . . , s

T
m

)T
der

Form

F (s) :=


F1(s1, s2)
F2(s2, s3)

...
Fm−1(sm−1, sm)
Fm(s1, sm)

 :=


y(x2, x1, s1)− s2
y(x3, x2, s2)− s3

...
y(xm, xm−1, sm−1)− sm

r(s1, sm)

 = 0. (2.4)

Dieses Gleichungssystem kann analog zum einfachen Schießverfahren wieder
mit dem Newtonverfahren

s(i+1) = s(i) −DF (s(i))−1F (s(i)) (2.5)

iterativ gelöst werden. Dazu müssen wiederum in jedem Iterationsschritt
F (s(i)), DF (s(i)) sowie die Lösung d(i) := s(i) − s(i+1) des Gleichungssys-
tems DF (s(i))d(i) = F (s(i)) bestimmt werden. Den Vektor F (s) erhält man
durch Bestimmung der Werte y(xk+1, xk, sk), k = 1, . . . ,m − 1, welche die
Lösungen der (m−1) Anfangswertprobleme (2.3) sind. Die Funktionalmatrix
DF (s) = DskFi(s)|i,k=1,...,m hat wegen der Struktur der Fi (2.4) die Gestalt

DF (s) =


G1 −I 0 · · · 0

0 G2 −I . . .
...

...
. . . . . . . . . 0

0 · · · 0 Gm−1 −I
A 0 · · · 0 B


mit den n× n Funktionalmatrizen A,B,Gk, k = 1, . . . ,m− 1

Gk := DskFk(sk, sk+1) = Dsky(xk+1, xk, sk), k = 1, . . . ,m− 1,

A := Ds1Fm(s1, sm) = Ds1r(s1, sm),

B := DsmFm(s1, sm) = Dsmr(s1, sm).

Dies reicht allerdings nicht aus, um aus dem Maximumprinzip folgende Rand-
wertprobleme zu lösen, da diese weitere Elemente enthalten können. Dies sind
im Einzelnen:

• Schaltpunkte spk, k = 1, . . . , α

• Schaltbedingungen sbk, k = 1, . . . , β

• Sprünge juk, k = 1, . . . , γ

• Konstanten ck, k = 1, . . . , δ.

Sobald ein Optimalsteuerungsproblem Schaltpunkte enthält, können Schalt-
bedingungen, die analog zu den Anfangs- und Endbedingungen mit Gleich-
heit erfüllt sein müssen, auftreten. Die adjungierten Variablen können in
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den Schaltpunkten Unstetigkeiten, die sogenannten Sprünge, aufweisen. Die-
se Sprünge implizieren keine zusätzlichen Bedingungen, sondern müssen le-
diglich am entsprechenden Schaltpunkt ausgeführt werden. Allerdings ist im
Allgemeinen die Größe des Sprunges unbekannt, sodass diese als konstan-
te Größe in das zu lösende Randwertproblem integriert und die Größe des
Sprungs bestimmt werden muss.

Nun sollen die daraus resultierenden Änderungen für die zu erfüllenden
Bedingungen untersucht werden. Bisher enthielt der Vektor F (s) n×m Be-
dingungen und zwar im Einzelnen n × (m − 1) Stetigkeitsbedingungen an
den Intervallgrenzen sowie m Randbedingungen. Nun enthält das Problem
aber zusätzlich β Schaltbedingungen, welche den Randbedingungen hinzu-
gefügt werden. Analog zum Mehrfachschießverfahren sei y(x, s) die aus den
Lösungen y(x, xk, sk, sp, c), k = 1, . . . ,m− 1 der Anfangswertprobleme

y′ = f(x, y, c), y(xk) = sk, k = 1, . . . ,m− 1

zusammengesetzte Funktion. Man beachte, dass bei der Lösung der Anfangs-
wertprobleme nun Konstanten ci, i = 1, . . . , δ und Schaltpunkte spi, i =
1, . . . , α zu berücksichtigen sind. Enthält das zu lösende Anfangswertpro-
blem einen Schaltpunkt, müssen die Steuerung an diesem umgeschaltet und
eventuelle Sprungbedingungen ausgeführt werden. Für den Vektor der Rand-
und Schaltbedingungen ergibt sich:

r(y(a), y(b),y(sp1), . . . , y(spα), sp, c)

= r(y(a, s), y(b, s), y(sp1, s), . . . , y(spα, s), sp, c)

= r(s, sp, c)

=: Fm(s, sp, c).

Da dem System α Schaltpunkte und δ Konstanten hinzugefügt wurden,
benötigt man in der Regel n + α + δ Bedingungen4, um das System ein-
deutig lösen zu können. Man hat folglich ein nichtlineares Gleichungssystem
für s = (s1, . . . , sm)

T , sp ∈ Rα und c ∈ Rδ der Form

F (s, sp, c) :=


F1(s1, s2, sp, c)
F2(s2, s3, sp, c)

...
Fm−1(sm−1, sm, sp, c)

Fm(s, sp, c)



:=


y(x2, x1, s1, sp, c)− s2
y(x3, x2, s2, sp, c)− s3

...
y(xm, xm−1, sm−1, sp, c)− sm

r(s, sp, c)

 = 0

(2.6)

mit F (s, sp, c) ∈ Rm·n+α+δ zu lösen.

4Statt lediglich n Randbedingungen.
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Bei der Anpassung der Mehrzielmethode, sodass auch Mehrpunktrand-
wertprobleme gelöst werden können, verändern sich ebenfalls die Gestalt so-
wie die Dimension der Funktionalmatrix DF :

DF (s, sp, c) =


G1 −I 0 · · · 0 H1 N1

0 G2 −I . . .
...

...
...

...
. . . . . . . . . 0

...
...

0 · · · 0 Gm−1 −I Hm−1 Nm−1

L1 · · · · · · · · · Lm M P

 .

Dabei ist DF (s, sp, c) eine (n ·m+ α + δ)-dimensionale quadratische Funk-
tionalmatrix mit den Funktionalmatrizen

Gk := DskFk(sk, sk+1, sp, c) = Dsky(xk+1, xk, sk, sp, c), k = 1, . . . ,m− 1,

Lk := DskFm(s, sp, c) = Dskr(s, sp, c), k = 1, . . . ,m,

Hk := DspFk(sk, sk+1, sp, c) = Dspy(xk+1, xk, sk, sp, c), k = 1, . . . ,m− 1,

M := DspFm(s, sp, c) = Dspr(s, sp, c),

Nk := DcFk(sk, sk+1, sp, c) = Dcy(xk+1, xk, sk, sp, c), k = 1, . . . ,m− 1,

P := DcFm(s, sp, c) = Dcr(s, sp, c),

die die folgenden Dimensionen besitzen

Gk ∈Mat(n, n),

Lk ∈Mat(n+ α+ δ, n),

Hk ∈Mat(n, α),

M ∈Mat(n+ α+ δ, α),

Nk ∈Mat(n, δ),

P ∈Mat(n+ α+ δ, δ).

Es sind demnach in jeder Iteration der Vektor F (s(i), sp(i), c(i)), die Funktio-
nalmatrix DF (s(i), sp(i), c(i)) sowie die Lösung

d(i) =

 s(i) − s(i+1)

sp(i) − sp(i+1)

c(i) − c(i+1)


des Gleichungssystems

DF (s(i), sp(i), c(i)) · d(i) = F (s(i), sp(i), c(i))

zu bestimmen. Dabei müssen für F (s(i), sp(i), c(i)) die m−1 Anfangswertpro-
bleme

y′ = f(x, y, sp, c), y(xk) = sk, k = 1, . . . ,m− 1,

mit den Lösungen y(xk+1, xk, sk, sp, c), k = 1, . . . ,m − 1, gelöst, sowie die
Rand- und Schaltbedingungen ausgewertet werden. Auf die Bestimmung der
Ableitungen und damit die Berechnung der Matrix DF (s(i), sp(i), c(i)) wird
im Abschnitt 2.1.1 genauer eingegangen. Der Abschnitt 2.2 behandelt die
verschiedenen zur Auswahl stehenden Anfangswertproblemlöser, während die
Lösung des in jeder Iteration zu lösenden Gleichungssystems, wie bereits
erwähnt, in Abschnitt 2.3 betrachtet wird.
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2.1 Das Newton-Verfahren

2.1.1 Bestimmung der Ableitungen

Um die Ableitungen für die Funktionalmatrix DF (s, sp, c) zu bestimmen,
werden die einzelnen Funktionalmatrizen durch Differenzenquotienten er-
setzt. Am Beispiel der Funktionalmatrizen Gk(sk, sk+1, sp, c) führt die Bil-
dung des Differenzenquotienten auf

Gk(sk, sk+1, sp, c) := DskFk(sk, sk+1, sp, c) ≈ ∆Fk(sk, sk+1, sp, c)

= (∆1Fk(sk, sk+1, sp, c), . . . ,∆nFk(sk, sk+1, sp, c)),

k = 1, . . . ,m− 1,

mit

∆jFk(sk, sk+1, sp, c) =
Fk(sk +∆σkj · ej, sk+1, sp, c)− Fk(sk, sk+1, sp, c)

∆σkj
,

wobei σkj die j-te Komponente von sk und ej ∈ Rn der j-te Einheitsvektor
seien. Für jede Matrix Gk(sk, sk+1, sp, c) müssen dazu weitere n Anfangswert-
probleme

y′ = f(x, y, sp, c), y(xk) = (sk +∆σkj · ej), j = 1, . . . , n,

gelöst werden, um die Werte Fk(sk+∆σkj ·ej, sk+1, sp, c) zu erhalten, während
die Werte Fk(sk, sk+1, sp, c) bereits aus der Berechnung von F (s, sp, c) be-
kannt sind. Man hat also in jedem Iterationsschritt zu den n bereits gelösten
weitere n · (m− 1) Anfangswertprobleme zu lösen.

Für die Berechnung der weiteren Funktionalmatrizen werden die folgen-
den Differenzenquotienten verwendet:

Lk, k = 1, . . . ,m

Für die Berechnung der Lk ist es nicht nötig, weitere Anfangswertprobleme
zu lösen. Die benötigten Lösungen der Anfangswertprobleme mit gestörten
Startwerten fallen bei der Bestimmung der Matrizen Gk ab. Diese Lösungen
werden bei der Berechnung der Matrizen Gk, k = 1, . . . ,m − 1 gespeichert
und können nun in die Rand- und Schaltbedingungen eingesetzt werden. Die
Differenzenquotienten werden durch Auswertung der Rand- und Schaltbe-
dingungen bestimmt.

Lk = DskFm(s, sp, c) ≈ ∆Fm(s, sp, c)

= (∆1Fm(s, sp, c), . . . ,∆nFm(s, sp, c)),

k = 1, . . . ,m,

mit

∆jFm(s, sp, c) =

Fm(s1, . . . , sk−1, sk +∆σkj · ej, sk+1, . . . , sm, sp, c)− Fm(s, sp, c)

∆σkj
,
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wobei σkj die j-te Komponente von sk und ej ∈ Rn der j-te Einheitsvektor
seien.

Hk, k = 1, . . . ,m− 1, und M

Die Matrix Hk, k ∈ {1, . . . ,m} beschreibt den Einfluss einer Änderung der
Schaltpunkte auf den Endwert y(xk+1) des k-ten Zeitintervalls [xk, xk+1].
Sofern der j-te Schaltpunkt spj, j ∈ {1, . . . , α} nicht im k-ten Teilintervall
liegt, ist die j-te Spalte der Matrix Hk identisch Null. Demzufolge ist die
Matrix Hk genau dann die Nullmatrix, wenn das k-te Teilintervall überhaupt
keinen Schaltpunkt enthält. Man hat somit genau die α Anfangswertprobleme
zu lösen, bei denen im k-ten Teilintervall für den oder die Schaltpunkte spj
gilt: spj ∈ [xk, xk+1]. Für die Bestimmung der FunktionalmatrixM kann man
analog zu den vorhergehenden Berechnungen erneut die bereits ermittelten
Lösungen aus der Berechnung der Matrizen Hk verwenden. Die Matrix M
beschreibt den Einfluss einer Änderung der Schaltpunkte auf die Rand- und
Schaltbedingungen. Im Folgenden sei ej ∈ Rα der j-te Einheitsvektor.

Hk = DspFk(sk, sk+1, sp, c) ≈ ∆Fk(sk, sk+1, sp, c)

= (∆1Fk(sk, sk+1, sp, c), . . . ,∆αFk(sk, sk+1, sp, c)),

k = 1, . . . ,m− 1,

mit

∆jFk(sk, sk+1, sp, c) =
Fk(sk, sk+1, sp+∆spj · ej, c)− Fk(sk, sk+1, sp, c)

∆spj
,

sowie

M = DspFm(s, sp, c) ≈ ∆Fm(s, sp, c)

= (∆1Fm(s, sp, c), . . . ,∆αFm(s, sp, c))

mit

∆jFm(s, sp, c) =
Fm(s, sp+∆spj · ej, c)− Fm(s, sp, c)

∆spj
.

Nk, k = 1, . . . ,m− 1, und P

Bei der Bestimmung der Differenzenquotienten für die Funktionalmatrizen
Nk, k = 1, . . . ,m − 1 und P ist zwischen zwei Arten von Konstanten zu
unterscheiden:

1. Sprungkonstante cj, j ∈ {1, . . . , δ}
In diesem Fall taucht die Konstante lediglich in einer Sprungbedingung,
die am Schaltpunkt spi, i ∈ {1, . . . , α} ausgeführt werden muss, auf.
Dies bedeutet, dass für diese Konstante in demjenigen Teilintervall k
ein Anfangswertproblem gelöst werden muss, das den entsprechenden
Schaltpunkt beinhaltet. Die Einträge der j-ten Spalten der Matrizen
Nl, l = 1, . . . ,m − 1, l ̸= k sind dementsprechend ebenso identisch
Null wie die j-te Spalte der Matrix P .
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2. “Konstante Differenzialgleichungen“
Diese Konstanten werden eingeführt, wenn die rechte Seite einer oder
mehrerer Differenzialgleichungen identisch Null und damit die Lösung
dieser eine Konstante ist. Dies hat, wie bereits erwähnt, den Vor-
teil, dass die Dimension der zu lösenden Differenzialgleichungssyste-
me und damit auch die Rechenzeit verringert wird. Diese Konstante
cj, j ∈ {1, . . . , δ} tritt nun, sofern sie nicht unabhängig vom übrigen
System ist, bei mindestens einer der anderen Differenzialgleichungen in
der rechten Seite oder aber in der Steuerung auf. Hier muss in jedem
Teilintervall k, k = 1, . . . ,m − 1 ein Anfangswertproblem gelöst wer-
den. Die bestimmten Lösungen können auch hier zur Berechnung der
j-ten Spalte der Matrix P verwendet werden.

Diese Unterscheidung wird vom Programm vorgenommen, damit gegebenen-
falls die Anzahl der zu lösenden Anfangswertprobleme reduzieren werden
kann, um somit Rechenzeit einzusparen. Im günstigsten Fall5 sind folglich
lediglich δ zusätzliche Anfangswertprobleme zu lösen, währenddessen es im
schlechtesten Fall6 δ · (m − 1) sind. Im Folgenden sei ej ∈ Rδ der j-te Ein-
heitsvektor.

Nk = DcFk(sk, sk+1, sp, c) ≈ ∆Fk(sk, sk+1, sp, c)

= (∆1Fk(sk, sk+1, sp, c), . . . ,∆δFk(sk, sk+1, sp, c)),

k = 1, . . . ,m− 1,

mit

∆jFk(sk, sk+1, sp, c) =
Fk(sk, sk+1, sp, c+∆cj · ej)− Fk(sk, sk+1, sp, c)

∆cj
,

sowie

P = DcFm(s, sp, c) ≈ ∆Fm(s, sp, c)

= (∆1Fm(s, sp, c), . . . ,∆δFm(s, sp, c))

mit

∆jFm(s, sp, c) =
Fm(s, sp, c+∆cj · ej)− Fm(s, sp, c)

∆cj
.

Folglich sind insgesamt in jedem Iterationsschritt des Newtonverfahrens für
die Berechnung von F (s, sp, c) und DF (s, sp, c) mindestens n ·m+α+ δ und
maximal n ·m+ α + δ · (m− 1) Anfangswertprobleme zu lösen.

Bei der Bestimmung der Ableitung DF (η(i)) mit η := (s, sp, c)T durch
einen Differenzenquotienten ∆F (η(i))

∆F (η(i)) :=
F (η(i) +∆η(i))− F (η(i))

∆η(i)

5Alle Konstanten gehören zu Fall 1.
6Alle Konstanten gehören zu Fall 2.
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ist ∆η(i) ”genügend klein“ zu wählen.7 Wird ∆η(i) zu groß gewählt, ist
∆F (η(i)) nur eine schlechte Approximation für DF (η(i)) und das Verfah-
ren konvergiert dann wesentlich schlechter oder überhaupt nicht. Wählt man
dagegen ∆η(i) zu klein, tritt bei der Subtraktion F (η(i) + ∆η(i)) − F (η(i))
Auslöschung auf, da F (η(i) + ∆η(i)) ≈ F (η(i)) gilt. Dies hat zur Folge, dass
selbst kleine Fehler bei der Berechnung von F (η(i)) und F (η(i) + ∆η(i))
große Auswirkungen auf den Differenzenquotienten ∆F (η(i)) haben und die-
sen somit stark verfälschen. Daher ist die Lösung der Anfangswertproble-
me möglichst genau vorzunehmen.8 Wird ∆η(i) so gewählt, dass F (η(i)) und
F (η(i) +∆η(i)) bei t-stelliger Rechnung die ersten t/2 Stellen gemeinsam ha-
ben, sind die Auswirkungen der Auslöschung noch erträglich. Dies ist im
Allgemeinen bei der Wahl

∆η(i) =
√
eps · η(i)

der Fall, wobei eps die Maschinengenauigkeit ist. Bei der Programmierung
in C++ mit doppelter Genauigkeit gilt dabei eps ≈ 2.220446049 · 10−16, also√
eps ≈ 1.490116119 · 10−8. Damit ∆η(i) nicht zu klein gewählt wird, führt

man eine untere Schranke ∆η(i) ≥ √
eps ein. Insgesamt wird ∆η(i) also nach

folgender Vorschrift bestimmt

∆η(i) =

{√
eps · η(i), falls

∣∣η(i)∣∣ ≥ 1
√
eps, sonst

.

2.1.2 Dämpfung des Newton-Verfahrens

Da die in einer Iteration des Newtonverfahrens durch das Lösen des linearen
Gleichungssystems bestimmte Änderung der Lösung d(i)9 zu groß ausfallen
können, wird ein sogenannter Relaxationsfaktor λ ∈ (0, 1] bestimmt und
anschließend auf der Grundlage von verschiedenen Testfunktionen entschie-
den, ob dieser Faktor akzeptiert wird oder gegebenenfalls verkleinert werden
muss. Diese Vorgehensweise wurde im vorliegenden Programm größtenteils
aus dem Fortran-Programm BNDSCO10 übernommen.

Der Relaxationsfaktor λ(i) berechnet sich in der i-ten Iteration folgender-
maßen

µ(i) :=
∥d(i)∥2

∥d(i) − d̂(i)∥2
λ(i−1) mit d̂(i) := (DF (i−1))−1F (i),

λ(i) :=

{
1, falls µ(i) ≥ 0.7

µ(i), sonst
.

7Die Ausführungen zur Wahl von ∆η(i) stammen aus [18] S.192 und wurden durch eine
untere Schranke erweitert.

8Vergleiche dazu Abschnitt 2.2.
9Im folgenden als Newtonschritt bezeichnet.
10Siehe [11] S.30f.
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Die Formel für den gedämpften Newtonschritt lautet wie folgt:

η(i+1) − η(i) = λ(i) · d(i) = λ(i) · (DF (i))−1F (i),

wobei ηi die Lösung, DF
(i) die Jacobimatrix und F (i) die rechte Seite des zu

lösenden nichtlinearen Gleichungssystems jeweils in der i-ten Iteration des
Newtonverfahrens sind.

Nach der Bestimmung des Relaxationsfaktors werden die Größen

η(i+1) = η(i) + λid
(i),

d̂(i+1) = (DF (i))−1F (i+1)

berechnet und die ”Güte”von λi anhand der drei folgenden Testfunktionen
beurteilt:

T1(F (η), d) := ∥F (η)∥22,

T2(F (η), d) := ∥d1∥22 +
m−1∑
j=1

∥Fj(η)∥22,

T3(F (η), d) := ∥d∥22.

Dabei sind d1 die ersten n Komponenten des Vektors d. Der Dämpfungsfaktor
wird nur dann akzeptiert, wenn für mindestens eine der Testfunktionen die
Ungleichung

Ti(F (η
(i+1)), d̂(i+1)) ≤ Ti(F (η

(i)), d(i)), i ∈ {1, 2, 3},

erfüllt ist. Anderenfalls wird so lange λi halbiert, bis mindestens eine der
Ungleichungen erfüllt ist. Dabei darf λi aber nicht kleiner als 0.01 werden,
um sicherzustellen, dass der Newtonschritt nicht beliebig klein werden kann.

Bemerkung 2.1.1 Unterschreitet der Relaxationsfaktor λi die vorgegebene
untere Schranke 0.01, ohne dass für mindestens eine der drei Testfunktio-
nen die Ungleichung erfüllt ist, so wird eine Warnmeldung ausgegeben, die
Mehrzielmethode jedoch mit dem nicht akzeptierten Schritt fortgesetzt. �

2.1.3 Die Broydenapproximation11

Wie bereits erwähnt wurde, ist die Berechnung der Funktionalmatrix DF
aufgrund der zu lösenden Anfangswertprobleme sehr aufwendig. Um den
benötigten Rechenaufwand zu senken, gibt es verschiedene Methoden, eine
Approximation der Funktionalmatrix DF zu bestimmen. Eine Möglichkeit
besteht darin, die Matrix über die sogenannten Rang-1-Updates12 von Broy-
den zu approximieren.

11Die Ausführungen zur Broydenapproximation orientieren sich an [2] S.58ff sowie S.81ff
und [13] Kapitel 9. Für eine ausführlichere Darstellung vergleiche man vor allem [2].

12Diese Update-Formeln werden Rang-1-Updates genannt, da für eine Matrix A und die
mittels einer Updateformel approximierte Matrix A′ folgendes gilt: rang(A′ −A) ≤ 1.
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Man betrachtet das Newtonverfahren

DF (x(k))δx(k) = −F (x(k)),
x(k+1) = x(k) + λδx(k).

Im Folgenden bezeichne DF (k) = DF (x(k)) die Jacobimatrix bzw. eine Nähe-
rung dieser und F (k) = F (x(k)) die rechte Seite des zu lösenden linearen
Gleichungssystems in der k-ten Iteration des Newtonverfahrens. Die Jaco-
bimatrix DF (k+1) soll nun approximativ bestimmt werden. Aufgrund der
Taylorentwicklung von F im Entwicklungspunkt x(k+1) fordert man, dass die
sogenannte Quasi-Newton-Bedingung (2.7) erfüllt sei:

DF (k+1)δx(k) = F (k+1) − F (k). (2.7)

Bis auf DF (k+1) sind alle Daten bekannt. Weiterhin verlangt man, dass sich
DF (k+1) und DF (k) in Richtungen senkrecht zu δx(k) nicht unterscheiden:

(DF (k+1) −DF (k))v = 0, ∀v ⊥ δx(k).

Somit muss DF (k+1) die folgende Darstellung besitzen:

DF (k+1) = DF (k) +
u(δx(k))T

∥δx(k)∥22
.

Aus der Quasi-Newton-Bedingung (2.7)

DF (k+1)δx(k) = DF (k)δx(k) + u = F (k+1) − F (k)

folgt dann:
u = F (k+1) − F (k) −DF (k)δx(k).

Damit erhält man die Updateformel für das
”
gute”Broyden-Update:

DF (k+1) = DF (k) +
(F (k+1) − F (k) −DF (k)δx(k))(δx(k))T

∥δx(k)∥22

oder vereinfacht

DF (k+1) = DF (k)

(
I +

δx(k+1)(δx(k))T

∥δx(k)∥22

)

mit

δx(k+1) := −(DF (k))−1F (k+1) = d̂(k+1).

Mittels der Sherman-Morrison-Formel erhält man die inverse Matrix:

(DF (k+1))−1 =

(
I +

δx(k+1)(δx(k))T

∥δx(k)∥22 − (δx(k))T δx(k+1)

)
(DF (k))−1.
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Berechnet man ein Update der inversen Matrix (DF (k))−1 statt der Matrix
DF (k), hat dies den Vorteil, dass zusätzlich zur schnelleren Berechnung der
Funktionalmatrix auch die Lösung des linearen Gleichungssystems entfällt.
Es muss lediglich eine Matrix-Vektor-Multiplikation durchgeführt werden,
um δx(k+1) = −(DF (k+1))−1F (k+1) zu bestimmen.

Es gibt noch weitere Rang-1-Updateformeln. Eine davon ist die sogenann-
te “schlechte”Broydenapproximation.13 Diese liefert dabei in der Theorie eine
genauso gute Näherung wie die ”gute” Broydenapproximation. Dabei wird
erneut ein Update der inversen Jacobimatrix (DF (k))−1 bestimmt:

(DF (k+1))−1 = (DF (k))−1

(
I − F (k+1)δF (k+1)

∥δF (k+1)∥22

)
mit

δF (k+1) = F (k+1) − F (k).

Ersetzt man im Newton-Verfahren die Jacobimatrix durch eine Broyden-
approximation, so konvergiert das Verfahren unter geeigneten Voraussetzun-
gen an F und die Schrittweitenwahl immer noch superlinear gegen eine Null-
stelle x∗ von F , d.h.

lim
x→∞

∥x(k+1) − x∗∥
∥x(k) − x∗∥

= 0.

Ein Nutzer des vorliegenden Programms kann entscheiden, ob und falls
ja, die

”
gute”oder die “schlechte”Broydenapproximation angewendet wird.

Allerdings werden die Updateformeln aufgrund der verschlechterten Konver-
genz des Newtonverfahrens gegenüber der Verwendung der exakten Funktio-
nalmatrix nur dann benutzt, wenn in der vorhergehenden Iteration für alle
Testfunktionen Ti, i = 1, 2, 3 die Ungleichung aus dem vorigen Abschnitt
über die Dämpfung des Newtonverfahrens erfüllt ist.

2.1.4 Abbruchkriterien

Im Programm werden verschiedene Abbruchkriterien verwendet, um zu ent-
scheiden, ob das Newtonverfahren eine Lösung gefunden hat. Dies sind in der
i-ten Iteration des Newtonverfahrens die folgenden Kriterien:

1. Die skalierte Maximumnorm der Lösung des linearen Gleichungssys-
tems d(i):

max
1≤m≤n

{
λ(i)

|d(i)m |
η
(i)
scal,m

}
≤ ε,

mit η
(i)
scal = max{1, |η(i)|} komponentenweise.

13Diese wird so bezeichnet, da sie sich in der Praxis als weniger gut herausgestellt hat.
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2. Die skalierte Maximumnorm des Vektors F (i+1):

max
1≤m≤n

{
|F (i+1)

m |
η
(i)
scal,m

}
≤ ε,

mit η
(i)
scal = max{1, |η(i)|} komponentenweise.

3. Die Maximumnorm der Differenz der Vektoren F (i+1) und F (i):

max
1≤m≤n

{
|F (i+1)

m − F (i)
m |
}
≤ √

eps.

Dabei sind η(i) die Lösung und λ(i) der Relaxationsfaktor des Newtonverfah-
rens in der i-ten Iteration sowie ε eine vom Benutzer wählbare Größe (Stan-
dardeinstellung: 10−4). Die Skalierung hat den Effekt, dass an diejenigen
Komponenten von d(i) bzw. F (i+1), die zu Komponenten des Lösungsvektors
y gehören, welche betragsmäßig > 1 sind, eine niedrigere Genauigkeitsfor-
derung gestellt wird. Sind die beiden ersten Kriterien erfüllt, so wird das
Newtonverfahren mit der Meldung, dass eine Lösung gefunden wurde, abge-
brochen und diese ausgegeben. Konvergiert das Newtonverfahren hingegen
nach einer ebenfalls vom Benutzer festzulegenden maximalen Zahl von Ite-
rationen nicht, wird das Verfahren, ohne dass eine Lösung gefunden wurde,
mit einer entsprechenden Meldung abgebrochen. Ein Problem des Newton-
verfahrens besteht darin, dass sich oftmals die Lösung im Vergleich von einer
Iteration zur nächsten kaum noch ändert, obwohl noch keine Nullstelle14

gefunden wurde. Aus diesem Grund wurde das dritte Abbruchkriterium im-
plementiert. Ändert sich der Vektor F von einer Iteration zur nächsten nur
minimal, dann wird das Verfahren ebenfalls mit der Meldung, dass keine
Lösung gefunden werden konnte, beendet.

2.2 Lösen der Anfangswertprobleme

An die Lösung der Anfangswertprobleme innerhalb der Mehrzielmethode
werden verschiedene Anforderungen gestellt. Wie bereits in Abschnitt 2.1.1
erwähnt wurde, müssen die Anfangswertprobleme sehr genau gelöst werden,
damit der relative Fehler bei der Berechnung von F (s, sp, c) sowieDF (s, sp, c)
möglichst klein ist. Verfahren mit höherer Genauigkeit erfordern allerdings
einen großen Rechenaufwand. Andererseits sollten Verfahren angewendet wer-
den, die – aufgrund der großen Menge zu lösender Anfangswertprobleme15

– einen geringen Rechenaufwand benötigen. Aus diesem Grund werden für

14Hier: eine Nullstelle des vektorwertigen Funktion F .
15Vergleiche wiederum Abschnitt 2.1.1: In jeder Iteration des Newtonverfahrens sind min-
destens m ·n+α+ δ Anfangswertprobleme zu lösen, wobei das Randwertproblem m− 1
Teilintervalle, ein n-dimensionales Differenzialgleichungssystem, α Schaltpunkte sowie δ
Konstanten enthält.
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nicht-steife Differenzialgleichungssysteme die eingebetteten Runge-Kutta-er-
fahren Dormand-Prince 5(4) sowie Dormand-Prince 8(7) zur Verfügung ge-
stellt. Für die Lösung von steifen Differenzialgleichungssystemen ist ein Ro-
senbrock-Typ-Verfahren implementiert worden, welches zur Klasse der linear-
impliziten Runge-Kutta-Verfahren gehört. Diese stellen einen Kompromiss
aus expliziten und impliziten Runge-Kutta-Verfahren dar. In den beiden fol-
genden Abschnitten wird auf die angesprochenen Verfahren sowie deren Im-
plementierung eingegangen.

2.2.1 Nichtsteife Differenzialgleichungen

Zur Lösung von Systemen nichtsteifer Differenzialgleichungen wurden die
Verfahren Dormand-Prince 5(4)16 sowie Dormand-Prince 8(7)17 implemen-
tiert. Dabei stellt ersteres ein Verfahren dar, welches simple Anfangswertpro-
bleme schnell und einfach lösen kann, dafür aber bei komplizierten Anfangs-
wertproblemen nicht genau genug arbeitet, während das zweite Verfahren
in der Regel einen höheren Rechenaufwand benötigt, allerdings auch eine
höhere Genauigkeit erzielt. Beide Verfahren gehören zu den expliziten ein-
gebetteten Runge-Kutta-Verfahren und sind somit Einschrittverfahren. Ihre
Koeffizientenmatrizen sind demzufolge strikte untere Dreiecksmatrizen. Die
Verfahren beinhalten jeweils 2 eingebettete Verfahren unterschiedlicher Ord-
nung, wodurch mit Hilfe einer Fehlerabschätzung eine automatische Schritt-
weitensteuerung ermöglicht wird.18
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1
5

1
5

3
10

3
40

9
40

4
5

44
45

−56
15

32
9

8
9

19372
6561
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1 9017
3168
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33

46732
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176
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384
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1113
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84
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35
384
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1113

125
192
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6784

11
84

0

γ̂i
5179
57600

0 7571
16695

393
640

− 92097
339200

187
200

1
40

Tabelle 2.1: Butcher-Tableau Dormand-Prince 5(4)

16Siehe [4].
17Siehe [5].
18Vergleiche dazu die zugehörigen Butcher-Tableaus in Tabelle 2.1 bzw. 2.2.



2.2. Lösen der Anfangswertprobleme 35

0 1 1
8

1 1
8

1 1
2

1 4
8

1 1
6

1 8
1 3
2

0
3 3
2

5 1
6

5 1
6

0
−

7
5

6
4

7
5

6
4

3 8
3 8
0

0
0

3 1
6

3 2
0

5
9

4
0
0

2
9
4
4
3
8
4
1

6
1
4
5
6
3
9
0
6

0
0

7
7
7
3
6
5
3
8

6
9
2
5
3
8
3
4
7

−
2
8
6
9
3
8
8
3

1
1
2
5
0
0
0
0
0
0

2
3
1
2
4
2
8
3

1
8
0
0
0
0
0
0
0
0

9
3

2
0
0

1
6
0
1
6
1
4
1

9
4
6
6
9
2
9
1
1

0
0

6
1
5
6
4
1
8
0

1
5
8
7
3
2
6
3
7

2
2
7
8
9
7
1
3

6
3
3
4
4
5
7
7
7

5
4
5
8
1
5
7
3
6

2
7
7
1
0
5
7
2
2
9

-
1
8
0
1
9
3
6
6
7

1
0
4
3
3
0
7
5
5
5

5
4
9
0
0
2
3
2
4
8

9
7
1
9
1
6
9
8
2
1

3
9
6
3
2
7
0
8

5
7
3
5
9
1
0
8
3

0
0

−
4
3
3
6
3
6
3
6
6

6
8
3
7
0
1
6
1
5

−
4
2
1
7
3
9
9
7
5

2
6
1
6
2
9
2
3
0
1

1
0
0
3
0
2
8
3
1

7
2
3
4
2
3
0
5
9

7
9
0
2
0
4
1
6
4

8
3
9
8
1
3
0
8
7

8
0
0
6
3
5
3
1
0

3
7
8
3
0
7
1
2
8
7

1
3

2
0

2
4
6
1
2
1
9
9
3

1
3
4
0
8
4
7
7
8
7

0
0

−
3
7
6
9
5
0
4
2
7
9
5

1
5
2
6
8
7
6
6
2
4
6
−

3
0
9
1
2
1
7
4
4

1
0
6
1
2
2
7
8
0
3

−
1
2
9
9
2
0
8
3

4
9
0
7
6
6
9
3
5

6
0
0
5
9
4
3
4
9
3

2
1
0
8
9
4
7
8
6
9

3
9
3
0
0
6
2
1
7

1
3
9
6
6
7
3
4
5
7

1
2
4
8
7
2
3
3
1

1
0
0
1
0
2
9
7
8
9

1
2
0
1
1
4
6
8
1
1

1
2
9
9
0
1
9
7
9
8
−

1
0
2
8
4
6
8
1
8
9

8
4
6
1
8
0
0
1
4

0
0

8
4
7
8
2
3
5
7
8
3

5
0
8
5
1
2
8
5
2

1
3
1
1
7
2
9
4
9
5

1
4
3
2
4
2
2
8
2
3

−
1
0
3
0
4
1
2
9
9
9
5

1
7
0
1
3
0
4
3
8
2

−
4
8
7
7
7
9
2
5
0
5
9

3
0
4
7
9
3
9
5
6
0

1
5
3
3
6
7
2
6
2
4
8

1
0
3
2
8
2
4
6
4
9

−
4
5
4
4
2
8
6
8
1
8
1

3
3
9
8
4
6
7
6
9
6

3
0
6
5
9
9
3
4
7
3

5
9
7
1
7
2
6
5
3

1
1
8
5
8
9
2
1
7
7

7
1
8
1
1
6
0
4
3

0
0

−
3
1
8
5
0
9
4
5
1
7

6
6
7
1
0
7
3
4
1

−
4
7
7
7
5
5
4
1
4

1
0
9
8
0
5
3
5
1
7

−
7
0
3
6
3
5
3
7
8

2
3
0
7
3
9
2
1
1

5
7
3
1
5
6
6
7
8
7

1
0
2
7
5
4
5
5
2
7

5
2
3
2
8
6
6
6
0
2

8
5
0
0
6
6
5
6
3

−
4
0
9
3
6
6
4
5
3
5

8
0
8
6
8
8
2
5
7

3
9
6
2
1
3
7
2
4
7

1
8
0
5
9
5
7
4
1
8

6
5
6
8
6
3
5
8

4
8
7
9
1
0
0
8
3

1
4
0
3
8
6
3
8
5
4

4
9
1
0
6
3
1
0
9

0
0

−
5
0
6
8
4
9
2
3
9
3

4
3
4
7
4
0
0
6
7

−
4
1
1
4
2
1
9
9
7

5
4
3
0
4
3
8
0
5

6
5
2
7
8
3
6
2
7

9
1
4
2
9
6
6
0
4

1
1
1
7
3
9
6
2
8
2
5

9
2
5
3
2
0
5
5
6

−
1
3
1
5
8
9
9
0
8
4
1

6
1
8
4
7
2
7
0
3
4

3
9
3
6
6
4
7
6
2
9

1
9
7
8
0
4
9
6
8
0

−
1
6
0
5
2
8
0
5
9

6
8
5
1
7
8
5
2
5

2
4
8
6
3
8
1
0
3

1
4
1
3
5
3
1
0
6
0

0

γ
i

1
4
0
0
5
4
5
1

3
3
5
4
8
0
0
6
4

0
0

0
0

−
5
9
2
3
8
4
9
3

1
0
6
8
2
7
7
8
2
5

1
8
1
6
0
6
7
6
7

7
5
8
8
6
7
7
3
1

5
6
1
2
9
2
9
8
5

7
9
7
8
4
5
7
3
2

−
1
0
4
1
8
9
1
4
3
0

1
3
7
1
3
4
3
5
2
9

7
6
0
4
1
7
2
3
9

1
1
5
1
1
6
5
2
9
9

1
1
8
8
2
0
6
4
3

7
5
1
1
3
8
0
8
7

−
5
2
8
7
4
7
7
4
9

2
2
2
0
6
0
7
1
7
0

1 4

γ̂
i

1
3
4
5
1
9
3
2

4
5
5
1
7
6
6
2
3

0
0

0
0

−
8
0
8
7
1
9
8
4
6

9
7
6
0
0
0
1
4
5

1
7
5
7
0
0
4
4
6
8

5
6
4
5
1
5
9
3
2
1

6
5
6
0
4
5
3
3
9

2
6
5
8
9
1
1
8
6

−
3
8
6
7
5
7
4
7
2
1

1
5
1
8
5
1
7
2
0
6

4
6
5
8
8
5
8
6
8

3
2
2
7
3
6
5
3
5

5
3
0
1
1
2
3
8

6
6
7
5
1
6
7
1
9

2 4
5

0

T
ab

el
le

2.
2:

B
u
tc
h
er
-T
ab

le
au

D
or
m
an

d
-P
ri
n
ce

8(
7)



36 Kapitel 2. Implementierung der Mehrzielmethode

Die für die automatische Schrittweitensteuerung benötigte Fehlerabschät-
zung wird über die folgenden Formeln realisiert

err = yi+1 − ŷi+1, err ∈ Rn,

errmax = max
1≤m≤n

{
errm
yscal,m

}
,

(2.8)

mit yscal = max{1, |y|} (komponentenweise). Dabei stellt y das Ergebnis des
Verfahrens (p + 1)-ter Ordnung und ŷ das Ergebnis des Verfahrens p-ter
Ordnung dar, mit p = 4 bei Dormand-Prince 5(4) bzw. p = 7 bei Dormand-
Prince 8(7). Als Fehlerabschätzung wird das skalierte Maximum errmax der
Komponenten des Fehlervektors err aus (2.8) gewählt. Unterschreitet diese
Fehlerschätzung eine gewisse Grenze tol19, wird der ausgeführte Schritt ak-
zeptiert, anderenfalls nicht. Die neue Schrittweite hneu wird folgendermaßen
bestimmt20

hneu =


0.9 · h · p

√
tol

errmax
, falls errmax > tol

0.9 · h · p+1

√
tol

errmax
, falls errmax ≤ tol

, (2.9)

wobei zusätzlich gelte:

0.5 · h ≤ hneu ≤ 1.5 · h.

Außerdem darf die Schrittweite eine vom Benutzer wählbare untere Schranke
hmin nicht unterschreiten.

Bemerkung 2.2.1 Um zu verhindern, dass die Verfahren bei der Lösung ei-
nes Anfangswertproblems nicht zum Ziel führen, wurden zwei weitere Größen
implementiert, die vom Benutzer gewählt werden können. Tritt einer der bei-
den Fälle ein, so wird die Mehrzielmethode nach der aktuellen Iteration mit
einer Fehlermeldung abgebrochen. Zum Einen ist die Anzahl der Verkleine-
rungen der Schrittweite in jedem Zeitschritt beschränkt. Wird diese Grenze
erreicht, ohne dass die Fehlerabschätzung die Schranke tol unterschreitet,
wird der Schritt dennoch akzeptiert. In diesem Fall verletzt der akzeptierte
Zeitschritt zwar die Genauigkeitsforderung, gleichzeitig wird aber verhindert,
dass das Verfahren unendlich oft versucht, die Schrittweite zu verkleinern.
Die zweite Größe ist die Beschränkung der Zahl der Zeitschritte. Diese obe-
re Grenze kann beispielsweise dann erreicht werden, wenn man mit einem
der beiden zur Verfügung stehenden Dormand-Prince-Verfahren versucht, ein
steifes Differenzialgleichungssystem zu lösen oder das Integrationsintervall zu
groß gewählt wurde. �

19Diese kann im Programm je nach gewünschter Genauigkeit frei gewählt werden.
20[18] S.135ff., [15] S.719ff. und S.743ff.
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Algorithmus 2.2.2 Dormand-Prince-Verfahren
Es sei das Anfangswertproblem y′ = f(y) mit dem Startwert y(xs) gegeben
und dessen Lösung y(xe) gesucht.

1. Initialisierung: ξ := xs, η := y(xs), sowie eine Startschrittweite h seien
gegeben.21

2. Ist ξ = xe ⇒ STOPP.

3. Berechnen von η̂ sowie der Fehlerabschätzung nach (2.8).

4. Berechnung der neuen Schrittweite h nach (2.9)

• Schritt akzeptiert: ξ := ξ + h, η := η̂ ⇒ Gehe zu 2.

• Schritt nicht akzeptiert ⇒ Gehe zu 3.

2.2.2 Steife Differenzialgleichungen

In diesem Abschnitt wird ein Rosenbrock-Typ-Verfahren22 sowie dessen Im-
plementierung in C++ vorgestellt. Diese stellen eine Klasse von Einschritt-
verfahren dar, die aus den Runge-Kutta-Verfahren abgeleitet werden können.
Die expliziten Einschrittverfahren sind für steife Differenzialgleichungssyste-
me ungeeignet, da diese in einem solchen Fall nur für sehr kleine Schrittweiten
stabil sind.23 Die Rosenbrock-Typ-Verfahren sind sogenannte linear-implizite
Runge-Kutta-Verfahren, welche einen Kompromiss aus expliziten und impli-
ziten Runge-Kutta-Verfahren darstellen, weil sie einerseits den Vorteil der
impliziten Verfahren – die Stabilität – behalten und andererseits den mode-
raten Arbeitsaufwand der expliziten Verfahren aufweisen.

Zunächst betrachtet man ein n-dimensionales autonomes Anfangswert-
problem

y′ = f(y), y(0) = y0,

und ein s-stufiges Runge-Kutta-Verfahren. Implizite Runge-Kutta-Verfahren
weisen – im Gegensatz zu den expliziten – eine Koeffizientenmatrix A auf,
die keine strikte untere Dreiecksgestalt hat. Daher ist in jedem Zeitschritt
ein nichtlineares Gleichungssystem der Dimension s · n× s · n zu lösen, wor-
aus ein hoher Rechenaufwand resultiert. Ist diese Koeffizientenmatrix A nun
eine untere Dreiecksmatrix mit nicht verschwindenden Diagonalelementen,
erhält man s entkoppelte Gleichungen für die Steigungen, sodass lediglich s
n-dimensionale nichtlineare Gleichungssysteme zu lösen sind:

kj = hf

(
yi +

j−1∑
ν=1

αjνkν + αjjkj

)
, j = 1, . . . , s.

21Die Startschrittweite ist im Programm relativ zum Intervall [xs, xe] frei wählbar.
22Vergleiche dazu [8] S.601-607 sowie [7] S.110-127.
23Zu steifen Differenzialgleichungen sowie zur Stabilität Vergleiche auch [7] und [8].
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Die Anwendung des Newton-Verfahrens zur Lösung der j-ten Gleichung in
der l-ten Iteration führt auf

(I − αjjhJ)(k
(l)
j − k

(l−1)
j ) = hf

(
yi +

j−1∑
ν=1

αjνkν + αjjk
(l−1)
j

)
− k

(l−1)
j

beziehungsweise

(I − αjjhJ)k
(l)
j = hf

(
yi +

j−1∑
ν=1

αjνkν + αjjk
(l−1)
j

)
− αjjhJk

(l−1)
j .

Dabei wird nicht die Ableitung an der aktuellen y-Koordinate, sondern statt-
dessen die Näherungsableitung J = ∂f

∂y
(yi) verwendet. Dies hat den Effekt,

dass diese Ableitung in jedem Zeitschritt nur einmal bestimmt werden muss,
sodass der benötigte Rechenaufwand gesenkt wird. Häufig genügt es dabei, le-
diglich einen Newtonschritt durchzuführen, sofern die Schrittweite vernünftig
gewählt wird und man über eine hinreichend gute Startnäherung k

(0)
j verfügt.

Wählt man

k
(0)
j =

j−1∑
ν=1

γjν/αjj ∗ kν

mit zusätzlichen Koeffizienten γiν , so erhält man ein sogenanntes linear-
implizites Runge-Kutta-Verfahren:

(I − αjjhJ)kj = hf

(
yi +

j−1∑
ν=1

(αjν + γjν)kν

)
− hJ

j−1∑
ν=1

γjνkν , j = 1, . . . , s,

yi+1 = yi +
s∑

j=1

bjkj.

Auf jeder Stufe j, j = 1, . . . , s muss ein lineares Gleichungssystem gelöst wer-
den. Verwendet man nun auf jeder Stufe den gleichen Koeffizienten αjj = α,
so besitzen alle linearen Gleichungssysteme die gleiche Koeffizientenmatrix
I − αhJ . Daher reicht es aus, in jedem Schritt lediglich eine LR-Zerlegung
durchzuführen.24 Diese Vereinfachung und das Lösen von der bisherigen Be-
deutung der Koeffizienten αjν führt dann auf die Rosenbrock-Typ-Verfahren
für autonome Systeme:

(I − αhJ)kj = hf

(
yi +

j−1∑
ν=1

αjνkν

)
− hJ

j−1∑
ν=1

γjνkν , j = 1, . . . , s,

yi+1 = yi +
s∑

j=1

bjkj

24Für 0 < h < 1/(2α∥J∥2) ist die Matrix I − αhJ regulär und damit die LR-Zerlegung
der Koeffizientenmatrix möglich. Im Programm wird für die LR-Zerlegung der Algorith-
mus von Crout verwendet. Dieser beinhaltet eine Spaltenpivotsuche sowie eine implizite
Skalierung der Zeilen der Matrix. Mehr dazu siehe [15] S.47ff.



2.2. Lösen der Anfangswertprobleme 39

mit geeignet zu wählenden Parametern α, αjν , γjν und bj, die im Hinblick
auf Ordnung und Stabilität des Verfahrens optimiert werden können.

Betrachte nun ein Differenzialgleichungssystem der Form

y′ = f(x, y), y(0) = y0.

Jedes nichtautonome Differenzialgleichungssystem lässt sich durch Einfüh-
rung einer zusätzlichen Komponente in ein autonomes transformieren.25 Die-
se Umformung führt auf ein allgemeines Rosenbrock-Typ-Verfahren:

(I − αhJ)kj = hf

(
xi + αjh, yi +

j−1∑
ν=1

αjνkν

)
+ γjh

2∂f

∂x
(xi, yi)

− hJ

j−1∑
ν=1

γjνkν , j = 1, . . . , s,

yi+1 = yi +
s∑

j=1

bjkj,

mit

J =
∂f

∂y
(xi, yi), αj =

j−1∑
ν=1

αjν , γj =

j−1∑
ν=1

γjν .

In jeder Stufe dieses Verfahrens muss man die Matrix-Vektor-Multiplikation
J ·
∑j−1

ν=1 γjνkν durchführen. Um den dafür nötigen Rechenaufwand zu redu-
zieren, führt man die folgende Ersetzung ein:

gj :=

j−1∑
ν=1

γjνkν + αkj.

So erhält man ein effizienteres Rosenbrock-Typ-Verfahren(
1

αh
I − J

)
gj = f

(
xi + ajh, yi +

j−1∑
ν=1

ajνgν

)
+ cjh

∂f

∂x
(xi, yi)

− 1

h

j−1∑
ν=1

cjνgν , j = 1, . . . , s,

yi+1 = yi +
s∑

j=1

bjgj

mit den Koeffizienten α, ajν , cjν , aj, cj, bj.

25Vergleiche S.9.
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Analog zu den expliziten eingebetteten Runge-Kutta-Verfahren26 wird
auch hier durch Einbettung zweier Verfahren eine automatische Schrittwei-
tensteuerung implementiert. Diese Verfahren der Ordnungen q und q − 1
besitzen die gleichen Koeffizienten, damit der Rechenaufwand nicht unnötig
erhöht wird.

Bemerkung 2.2.3 (Koeffizientensatz Shampine(1982))
Hier wird der Koeffizientensatz von Shampine27 verwendet, welcher zwei Ver-
fahren dritter und vierter Ordnung ineinander einbettet.

• α = 0.5

• a21 = 2, a31 =
48
25
, a32 =

6
25

• c21 = −8, c31 =
372
25
, c32 =

12
5
, c41 = −112

125
, c42 = − 54

125
, c43 = −0.4

• a2 = 1, a3 = 0.6

• c1 = 0.5, c2 = −1.5, c3 =
121
50
, c4 =

29
250

• b1 =
19
9
, b2 = 0.5, b3 =

25
108
, b4 =

125
108

• e1 =
17
54
, e2 =

7
36
, e3 = 0, e4 =

125
108

�

Die für die automatische Schrittweitensteuerung benötigte Fehlerabschät-
zung wird über die folgenden Formeln realisiert

err = yi+1 − ŷi+1 =
s∑

j=1

ejgj, err ∈ Rn,

errmax = max
1≤m≤n

{
errm
yscal,m

}
,

(2.10)

mit yscal = max{1, |yi|} (komponentenweise), wobei y das Ergebnis des Ver-
fahrens 4. Ordnung und ŷ das Ergebnis des Verfahren 3. Ordnung darstellt.
Um weiteren Rechenaufwand einzusparen, wird das Ergebnis des niedrigeren
Verfahrens nicht explizit berechnet, sondern stattdessen über die Koeffizi-
enten ej, j = 1, . . . , s direkt die Differenz zwischen den Ergebnissen beider
Verfahren. Als Fehlerabschätzung wird dann das skalierte Maximum errmax
der Komponenten des Fehlervektors err aus (2.10) gewählt. Unterschreitet
diese Fehlerschätzung eine gewisse Grenze tol28, wird der ausgeführte Schritt

26Vergleiche dazu z.B. [8] S.608ff.
27Siehe [15] S.744 – ein weiterer Koeffizientensatz von Kaps-Rentrop findet sich auf S. 745.
Für weitere Koeffizientensätze sowie deren Stabilität vergleiche [7] S.119.

28Diese kann im Programm je nach gewünschter Genauigkeit frei gewählt werden.
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akzeptiert, andernfalls nicht. Die neue Schrittweite hneu wird folgendermaßen
bestimmt:29

hneu =


0.9 · h · 3

√
tol

errmax
, falls errmax > tol

0.9 · h · 4

√
tol

errmax
, falls errmax ≤ tol

, (2.11)

wobei zusätzlich gelte:

0.5 · h ≤ hneu ≤ 1.5 · h.

Außerdem darf die Schrittweite eine vom Benutzer wählbare untere Schranke
nicht unterschreiten.

Die Ableitungen in jedem Zeitschritt werden über zentrale Differenzen-
quotienten

J =
∂f

∂y
(xi, yi) =

f(xi, yi + h)− f(xi, yi − h)

2h
+O(h2),

∂f

∂x
(xi, yi) =

f(xi + h, yi)− f(xi − h, yi)

2h
+O(h2)

(2.12)

mit der Störung h = |yi| 3
√
eps, h ≥ 3

√
eps, wobei eps die Maschinengenau-

igkeit ist, ermittelt.30 Dies hat zum Einen den Nachteil eines höheren Re-
chenaufwands aufgrund der Mehrzahl an Funktionsauswertungen gegenüber
dem Vorwärts- oder Rückwärtsdifferenzenquotienten, auf der anderen Seite
erreicht man allerdings eine höhere Genauigkeit bei der Berechnung der Ab-
leitungen. Jede Funktionsauswertung mit muParser31 benötigt deutlich mehr
Zeit als dieselbe Auswertung von im Quellcode stehenden Funktionen. Daher
wird durch Nullsetzen von Ableitungen, sofern x und/oder Komponenten von
y nicht in der rechten Seite des Differenzialgleichungssystems auftauchen32,
die Anzahl der nötigen Funktionsauswertungen reduziert um Rechenzeit ein-
zusparen.

Analog zu den implementierten Verfahren von Dormand-Prince wurden
auch hier zwei vom Benutzer wählbare Größen integriert, um sicherzustellen,
dass das Verfahren nicht unendlich lang versucht, eine Lösung des gegebenen
Anfangswertproblems zu bestimmen.33

Algorithmus 2.2.4 Rosenbrock-Typ-Verfahren
Es sei das Anfangswertproblem y′ = f(y) mit dem Startwert y(xs) gegeben
und dessen Lösung y(xe) gesucht.

1. Initialisierung: ξ := xs, η := y(xs), sowie eine Startschrittweite h seien
gegeben.34

29[18] S.135ff., [15] S.719ff. und S.743ff.
30eps ≈ 2.220446049 · 10−16, also 3

√
eps ≈ 1.304608114 · 10−6.

31Siehe Abschnitt 3.2.
32Ist das Differenzialgleichungssystem unabhängig von x, handelt es sich um ein autonomes
Problem.

33Vergleiche dazu Bemerkung 2.2.1 auf Seite 36.
34Die Startschrittweite ist im Programm relativ zum Intervall [xs, xe] frei wählbar.
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2. Ist ξ = xe ⇒ STOPP.

3. Bestimmung der Jacobimatrix J = ∂f
∂y
(xi, yi) sowie

∂f
∂x
(xi) nach (2.12).

4. Matrix ( 1
αh
I − J) bestimmen und LR-Zerlegung nach Crouts Algorith-

mus durchführen.

5. Berechnung von gj, j = 1, 2, 3, 4 (Bestimmen der jeweiligen rechten
Seite des LGS und Lösen desselbigen durch Rückwärts- und Vorwärts-
substitution).

6. Ermittlung von η̂ sowie der Fehlerabschätzung nach (2.10).

7. Berechnung der neuen Schrittweite h nach (2.11):

• Schritt akzeptiert: ξ := ξ + h, η := η̂ ⇒ Gehe zu 2.

• Schritt nicht akzeptiert ⇒ Gehe zu 4.

2.3 Die Singulärwertzerlegung

Wie bereits in Abschnitt 2 erwähnt wurde, ist bei der Mehrzielmethode
in jeder Iteration ein lineares Gleichungssystem zu lösen. Dazu wurde die
Singulärwertzerlegung implementiert, da mittels dieser - im Gegensatz zu
vielen anderen Verfahren - auch singuläre bzw. fastsinguläre Gleichungssys-
teme stabil gelöst werden können. Das Householder-Verfahren beispielswei-
se versagt bei singulären Matrizen und die Mehrzielmethode müsste abge-
brochen werden oder alternativ ein anderes zusätzliches Verfahren, welches
mit singulären Matrizen umgehen kann, angewendet werden. Dies ist bei
der Singulärwertzerlegung nicht der Fall. Ist das Gleichungssystem eindeutig
lösbar, liefert diese die eindeutig bestimmte Lösung und im Falle einer sin-
gulären Matrix diejenige Lösung, deren euklidische Norm minimal ist.35 Da
die Lösung des Gleichungssystems einen relativ geringen Anteil am gesamten
Rechenaufwand einer Iteration der Mehrzielmethode hat, kann der gegenüber
anderen Verfahren höhere Rechenaufwand in Kauf genommen werden. Außer-
dem liefert die Singulärwertzerlegung ohne großen Mehraufwand nicht nur die
gesuchte Lösung des Gleichungssystems, sondern auch die Pseudo-Inverse36,
welche für das Broyden-Update verwendet werden kann, da dort idealerweise
nicht die Jacobimatrix sondern deren Inverse approximiert wird.37 Im fol-
genden Abschnitt wird auf die Existenz sowie einige wichtige Eigenschaften
eingegangen und anschließend die Implementierung der numerischen Bestim-
mung der Singulärwertzerlegung einer Matrix genauer erläutert.

35Dazu mehr in Abschnitt 2.3.1.
36Diese wird auch als Moore-Penrose-Inverse bezeichnet und stimmt, sofern die Ausgangs-
matrix regulär ist, mit der inversen Matrix überein.

37So kann bei der Anwendung dieser Approximation nicht nur die sehr aufwendige Berech-
nung der Jacobimatrix, sondern zusätzlich auch die Lösung des linearen Gleichungssys-
tems eingespart werden. Vergleiche dazu Abschnitt 2.1.3.
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2.3.1 Theorie

Die folgenden Bemerkungen werden beim Beweis des nachfolgenden Satzes
(2.3.2) benötigt.

Bemerkung 2.3.1 Sei eine Matrix A ∈ Rn×n gegeben. Dann ist ATA sym-
metrisch und außerdem positiv semidefinit, da

xT (ATA)x = ∥Ax∥22 ≥ 0, ∀x ∈ Rn,

gilt. Die Matrix ATA besitzt demzufolge nur reelle und nichtnegative Eigen-
werte, die der Größe nach geordnet seien:

λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn ≥ 0.

Es werden nun diese Eigenwerte in der Form

λi = σ2
i , σi ≥ 0,

geschrieben. Die Zahlen σi ≥ 0, i = 1, . . . , n heißen Singulärwerte der Matrix
A. �

Satz 2.3.2 (Singulärwertzerlegung)38

Es sei A ∈ Rn×n eine beliebige quadratische Matrix.39 Dann existieren zwei
orthogonale Matrizen U ∈ Rn×n und V ∈ Rn×n, sodass

UTAV = Σ

eine (n× n)-Diagonalmatrix der folgenden Form ist:

Σ =

(
D 0
0 0

)
, D ≡ diag(σ1, . . . , σr), σ1 ≥ σ2 · · · ≥ σr > 0.

Die σ1, . . . , σr stellen hierbei die nichtverschwindenden Singulärwerte der
Matrix A dar und es gilt: rang(A) = r.

Beweis: Der Beweis basiert auf dem folgenden aus der linearen Algebra be-
kannten Resultat:

• Eigenwertzerlegung:
Zu jeder reellen und symmetrischen Matrix A ∈ Rn×n existiert eine
orthogonale Matrix V ∈ Rn×n mit

V TAV = Λ = diag(λ1, . . . , λn) ∈ Rn×n,

wobei λ1, . . . , λn die Eigenwerte von A sind.

38Siehe [10].
39Der Satz (2.3.2) gilt für beliebige Matrizen. Da im Rahmen der Mehrzielmethode jedoch
lediglich quadratische Matrizen auftauchen, wird hier von einer beliebigen quadratischen
Matrix ausgegangen.
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Wie bereits in Bemerkung 2.3.1 festgestellt, ist die Matrix ATA symmetrisch
und positiv semidefinit. Damit ist die Voraussetzung der obigen Aussage
erfüllt, d.h. es existiert eine orthogonale Matrix V ∈ Rn×n, sodass

V T (ATA)V = Λ = diag(λ1, . . . , λn), λi ≥ 0, ∀i = 1, . . . , n,

gilt. O.B.d.A. kann man davon ausgehen, dass folgendes gilt:

λ1 ≥ · · · ≥ λr > 0, λr+1 = · · · = λn = 0, r ∈ {0, . . . , n}.

Aus der Eigenwertgleichung ATAvj = λjvj, wobei vj die j-te Spalte von V
sei, folgt

λj = vTj A
TAvj = ∥Avj∥22

und damit

Avj

{̸
= 0, j = 1, . . . , r

= 0, j = r + 1, . . . , n
.

Mit
σj ≡

√
λj und uj ≡ Avj/σj, j = 1, . . . , r

folgt daraus für i, j = 1, . . . , r

uTi uj =
1

σiσj
vTi A

TAvj =
λj
σiσj

vTi vj = δij.

Die Vektoren {u1, . . . , ur} bilden daher ein Orthonormalsystem und können
durch Hinzunahme weiterer Vektoren ur+1, . . . , un zu einer Orthonormalbasis
des Rn ergänzt werden. Damit ist die resultierende Matrix U = (u1, . . . , un) ∈
Rn×n orthogonal.

Mit σr+1 = · · · = σn = 0 folgt wegen

(UTAV )ij = uTi Avj =

{
σj, j = 1, . . . , r

0, j = r + 1, . . . , n

die gesuchte Beziehung UTAV = Σ. �

Definition 2.3.3 (Singulärwertzerlegung) Die Zerlegung der Matrix A

A = UΣV T

wird Singulärwertzerlegung genannt.

Satz 2.3.4 Sei UTAV = Σ die Singulärwertzerlegung von A ∈ Rn×n mit
rang(A) = r und

Σ = diag(σ1, . . . , σr, 0, . . . , 0).

Dann ist die Pseudoinverse A+ ∈ Rn×n definiert durch:

A+ = V Σ+UT mit Σ+ = diag(σ−1
1 , . . . , σ−1

r , 0, . . . , 0).

Ist rang(A) = n, so gilt: A+ = A−1.

Beweis: Siehe [3] S.147. �
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2.3.2 Numerische Bestimmung40

Wie im vorigen Abschnitt bereits erwähnt wurde, sind die Singulärwerte σi
einer Matrix A ∈ Rn×n die Wurzeln der Eigenwerte von ATA

σi(A) =
√
λi(ATA).

Da das Eigenwertproblem der Matrix ATA gut konditioniert ist, ist ebenso
das Singulärwertproblem von A gut konditioniert. Dies gilt allerdings nur
insoweit, wie sich die explizite Berechnung von ATA vermeiden lässt, da sich
die Konditionszahl in diesem Fall quadrieren würde. Besitzt die Matrix A
kleine von Null verschiedene Singulärwerte, werden diese ungenau berechnet.
Man muss also versuchen, eine Methode zur Bestimmung der Singulärwerte
zu entwickeln, die die explizite Berechnung von ATA vermeidet. Es zeigt
sich, dass viele Ansätze zur Lösung eines Eigenwertproblems ebenfalls auf
das Singulärwertproblem angewendet werden können. Das Eigenwertproblem
vereinfacht sich stark, wenn die Matrix Tridiagonalgestalt besitzt, da dann
beispielsweise der QR-Algorithmus effizient angewendet werden kann. Besitzt
die Matrix A Bidiagonalgestalt, so ist die Matrix ATA tridiagonal.

Definition 2.3.5 (Bidiagonalgestalt) Eine Matrix A ∈ Rn×n heißt bidia-
gonal, wenn gilt: bij = 0, ∀i > j und i < j − 1, d.h. die Matrix hat folgende
Gestalt

A =


∗ ∗

∗ ∗
∗ . . .

. . . ∗
∗

 .

Die beiden folgenden Lemmata besagen, dass man jede beliebige Matrix mit-
tels orthogonaler Transformationen auf Bidiagonalgestalt bringen kann und
sich die Singulärwerte dabei nicht ändern.

Lemma 2.3.6 Für jede Matrix A ∈ Rn×n existieren orthogonale Matrizen
U ∈ Rn×n und V ∈ Rn×n, sodass

UAV =


∗ ∗

∗ ∗
∗ . . .

. . . ∗
∗

 = B,

wobei B ∈ Rn×n Bidiagonalgestalt hat.

Lemma 2.3.7 Sei A ∈ Rn×n eine beliebige Matrix und seien U ∈ Rn×n

und V ∈ Rn×n orthogonale Matrizen. Dann besitzen A und B := UAV die
gleichen Singulärwerte.

40Die Ausführungen zur numerischen Bestimmung sind aus [3] S.148ff entnommen.
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Diese Transformationen lassen sich beispielsweise durch abwechselnde Mul-
tiplikationen der Matrix A von links und rechts mit Householdermatrizen
realisieren. Dabei wird die Matrix A im ersten Schritt von links mit U1 mul-
tipliziert, um in den Einträgen ai1, i = 2, . . . , n Nullen zu erzeugen, und
anschließend von rechts mit V1, um in den Einträgen a1j, j = 3, . . . , n eben-
falls Nullen zu erhalten. Analog geht man in den weiteren Schritten vor, um
die Matrix auf Bidiagonalgestalt zu bringen.

∗ · · · ∗
...

...
∗ · · · ∗

 U1·−−→


∗ ∗ · · · ∗
0

...
...

...
...

...
0 ∗ · · · ∗

 ·V1−→


∗ ∗ 0 · · · 0
0 ∗ · · · · · · ∗
...

...
...

...
...

...
0 ∗ · · · · · · ∗



U2·−−→


∗ ∗ 0 · · · 0
0 ∗ ∗ · · · 0
... 0

...
...

...
...

...
...

0 0 ∗ · · · ∗

 ·V2−→ . . .
Un−1·−−−→


∗ ∗

. . . . . .
. . . ∗

∗


Man erhält also nach n− 1 Schritten die Bidiagonalmatrix B

B = Un−1 . . . U1︸ ︷︷ ︸
=:U

AV1 . . . Vn−2︸ ︷︷ ︸
=:V

.

Bemerkung 2.3.8 Nach der Bidiagonalisierung durch Householder-Trans-
formationen sind viele Einträge außerhalb der beiden Diagonalen aufgrund
von Rundungsfehlern nicht identisch Null, sondern besitzen Werte in der
Größenordnung der Maschinengenauigkeit. Um zu vermeiden, dass dies Aus-
wirkungen auf das anschließende Chasing-Verfahren hat, werden diese auf
Null gesetzt. �

Die Berechnung der Singulärwertzerlegung der Matrix A wurde nun also
bereits auf die Bestimmung der Singulärwertzerlegung der Bidiagonalma-
trix B reduziert. Dieses Problem ist äquivalent zur Berechnung der Eigen-
werte und -vektoren der Tridiagonalmatrix BTB. Für diese Aufgabe stehen
verschiedene numerische Verfahren zur Verfügung, beispielsweise das QR-
Verfahren. Da die explizite Berechnung des Produkts BTB numerische Pro-
bleme mit sich bringen kann41, stellt sich nun die Frage, ob man den be-
kannten QR-Algorithmus so umformulieren kann, dass man die explizite Be-
rechnung des Matrixprodukts vermeiden kann. Dies bedeutet, dass der QR-
Algorithmus nur auf der Matrix B operiert und diese mittels orthogonaler
Transformationen auf Diagonalgestalt bringt. Dann besitzt auch BTB Diago-
nalgestalt und die Singulärwerte entsprechen gerade den Diagonalelementen.
Führt man den ersten Givens-Eliminationsschritt des QR-Algorithmus auf

41Analog zu Berechnung von ATA.
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BTB aus,
BTB → Ω12B

TBΩT
12 = (BΩT

12)
T︸ ︷︷ ︸

B̃T

BΩ12︸ ︷︷ ︸
B̃

,

so erhält man für B̃ die Matrix

B̃ = BΩ12 =


∗ ∗
⊕ ∗ ∗

. . . . . .
. . . ∗

∗

 .

Dabei wurde an der Stelle b21 ein neues Element ⊕ erzeugt. Betrachtet man
die weiteren Schritte des QR-Algorithmus, zeigt sich, dass dieser auf der
Matrix B dem folgenden Eliminationsprozess entspricht

∗ ∗ z3
z2 ∗ ∗ z5

z4 ∗ ∗ z7
. . . . . . . . . . . .

z2n−6 ∗ ∗ z2n−3

z2n−4 ∗ ∗
z2n−2 ∗


eliminiere z2 (Givens von links) → erzeugt z3
eliminiere z3 (Givens von rechts) → erzeugt z4

...
...

...
eliminiere z2n−3 (Givens von rechts) → erzeugt z2n−2

eliminiere z2n−2 (Givens von links).

Man erzeugt also durch eine Givens-Rotation von rechts (ggfs. mit Shift)
einen Eintrag z2 ̸= 0. Anschließend ”verfolgt”man diesen Eintrag durch die
Matrix, indem man abwechselnd durch Givens-Rotationen von links bzw.
rechts den entstandenen Eintrag zi eliminiert und dadurch einen neuen Ein-
trag zi+1 erzeugt.42 Nach zn−1 Givens-Rotationen hat die Matrix wieder Bi-
diagonalgestalt und ein Schritt des QR-Verfahrens wurde nur auf B statt auf
BTB durchgeführt. Der folgende Satz wird für die Konvergenz des Verfahrens
benötigt.

Satz 2.3.9 Sei A ∈ Rn×n eine symmetrische Matrix mit den Eigenwerten
λ1, . . . , λn, sodass

|λ1| > |λ2| > · · · > |λn| > 0.

Weiterhin seien die n×n-Matrizen Ak = (a
(k)
ij ), Qk und Rk wie folgt definiert:

1. A1 = A,

2. Ak = QkRk, QR-Zerlegung,

3. Ak+1 = RkQk.

42Dieses Verfahren wird als Chasing bezeichnet.
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Dann gilt:

1. lim
k→∞

Qk = I,

2. lim
k→∞

Rk = Λ,

3. a
(k)
ij = O

(∣∣∣∣λiλj
∣∣∣∣k
)
, für i > j.

Beweis: Siehe [3] S.142f. �

Nach Satz 2.3.9 gilt

BT
k Bk → Λ = diag(σ2

1, . . . , σ
2
n) = Σ2, für k → ∞.

Daraus folgt, dass die Folge derBk gegen die Diagonalmatrix der Singulärwer-
te von B konvergiert

Bk → Σ, für k → ∞.

Die Konvergenzgeschwindigkeit des Chasing-Verfahrens lässt sich durch
die Benutzung einer Shift-Strategie verbessern. Dieser Shift wird in jeder
Iteration bei Durchführung der ersten Givens-Rotation angewendet und an-
schließend das Chasing-Verfahren in der oben beschriebenen Weise fortge-
setzt. Im Speziellen wird hier der Wilkinson-Shift verwendet - dieser garan-
tiert Konvergenz und die Konvergenzgeschwindigkeit ist hoch.

Definition 2.3.10 (Wilkinson-Shift)
Sei die Matrix B ∈ Rn×n die aktuelle Iterierte und C die untere rechte 2×2-
Untermatrix von BTB

C =

(
b2n−2,n−1 + b2n−1,n−1 bn−1,nbn−1,n−1

bn−1,nbn−1,n−1 b2n−1,n + b2n,n

)
. (2.13)

Dann ist der Wilkinson-Shift ρ derjenige Eigenwert von (2.13), der näher an
b2n−1,n + b2n,n liegt.

Bemerkung 2.3.11 Um den für das Chasing-Verfahrens benötigten Re-
chenaufwand zu vermindern, wird die sogenannte Deflation angewendet. Sind
die ersten bzw. letzten Nebendiagonalelemente von B kleiner als

√
eps, wobei

eps die Maschinengenauigkeit sei, werden die ersten bzw. letzten Zeilen von
B nicht mehr verändert und das Chasing-Verfahren nur noch auf die ver-
bleibende Matrix B̃ angewendet. Nach n − 1 Deflationen ist das Verfahren
beendet. �
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Algorithmus 2.3.12 Pseudoinversenbestimmung mittels Singulärwertzerle-
gung

1. Bringe die Matrix A ∈ Rn×n mittels Householder-Transformationen auf
Bidiagonalgestalt.

2. Wende das Chasing-Verfahren inklusive Shift-Strategie und Deflation
auf die Bidiagonalmatrix an.

3. Berechne die Pseudoinverse A+ nach Satz 2.3.4 aus

A+ = V Σ+UT ,

wobei U bzw. V T das Produkt aller im Zuge der Householder-Reflexio-
nen und Givens-Rotationen von links bzw. rechts an die Matrix A mul-
tiplizierter Orthogonalmatrizen ist.
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Kapitel 3

Komponenten und Funktionen
des Programms

In diesem Kapitel wird zunächst auf die weiteren Komponenten des Pro-
gramms eingegangen und anschließend die Funktionen und die Bedienung
des Programms beschrieben.

Das vorliegende Programm sollte in erster Linie möglichst anwender-
freundlich gestaltet werden. Daher wurde beispielsweise statt einer Konso-
lenanwendung eine grafische Oberfläche1 erstellt, um unter anderem zu ver-
meiden, dass ein Nutzer die Daten des zu lösenden Problems direkt im Quell-
code ändern muss. Dies würde Kenntnisse in der verwendeten Programmier-
sprache C++ sowie eine Rekompilierung des Programms bei jeder Änderung
der Problemstellung nach sich ziehen. So ist nun lediglich bei der Installati-
on des Programms eine Kompilierung nötig.2 Die Erstellung der grafischen
Oberfläche mit den Werkzeugen gtkmm und Glade wird im nächsten Ab-
schnitt dargestellt.

Anschließend wird in 3.2 auf die Evaluierung von Strings mit Hilfe ei-
nes Parsers eingegangen. Dies ist notwendig, weil die Problemdaten nicht im
Quellcode auftauchen, sondern zur Laufzeit aus der grafischen Oberfläche ein-
gelesen werden. Diese Daten liegen dann als Strings vor und müssen folglich
in Formeln umgewandelt und ausgewertet werden.

Um die Anwenderfreundlichkeit weiter zu steigern, sollte das Programm
über eine breite Palette von Funktionen und Einstellmöglichkeiten verfügen.
Daher wurde beispielsweise die grafische Darstellung der Lösung eines Pro-
blems direkt im Programm ermöglicht. Außerdem ist es möglich, sofern die
entsprechenden LATEX-Pakete installiert sind, die Daten der Problemstellung
mitsamt der Lösung und den Grafiken in ein PDF-Dokument zu exportieren.
Diese Funktionen werden in 3.3 und 3.4 näher beschrieben.

1engl. graphical user interface, kurz: GUI.
2Sofern die Windowsversion verwendet wird, kann man sogar komplett auf eine Kom-
pilierung verzichten. Auf Linuxsystemen muss das Programm unter Umständen einmal
kompiliert werden.
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Des Weiteren wird in Abschnitt 3.5 die Installation des Programmpa-
kets unter verschiedenen Linux- und Windowssystemen beschrieben. Den
Abschluss des Kapitels bildet die Erläuterung der im Programm implemen-
tierten Funktionen sowie dessen Bedienung.

3.1 Erstellung der grafische Oberfläche mit

gtkmm und Glade

Für die Erstellung der grafischen Oberfläche wurde die freie C++-Programm-
bibliothek gtkmm3 verwendet. Diese ist eine Anbindung des GIMP-Toolkits
an C++. Die gtkmm-Bibliothek steht unter einer freien Lizenz und ist sowohl
für Linux- als auch für Windowssysteme erhältlich. Grafische Oberflächen
können mit gtkmm explizit programmiert oder mit Hilfe des Programms Gla-
de erstellt werden. Da die explizite Programmierung gerade bei GUIs, die vie-
le Elemente enthalten, sehr aufwendig wird, wurde hier das Baukastensystem
Glade verwendet. Dieses ermöglicht es, eine GUI ohne Programmierkenntnis-
se zu erstellen und den zugrunde liegenden gtkmm-Quellcode dann in einer
glade-Datei abzuspeichern. Diese kann dann innerhalb des C++-Codes auf-
gerufen und die einzelnen in der Datei gespeicherten Elemente angesprochen
werden. Zu den wichtigsten hier verwendeten Elementen, sogenannten Wid-
gets, gehören:

• Gtk::Window Ein Fenster der grafischen Oberfläche, das mit verschie-
denen Widgets gefüllt wird.

• Gtk::Entry In diese Textfelder werden alle Eingabedaten des Pro-
blems eingetragen und ausgelesen.

• Gtk::TextView Mehrzeilige Textfelder, die in diesem Programm bei-
spielsweise zur Ausgabe der Problemstellung und der Lösung verwendet
werden.

• Gtk::Button Für einen Button wird ein sogenanntes Signal definiert,
welches eine Funktion innerhalb des Quellcodes aufruft. In dieser Funk-
tion wird dann die auszuführende Aktion programmiert, beispielsweise
das Öffnen oder Schließen eines Fensters oder die Durchführung von
Berechnungen.

• Gtk::RadioButton Dies ist ein Auswahldialog, wobei von mehreren
zu einer Gruppe zusammengefassten RadioButtons stets nur genau ei-
ner aktiv sein kann.

• Gtk::CheckButton Wird in diesem Widget ein Häkchen gesetzt, ist
diese Option ausgewählt, anderenfalls nicht. Im Gegensatz zum Radio-
Button-Widget ist der CheckButton unabhängig von anderen Widgets

3gtkmm = gimp tool kit minus minus.



3.2. Evaluierung von Strings mit muParser 53

• Gtk::Image Dieses Widget stellt einen Bereich zur Verfügung, in dem
Bilder angezeigt werden können.

Am Beispiel des Widgets Gtk::Entry soll nun gezeigt werden, wie auf die
Widgets der GUI zugegriffen werden kann.4

• Zunächst wird in einer C++-Header-Datei ein Zeiger definiert.

Gtk::Entry* textfeld

• Anschließend wird diesem Zeiger ein Textfeld aus der glade-Datei zu-
gewiesen. Dabei ist refXml ein Zeiger auf die glade-Datei.

refXml→get widget(”Name des Textfeldes in der glade-Datei”,
textfeld)

• Nun kann mittels

textfeld→set text(data)

der Wert der Variablen data in das Textfeld geschrieben werden oder
mit dem Befehl

data=textfeld→get text()

der Inhalt des Textfeldes eingelesen werden. Es können beliebige Varia-
blen in das Textfeld geschrieben werden, also z.B. Strings, Double- oder
Integervariablen. Beim Einlesen hingegen liegt der Eintrag des Textfel-
des als String vor. Demzufolge müssen diese z.B. in eine Doublevariable
umgewandelt werden, wenn die eingelesene Größe eine Zahl ist.5 Soll die
eingelesene Größe hingegen als Formel vorliegen, muss der vorliegende
String mit Hilfe eines Parsers ausgewertet werden.

3.2 Evaluierung von Strings mit muParser

Wie bereits erwähnt, werden die auszuwertenden Formeln zugunsten der An-
wenderfreundlichkeit direkt aus der grafischen Oberfläche eingelesen. Dies
hat den Vorteil, dass das Programm nicht nach jeder Änderung neu kom-
piliert werden muss, birgt allerdings auch den Nachteil, dass die als Strings
vorliegenden Gleichungen des zu lösenden Problems nicht ohne weiteres aus-
gewertet werden können. Um diese Strings als Formeln behandeln zu können,
benötigt man einen sogenannten Parser. Dieser ist in der Lage, vorgegebene
Zeichenketten innerhalb eines Strings durch Zahlenwerte zu ersetzen und die
somit entstehende Formel auszuwerten. Hier wird der frei verfügbare Parser
muParser6 für diese Aufgabe genutzt.

Der Parser wird für die folgenden Eingabedaten verwendet:

4Für weitere Details, ausführliche Dokumentationen und Beispiele sei hier auf die Websei-
ten glade.gnome.org und www.gtkmm.org verwiesen.

5Mit Stringstreams ist diese Umwandlung problemlos möglich
6Homepage: muparser.sourceforge.net.
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• Differenzialgleichung(en)

• Steuerung(en)

• Rand- und Schaltbedingung(en)

• Sprünge

• bekannte Konstanten

• Startschätzung

Während die ersten 4 Punkte unabdingbar sind, da diese Daten Gleichun-
gen darstellen und Variablen beinhalten, ist die Verwendung sowohl bei der
Auswertung der gegebenen Konstanten als auch der Startschätzungen nicht
zwingend notwendig. Der Parser wird allerdings auch hier benutzt, da dies
den Vorteil mit sich bringt, dass dann nicht nur Zahlen sondern auch Ter-
me angegeben werden können, beispielsweise Brüche oder trigonometrische
Funktionen.

Die Tabelle 3.1 zeigt die in muParser implementierten mathematischen
Funktionen. Dabei akzeptieren die letzten 4 Funktionen eine beliebige Zahl
von Argumenten, während die anderen Funktionen jeweils genau ein Argu-
ment erfordern. Das bzw. die Argumente sind in Klammern hinter die je-
weilige Funktion zu setzen. Bei mehreren Argumenten werden diese durch
Kommata voneinander getrennt. Außerdem werden die gängigsten binären
Operatoren unterstützt – diese kann man der Tabelle 3.2 entnehmen.

Der Parser kann sowohl durch Einbindung einer Bibliothek als auch durch
direkte Einbindung diverser C++-Dateien in das Projekt verwendet werden.
Um den Parser betriebssystemunabhängig verwenden zu können, wurde die
zweite Variante gewählt. Diese Variante hat den Vorteil, dass man auf ver-
schiedenen Systemen lediglich das Programm kompilieren muss und nicht
zusätzlich auch die muParser-Bibliothek.

Der im Listing 3.1 dargestellte Quellcode zeigt ein kleines Beispiel zur
Verwendung des Parsers.

Listing 3.1: Beispiel muParser
1 #include "muParser.h"

2 using namespace mu;

3

4 int main()

5 {

6 // gesucht: Funktionswert von f an der Stelle (1 ,2)

7 double xwert = 1, ywert = 2;

8 string f = "x^2/(y-1)";

9 double fwert;

10

11 parser p;

12 p.DefineVar("x", &xwert);

13 p.DefineVar("y", &ywert);

14 p.SetExpr(f);

15 fwert = p.Eval();

16

17 return 0;

18 }
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Name Erklärung
sin Sinus
cos Kosinus
tan Tangens
asin Arkussinus
acos Arkuskosinus
atan Arkustangens
sinh Sinus Hyperbolicus
cosh Kosinus Hyperbolicus
tanh Tangens Hyperbolicus
asinh Arkussinus Hyperbolicus
acosh Arkuskosinus Hyperbolicus
atanh Arkustangens Hyperbolicus
log2 Logarithmus zur Basis 2
log10 bzw. log Logarithmus zur Basis 10
ln natürlicher Logarithmus
exp Exponentialfunktion ex

sqrt Quadratwurzel
sign Signumfunktion
rint Rundung auf die nähere ganze Zahl
abs Betrag
min Minimum aller Argumente
max Maximum aller Argumente
sum Summe aller Argumente
avg arithmetisches Mittel aller Argumente

Tabelle 3.1: muParser: mathematische Funktionen

Gesucht ist hier der Funktionswert einer Funktion f(x, y) an der Stelle (1, 2).
Dazu benötigt man eine string-Variable f , die die Funktionsvorschrift bein-
haltet, zwei double-Größen xwert und ywert, denen die Werte 1 bzw. 2 zuge-
wiesen werden, sowie eine weitere Variable fwert, ebenfalls vom Typ double,
der der Funktionswert f(1, 2) zugewiesen werden wird. Bei der Verwendung
müssen die folgenden Dinge beachtet werden:

• Alle Quellcode-Dateien von muParser müssen entweder bereits vor der
Erstellung des Programms kompiliert werden, also die Objektdateien
erzeugt worden sein, oder man bindet die Kompilierung dieser Dateien
direkt in ein Makefile ein, sodass diese bei der Erstellung des Pro-
gramms mit durchgeführt wird.

• Die Header-Datei ”muParser.h” muss eingebunden werden.

• Weiterhin müssen die muParser-spezifischen Befehle mit vollständigem
Namen angegeben oder mittels des Befehls ”using namespace mu;” be-
kannt gemacht werden. Im ersten Fall muss den entsprechenden Befeh-
len ”mu::” vorangestellt werden.
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Operator Bedeutung Priorität
= Zuweisung -1
&& logisches und 2
|| logisches oder 4
<= kleiner gleich 4
>= größer gleich 4
! = ungleich 4
== gleich 4
> größer gleich 4
< kleiner gleich 4
+ Addition 5
− Subtraktion 5
∗ Multiplikation 6
/ Division 6
ˆ Potenz xˆy 7

Tabelle 3.2: muParser: Operatoren

Nun ist es möglich, einen Parser mittels ”parser p”, wobei p hier der Na-
me des Parsers sei, zu definieren. Anschließend werden über den Befehl
”p.DefineVar(”x”, &xwert)” verschiedene Variablen des Parsers definiert. Da-
bei ist x der Name der Variablen im zu evaluierenden Ausdruck und ”&xwert”
ein Zeiger auf diejenige C++-Variable, dessen Wert der Variablen im Aus-
druck zugewiesen werden soll. Mit ”p.SetExpr(f)” weist man dem Parser den
auszuwertenden Ausdruck zu, in diesem Fall die Funktion f . Daraufhin wer-
tet man mit Hilfe des Befehls ”fwert=p.Eval()” den Ausdruck aus und der
Variablen fwert vom Typ double wird das Ergebnis der Auswertung zuge-
wiesen.

Für weitere Details bezüglich des Funktionsumfangs und der Möglichkei-
ten, die dieser Parser bietet, sei nochmals auf die Webseite des Parsers verwie-
sen. Es ist beispielsweise möglich, auch eigene Funktionen und Operationen
zu definieren. Außerdem kann man den Parser beim Auftreten eines Fehlers
detaillierte Angaben zum Fehler ausgeben lassen.

Bemerkung 3.2.1 Anzumerken ist jedoch, dass der Parser zwar in der La-
ge ist, sehr schnell viele Formeln auszuwerten7, die Auswertungen aber trotz
allem deutlich mehr Zeit benötigen als die Auswertung einer direkt im Quell-
code implementierten Formel. Daher ist es sehr wichtig, dass man in den
verwendeten Verfahren versucht, die Anzahl der Funktionsauswertungen so
gering wie möglich zu halten.8 �

7Vergleiche dazu den Benchmark auf der Homepage des Parsers.
8Unter anderem fiel daher beim Rosenbrock-Typ-Verfahren die Wahl des Koeffizienten-
satzes auf denjenigen von Shampine. Dieser benötigt zwei identische Funktionsauswer-
tungen, wodurch man in jedem Zeitschritt eine Auswertung einsparen kann. Weiterhin
wird bei der Berechnung der Ableitungen geprüft, ob gegebenenfalls einige Ableitungen
identisch Null sind, um unnötige Funktionsauswertungen zu vermeiden. Vergleiche zum
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3.3 Erstellen von Grafiken mit gnuplot

Im vorliegenden Programm ist die Möglichkeit implementiert, die Lösung
eines Problems grafisch darstellen zu lassen. Diese Plots werden mit dem
Programm gnuplot erstellt und direkt im Programmfenster angezeigt. Dabei
stehen dem Nutzer im Wesentlichen zwei verschiedene Optionen zur Erstel-
lung der Graphen zur Verfügung:

1. Es kann die auf der x-Achse dargestellte Variable gewählt werden. Dies
sind die Zeitvariable x sowie die Zustandsvariablen yi, i = 1, . . . , n.
Dabei sei n die Dimension des gelösten Problems. Bei Wahl dieser Op-
tion werden n Grafiken erstellt, wobei bis auf die gewählte Variable alle
Variablen in Abhängigkeit zu dieser Variablen geplottet werden.

2. Die zweite Option bietet die Möglichkeit, bis zu zehn Grafiken zu er-
stellen, die jeweils bis zu drei beliebige Subplots enthalten. Dabei ist
es nicht nur möglich, einzelne Variablen plotten zu lassen, sondern be-
liebige Funktionen, da diese mit muParser9 ausgewertet werden. So
kann man beispielsweise Zustands- und Steuerbeschränkungen darstel-
len lassen, um zu sehen, ob diese auf dem ganzen Intervall eingehalten
wurde.

Im folgenden wird beschrieben, wie die Grafiken mit Hilfe von gnuplot er-
stellt werden. Dabei wird vorausgesetzt, dass die Mehrzielmthode erfolgreich
gestartet wurde.10

1. Um zu verhindern, dass trotz einer fehlgeschlagenen Erstellung der Gra-
fiken alte Plots eines vorher gelösten Problems angezeigt werden, wird
der Unterordner plots im Programmverzeichnis zunächst geleert.

2. Die Werte der Zustandsvariablen und Steuerungen an den Mehrziel-
knoten und den Schaltpunkten werden in einem double-Feld gespei-
chert. Diese Werte stammen aus der von der Mehrzielmethode geliefer-
ten Lösung des Problems.

3. In jedem Intervall wird ein Anfangswertproblem gelöst, um auch an
Zwischenstellen Werte für die Zustandsvariablen und Steuerungen zu
erhalten. Dazu werden spezielle Versionen der Anfangswertproblemlöser
verwendet, die die Werte jedes Zeitschritts wiederum in einem Feld vom
Typ double abspeichern.11 Um sicherzustellen, dass die entstehenden

Rosenbrock-Typ-Verfahren den Abschnitt 2.2.2.
9Vergleiche dazu den vorigen Abschnitt. Mit muParser ist es möglich, Strings in Formeln
umzuwandeln und diese dann zu evaluieren.

10D.h., die auf S.73 beschriebenen Tests lieferten keinen Fehler. Wurde keine Lösung des
Problems gefunden, kann die Funktion insbesondere dazu genutzt werden, Anhaltspunk-
te zu finden, wo Probleme bei der Lösung des Problems aufgetreten sind.

11Wurde für die Lösung des Problems eines der Dormand-Prince-Verfahren benutzt, so
werden die Anfangswertprobleme mit einer modifizierten Version von Dormand-Prince
5(4) gelöst, anderenfalls wird eine abgeänderte Version des Rosenbrock-Typ-Verfahrens
benutzt.
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Plots glatte Kurven darstellen, wird die verwendete Schrittweite nach
oben beschränkt, sodass in jedem Intervall mindestens zehn Zeitpunkte
mit den dazugehörigen Werten erhalten werden.

4. Nun wird aus der grafischen Oberfläche ermittelt, welche und wie viele
Plots erstellt werden sollen und die Daten in einem Vektorfeld vom Typ
string gespeichert.

5. Anschließend werden die ermittelten Daten dazu verwendet, die zu
plottenden Mehrzielknoten, Schaltpunkte und Zwischenpunkte samt
den zugehörigen Werten der Zeitvariablen, der Zustands- und Steu-
ervariablen sowie den Werten der ausgewerteten Formeln, sofern von
der Möglichkeit beliebiger Plots Gebrauch gemacht wurde, in verschie-
denen Textdateien zu speichern.

6. Eine gnuplot-Datei wird geschrieben und über einen Konsolenbefehl
ausgeführt, die mittels Zugriff auf die im vorhergehenden Schritt er-
stellten Textdateien die gewünschten Grafiken im png-Format erstellt.
Dabei werden die Mehrzielknoten und die Schaltpunkte als Punkte ge-
plottet, während die Zwischenpunkte als Kurven dargestellt werden.
Enthält eine Grafik mehr als eine Kurve, werden diese in verschiedenen
Farben geplottet und außerdem erhält jede Grafik eine Legende. Ab-
schließend wird die erste Grafik im Programm angezeigt. Durch Klicken
auf die entsprechenden Buttons kann der Nutzer die weiteren Grafiken
anzeigen lassen.

Zur Verwendung bzw. Installation der Erstellung von Grafiken mittels
gnuplot auf Linux- bzw. Windowssystemen vergleiche die Installationsanwei-
sungen im Abschnitt 3.5.

3.4 Export von Problemstellungen mit

pdfLATEX

Dem Benutzer wird im vorliegenden Programm die Möglichkeit geboten,
die Eingabedaten und die Lösung eines Optimalsteuerungsproblems in ein
PDF-Dokument zu exportieren. Dazu wird auf Knopfdruck automatisch ei-
ne tex-Datei erstellt. Anschließend wird diese über einen Konsolenbefehl mit
pdfLATEX kompiliert. Das auf diese Weise erstellte PDF wird unter dem Na-
men des Projektes im Unterverzeichnis ”pdf” abgespeichert. Um dieses Ver-
zeichnis nicht mit Dateien zu überladen, werden nach der Erstellung alle bei
der Kompilierung erstellten Dateien automatisch gelöscht. Zur Verfügbarkeit
und Installation dieser Exportfunktion vergleiche die Installationsanweisun-
gen im Abschnitt 3.5.

Das Dokument enthält alle relevanten Daten des Problems. Dies sind im
Einzelnen:
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• Name des Projektes

• Eingabedaten:

◦ Anzahl der Differenzialgleichungen, Konstanten, Mehrzielknoten
und Schaltpunkte

◦ Differenzialgleichungen

◦ Steuerungen

◦ Rand- und Schaltbedingungen sowie die Sprünge

◦ Startschätzungen der Zustandsvariablen, Konstanten und Schalt-
punkte

• Daten aus den Newtoniterationen:

◦ Iterationsnummer

◦ Relaxationsfaktor

◦ Ergebnis des Tests auf das Broyden-Update für die nächste Itera-
tion

◦ Abbruchkriterien

• Lösungsdaten:

◦ Werte der Zustandsvariablen an allen Mehrzielknoten sowie der
Konstanten und Schaltpunkte

◦ Grafiken, sofern diese vor dem PDF-Export erstellt wurden.

Um die Lesbarkeit des Dokuments zu verbessern, werden alle Daten, die
Variablen des Problems beinhalten12, nicht in der Syntax des Programms
dargestellt, sondern aufwendig umgewandelt und im Mathematikmodus in
die tex-Datei eingebunden.

3.5 Installation

Im Folgenden wird die Installation auf ausgewählten Linux- undWindowssys-
temen beschrieben. Die für den Parser muParser13 benötigten Dateien sind
bereits im Programmverzeichnis enthalten, müssen demzufolge nicht hinzu-
gefügt werden.

12Dies betrifft die Differenzialgleichungen, Steuerungen, Rand- und Schaltbedingungen,
Sprünge sowie die Angabe von Variablennamen in der Startschätzung und der Lösung.

13Siehe Abschnitt 3.2.
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3.5.1 Linux

Die Installation des Programms wird beispielhaft anhand der beiden Linux-
Distributionen openSuse und Ubuntu beschrieben. Die Linux-Version enthält
sowohl den Quellcode als auch eine unter openSuse 11.3 64-Bit kompilierte
Variante des Programms.

Ubuntu 10.10 64-Bit

Bei der Installation sind – ausgehend von einer Standardinstallation – mit der
Synaptic-Paketverwaltung die folgenden Pakete nachträglich zu installieren
sowie die Abhängigkeiten aufzulösen:

• Zunächst wird die Installation des Paketes ”libglademm-2.4-dev” vor-
ausgesetzt. Dies wird sowohl benötigt, um die kompilierte Variante star-
ten zu können als auch um den Quellcode des Programms kompilieren
zu können. Das Programm kann mittels Ausführung des im Programm-
verzeichnis bereitgestellten Makefiles kompiliert werden.

• Um die Erstellung der Plots zu ermöglichen, ist das Paket ”gnuplot”
zu installieren.

• Um die Funktion des Exports in ein PDF-Dokument nutzen zu können,
wird das Paket ”texlive” benötigt. Dieses stellt unter anderem den Be-
fehl pdflatex zur Verfügung, welcher zur PDF-Erstellung genutzt wird.

Sind alle Pakete installiert sowie das Programm gegebenenfalls kompiliert
worden, kann dieses durch Ausführung der Datei ”optcontrolsolver linux”
sowohl über die Konsole als auch einen Dateibrowser gestartet werden.

openSuse 11.4 64-Bit (KDE)

Wird diese Distribution verwendet, sind mittels YaST folgende Pakete zu
installieren:

• Zunächst ist das Paket ”libglademm-2 4-1” zu installieren, welches zur
Laufzeit des Programms benötigt wird.

• Für die erfolgreiche Kompilierung des Programms müssen die folgenden
Pakete installiert sein:

◦ make

◦ gtkmm2-devel

◦ libglademm-devel

◦ gcc-c++

Das Programm kann mittels Ausführung des im Programmverzeichnis
bereitgestellten Makefiles kompiliert werden.

• Soll die Funktion zur Erstellung von Plots verfügbar sein, so ist das
Paket ”gnuplot” zu installieren.
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• Um die Funktion des Exports in ein PDF-Dokument nutzen zu können,
werden die Pakete ”texlive” sowie ”texlive-latex” benötigt. Diese stellen
unter anderem den Befehl pdflatex zur Verfügung, welcher zur PDF-
Erstellung genutzt wird.

3.5.2 Windows

Bei der Windowsversion des vorliegenden Programms wird – im Gegensatz
zur Linuxversion – nicht der Quellcode, sondern lediglich das kompilierte Pro-
gramm zur Verfügung gestellt. Dies liegt zum Einen daran, dass die Kom-
pilierung aufgrund der nötigen Einbindung der Bibliotheken für die grafi-
sche Oberfläche relativ kompliziert ist und zum Anderen daran, dass das
Programm auch ohne Neukompilierung auf jedem gängigen Windowssystem
lauffähig ist. Die vorliegende Version wurde unter Windows XP mit Microsoft
Visual C++ 2008 Express Edition und gtkmm in der Version 2.22 kompiliert.

Unterstützte Windows-Versionen:14

• Windows XP

• Windows Vista (32 und 64-Bit)

• Windows 7 (32 und 64-Bit)

Installation:

• Zunächst müssen die gtkmm-Bibliotheken installiert werden. Diese fin-
det man auf der gtkmm-Homepage: ”www.gtkmm.org”. Es ist aus-
reichend, die Laufzeitbibliotheken zu installieren15, da das Programm
nicht kompiliert werden muss. Zu beachten ist, dass die 32-Bit-Version
von gtkmm installiert werden muss, da es sich bei dem vorliegenden
Programm um eine 32-Bit-Anwendung handelt.

• Auf der beiliegenden CD befindet sich im Verzeichnis ”Windows” der
Ordner ”optcontrolsolver”. Dieser enthält alle benötigten Programm-
dateien und ist an eine beliebige Stelle zu kopieren.

• Die Unterstützung für die Erstellung von Plots ist bereits gegeben,
da die entsprechenden gnuplot-Dateien bereits im Programmverzeichnis
enthalten sind.

14Bei Windows Vista und 7 wurde die Funktionalität des Programms nur unter 64-Bit
getestet. Da es sich um ein auf einem 32-Bit-System kompiliertes Programm handelt,
kann davon ausgegangen werden, dass dieses auch auf den 32-Bit-Versionen dieser Win-
dowsversionen lauffähig ist.

15Bei der Installation kann ausgewählt werden, ob lediglich eine Installation der Laufzeit-
bibliotheken oder einer Vollinstallation durchgeführt werden soll.
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• Um die Funktion für den PDF-Export nutzen zu können, ist das LaTeX-
Paket MiKTeX zu installieren.16 Anschließend muss die Datei ”pdfla-
tex” in das Programmverzeichnis kopiert werden. Diese befindet sich in
”$Installationspfad MiKTeX$\miktex\bin”.

• Das Programm wird durch Öffnen der Datei ”optcontrolsolver.exe” ge-
startet.

Bemerkung 3.5.1 (Funktionalität) Das Programm wurde in erster Linie
für Linuxsysteme entwickelt. Für die Windowsversion sind lediglich einige
notwendige Anpassungen im Quellcode vorgenommen worden ohne dass die
Funktionalität des Programms gründlich überprüft wurde. Daher kann nicht
garantiert werden, dass diese Version ähnlich fehlerfrei läuft wie die Linux-
version. �

Bemerkung 3.5.2 (Implizite Angabe der Steuerung) Soll die Steue-
rung implizit angegeben werden, so wird diese in der C++-Datei ”control.cc”
angegeben bzw. ein Algorithmus zur Berechnung der Steuerung eingefügt.
Daher ist es notwendig, das Programm erneut zu kompilieren. Da die Win-
dowsversion lediglich fertig kompiliert bereitgestellt wird, ist hier die implizite
Angabe der Steuerung nicht möglich. �

3.6 Funktionen und Bedienung

In diesem Abschnitt wird beschrieben, welche Funktionen das Programm im
Einzelnen enthält und wie es bedient wird. Dazu wird zunächst die Einga-
be der Projektdaten und im Anschluss die Speicherung bzw. das Laden der
Daten eines Projekts näher erläutert. Die dem Anwender bei der Nutzung
der Mehrzielmethode zur Verfügung stehenden Optionen sind, nachdem diese
bereits bei der Behandlung der einzelnen Verfahren erwähnt wurden, Gegen-
stand des dritten Teils dieses Abschnitts. Anschließend wird auf die Lösung
eines Problems sowie die Verarbeitung der Lösung durch eine grafische Dar-
stellung und den Export in ein PDF-Dokument eingegangen. Der letzte Teil
dieses Abschnitts beschäftigt sich mit der Fehlerbehandlung. Dort wird be-
schrieben, welche Probleme bei der Lösung eines Optimalsteuerungsproblems
auftreten können und wie man mit diesen umgehen kann.

3.6.1 Eingabe der Projektdaten

Wird das Programm gestartet17, so öffnet sich das Hauptfenster (Abb. 3.2).
Dieses besteht aus 3 Karteikartenreitern, wobei der erste Tab Angaben zum

16Die Installation der Basis-Version ist dabei ausreichend.
17Zur Installation und Ausführung des Programms auf verschiedenen Systemen siehe 3.5.
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Abbildung 3.2: Hauptfenster

Problem und zu den Optionen der Mehrzielmethode enthält. Hier werden die
Differenzialgleichungen (ORDINARY DIFFERENTIAL EQUATIONS) und
die Steuerungen (CONTROL) des zu lösenden Problems angegeben. Bei den
Steuerungen ist zu beachten, dass diese sowohl explizit in der entsprechenden
Tabelle als auch implizit angegeben werden können. Weiterhin können auf
Knopfdruck die entsprechenden Fenster für die anderen Eingabedaten ange-
zeigt werden (INITIAL VALUES AND CONDITIONS), unter anderem das
Fenster für die Rand- und Schaltbedingungen sowie die Sprünge (Abb. 3.3)
als auch das Fenster für die Definition von gegebenen Konstanten (Abb. 3.4).

Bei der Eingabe dieser Daten ist die folgende Syntax zu beachten:

• Die Anzahl der Zustandsvariablen, adjungierten Variablen und Steue-
rungen wird nicht explizit angegeben. Die Anzahl der Variablen wird
über die Anzahl der Differenzialgleichungen ermittelt und analog die
Dimension der Steuerung über die eingegebenen Steuerungen in der
entsprechenden Tabelle.

• Zu beachten ist, dass bei der Angabe der Daten keine Zeilen freigelassen
werden dürfen. Alle nach einer leeren Zeile folgenden Einträge werden
nicht berücksichtigt.

• Die Syntax von muParser ist bei allen Angaben einzuhalten, da die
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Abbildung 3.3: Eingabe der Bedingungen und Sprünge

eingelesenen Formeln mit diesem Parser ausgewertet werden.18

• Die Zustandsvariablen sind fortlaufend in der Form yi, i = 1, . . . , n,
wobei n die Anzahl der Differenzialgleichungen sei, anzugeben.

• Analog werden die Steuerungen mit ui, i = 1, . . . ,m, die mit zu opti-
mierenden Konstanten mit ci, i = 1, . . . , k sowie die bekannten Kon-
stanten mit pi, i = 1, . . . , l bezeichnet. Dabei sei m die Anzahl der
Steuerungen, k die Anzahl der Konstanten und l die Anzahl der gege-
benen Konstanten19.

• Die Rand- und Schaltbedingungen müssen in die Form ri(·) = 0 ge-
bracht werden, wobei im Programm lediglich ri(·) angegeben wird. Die
i-te Variable erhält, je nachdem an welchem Zeitpunkt der Wert der
Variablen eine Bedingung erfüllen muss, verschiedene Anhänge:

◦ Anfangswert: yi s

◦ Endwert: yi e

◦ im j-ten Schaltpunkt: yi spj

• Enthält das zu lösende Problem Sprünge, so sind diese in der Form
yi+= cj anzugeben. Dabei ist yi die Variable, die einen Sprung um
den Wert cj aufweist. Außerdem ist anzugeben, an welchem Schalt-
punkt dieser Sprung auszuführen ist. Dazu wird einfach die Nummer

18Vergleiche dazu Abschnitt 3.2.
19Vergleiche dazu Bemerkung 3.6.1.
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Abbildung 3.4: Definition von gegebenen Konstanten

dieses Schaltpunktes in das entsprechende Feld ”Execute at switching
point...”20 eingetragen.

Bemerkung 3.6.1 (bekannte Konstanten) Optimalsteuerungsprobleme
enthalten oftmals gegebene Konstanten, also solche, deren Wert bekannt ist.
Diese können beispielsweise physikalischer Natur, wie die Gravitationskon-
stante, oder auch Wachstumskonstanten in biologischen Prozessen sein. Um
einem Nutzer die Eingabe der Projektdaten zu erleichtern, können solche
Konstanten definiert werden, um statt des Wertes der Konstanten lediglich
den Namen der Konstanten eingeben zu müssen. Dabei dürfen diese Kon-
stanten in den folgenden Größen verwendet werden:

• Differenzialgleichungen

• Steuerungen

• Anfangs- und Endbedingungen

• Schaltbedingungen

• Startschätzungen der Zustands- und adjungierten Variablen

Die Werte der Konstanten werden wiederum mit muParser ausgewertet, so-
dass nicht nur Zahlenwerte, sondern auch ganze Terme, die allerdings keine
anderen Variablen beinhalten dürfen, angegeben werden können. Die gegebe-
nen Konstanten sind streng von den anderen Konstanten zu unterscheiden.
Während bei Ersteren deren Wert bekannt ist, ist bei Letzteren lediglich
bekannt, dass sie einen konstanten Wert annehmen, da sie beispielsweise
Sprünge oder die Lösung einer Differenzialgleichung, deren rechte Seite iden-
tisch Null ist, darstellen. Der Wert dieser Konstanten wird erst durch die
Mehrzielmethode bestimmt. �

Die Mehrzielknoten sowie die Startschätzungen für die Zustands- und
adjungierten Variablen werden im Fenster ”enter nodes and initial values”
(Abb. 3.5) eingetragen. Dieses wird durch einen Klick auf den Button ”no-
des and initial values” im Hauptfenster (Abb. 3.2) geöffnet. Die Anzahl der

20Siehe Abb. 3.3.
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Abbildung 3.5: Fenster: Eingabe der Startschätzungen

Mehrzielknoten wird durch Abfrage der hier eingegebenen Anzahl von Kno-
ten bestimmt. Um bei großen Problemen mit vielen Knoten und/oder Va-
riablen die Eingabe der Startschätzungen zu erleichtern, können ganze Zei-
len, Spalten oder auch alle Felder auf Knopfdruck mit einem bestimmten
Wert versehen werden, ohne dass der Wert in jedes Feld einzeln eingetragen
werden muss. Außerdem besteht die Möglichkeit, eine Startschätzung in ei-
ner Datei abzuspeichern und diese auch wieder zu laden. Diese Lösungen
befinden sich standardmäßig im Unterordner ”solutions” des Programm-
verzeichnisses, können aber in/aus jedem beliebigen Ordner gespeichert/-
geladen werden. Häufig ist es problematisch, sofort das komplexe Mehr-
punktrandwertproblem lösen zu wollen, wenn über das Verhalten der Lösung
nichts bekannt ist. In solchen Fällen müssen die Startwerte geraten wer-
den und stellen demzufolge in der Regel eine schlechte Näherung dar. Um
eine bessere Startnäherung zu erhalten, wird man zunächst ein vereinfach-
tes Problem, beispielsweise ohne Zustands- und/oder Steuerbeschränkungen,
lösen. Die bestimmte Lösung kann dann einfach geladen werden, um sie als
Startlösung für das ursprüngliche Problem zu verwenden. Das Laden von
Lösungen kann ebenfalls sehr sinnvoll sein, wenn man nicht weiß, ob und
wie viele Schaltpunkte die optimale Lösung enthält. Auch hier löst man das
Problem zunächst ohne Schaltpunkte und kann dann anhand der Lösung er-
kennen, ob eine Beschränkung verletzt ist und somit Schaltpunkte eingefügt
werden müssen. Ist dies der Fall, kann durch das Laden der Lösung des un-
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beschränkten Problems meist auf eine gute Startnäherung für das Problem
mit Schaltpunkten zurückgegriffen werden.

Weiterhin können Mehrzielknoten entfernt oder hinzugefügt werden. Die
Position des Knotens kann auf zwei Arten bestimmt bzw. angegeben wer-
den. Entweder wird die Position des Knotens direkt angegeben oder durch
Klick in einen Plot bestimmt. Bei letzterer Variante ist zu beachten, dass
das behandelte Problem bereits gelöst sowie ein Plot mit der Zeitvariablen
auf der x-Achse erstellt worden sein muss. Beim Entfernen wird dann derje-
nige Knoten entfernt, der der angegebenen Position am nächsten liegt. Soll
stattdessen ein Knoten hinzugefügt werden, kann der Nutzer bei der Zuwei-
sung der Werte der Variablen am entsprechenden neuen Knoten zwischen 4
Varianten wählen:

1. Die Werte im neuen Knoten erhalten die Werte des vorigen Knotens.

2. Die Werte im neuen Knoten erhalten die Werte des nachfolgenden Kno-
tens.

3. Zur Bestimmung der Werte im neuen Knoten werden die Werte am
vorigen und nachfolgenden Knoten linear interpoliert.

4. Es wird ein Anfangswertproblem vom vorigen Knoten bis zum neuen
Knoten mit den Werten des vorigen Knotens als Anfangswerte gelöst.
Die Lösung sind dann die Werte des neuen Knotens. Dazu wird das Ver-
fahren verwendet, welches im Hauptfenster (Abb. 3.2) aktiviert ist.21

Da sowohl die Mehrzielknoten als auch die Startschätzungen mittels mu-
Parser eingelesen werden, ist es möglich, auch Terme anzugeben, beispiels-
weise Brüche oder trigonometrische Funktionen. Das Hinzufügen von Mehr-
zielknoten kann sinnvoll verwendet werden, wenn die Mehrzielmethode das
zu lösende Problem nicht auf dem gesamten Zeitintervall lösen kann. Tritt
dieser Fall ein, so kann man versuchen, das Problem zunächst auf einem
kleineren Zeitintervall lösen. Anschließend wird das Zeitintervall durch Hin-
zufügen zusätzlicher Knoten vergrößert. Dabei sollte die Lösung des bereits
gelösten Problems als Startnäherung verwendet werden.

Die Startschätzungen der Konstanten und Schaltpunkte sind in dem ent-
sprechenden Fenster für die Konstanten (Abb. 3.6) bzw. für die Schalt-
punkte (Abb. 3.7) einzugeben. Auch diese können über das Hauptfens-
ter aufgerufen werden. Die Anzahl der jeweiligen Variablen wird wiederum
nicht explizit angegeben, sondern indirekt über die Anzahl der eingetragenen
Startschätzungen. Hierbei ist zu beachten, dass die Anzahl der Steuerungsin-
tervalle nicht über die Tabelle mit den Steuerungen, sondern über die Anzahl
der Schaltpunkte ermittelt wird. Auch diese Werte werden mittels muParser
eingelesen und ausgewertet.

Wie bereits anfangs dieses Abschnitts erwähnt wurde, können die Steue-
rungen auch implizit angegeben werden. Dies ist nützlich, wenn sich die

21Vergleiche zu den Verfahren zur Lösung von Anfangswertproblem Abschnitt 2.2.
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Abbildung 3.6: Konstanten

Abbildung 3.7: Schaltpunkte

Steuerungen aus dem Maximumprinzip nicht explizit bestimmen lassen, son-
dern durch andere Verfahren numerisch bestimmt werden müssen. In diesem
Fall kann man im Hauptfenster den Menüpunkt ”implicit declaration of con-
trol” anwählen und die Dimension der Steuerung angeben. Im Programm-
verzeichnis befindet sich eine C++-Datei ”control.cc”, die eine Funktion zur
Bestimmung der Steuerungen zur Verfügung stellt:

Listing 3.8: Definition der Steuerung in ”control.cc”
1 #include "main_window.h"

2 #include <iostream >

3 #include <string >

4 #include <vector >

5 #include "muParser/muParser.h"

6

7 using namespace std;

8 using namespace mu;

9

10 void main_window :: calculate_control_implicit(int interval , double

input_x , vector <double > input_y , vector <double > input_const ,

vector <double >& output)

11 {

12 /* ***************************************************************

13 Input - Variablen : interval = aktuelles Schaltintervall

(0,... , no_sp)

14 input_x = aktueller Zeitpunkt

15 input_y = Zustandsvariablen und Adjungierte am

aktuellen Zeitpunkt (Indizes 0,..., no_ode)

16 input_const = Werte der zu optimierenden Konstanten (

Indizes 0,..., no_const)
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17 Output - Variablen : output = ausgewertete Steuerung im

aktuellen Zeitpunkt (Indizes 0,..., no_control )

18 *************************************************************** */

19

20 // hier muss der Algorithmus zur impliziten Berechnung der

Steuerung angegeben werden.

21

22 }

In dieser Funktion kann ein Algorithmus zur Bestimmung der Steuerung
angegeben werden. Die Eingabe- und Ausgabevariable der Funktion können
im Listing 3.8 nachgelesen werden. Da im Fall der impliziten Angabe der
Steuerung die C++-Datei ”control.cc” verändert wird, ist anschließend eine
Neukompilierung des Programms notwendig. Daher ist diese Funktion nicht
mit der Windowsversion des Programms nutzbar.22

3.6.2 Laden und Abspeichern eines Projekts

Die Eingabedaten eines Problems können sowohl abgespeichert als auch ge-
laden werden, um jederzeit auf diese zugreifen zu können. Ohne Sicherungs-
möglichkeit der Daten wäre dies nicht gegeben, da diese nicht im Quellcode
des Programms, sondern nur in der grafischen Oberfläche eingegeben wer-
den. Die Optionen können im Hauptfenster (Abb. 3.2) unter dem Menüpunkt
”Project” aufgerufen werden. Dabei werden die Eingabedaten in einer Text-
datei mit dem Namen des Problems abgelegt, standardmäßig im Unterver-
zeichnis ”saves” des Programms. Über den implementierten Datei-Browser
(Abb. 3.9) ist es aber auch möglich, diese Datei an einem beliebigen Ort zu
erstellen. In der Textdatei werden die folgenden Angaben gesichert:

Abbildung 3.9: Öffnen eines Projekts

• Anzahl der Differenzialgleichungen

22Vergleiche dazu Abschnitt 3.5.2, Bemerkung 3.5.2.
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• Anzahl der Schaltpunkte

• Art der Angabe der Steuerung:{
explicit

implicit

• Anzahl der Steuerungen

• Anzahl der Konstanten

• Anzahl der Konstanten mit bekanntem Wert

• Status der Option ”Einfügen der Schaltpunkte in der Lösung”:{
1, falls ja

0, sonst

• Maximale Anzahl der Newtoniterationen

• geforderte Genauigkeit der Mehrzielmethode

• geforderte Genauigkeit des Anfangswertproblemlösers

• Anfangsschrittweite des Anfangswertproblemlösers

• maximale Anzahl von Zeitschritten des Anfangswertproblemlösers

• maximale Anzahl der Verkleinerungen der Schrittweite in jedem Zeit-
schritt

• verwendetes Verfahren zur Lösung von Anfangswertproblemen

• Status der Option ”Relaxation des Newtonverfahrens”:{
1, falls ja

0, sonst

• Status der Option ”Broydenapproximation der Jacobimatrix”:{
1, falls ja

0, sonst

• Status der Option ”Ausgabe einer detaillierten Lösung”:{
1, falls ja

0, sonst

• Name der Datei, unter dem die Lösung gespeichert wird
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• Differenzialgleichungen

• Steuerungen

• Startschätzungen der Schaltpunkte

• Startschätzungen der Konstanten

• Werte der bekannten Konstanten

• Mehrzielknoten

• Rand- und Schaltbedingungen

• Sprünge

• Startschätzungen

• selbst definierte Plots

Wird ein Projekt geladen, werden die Einträge der Datei eingelesen und in
die entsprechenden Felder der grafischen Oberfläche geschrieben. Da die Da-
ten in einer Textdatei gesichert werden, ist es möglich, die Daten eines Pro-
jekts direkt in dieser Datei zu ändern. Dies ist beispielsweise bei sehr langen
Termen in den Differenzialgleichungen oder Steuerungen sinnvoll, weil die
Übersichtlichkeit in der Textdatei besser ist als in den entsprechenden Fel-
dern der grafischen Oberfläche. Dabei ist jedoch darauf zu achten, dass die
Struktur der Datei nicht verändert wird, da die Daten anderenfalls nicht
ordnungsgemäß eingelesen werden können und das Programm gegebenen-
falls abstürzen kann. Daher ist dieses Vorgehen nur in Ausnahmefällen zu
empfehlen.

3.6.3 Optionen der Mehrzielmethode

In diesem Abschnitt werden alle Optionen, die dem Anwender im Rahmen
der Mehrzielmethode zur Verfügung stehen, zusammengefasst. Diese wurden
in der Mehrzahl bereits im Abschnitt 2 angesprochen. Alle Optionen befinden
sich in der Tabelle ”PROJECT AND SETTINGS” des Hauptfensters (Abb.
3.2).

Newtonverfahren

Der Nutzer kann auf die folgenden Parameter bzw. Optionen des Verfah-
rens Einfluss nehmen:

• Die maximale Anzahl der Newtoniterationen kann festgelegt werden.
Wird die maximale Zahl der Iterationen auf Null gesetzt, so werden
lediglich die zur Bestimmung des Vektors F benötigten Anfangswert-
probleme gelöst. So ist es möglich, einen Eindruck von der Güte der
Startschätzung zu erhalten.
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• Ein Benutzer kann die geforderte Genauigkeit des Newtonverfahrens
variieren.23

• Weiterhin besteht die Möglichkeit, zu entscheiden, ob das gedämpfte
Newtonverfahren verwendet wird oder nicht.24

• Gleiches gilt für die Anwendung eines Broyden-Updates zur Bestim-
mung der Jacobimatrix.25 Da die Jacobimatrix lediglich approximiert
und nicht durch das Lösen vieler Anfangswertprobleme bestimmt wird,
verringert die Anwendung des Broyden-Updates den Rechenaufwand
deutlich. Allerdings kann dies bei empfindlich reagierenden Problemen
dazu führen, dass das Newtonverfahren aufgrund der größeren Unge-
nauigkeit der Jacobimatrix nicht konvergiert.

Anfangswertproblemlöser

Der Nutzer kann zwischen drei verschiedenen Anfangswertproblemlösern
wählen. Das Standardverfahren ist Dormand-Prince 5(4), ein eingebette-
tes Runge-Kutta-Verfahren der Ordnung 5 mit automatischer Schrittwei-
tensteuerung. Wird ein Verfahren mit höherer Genauigkeit benötigt, kann
Dormand-Prince 8(7) benutzt werden. Liegt hingegen ein steifes Differen-
zialgleichungssystem vor, fällt die Wahl auf das Rosenbrock-Typ-Verfahren
4(3), einem linear impliziten Einschrittverfahren der Ordnung 4.26 Weiterhin
kann der Nutzer auf die folgenden Parameter der Anfangswertproblemlöser
Einfluss nehmen:

• Geforderte Genauigkeit27

• Startschrittweite (relativ zum Zeitintervall des Anfangswertproblems)

• Minimale Schrittweite (ebenfalls relativ zum Zeitintervall)

• Maximale Zahl an Zeitschritten

• Maximale Zahl der Verkleinerungen der Schrittweite in einem Zeit-
schritt

Die voreingestellte Startschrittweite sorgt dafür, dass zu lösende Anfangs-
wertproblem nicht mit einer zu großen Schrittweite gelöst werden. Bei emp-
findlicheren Problemen kann es aber notwendig sein, die Startschrittweite zu
verringern, um eine Lösung zu erhalten. Wird die maximale Anzahl an Zeit-
schritten erreicht, kann man diese erhöhen oder versuchen, das Problem mit
einem anderen besseren Verfahren zu lösen. Gleiches gilt für die maximale
Zahl der Verkleinerungen der Schrittweite in einem Zeitschritt. Zusätzlich
kann hier die Startschrittweite verringert werden, um die Anzahl der not-
wendigen Verkleinerungen zu senken.

23Zu den Abbruchkriterien des Newtonverfahrens vergleiche Abschnitt 2.1.4.
24Vergleiche dazu Abschnitt 2.1.2.
25Siehe Abschnitt 2.1.3.
26Zu den Verfahren und den folgenden Parametern vergleiche Abschnitt 2.2.
27Als Genauigkeit wird hier derjenige Wert bezeichnet, den die Fehlerabschätzung des
jeweiligen Verfahrens in jedem Zeitschritt unterschreiten muss.
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3.6.4 Lösung eines Problems, Erstellen von Grafiken
und PDF-Export

Sind alle Daten des zu lösenden Problems eingegeben sowie alle Optionen
der Mehrzielmethode wie gewünscht gesetzt, kann durch einen Klick auf den
Button ”Solve” im Hauptfenster (Abb. 3.2) die Berechnung der Lösung mit-
tels des Mehrfachschießverfahrens gestartet werden. Bevor die Berechnungen
beginnen, werden alle Daten des Problems sowie die Optionen aus der grafi-
schen Oberfläche eingelesen und in Variablen verschiedenen Typs gespeichert.
Dabei wird unter anderem sichergestellt, dass die konfigurierbaren Parameter
sinnvolle Werte enthalten. Die Parameter dürfen beispielsweise nicht negativ
sein. In einem solchen Fall wird dem entsprechenden Parameter ein Stan-
dardwert zugewiesen. Dies sind diejenigen, die beim Start des Programms
in den jeweiligen Feldern eingetragen sind. Anschließend werden drei Tests
durchgeführt:

1. Der erste Test besteht darin, zu überprüfen, ob überhaupt Problemda-
ten eingegeben wurden. Dies wird beispielhaft anhand der Anzahl der
angegebenen Differenzialgleichungen entschieden.

2. Es wird geprüft, ob die Summe der Differenzialgleichungen, Konstan-
ten und Schaltpunkte gleich der angegebenen Bedingungen ist. Dies
muss der Fall sein, damit die Möglichkeit der Existenz einer eindeutig
bestimmten Lösung besteht.

3. Die Anzahl der Schaltpunkte wird über die Anzahl der angegebenen
Startschätzungen für Schaltpunkte ermittelt. Daher muss sichergestellt
werden, dass in der Tabelle für die Eingabe der Steuerungen genügend
Steuerungsintervalle mit Daten gefüllt wurden. Enthält das Problem
i Schaltpunkte, müssen für jede Steuerung i + 1 Steuerungsintervalle
angegeben werden.

Sofern die drei Tests positiv ausfallen und außerdem eine positive maximale
Anzahl von Newtoniterationen angegeben ist, so wird die Mehrzielmethode
gestartet und anderenfalls eine Fehlermeldung ausgegeben. Es ist möglich, die
Anzahl der Newtoniterationen auf Null zu setzen. In diesem Fall werden le-
diglich diejenigen Anfangswertprobleme gelöst, deren Lösung für die Bestim-
mung des Vektors F benötigt wird, und die Mehrzielmethode anschließend
beendet. So steht dem Anwender die Möglichkeit offen, eine Einschätzung
über die Güte der Startschätzung zu erhalten.

Wird die Berechnung einer Lösung des Problems mittels der Mehrzielme-
thode gestartet, so wechselt das Programm automatisch auf den Tab ”Solu-
tion” (Abb. 3.10). Dabei zeigt ein Fortschrittsbalken den ungefähren Fort-
schritt der Berechnungen innerhalb einer Iteration des Newtonverfahrens.
Dort werden in einem Textfenster verschiedene Angaben zum Problem sowie
dessen Lösung ausgegeben. Dies sind im Einzelnen:

1. Die Eingabedaten des Problems.
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Abbildung 3.10: Ausgabe der Lösung

2. Die Abbruchkriterien und optional zusätzlich der Vektor F sowie die
Werte der Zustandsvariablen, Konstanten und Schaltpunkte in jeder
Iteration.

3. Die Lösung des Problems mit Angabe der benötigten Iterationen des
Newtonverfahrens und der benötigten Zeit28 bzw. gegebenenfalls der
Meldung, dass keine Lösung gefunden wurde.

Die optionale Ausgabe erfolgt nur, wenn im Hauptfenster der Menüpunkt
”detailed solution” ausgewählt wurde. Wird außerdem der Menüpunkt ”in-
sert switching points in the solution” ausgewählt, werden die Schaltpunkte
sowie die zugehörigen Werte der Zustands- und adjungierten Variablen als
zusätzliche Mehrzielknoten bei der Ausgabe der Lösung eingefügt. Des Wei-
teren werden alle Angaben auch in der Konsole, sofern das Programm über
eine solche gestartet wurde, ausgegeben. Hier werden zusätzlich die Teilma-
trizen der Jacobimatrix sowie eine Aufschlüsselung der benötigten Zeit in
die Berechnung des Vektors F , der Jacobimatrix DF sowie der Lösung des
linearen Gleichungssystems angegeben. Diese Daten werden automatisch in
ein Logfile geschrieben, sodass diese auch in dem Fall, dass das Programm
nicht über eine Konsole gestartet wurde, für den Benutzer verfügbar sind.

28Die für die Berechnung der Lösung benötigte Zeit wird lediglich auf Linuxsystemen
ausgegeben, da die für diese Funktion verwendete Headerdatei unter Windows nicht
verfügbar ist.
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Dieses Logfile kann entweder über den Button ”Show Logfile” oder direkt
im Programmverzeichnis durch Öffnen der Datei ”logfile.dat” angezeigt wer-
den. Sollte das Programm während der Berechnung aufgrund von Fehlern
abstürzen, kann die Ansicht dieses Logfiles Aufschluss darüber geben, bei
welchem Teil der Berechnungen ein Fehler aufgetreten ist. Zusätzlich steht
dem Benutzer auch die Möglichkeit offen, die Lösung in einer Datei abzu-
speichern. Dies wird durch die Auswahl der Option ”save solution to..” sowie
der Angabe des Dateinamens, unter dem die Lösung gespeichert werden soll,
erreicht. Die Datei enthält die folgenden Bestandteile der Lösung:

• Anzahl der Mehrzielknoten, Differenzialgleichungen, Schaltpunkte und
zu optimierenden Konstanten

• Positionen der Mehrzielknoten sowie die Funktionswerte der Variablen
an diesen Stellen

• Positionen der Schaltpunkte

Die Lösung wird im Unterordner ”solutions” gespeichert. Diese kann dann
beispielsweise als Startschätzung geladen werden.

Wurde eine Lösung des Problems gefunden, so kann der Benutzer ver-
schiedene Plots der Lösung erstellen lassen. Dies ist im Karteikartenreiter
”Plots” (Abb. 3.11) des Hauptfensters möglich. Dabei stehen dem Anwender

Abbildung 3.11: Erstellung und Ausgabe der Grafiken

die folgenden Optionen zur Verfügung:
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• Es werden alle Zustandsvariablen und Adjungierten sowie die Steue-
rungen in Abhängigkeit von der Zeit geplottet.

• Alle Größen werden in Abhängigkeit von einer frei wählbaren Variablen
geplottet.

• Der Nutzer erstellt bis zu zehn eigene Grafiken. Dabei kann jede Grafik
bis zu drei Plots enthalten. Vergleiche dazu Abb. 3.12.

Abbildung 3.12: Definition eigener Grafiken

Außerdem können die Eingabedaten, die Lösung sowie die Plots eines Pro-
blems in eine PDF-Datei exportiert werden. Vergleiche dazu die Abschnitte
3.3 bzw. 3.4.

Bemerkung 3.6.2 Die Funktionen für die Erstellung der Grafiken sowie
des PDF-Exports stehen sowohl nach dem Starten des Programms als auch
nach dem Öffnen eines Projekts nicht zur Verfügung. Dies wird durch die
Deaktivierung der entsprechenden Buttons erreicht. Wird die Mehrzielme-
thode erfolgreich gestartet29, können anschließend beide Funktionen genutzt
werden. �

3.6.5 Fehlerbehandlung

Im Folgenden sollen einige Fehler genannt werden, die bei der Lösung eines
Problems mit dem vorliegenden Programm auftreten können. Dabei wird da-
von ausgegangen, das alle Eingabedaten korrekt eingegeben wurden. Bei der
Mehrzielmethode ist stets zu bedenken, dass in der Regel gute Startnäherun-
gen benötigt werden, da diese einen großen Einfluss auf die Konvergenz des
Newtonverfahrens haben. Die Güte der Startnäherung kann überprüft wer-
den, indem die Einstellung der maximalen Anzahl der Newtoniterationen

29D.h. die auf S.73 angesprochenen Test sind positiv ausgefallen.
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auf Null gesetzt wird. Dann wird lediglich das Anfangswertproblem ausge-
hend von den gegebenen Startwerten gelöst und man kann anhand der Plots
Rückschlüsse auf die Güte der Startwerte und/oder Mehrzielknoten ziehen.
Sollte das Programm während der Lösung eines Problems abstürzen, so las-
sen sich durch Ansicht der automatisch erstellten Logdatei30 Anhaltspunkte
finden, an welcher Stelle der Berechnung ein Fehler aufgetreten ist.

Nun wird aufgezeigt, welche Ursache gewisse auftretende Fehler haben
können sowie wie mit diesen umgegangen werden kann.

1. Es wird die Meldung ausgegeben, dass der verwendete Anfangswertpro-
blemlöser zu viele Zeitschritte benötigt hat oder die Schrittweite zu oft
verkleinert werden musste, um die Genauigkeitsforderung zu erfüllen.

• Sofern Ersteres aufgetreten ist, kann die maximale Anzahl der
Zeitschritte erhöht werden.

• Die Startschrittweite kann verringert werden.

• Wurde Dormand-Prince 5(4) verwendet, so kann Dormand-Prince
8(7) gewählt werden, da dieses aufgrund der größeren Ordnung ei-
ne höhere Genauigkeit bei der Lösung von Anfangswertproblemen
erreicht.

• Führen die beiden expliziten AWP-Löser nicht zu einem Ergebnis,
so kann stattdessen der linear-implizite Anfangswertproblemlöser
Rosenbrock 4(3) verwendet werden. Dieser kann auch mit steifen
Differenzialgleichungssystemen umgehen.

2. Ein Anfangswertproblem konnte nicht gelöst werden und es treten nan-
und/oder inf-Fehler auf.

• Die Startwerte an den Mehrzielknoten sollten dahingehend über-
prüft werden, ob beispielsweise eine Division durch Null auftritt.

• Die Startschrittweite kann verringert werden. Bei empfindlichen
Differenzialgleichungssystemen ist häufig eine kleine Startschritt-
weite nötig.

• Ein genauerer Anfangswertproblemlöser kann verwendet werden.

• Eventuell sind ein oder mehrere Integrationsintervalle zu groß
gewählt worden. Dieses Problem kann durch eine Änderung der
Position und der Anzahl der Mehrzielknoten behoben werden.

• Die Genauigkeit des verwendeten Lösers kann erhöht werden.

3. Die Mehrzielmethode konvergiert nicht.

• Wurde ein Broyden-Update verwendet, so kann die Deaktivierung
dieser Funktion die Konvergenz verbessern. Insbesondere empfind-
liche Differenzialgleichungssysteme sind auf genaue Jacobimatri-
zen angewiesen, damit das Newtonverfahren konvergiert. Alterna-
tiv kann das jeweils andere Broyden-Update verwendet werden, da

30Diese befindet sich im Programmverzeichnis.
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diese Updates abhängig vom zu lösenden Problem unterschiedlich
gute Ergebnisse liefern.

• Die Mehrzielmethode benötigt genaue Lösungen der Anfangswert-
probleme. Daher kann sowohl die Erhöhung der geforderten Ge-
nauigkeit des verwendeten Lösers als auch die Auswahl eines ge-
naueren Lösers das Konvergenzverhalten positiv beeinflussen.

• Die Relaxation des Newtonverfahrens verbessert im Allgemeinen
das Konvergenzverhalten.

• Auch eine Erhöhung der maximalen Anzahl der Iterationen des
Newtonverfahrens kann zur Konvergenz führen, sofern die Berech-
nungen nach dieser Iterationsanzahl angebrochen wurden. Konver-
giert das Verfahren beispielsweise aufgrund schlechter Startnähe-
rungen nur sehr langsam, kann durchaus eine große Zahl von Itera-
tionen benötigt werden. Dies kann insbesondere der Fall sein, wenn
das gedämpfte Newtonverfahren verwendet wird, da die Newton-
schritte dann sehr klein sein können.

4. Es wird die Meldung ausgegeben, dass die Position der Schaltpunkte
vom Programm verändert werden musste.

• Diese Meldung tritt auf, wenn Schaltpunkte nach einem Newton-
schritt außerhalb des betrachteten Zeitintervalls lagen oder ver-
tauscht wurden. In einem solchen Fall sollten die Schaltstruktur
sowie die Startschätzungen der Schaltpunkte überprüft und gege-
benenfalls korrigiert werden.
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Kapitel 4

Beispielrechnungen

4.1 Das Brachistochrone-Problem

Als erstes Beispiel soll das in Abschnitt 1.1 vorgestellte Brachistochrone-
Problem betrachtet werden. Das zu lösende Optimalsteuerungsproblem lau-
tet wie folgt:1

Man bestimme die Fallzeit tb > 0 und eine Steuerung u ∈ C1([ta, tb],R),
sodass das Funktional

I(x, v, u, tb) := tb =

∫ tb

0

1 dt

minimiert wird unter den Nebenbedingungen

ẋ1 = v1, x1(0) = 0, x1(tb) = 2,

ẋ2 = v2, x2(0) = 0, x2(tb) = −1,

v̇1 = −u v2, v1(0) = 0,

v̇2 = −g + u v1, v2(0) = 0.

Die Endzeit tb und die Endgeschwindigkeit (v1(tb), v2(tb))
T sind frei.

Um dieses Optimalsteuerungsproblem in ein Randwertproblem zu über-
führen, sind mit Hilfe des Maximumprinzips die notwendigen Bedingungen2

zu ermitteln. Die zugehörige Hamiltonfunktion lautet:

H = 1 + λ1v1 + λ2v2 − λ3v2u+ λ4(v1u− g)

= (1 + λ1v1 + λ2v2 − λ4g) + u(λ4v1 + λ3v2).
(4.1)

Die adjungierten Differenzialgleichungen ergeben sich dann durch Differen-

1Vergleiche zur Herleitung Beispiel 1.1.1.
2Vergleiche dazu die Ausführungen in Abschnitt 1.3.
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zieren der Hamiltonfunktion 4.1:

λ̇1 = −∂H
∂x1

= 0,

λ̇2 = −∂H
∂x2

= 0,

λ̇3 = −∂H
∂v1

= −λ1 − uλ4,

λ̇4 = −∂H
∂v2

= −λ2 + uλ3.

(4.2)

Da die Zustandsvariablen v1 und v2 keine Endbedingungen zu erfüllen haben,
folgt aus den Orthogonalitätsbedingungen:

λ3(tb) = λ4(tb) = 0. (4.3)

Aufgrund der Tatsache, dass der Endzeitpunkt nicht gegeben ist, folgt aus
den Transversalitätsbedingungen, dass die Hamiltonfunktion 4.1 im Endzeit-
punkt tb verschwinden muss:

H[tb] = 0. (4.4)

Nun ist die optimale Steuerung u ebenfalls durch Ableiten der Hamilton-
funktion 4.1 zu bestimmen. Da die Steuerung linear in das Problem eingeht,
hängt die Ableitung Hu = λ4v1 − λ3v2 nicht von der Steuerung ab und lie-
fert somit keine Informationen über diese. In einem solchen Fall spricht man
von einem singulären Optimalsteuerungsproblem. Man kann allerdings einen
Trick anwenden, um auch in diesem Fall Informationen über die optimale
Steuerung zu gewinnen. Da Hu längs der Lösung den Wert Null annimmt,
müssen auch sämtliche Zeitableitungen von Hu verschwinden. Hu sowie deren
beiden ersten Zeitableitungen lauten:

Hu = λ4v1 − λ3v2 = 0, (4.5)

d

dt
Hu = λ1v2 − λ2v1 + λ3g = 0,

d2

dt2
Hu = −2λ1g + u(λ1v1 + λ2v2 − λ4g) = 0. (4.6)

Die zweite Zeitableitung ist explizit von der Steuerung u abhängig. Da das
vorliegende Problem autonom ist, ist die Hamiltonfunktion längs der Lösung
konstant3 und verschwindet aufgrund der Randbedingung (4.4) sogar:

H = (1 + λ1v1 + λ2v2 − λ4g) + u(λ4v1 + λ3v2) = 0. (4.7)

Einsetzen von (4.5) in (4.7) liefert

λ1v1 + λ2v2 − λ4g = −1.

3Siehe Bemerkung 1.3.8.
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Dies wiederum setzt man in die zweite Zeitableitung von Hu (4.6) ein und
erhält eine Aussage über die optimale Steuerung:

u = −2λ1g.

Da die Adjungierte λ1 konstant ist, folgt somit, dass die optimale Steuerung
u ebenfalls konstant ist. Man kann also die Steuerung u durch eine zu be-
stimmende Konstante ersetzen und das System sogar ohne Verwendung der
adjungierten Differenzialgleichungen lösen.

Man erhält - nach einer Transformation des Problems auf das Zeitintervall
[0, 1] - das folgende Randwertproblem:

ẋ1 = tbv1, x1(0) = 0, x1(1) = 2,

ẋ2 = tbv2, x2(0) = 0, x2(1) = −1,

v̇1 = −tbuv2, v1(0) = 0,

v̇2 = tb(uv1 − g), v2(0) = 0,
(4.8)

u̇ = 0,

ṫb = 0. .

Nun wird das Randwertproblem so verändert, dass es mit dem vorliegenden
Programm gelöst werden kann. Die Variablennamen sowie die Randbedin-
gungen werden an die Syntax des Programms angepasst. Weiterhin kann
man die Dimension des Differenzialgleichungssystems verringern, indem man
die Steuerung u und die Endzeit tb als Konstanten c1 bzw. c2, deren Wert
unbekannt ist, auffasst.4

• Umbenennung der Variablen:

y1 := x1 y2 := x2

y3 := v1 y4 := v2

u1 := u

• bekannte Konstante:

p1 := g = 9.81

• Konstanten mit unbekanntem Wert:

c1 := u c2 := tb

• Differenzialgleichungen:

ẏ1 = c2 · y3 ẏ2 = c2 · y4
ẏ3 = −c2 · u1 · y4 ẏ4 = −c2 · (u1 · y3− p1)

4Vergleiche dazu die Bedienung des Programms in Abschnitt 3.6.
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• Randbedingungen:

y1 s y1 e− 2

y2 s y2 e+ 1

y3 s y4 s

• Steuerung:
u1 = c1

Das Randwertproblem wird mit den folgenden Startwerten (Tabelle 4.1)
und Einstellungen gelöst:

t x1 x2 v1 v2
0 0 0 0 0

0.25 0 0 0 0
0.5 0 0 0 0
0.75 0 0 0 0
1 0 0 0 0

c1 = 4 c2 = 1

Tabelle 4.1: Brachistochrone-Problem: Startwerte

• Newtonverfahren:

◦ Maximale Anzahl der Newtoniterationen: 30

◦ geforderte Genauigkeit der Lösung: 10−5

◦ Relaxation des Newtonverfahrens: ja

◦ Broyden-Update: ja, gut

• Anfangswertproblemlöser:

◦ geforderte Genauigkeit: 10−5

◦ Startschrittweite: 1

◦ minimale Schrittweite: 10−6

◦ maximale Zahl der Zeitschritte: 500

◦ maximale Anzahl der Verkleinerungen der Schrittweite in einem
Zeitschritt: 10

Nach zehn Iterationen des Newtonverfahrens und 1.15 Sekunden liefert
das Programm die in Tabelle 4.2 sowie Abbildung 4.1 dargestellte Lösung.5

Nun soll der Einfluss einiger Optionen auf die Iterationszahl und die
benötigte Zeit untersucht werden. Die Ergebnisse sind in den Tabellen 4.3
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t x1 x2 v1 v2
0 2.37931e− 15 1.76194e− 15 −3.90306e− 15 1.68467e− 15

0.25 0.0559659 −0.186508 0.812273 −1.7319
0.5 0.398737 −0.611517 2.66326 −2.21472
0.75 1.10827 −0.968503 4.218 −1.10024
1 2 −1 4.35517 0.807762

Steuerung: u = c1 = 4.35517

Endzeitpunkt: tb = c2 = 0.805564.

Tabelle 4.2: Brachistochrone-Problem: optimale Lösung

Abbildung 4.1: Brachistochrone-Problem: optimale Kurve

sowie 4.4 dargestellt, wobei die im Vergleich zur ersten Lösung veränderte
Option jeweils fett gedruckt ist.

Eine Veränderung der Einstellungen des Newtonverfahrens bewirken bei
der Lösung des Brachistochrone-Problems keine gravierenden Änderungen.
Das Programm konvergiert in allen Fällen und liefert auch die identische
Lösung, lediglich die Genauigkeit der Lösung schwankt. Wird die Relaxation
des Newtonverfahrens deaktiviert, so werden deutlich weniger Iterationen (6
statt 10), aber die gleiche Zeit benötigt. Dies lässt darauf schließen, dass das
Newtonverfahren hier zu stark gedämpft wird, sodass die Lösung mit vollen
Newtonschritten nach weniger Iterationen erreicht wird. Dass die benötigte
Zeit dennoch nahezu identisch ist, liegt daran, dass das Broyden-Update
nur bei aktivierter Relaxation angewendet werden kann, wodurch die Dauer
einer Iteration bei Verwendung eines Broyden-Updates enorm sinkt. Einen
großen Unterschied kann man hingegen feststellen, wenn statt dem guten
das schlechte Broyden-Update verwendet wird. In der Theorie sind beide
Vorgehensweisen gleich gut6, bei diesem Problem funktioniert das schlechte
Broyden-Update allerdings deutlich besser. Zum Einen werden lediglich 7 Ite-

5Die Ausgabe des Programms mit deaktivierter Option ”detailed solution”kann im Anhang
A.1 auf S.119ff nachgelesen werden.

6Vergleiche zum Broyden-Update den Abschnitt 2.1.3 auf S. 30.
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1 2 3 4 5 6
Relaxation ja nein ja ja ja ja

Broyden-Update ja ja ja nein ja ja
Art des Updates gut gut schlecht - gut gut
Genauigkeit 1e-5 1e-5 1e-5 1e-5 1e-7 1e-3
Iterationen 10 6 7 6 13 8

Zeit in Sekunden 1.15 1.2 0.62 1.2 1.25 1.08

Tabelle 4.3: Brachistochrone: Vergleich der Optionen des Newtonverfahrens

rationen benötigt und zum Anderen, was viel wichtiger ist, halbiert sich die
Rechenzeit. Dieser Effekt kann aber bei anderen Problemstellungen durchaus
genau umgekehrt ausfallen. Wird die geforderte Genauigkeit des Newtonver-
fahrens geändert, zeigt sich der erwartete Effekt. Bei höherer Genauigkeit
werden mehr Iterationen benötigt, während eine geringere in weniger Itera-
tionen resultiert. Dies spiegelt sich allerdings kaum in der Rechenzeit nieder,
da der Aufwand pro Iteration bei Anwendung des Broyden-Updates sehr
gering ist.

1 2 3 4 5 6
AWP-Löser DP78 DP45 RB34 DP78 DP78 DP78
Genauigkeit 1e-5 1e-5 1e-5 1e-7 1e-3 1e-5

Startschrittweite 1 1 1 1 1 0.25
Iterationen 10 10 10 10 10 10

Zeit in Sekunden 0.86 8.5 22.1 2.27 1.02 2.1

Tabelle 4.4: Brachistochrone: Vergleich der Optionen der AWP-Löser

Die verschiedenen die Anfangswertproblemlöser betreffenden Optionen
haben bei dem vorliegenden Optimalsteuerungsproblem vor allem Auswir-
kungen auf die benötigte Zeit, um eine Lösung zu finden, nicht aber auf die
Zahl der Newtoniterationen. Wird statt DP78 der weniger genaue AWP-Löser
DP45 verwendet, so vervielfacht sich die Rechenzeit, obwohl der Aufwand
pro Zeitschritt deutlich geringer ist.7 Der Grund dafür ist, dass der geringere
Aufwand auch eine geringere Genauigkeit bedeutet, die durch eine kleinere
Schrittweite ausgeglichen werden muss. Der Anfangswertproblemlöser DP78
ist also auch bei einfachen Problemen gegebenenfalls vorzuziehen, da der
Nachteil des höheren Aufwands pro Zeitschritt durch größere Schrittweiten
kompensiert werden und sich sogar ins Gegenteil umkehren kann. Wird das
Rosenbrock-Verfahren für die Lösung der Anfangswertprobleme angewendet,
so erhöht sich die Rechenzeit noch einmal deutlich. Dies liegt im deutlich
höheren Aufwand, den dieses Verfahren erfordert, begründet. Liegt ein stei-
fes Differenzialgleichungssystem vor, so ist dieser Aufwand berechtigt, da das

7Hier musste zusätzlich die maximale Anzahl der Verkleinerungen der Schrittweite pro
Zeitschritt auf den Wert 20 erhöht werden, um eine Lösung zu erhalten.
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Verfahren in solchen Fällen mit viel größeren Schrittweiten arbeiten kann.
Man sollte dieses Verfahren also nur verwenden, wenn ein steifes System vor-
liegt, anderenfalls ist der Aufwand und damit auch die Rechenzeit viel zu
groß. Eine Änderung der geforderten Genauigkeit des Lösers hat den erwar-
teten Effekt - lediglich die benötigte Zeit fällt höher bzw. geringer aus. Beim
einfachen Brachistochrone-Problem hat die Genauigkeit keinen Einfluss auf
das Newtonverfahren. Dies ist aber im Allgemeinen anders, da die Mehr-
zielmethode enorm von genauen Anfangswertproblemlösern profitiert. Eine
höhere Genauigkeit kann also durchaus eine geringere Zahl der Newtonite-
rationen bewirken als auch entscheidend für die Konvergenz des Newtonver-
fahrens sein. Eine Verringerung der Startschrittweite resultiert hier in einer
Erhöhung der benötigten Zeit. Daraus kann man schließen, dass der An-
fangswertproblemlöser bei diesem Problem mit einer großen Schrittweite ar-
beiten kann. Wird dieser mit einer kleineren Schrittweite gestartet, vergrößert
sich diese durch die automatische Schrittweitensteuerung nur allmählich, wo-
durch mehr Zeitschritte benötigt werden und der Aufwand steigt. In anderen
Problemstellungen kann eine Verringerung der Startschrittweite allerdings
auch in einem verbesserten Aufwand münden8, aber auch notwendig sein,
um überhaupt eine Lösung zu erhalten.

4.2 Das Min-Energy-Problem

Im zweiten Beispiel soll nun das sogenannte Min-Energy-Problem

I(t, x, v, u) :=

∫ 1

0

1

2
u(t)2dt→ min,

ẋ = v,

v̇ = u,

x(0) = x(1) = 0, (4.9)

v(0) = 1, v(1) = −1,

s(t, x(t), v(t)) = x(t)− l ≤ 0, l > 0, t ∈ [0, 1],

betrachtet werden.9 Die Ungleichungsnebenbedingung ist eine globale, reine
Zustandsbeschränkung, diese muss also auf dem gesamten Zeitintervall erfüllt
sein und ist unabhängig von der Steuerung u. Wie sich in den folgenden Un-
terabschnitten zeigen wird, ist es von der konstanten Größe l abhängig, ob
die Lösung des Problems unbeschränkt ist (die Ungleichungsnebenbedingung
wird nicht aktiv), einen Berührpunkt (die Nebenbedingung ist in einem Zeit-
punkt aktiv) oder aber ein Randstück (die Nebenbedingung ist auf einem
Zeitintervall mit Gleichheit erfüllt) aufweist.

8Dies ist der Fall, wenn eine kleine Schrittweite benötigt wird, um die geforderte Genau-
igkeit zu erreichen.

9Dieses wird beispielsweise in [1] S.123-125 und [11] S.46ff behandelt.



86 Kapitel 4. Beispielrechnungen

4.2.1 Das unbeschränkte Min-Energy-Problem

Zunächst wird das Problem ohne Berücksichtigung der Beschränkung

s(t, x(t), v(t)) = x(t)− l ≤ 0, l > 0, t ∈ [0, 1], (4.10)

gelöst und überprüft, welche Werte l annehmen darf, sodass die Bedingung
(4.10) trotz der Nichtberücksichtigung erfüllt ist.

Die Hamiltonfunktion ist gegeben durch:

H(t, x, v, λ, u) =
1

2
u2 + λxv + λvu (4.11)

und die adjungierten Differenzialgleichungen lauten wie folgt:

λ̇x = −∂H
∂x

= 0, λ̇v = −∂H
∂v

= −λx. (4.12)

Die Steuerung u ergibt sich durch Nullsetzen der Ableitung der Hamilton-
funktion (4.11):

Hu = u+ λv = 0 ⇒ u = −λv, (4.13)

Huu = 1 > 0. (4.14)

Aus (4.14) folgt, dass die Hamiltonfunktion bezüglich u strikt konvex ist und
daher ein eindeutig bestimmtes Minimum besitzt. Die Hamiltonfunktion ist
also regulär und die Steuerung damit stetig.

Da für die Zustandsvariablen jeweils sowohl im Start- als auch im End-
zeitpunkt Bedingungen vorgeschrieben sind, ergeben sich aus den Orthogo-
nalitätsbedingungen keine weiteren Bedingungen für die adjungierten Varia-
blen.10

Die Dimension des Differenzialgleichungssystems wird durch Einführung
einer gesuchten Konstanten c1 := λx verringert, das zu lösende Randwert-
problem aufgestellt

• Umbenennung der Variablen:

y1 := x y2 := v

y3 := λv u1 := u

• Konstanten mit unbekanntem Wert:

c1 := λx

• Differenzialgleichungen:

ẏ1 = y2 ẏ2 = u1

ẏ3 = −c1
10Siehe Satz 1.3.4 und die nachfolgenden Ausführungen auf S.12f.
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• Steuerung:
u1 = −y3

• Randbedingungen:

y1 s y1 e

y2 s− 1 y2 e+ 1

und mit den folgenden Startwerten (Tabelle 4.5) und Einstellungen gelöst:

t y1 y2 y3
0 0 0 0
0.2 0 0 0
0.4 0 0 0
0.6 0 0 0
0.8 0 0 0
1 0 0 0

c1 = 0

Tabelle 4.5: Min-Energy-Problem (unbeschränkt): Startwerte

• Newtonverfahren:

◦ Maximale Anzahl der Newtoniterationen: 10

◦ geforderte Genauigkeit der Lösung: 10−5

◦ Relaxation des Newtonverfahrens: ja

◦ Broyden-Update: ja, gut

• Anfangswertproblemlöser:

◦ geforderte Genauigkeit: 10−5

◦ Startschrittweite: 1

◦ minimale Schrittweite: 10−6

◦ maximale Zahl der Zeitschritte: 500

◦ maximale Anzahl der Verkleinerungen der Schrittweite in einem
Zeitschritt: 10

Die Mehrzielmethode findet nach zwei Iterationen (0.15 Sekunden) die in
Tabelle 4.6 dargestellte Lösung.11 Die Abbildungen 4.2 und 4.3 zeigen die
optimalen Trajektorien für die Zustandsvariablen x und v sowie die optima-
le Steuerung u. Man kann erkennen, dass die Beschränkung (4.10) keinen
Einfluss auf die optimale Lösung hat, sofern l > 0.25 gilt.

11Die Ausgabe des Programms mit deaktivierter Option ”detailed solution”kann im An-
hang A.2 auf S.121ff nachgelesen werden.
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t y1 y2 y3
0 0 1 2
0.2 0.16 0.6 2
0.4 0.24 0.2 2
0.6 0.24 −0.2 2
0.8 0.16 −0.6 2
1 0 −1 2

Steuerung: u = −y3 = −2

gesuchte Konstante: c1 = 0

Tabelle 4.6: Min-Energy-Problem (unbeschränkt): optimale Lösung

(a) x (b) v

Abbildung 4.2: optimale Trajektorien der Zustandsvariablen

Abbildung 4.3: optimale Steuerung
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4.2.2 Das Min-Energy-Problem mit Berührpunkt

Wie bereits gesehen, hat die Nebenbedingung (4.10) lediglich einen Einfluss
auf die optimale Lösung des Min-Energy-Problems, wenn l <= 0.25 gilt. Sei
nun l = 0.2 gegeben. Man gehe zunächst davon aus, dass die Ungleichungsbe-
dingung lediglich in einem Zeitpunkt und nicht in einem ganzen Zeitintervall
mit Gleichheit erfüllt ist. In diesem Fall enthält die optimale Lösung einen
Schaltpunkt tb, in dem die Steuerung umgeschaltet wird. In diesem Schalt-
punkt gilt also:

x(tb)− 0.2 = 0. (4.15)

Des Weiteren folgt aufgrund der Stetigkeit der Geschwindigkeit v:

v(tb) = 0. (4.16)

Angenommen, die Geschwindigkeit sei im Schaltpunkt positiv, dann würde
das Fahrzeug die Nebenbedingung nach dem Schaltpunkt verletzen. Nimmt
man stattdessen an, dass die Geschwindigkeit im Schaltpunkt negativ ist,
dann wäre die Nebenbedingung vor dem Schaltpunkt nicht erfüllt. Die Ha-
miltonfunktion (4.11), die adjungierten Differenzialgleichungen (4.12) und
die Steuerung (4.13) bleiben unverändert. Enthält ein Optimalsteuerungs-
problem eine lokale Ungleichungsnebenbedingung, so kann diese Unstetigkei-
ten der adjungierten Variablen und der Hamiltonfunktion hervorrufen. Die
Gleichung (1.14) liefert:

lim
t→t−b

λo(t) = lim
t→t+b

λo(t) + µ1

(
∂
∂x
(x(t)− 0.2)

∂
∂v
(x(t)− 0.2)

)∣∣∣∣
t=tb

+ µ2

(
∂
∂x
v(t)

∂
∂v
v(t)

)∣∣∣∣
t=tb

= lim
t→t+b

λo(t) + µ1

(
1
0

)
+ µ2

(
0
1

)
.

Es gilt also:

lim
t→t+b

λox = lim
t→t−b

λox − µ1,

lim
t→t+b

λov = lim
t→t−b

λov − µ2.
(4.17)

Da die Steuerung aber durch u(t) = −λv(t) gegeben und außerdem stetig
ist12, darf λv im Zeitpunkt tb keinen Sprung aufweisen und es muss gelten:
µ2 = 0.

Man erhält somit das folgende Mehrpunktrandwertproblem:

• Differenzialgleichungen (siehe (4.9) und (4.12)):

ẋ = v v̇ = u

λ̇x = 0 λ̇v = −λx
12Dies folgt aus (4.14).



90 Kapitel 4. Beispielrechnungen

• Steuerung (siehe (4.13)):

u =

{
−λv, 0 ≤ t ≤ tb

−λv, tb ≤ t ≤ 1
= −λv

• Schaltpunkt:
tb

• Rand- und Schaltbedingungen (siehe (4.9), (4.15) sowie (4.16)):

x(0) = 0 x(1) = 0

v(0) = 1 v(1) = −1

x(tb) = 0.2 v(tb) = 0

• Sprung (siehe (4.17)):

λx(t
+
b ) = λx(t

−
b )− µ1.

Dieses wird anschließend an die Syntax des Programms angepasst. Im Ge-
gensatz zum unbeschränkten Problem kann hier die Dimension des Differen-
zialgleichungssystems nicht durch Ersetzen der Adjungierten λx durch eine
zu bestimmende Konstante reduziert werden, weil λx aufgrund des Sprunges
im Schaltpunkt tb nur noch stückweise konstant ist.

• Umbenennung der Variablen:

y1 := x y2 := v

y3 := λx y4 := λv

u1 := u

• Konstanten mit unbekanntem Wert:

c1 := −µ1

• Differenzialgleichungen:

ẏ1 = y2 ẏ2 = u1

ẏ3 = 0 ẏ4 = −y3

• Steuerung:
u1 = −y4, (in beiden Intervallen)

• Randbedingungen:

y1 s y1 e

y2 s− 1 y2 e+ 1

y1 sp1− 0.2 y2 sp1
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• Sprung:

y3+ = c1 (durchzuführen im Schaltpunkt Nr. 1)

Zur Lösung des Problems werden als Startschätzung die optimale Lösung
des unbeschränkten Problems (Tabelle 4.6) sowie tb = 0.5 und c1 = 1 und
die gleichen Einstellungen wie beim unbeschränkten Problem verwendet. Die
Abbruchbedingungen der Mehrzielmethode sind nach 2 Iterationen (0.21s)
erfüllt und man erhält die in Tabelle 4.7 sowie den Abbildungen 4.4-4.6 dar-
gestellte Lösung.13

t y1 y2 y3 y4
0 0 1 4.8 3.2
0.2 0.1424 0.456 4.8 2.24
0.4 0.1952 0.104 4.8 1.28
0.6 0.1952 −0.104 4.8 1.28
0.8 0.1424 −0.456 4.8 2.24
1 0 −1 2 3.2

Schaltpunkt: tb = 0.5

gesuchte Konstante: c1 = −9.6

Tabelle 4.7: Min-Energy-Problem mit Berührpunkt: optimale Lösung

(a) y1 (b) y2

Abbildung 4.4: optimale Trajektorien der Zustandsvariablen

13Die Ausgabe des Programms mit deaktivierter Option ”detailed solution”kann im An-
hang A.3 auf S.122ff nachgelesen werden.
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(a) y3 (b) y4

Abbildung 4.5: optimale Trajektorien der Adjungierten

Abbildung 4.6: optimale Steuerung

4.2.3 Das Min-Energy-Problem mit Randstück

Man betrachte das Min-Energy-Problem erneut mit einer veränderten Kon-
stanten l := 0.1, die Ungleichungsbedingung lautet also nun

s(t, x(t), v(t)) = x(t)− 0.1 ≤ 0, t ∈ [0, 1]. (4.18)

Geht man weiterhin davon aus, dass das Problem genau einen Schaltpunkt
enthält, so ändert sich an den aus dem Maximumprinzip folgenden notwen-
digen Bedingungen lediglich eine der Schaltbedingungen:

x(tb) = 0.1.

Löst man dieses Problem, so wird wiederum nach 2 Iterationen eine Lösung
ermittelt. Wie man in Abbildung 4.7 erkennen kann, erfüllt die Lösung die
Beschränkung (4.18) zwar im Schaltpunkt tb = 0.5, verletzt diese jedoch in
Zeitintervallen links- und rechtsseitig des Schaltpunktes. Daraus kann man
schließen, dass die optimale Lösung nun 2 Schaltpunkte t1 und t2 enthalten
wird. Dabei wird die Ungleichungsbeschränkung (4.10) im Intervall [t1, t2]
mit Gleichheit erfüllt sein:

w(t, x, v) < 0, t ∈ [0, t1[ ∪ ]t2, 1],

w(t, x, v) = 0, t ∈ [t1, t2].
(4.19)
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Abbildung 4.7: Zustandsvariable x und Ungleichungsbeschränkung (4.18)

Im Intervall [t1, t2] wird die Beschränkung also wie eine globale Gleichungs-
beschränkung behandelt.14 Da die Beschränkung von der Ordnung 2 ist, ist
diese äquivalent zu den 3 Bedingungen

w(t, x(t), v(t), u(t))|t=τ = x(τ)− 0.1 = 0, τ ∈ [t1, t2], (4.20)

dw(t, x(t), v(t), u(t))

dt

∣∣∣∣
t=τ

= ẋ(τ) = v(τ) = 0, τ ∈ [t1, t2], (4.21)

d2w(t, x(t), v(t), u(t))

dt2
= v̇(t) = u(t) = 0, t1 ≤ t ≤ t2. (4.22)

Aus (4.20) und (4.21) folgen die Schaltbedingungen

x(t1)− 0.1 = 0,

v(t1) = 0.
(4.23)

Die Hamiltonfunktion (4.11) sowie die adjungierten Differenzialgleichungen
(4.12) bleiben unverändert. Daraus und aus der Bedingung (4.22) folgt für
die Steuerung u:

u =


−λv, 0 ≤ t ≤ t1

0, t1 ≤ t ≤ t2

−λv, t2 ≤ t ≤ 1

. (4.24)

Weiterhin folgt aufgrund der Stetigkeit der Steuerung15 aus (4.24), dass in
den Schaltpunkten die folgenden Bedingungen erfüllt sein müssen:

λv(t
−
1 ) = λv(t

+
2 ) = 0. (4.25)

Zuletzt muss noch untersucht werden, ob die adjungierten Variablen Sprünge
aufweisen. Diese können wahlweise an einem der beiden Schaltpunkte auf-

14Vergleiche dazu Abschnitt 1.3.
15Dies folgt aus (4.14).
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treten.16

lim
t→t−1

λo(t) = lim
t→t+1

λo(t) + µ1

(
∂
∂x
w(t, x, v)

∂
∂v
w(t, x, v)

)∣∣∣∣
t=t1

+ µ2

(
∂
∂x

d
dt
w(t, x, v)

∂
∂v

d
dt
w(t, x, v)

)∣∣∣∣
t=t1

+ µ3

(
∂
∂x

d2

dt2
w(t, x, v)

∂
∂v

d2

dt2
w(t, x, v)

)∣∣∣∣
t=t1

= lim
t→t+1

λo(t) + µ1

(
1
0

)
+ µ2

(
0
1

)
+ µ3

(
0
0

)
.

Demzufolge weisen beide Adjungierten im Schaltpunkt t1 einen Sprung auf
und es gilt:

lim
t→t+b

λox = lim
t→t−b

λox − µ1,

lim
t→t+b

λov = lim
t→t−b

λov − µ2.
(4.26)

Man erhält also das folgende bereits an die Syntax des Programms ange-
passte Mehrpunktrandwertproblem:

• Umbenennung der Variablen:

y1 := x y2 := v

y3 := λx y4 := λv

u1 := u

• Konstanten mit unbekanntem Wert (Sprünge aus (4.26)):

c1 := −µ1 c2 := −µ2

• Differenzialgleichungen (siehe (4.9) sowie (4.12)):

ẏ1 = y2 ẏ2 = u1

ẏ3 = 0 ẏ4 = −y3

• 2 Schaltpunkte: t1 und t2

• Steuerung (siehe (4.24)):

u1 =


−y4, 0 ≤ t ≤ t1

0, t1 ≤ t ≤ t2

−y4, t2 ≤ t ≤ 1

• Rand- und Schaltbedingungen (siehe (4.9), (4.23) sowie (4.25)):

y1 s y1 e

y2 s− 1 y2 e+ 1

y1 sp1− 0.2 y2 sp1

y4 sp1 y4 sp2

16O.B.d.A. wird hier der erste Schaltpunkt t1 gewählt.
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• Sprünge (siehe (4.26)):

y3+ = c1 (durchzuführen im Schaltpunkt Nr. 1)

y4+ = c2 (durchzuführen im Schaltpunkt Nr. 1)

Zur Lösung des Problems werden als Startschätzung die optimale Lösung
des unbeschränkten Problems (Tabelle 4.7) sowie t1 = 0.25, t2 = 0.75 und
c1 = c2 = 1 verwendet. Des Weiteren bleiben die Einstellungen der Verfah-
ren weitestgehend unverändert. Es wird lediglich statt des guten das schlechte
Broyden-Update angewendet, da das Newtonverfahren bei Ersterem in die-
sem Fall nicht konvergiert. Die Abbruchbedingungen der Mehrzielmethode
sind nach 7 Iterationen (0.45s) erfüllt und man erhält die in Tabelle 4.8
sowie den Abbildungen 4.8-4.10 dargestellte Lösung.17

t y1 y2 y3 y4
0 0 1 4.8 3.2
0.2 0.1424 0.456 4.8 2.24
0.4 0.1952 0.104 4.8 1.28
0.6 0.1952 −0.104 4.8 1.28
0.8 0.1424 −0.456 4.8 2.24
1 0 −1 2 3.2

Schaltpunkte: t1 = 0.3, t2 = 0.7

gesuchte Konstanten: c1 = −4.4, c2 = −8.8

Tabelle 4.8: Min-Energy-Problem mit Randstück: optimale Lösung

(a) y1 (b) y2

Abbildung 4.8: optimale Trajektorien der Zustandsvariablen

17Die Ausgabe des Programms mit deaktivierter Option ”detailed solution”kann im An-
hang A.4 auf S.123ff nachgelesen werden.
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(a) y3 (b) y4

Abbildung 4.9: optimale Trajektorien der Adjungierten

Abbildung 4.10: optimale Steuerung

4.3 Das Rayleigh-Problem

Im Folgenden soll das sogenannte Rayleigh-Problem untersucht werden. An
diesem Beispiel sollen einerseits die Behandlung einer gemischten Steuer-
Zustandsbeschränkung und andererseits die Funktionen des Programms, die
die Lösung eines Optimalsteuerungsproblems erleichtern können, demons-
triert werden.

Man betrachte das folgende Optimalsteuerungsproblem:

I(t, x, v, u) :=

∫ T

0

u(t)2 + x1(t)
2dt→ min, (4.27)

ẋ1 = x2,

ẋ2 = −x1 + 1.4x2 − 0.14x32 + 4u,
(4.28)

x1(0) = x2(0) = −5, (4.29)

T = 4.5,

s(t, x(t), v(t)) = u(t) +
1

6
x1(t) ≤ 0, t ∈ [0, T ]. (4.30)

Das Problem soll zunächst in seiner unrestringierten Form, d.h. ohne Berück-
sichtigung der Beschränkung (4.30), gelöst werden. Dazu werden die Hamil-
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tonfunktion sowie die adjungierten Differenzialgleichungen aufgestellt:

H(t, x, λ, u) := u2 + x21 + λ1x2 + λ2(−x1 + 1.4x2 − 0.14x32 + 4u), (4.31)

λ̇1 := −∂H
∂x1

= −2x1 + λ2,

λ̇2 := −∂H
∂x2

= −λ1 − 1.4λ2 + 0.42x22λ2.

(4.32)

Aus den Orthogonalitätsbedingungen folgen Endbedingungen für die Adjun-
gierten:

λ1(T ) = λ2(T ) = 0. (4.33)

Die Steuerung u ergibt sich durch Nullsetzen der Ableitung der Hamilton-
funktion (4.31):

Hu = 2u+ 4λ2 = 0 ⇒ u = −2λ2, (4.34)

Huu = 1 > 0. (4.35)

Aus (4.35) folgt, dass die Hamiltonfunktion bezüglich u strikt konvex ist und
daher ein eindeutig bestimmtes Minimum besitzt. Die Hamiltonfunktion ist
also regulär und die Steuerung damit stetig. Diese Aussage wird bei der
Lösung des restringierten Problems eine Rolle spielen.

Zusätzlich zu den Differenzialgleichungen für die Zustands- und adjun-
gierten Variablen wird dem Problem eine weitere Differenzialgleichung (4.36)
hinzugefügt, um die Lösungen des Problems anhand des optimalen Zielfunk-
tionswertes vergleichen zu können:

x3(t) :=

∫ t

0

u(τ)2 + x1(τ)
2dτ ⇒ ẋ3 = u2 + x21, x3(0) = 0. (4.36)

Für die eigentliche Lösung des unrestringierten Rayleigh-Problems wird diese
Differenzialgleichung nicht benötigt.

Man erhält demzufolge das folgende, bereits an die Syntax des Programms
angepasste, Randwertproblem:

• Umbenennung der Variablen:

y1 := x1 y2 := x2

y3 := λ1 y4 := λ2

y5 := x3 u1 := u

• Differenzialgleichungen (siehe (4.28), (4.32) sowie (4.36)):

ẏ1 = y2

ẏ2 = −y1 + 1.4 · y2− 0.14 · y2ˆ3 + 4 · u1
ẏ3 = −2 · y1 + y4

ẏ4 = −y3− 1.4 · y4 + 0.42 · y2ˆ2 · y4
ẏ5 = u1ˆ2 + x1ˆ2
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• Randbedingungen (siehe (4.29) und (4.33)):

y1 s+ 5 y2 s+ 5

y3 e y4 e

y5 s

• Steuerung (siehe (4.34)):

u1 = −2 · y4

Das Randwertproblem wird mit den folgenden Startwerten (Tabelle 4.9)
und Einstellungen gelöst:

t x1 x2 λ1 λ2 x3
0 0 0 0 0 0
0.5 0 0 0 0 0
1.5 0 0 0 0 0
2.5 0 0 0 0 0
3.5 0 0 0 0 0
4.5 0 0 0 0 0

Tabelle 4.9: Rayleigh-Problem (unrestringiert): Startwerte

• Newtonverfahren:

◦ Maximale Anzahl der Newtoniterationen: 20

◦ geforderte Genauigkeit der Lösung: 10−4

◦ Relaxation des Newtonverfahrens: ja

◦ Broyden-Update: nein

• Anfangswertproblemlöser:

◦ geforderte Genauigkeit: 10−5

◦ Startschrittweite: 1

◦ minimale Schrittweite: 10−6

◦ maximale Zahl der Zeitschritte: 500

◦ maximale Anzahl der Verkleinerungen der Schrittweite in einem
Zeitschritt: 10

Nach 10 Iterationen und rund 28 Sekunden erhält man die in Tabelle 4.10
sowie den Abbildungen (4.11) und (4.12) dargestellte Lösung.18

Man untersucht nun, ob die Lösung des unrestringierten Rayleigh-Pro-
blems die Beschränkung (4.30) erfüllt. Anhand der Abbildung 4.13 kann
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t x1 x2 λ1 λ2 x3
0 −5 −5 −9.001243 −2.672616 0
0.5 −4.564134 4.232434 −4.674163 −5.255322 20.64724
1.5 −0.5870499 2.714466 0.2336765 0.7292466 28.49424
2.5 0.327439 −0.1756616 0.4540488 0.0268984 29.67675
3.5 0.06671313 −0.1932589 −0.0012403 −0.06751068 29.74243
4.5 −0.09571141 −0.2043943 0 0 29.74893

optimaler Zielfunktionswert: 29.74893

Tabelle 4.10: Rayleigh-Problem (unrestringiert): optimale Lösung

(a) y1 (b) y2

Abbildung 4.11: optimale Trajektorien der Zustandsvariablen & Adjungier-
ten

(a) y3 (b) y4

Abbildung 4.12: optimale Steuerung und Zielfunktional

man erkennen, dass die Beschränkung am Anfang sowie am Ende des be-
trachteten Zeitintervalls verletzt ist. Demzufolge muss die optimale Lösung

18Die Ausgabe des Programms mit deaktivierter Option ”detailed solution”kann im An-
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Abbildung 4.13: Nebenbedingung u+ 1
6
x1 (unrestringiert)

des restringierten Problems Schaltpunkte enthalten. Da die Nebenbedingung
etwa im Intervall [0, 0.75] nicht erfüllt ist, wird ein Schaltpunkt t1 mit der
Startschätzung 0.75 eingefügt. Die Randsteuerung im ersten Intervall ergibt
sich durch Umstellen der Beschränkung (4.30) und man erhält die folgende
Schaltstruktur:

u(t) =

{
−1

6
x1(t), t ∈ [0, t1]

−2λ2(t), t ∈ [t1, 4.5]
. (4.37)

Des Weiteren wird eine Schaltbedingung benötigt. Da die Steuerung, wie be-
reits erwähnt, aufgrund der Regularität der Hamiltonfunktion bezüglich der
Steuerung stetig ist, gilt im Schaltpunkt −1

6
x1(t1) = −2λ2(t1). Somit muss

die folgende, bereits an die Syntax des Programms angepasste, Schaltbedin-
gung im Zeitpunkt t1 erfüllt sein:

2 · y4 sp1− 1/6 · y1 sp1. (4.38)

Das unrestringierte Rayleigh-Problem wird also um einen Schaltpunkt
t1, eine Randsteuerung im ersten Steuerungsintervall (4.37) sowie eine im
Schaltpunkt zu erfüllende Bedingung (4.38) erweitert und als Startschätzung
die Lösung des unrestringierten Problems (Tabelle 4.10) verwendet. Die Ab-
bruchkriterien des Newtonverfahrens sind nach 17 Iterationen (≈ 42 Sekun-
den) erfüllt und die in Tabelle 4.11 dargestellte Lösung wurde ermittelt.19

Betrachtet man nun die in der Abbildung 4.14 geplottete Beschränkung
(4.30), so erkennt man, dass diese weiterhin nicht im gesamten Zeitinter-
vall erfüllt ist. Demzufolge muss ein weiterer Schaltpunkt t2 eingefügt wer-
den. Analog zu den vorhergehenden Ausführungen verändert sich erneut die
Schaltstruktur (4.39) und eine weitere Schaltbedingung (4.40), die im zweiten

hang A.5 auf S.125ff nachgelesen werden.
19Die Ausgabe des Programms mit deaktivierter Option ”detailed solution”kann im An-
hang A.6 auf S.127ff nachgelesen werden.
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t x1 x2 λ1 λ2 x3
0 −5 −5 −12.809 −4.54501 0
0.5 −6.16449 −0.0579288 −10.2002 −3.94572 17.1837
1.5 −2.6567 4.28214 −1.68464 −0.107894 41.6148
2.5 0.198893 0.967521 0.657963 0.544572 44.4377
3.5 0.25505 −0.329132 0.133965 −0.0646212 44.7437
4.5 −0.224029 −0.747758 0 0 44.7717

Schaltpunkt: t1 = 1.2815

optimaler Zielfunktionswert: 44.7717

Tabelle 4.11: Rayleigh-Problem (1 Schaltpunkt): optimale Lösung

Abbildung 4.14: Nebenbedingung u+ 1
6
x1 (1 Schaltpunkt)

Schaltpunkt erfüllt sein muss, wird hinzugefügt:

u(t) =


−1

6
x1(t), t ∈ [0, t1]

−2λ2(t), t ∈ [t1, t2]

−1
6
x1(t), t ∈ [t2, 4.5]

, (4.39)

2 · y4 sp2− 1/6 · y1 sp2. (4.40)

Als Startschätzung wird die optimale Lösung des Problems mit einem Schalt-
punkt (Tabelle 4.11) und t2 = 3 benutzt. Das Programm liefert nach 3 Itera-
tionen (6.19 Sekunden) eine Lösung (Tabelle 4.12)20, die die Beschränkung
(4.30) im gesamten Zeitintervall [0, 4.5] erfüllt (siehe Abbildung 4.15).

Diese Lösung muss aber nicht die optimale Lösung des restringierten
Rayleigh-Problems sein, da nicht ausgeschlossen ist, dass die optimale Lösung
durchaus noch einen weiteren Schaltpunkt nahe des Endzeitpunktes besitzen
kann. Dies würde bedeuten, dass die Randsteuerung nicht bis zum End-
zeitpunkt gilt, sondern stattdessen noch ein weiteres Steuerungsintervall mit
einer freien Steuerung existiert. Diese Vermutung legt die Abbildung 4.14

20Die Ausgabe des Programms mit deaktivierter Option ”detailed solution”kann im An-
hang A.7 auf S.129ff nachgelesen werden.
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t x1 x2 λ1 λ2 x3
0 −5 −5 −12.7933 −4.53416 0
0.5 −6.16449 −0.0579288 −10.1752 −3.93181 17.1837
1.5 −2.65765 4.27369 −1.65284 −0.0958034 41.6123
2.5 0.150564 0.927777 0.743556 0.516169 44.4926
3.5 0.335036 −0.212686 0.182438 −0.120357 44.7551
4.5 −0.393869 −1.24987 0 0 44.8059

Schaltpunkte: t1 = 1.26917, t2 = 2.98404

optimaler Zielfunktionswert: 44.8059

Tabelle 4.12: Rayleigh-Problem (2 Schaltpunkte): optimale Lösung

Abbildung 4.15: Nebenbedingung u+ 1
6
x1 (2 Schaltpunkte)

nahe. Das Problem ist also um einen weiteren Schaltpunkt t3 zu erweitern.
Damit einhergehend wird wiederum sowohl die Schaltstruktur verändert als
auch eine zusätzliche Schaltbedingung hinzugefügt:

u(t) =


−1

6
x1(t), t ∈ [0, t1]

−2λ2(t), t ∈ [t1, t2]

−1
6
x1(t), t ∈ [t2, t3]

−2λ2(t), t ∈ [t3, 4.5]

, (4.41)

2 · y4 sp3− 1/6 · y1 sp3. (4.42)

Nach dem Lösen dieses Problems muss untersucht werden, ob die Beschrän-
kung (4.30) weiterhin erfüllt ist und der optimale Zielfunktionswert darüber
hinaus auch verbessert wurde. Das Problem wird nun mit der optimalen
Lösung des restringierten Problems mit 2 Schaltpunkten (Tabelle 4.12) als
Startwerte sowie der Startschätzung t3 = 4.2 für den Schaltpunkt gelöst.
Nach 3 Iterationen (6.12 Sekunden) wird die in Tabelle 4.13 sowie den Ab-
bildungen 4.16 und 4.17 dargestellte Lösung21 erhalten.

21Die Ausgabe des Programms mit deaktivierter Option ”detailed solution”kann im An-
hang A.8 auf S.131ff nachgelesen werden.
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t x1 x2 λ1 λ2 x3
0 −5 −5 −12.7933 −4.53416 0
0.5 −6.16449 −0.0579288 −10.1752 −3.9318 17.1837
1.5 −2.65765 4.27369 −1.65283 −0.0957951 41.6123
2.5 0.150513 0.927707 0.743619 0.516151 44.4927
3.5 0.335046 −0.212494 0.182545 −0.120419 44.7551
4.5 −0.395708 −1.28033 0 0 44.8056

Schaltpunkte: t1 = 1.26916, t2 = 2.98398, t3 = 4.29926

optimaler Zielfunktionswert: 44.8056

Tabelle 4.13: Rayleigh-Problem (3 Schaltpunkte): optimale Lösung

(a) y1 (b) y2

Abbildung 4.16: optimale Trajektorien der Zustandsvariablen & Adjungier-
ten

(a) y3 (b) y4

Abbildung 4.17: optimale Steuerung und Zielfunktionswert

Betrachtet man die geplottete Beschränkung (4.30) in Abbildung 4.18,
so kann man erkennen, dass diese im gesamten Intervall [0, 4.5] erfüllt ist.
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Abbildung 4.18: Nebenbedingung u+ 1
6
x1 (3 Schaltpunkte)

Die Lösung ist demzufolge genauso zulässig wie diejenige, die lediglich zwei
Schaltpunkte enthält. Darüber hinaus hat wurde der Zielfunktionswert auch
leicht verbessert22, sodass die Lösung mit zwei Schaltpunkten nicht optimal
sein kann.

4.4 Das Re-Entry-Problem

Das folgende Problem entstammt der Raumfahrt und modelliert das opti-
male Bremsmanöver eines Raumfahrzeuges in der Erdatmosphäre.23 Bei der
Modellierung des Problems wird vereinfachend angenommen, dass die Erde
eine ruhende Kugel ist, die Flugbahn in einer Großkreisebene liegt und keine
obere Grenze für die Belastbarkeit der Astronauten existiert. Die Bahnkoor-
dinaten eines Apollo-Raumfahrzeugs genügen beim Flug durch die Lufthülle
der Erde den folgenden Differenzialgleichungen:

v̇ = −Sρv
2

2m
CW (u)− g sin(γ)

(1 + ξ)2
,

γ̇ =
Sρv

2m
CA(u) +

v cos(γ)

R(1 + ξ)
− g cos(γ)

v(1 + ξ)2
, (4.43)

ξ̇ =
v sin(γ)

R
.

Die Variablen sowie deren Bedeutung und die gegebenen Konstanten des Pro-
blems sind in den Tabellen 4.14 bzw. 4.15 dargestellt. Den größten Einfluss
haben dabei aufgrund der hohen Geschwindigkeit die Luftkräfte. Dies sind
die mit CW (u) und CA(u) multiplizierten Terme. Diese Kräfte lassen sich
über den Steuerungsparameter u beeinflussen. Die mit der Gravitationskon-
stanten g multiplizierten Glieder stellen die auf das Raumfahrzeug wirkenden
Gravitationskräfte der Erde dar. Die Differenzialgleichungen müssen die fol-

2244.8056 gegenüber 44.8059.
23Dieses Problem wurde aus [18] S.214ff. entnommen.
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Bezeichnung Bedeutung

v Tangentialgeschwindigkeit
γ Bahnneigungswinkel
h Höhe über Erdoberfläche
R Erdradius

ξ = h/R normalisierte Höhe
ρ = ρ0e

−βRξ Luftdichte
CW (u) = 1.174− 0.9 cos(u) aerodynamischer Widerstandskoeffizient

CA(u) = 0.6 sin(u) aerodynamischer Auftriebskoeffizient
u Steuerung (beliebig zeitabhängig wählbar)
g Erdbeschleunigung

S/m Frontfläche/Fahrzeugmasse

Tabelle 4.14: Re-Entry-Problem: Variablen

Konstante Wert

R 209(=̂ 209 · 105ft)
β 4.26
ρ0 0.002704
g 3.2172 · 10−4

S/m 53200

Tabelle 4.15: Re-Entry-Problem: Konstanten

genden Randbedingungen erfüllen:

v(0) = 0.36(=̂ 36000ft/sec), v(T ) = 0.27(=̂ 27000ft/sec),

γ(0) = −8.1◦
π

180◦
, γ(T ) = 0, (4.44)

ξ(0) =
4

R
, ξ(T ) =

2.5

R
.

Des Weiteren ist die beim Flug durch die Lufthülle der Erde auftretende
Aufheizung des Raumfahrzeugs durch das zu minimierende Integral

J =

∫ T

0

10v3
√
ρ dt (4.45)

gegeben. Die für den Flug durch die Lufthülle benötigte Zeit ist unbekannt,
die Endzeit T ist dementsprechend frei.

Die Hamiltonfunktion sowie die adjungierten Differenzialgleichungen er-
geben sich dann wie in (4.46) bzw. (4.47)-(4.49) angegeben.

H(t, v, γ, ξ, λv, λγ, λξ) := 10v3
√
ρ+ λv

(
−Sρv

2

2m
CW (u)− g sin(γ)

(1 + ξ)2

)
+λγ

(
Sρv

2m
CA(u) +

v cos(γ)

R(1 + ξ)
− g cos(γ)

v(1 + ξ)2

)
+ λξ

(
v sin(γ)

R

) (4.46)
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λ̇v :=− ∂H

∂v
= −30v2

√
ρ+ λv

(
Sρv

m
CW (u)

)
− λξ

sin γ

R

− λγ

(
Sρ

2m
CA(u) +

cos γ

R(1 + ξ)
+

g cos γ

v2(1 + ξ)2

) (4.47)

λ̇γ :=− ∂H

∂γ
= λv

g cos γ

(1 + ξ)2
+ λγ

(
v sin γ

R(1 + ξ)
− g sin γ

v(1 + ξ)2

)
− λξ

v cos γ

R

(4.48)

λ̇ξ :=− ∂H

∂ξ
= 5v3βR

√
ρ− λv

(
Sv2βRρ

4m
CW (u) + 2

g sin γ

(1 + ξ)3

)
+ λγ

(
SvβRρ

4m
CA(u) +

v cos γ

R(1 + ξ)2
− 2

g cos γ

v(1 + ξ)3

) (4.49)

Die partielle Ableitung der Hamiltonfunktion (4.46) nach u liefert durch Null-
setzen und Auflösen nach u die optimale Steuerung:

∂H

∂u
= −0.9

Sρ

v

2

λv sinu+ 0.6
Sρ

v
λγ cosu

= − Sρ

2m
v (0.9vλv sinu− 0.6λγ cosu) = 0

= −Sρ0
2m

e−βRξv︸ ︷︷ ︸
̸=0

(0.9vλv sinu− 0.6λγ cosu) = 0

⇒ 0.9vλv sinu = 0.6λγ cosu

⇒ tanu =
0.6λγ
0.9vλv

⇒ u = arctan

(
2λγ
3vλv

)
(4.50)

Da für die Zustandsvariablen v, γ und ξ jeweils Anfangs- und Endbe-
dingung vorgegeben sind, treten für die Adjungierten λv, λγ und λξ keine
weiteren Bedingungen auf.

Des Weiteren ist, wie bereits erwähnt, der Endzeitpunkt T frei. Daher
muss im Endzeitpunkt T die Transversalitätsbedingung (4.51) erfüllt sein.

H(T o, vo(T o), γo(T o), ξo(T o), uo(T o), λov(T
o), λoγ(T

o), λoξ(T
o)) = 0 (4.51)

Außerdem wird das Optimalsteuerungsproblem auf das feste Zeitintervall
[0, 1] normiert.24 Dazu werden die rechten Seiten der Differenzialgleichungen
mit der Endzeit T multipliziert und dem Problem die zusätzliche unbekannte
Konstante T hinzugefügt.

24Vergleiche dazu die Ausführungen auf S.8f.
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Das vorliegende Optimalsteuerungsproblem wurde damit auf ein Rand-
wertproblem mit 6 Differenzialgleichungen (4.43), (4.47), (4.48) und (4.49), 7
Randbedingungen (4.44) und (4.51), einer unbekannten Konstanten T sowie
einer Steuerung (4.50) zurückgeführt. Eine geschlossen angebbare Lösung
für dieses Problem existiert nicht, stattdessen müssen numerische Metho-
den angewandt werden. Weiterhin existieren aufgrund der Gefährlichkeit des
Bremsmanövers nur für einen sehr schmalen Bereich von Randdaten diffe-
renzierbare Lösungen des Problems.25

Um dieses Randwertproblem mit dem vorliegenden Programm lösen zu
können, werden zunächst einige Anpassungen am Problem vorgenommen:26

• Umbenennung der Variablen:

y1 := v y2 := γ

y3 := ξ y4 := λv

y5 := λγ y6 := λξ

u1 := u

• Einführung von Konstanten mit bekanntem Wert:27

p1 := S/m = 53200 p2 := ρ0 = 0.002704

p3 := R = 209 p4 := β = 4.26

p5 := g = 0.00032172

• unbekannte Konstante:

c1 := T

Für die Startwerte (Tabelle 4.16) wird eine Schätzung dieser anhand der
Abbildungen der Lösung in [18] verwendet. Die folgenden Einstellungen für
das Newtonverfahren bzw. den Anfangswertproblemlöser werden benutzt.

• Newtonverfahren:

◦ Maximale Anzahl der Newtoniterationen: 10

◦ geforderte Genauigkeit der Lösung: 10−4

◦ Relaxation des Newtonverfahrens: ja

◦ Broyden-Update: ja, schlecht

• Anfangswertproblemlöser:

25Vergleiche dazu [18] S.217.
26Für die vollständige Angabe der angepassten Eingabedaten des Problems vergleiche man
(A.9) auf S.132ff.

27Dies erleichtert die Eingabe der Daten, da statt der Zahlenwerte lediglich die Bezeich-
nungen der Konstanten angegeben werden müssen.
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t v γ ξ λv λγ λξ
0 0.36 −0.14 4/209 −0.5 −0.7 −2.3

0.09 0.36 −0.122 3/209 −0.45 −0.6 −2.2
0.27 0.32 0 1.8/209 −0.4 −0.2 −13.5
0.5 0.285 0.017 2.3/209 −0.6 0.3 −4.5
0.75 0.28 0.01 2.4/209 −0.9 0.7 −7
1 0.27 0 2.5/209 −1.4 1.4 −13

unbekannte Konstante: T = 225

Tabelle 4.16: Re-Entry-Problem: Startlösung

◦ geforderte Genauigkeit: 10−6

◦ Startschrittweite: 1

◦ minimale Schrittweite: 10−6

◦ maximale Zahl der Zeitschritte: 500

◦ maximale Anzahl der Verkleinerungen der Schrittweite in einem
Zeitschritt: 30

Wird statt des schlechten das gute Broyden-Update verwendet, konvergiert
das Newtonverfahren deutlich langsamer.28 Wenn als Lösungsverfahren für
die Anfangswertprobleme beispielsweise Dormand-Prince 5(4) ausgewählt
wird oder die geforderte Genauigkeit des Verfahrens verringert wird, so kon-
vergiert die Mehrzielmethode nicht.29 Dies zeigt, dass das Re-Entry-Problem
hohe Anforderungen an die Genauigkeit der verwendeten Methoden stellt.
Hier macht sich die Vielzahl der zur Verfügung gestellten Optionen bezahlt,
da aufgrund dieser gebotenen Konfigurationsmöglichkeiten der Methoden ei-
ne Lösung des Problems ermittelt werden kann.

Nach 9 Iterationen (ca. 63 Sekunden) wird eine Lösung (Tabelle 4.17) des
Randwertproblems gefunden.30 Die Abbildungen (4.19) - (4.22) zeigen die
optimalen Trajektorien der Zustandsvariablen, Adjungierten und der Steue-
rung.

28Es werden ca. 110 Sekunden benötigt, um eine Lösung zu finden.
29Es treten nan-Fehler auf, d.h. unendlich große Werte oder beispielsweise eine Division
durch Null. Dies tritt in der Regel auf, wenn die Genauigkeit des Verfahrens zu gering
ist.

30Die Ausgabe des Programms mit aktivierter Option ”detailed solution”kann im Anhang
A.9 auf S.132ff nachgelesen werden.
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t v γ ξ λv λγ λξ
0 0.36 −0.14137 0.019139 −0.50814 −0.70862 −3.1193

0.09 0.36074 −0.12461 0.01454 −0.45558 −0.60419 −3.0309
0.27 0.32154 −0.008961 0.008434 −0.42841 −0.24147 −12.269
0.5 0.28653 0.022006 0.010661 −0.50764 0.25465 −3.943
0.75 0.27635 0.007718 0.011682 −0.7106 0.58978 −5.8587
1 0.27 0 0.011962 −1.19617 1.17008 −11.2111

unbekannte Konstante: T = 224.637

Tabelle 4.17: Re-Entry-Problem: optimale Lösung

(a) v (b) γ

Abbildung 4.19: optimale Trajektorien der Zustandsvariablen v und γ

(a) ξ (b) λv

Abbildung 4.20: optimale Trajektorien der Variablen ξ und λv
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(a) λγ (b) λξ

Abbildung 4.21: optimale Trajektorien der Adjungierten λγ und λξ

Abbildung 4.22: optimale Trajektorie der Steuerung u
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Kapitel 5

Zusammenfassung

Es wurde ein Programm entwickelt, das zur Lösung von Optimalsteuerungs-
problemen mit Hilfe der Mehrzielmethode eingesetzt werden kann. Dabei ist
es gelungen, die eingangs genannten Anforderungen erfolgreich umzusetzen.
Die implementierte grafische Oberfläche sowie die dadurch ermöglichte Ein-
gabe, Speicherung und das Einlesen aller relevanten Daten über die grafische
Oberfläche mit Hilfe des Tools muParser bieten unter Anderem die folgenden
Vorteile:

• Eine grafische Oberfläche erleichtert im Allgemeinen die Bedienung, da
sie intuitiver zu handhaben ist.

• Der Quellcode des Programms kann unverändert bleiben.

• Bei Änderungen der Eingabedaten sind keine Neukompilierungen nötig.

• Da die Problemdaten nicht im Quellcode gespeichert werden, entfällt
ebenso der Nachteil, dass für jedes Problem ein eigener Quellcode vor-
handen sein muss. Stattdessen ist es nun möglich, die Eingabedaten
eines Problems in einer einfachen Textdatei zu speichern.

• Änderungen der Eingabedaten müssen nicht mehr vor der Lösung des
Problems durch eine erneute Kompilierung gespeichert werden, sondern
können zunächst getestet werden.

• Ein Benutzer benötigt keinerlei Programmierkenntnisse. Es muss ledig-
lich dafür gesorgt werden, dass alle benötigten Pakete installiert werden
und das Programm gegebenenfalls einmal kompiliert wird.

Wie eingangs der Arbeit erwähnt, ist der Funktionsumfang existierender
Programme beschränkt bzw. ist es aufgrund nötiger Änderungen am Quell-
code schwierig, diesen zu nutzen. Im vorliegenden Programm wurde eine
Vielzahl von Optionen implementiert:

• Das Hinzufügen und/oder Entfernen von Mehrzielknoten wurde ver-
bessert.
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• Der Anwender kann beispielsweise zwischen mehreren Anfangswertpro-
blemlösern wählen, sodass ein spezifischer für das Problem geeigneter
Löser verwendet werden kann.

• Das der Mehrzielmethode zugrunde liegende Newtonverfahren sowie
die Anfangswertproblemlöser können mittels verschiedener Parameter
an die Anforderungen des zu lösenden Problems angepasst werden.

• Die grafische Darstellung einer Lösung mittels gnuplot wurde verbes-
sert. Es können zum Beispiel verschiedenste Plots erstellt werden, die
direkt in der grafischen Oberfläche des Programm angezeigt werden.
Dabei ist es nicht nötig, gnuplot explizit zu benutzen, da die Grafiken
vom Programm auf Knopfdruck automatisch erstellt werden.

• Dem Benutzer wird die Möglichkeit zur Verfügung gestellt, die Daten
eines Problems mitsamt der Lösung und der Grafiken mit Hilfe von
pdfLATEX in ein PDF-Dokument zu exportieren. Analog zur Erstellung
der Grafiken wird auch hier das Dokument automatisch vom Programm
ohne die explizite Nutzung von pdfLATEX erstellt.

Ebenso wurde die Anforderung, dass ausschließlich frei verfügbare Program-
me und Tools verwendet werden, erfüllt, sodass die Nutzung des Programms
uneingeschränkt erfolgen kann.

Abschließend wurden einige Optimalsteuerungsprobleme, die sich in der
Stabilität der Differenzialgleichungen und den auftretenden Nebenbedingun-
gen deutlich unterscheiden, erfolgreich gelöst. Dabei konnte sowohl die Funk-
tionsfähigkeit des Programms gezeigt als auch die sinnvolle Verwendung der
diversen zur Verfügung gestellten Funktionen demonstriert werden.

Insgesamt ist zu sagen, dass erfolgreich ein Programm entwickelt wur-
de, das zur Lösung von Optimalsteuerungsproblemen geeignet ist und die
eingangs gestellten Anforderungen bezüglich einer anwenderfreundlichen Be-
dienung und der Erweiterung des Funktionsumfangs erfüllt.
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Anhang A

Lösungsausgaben des
Programms bei den Beispielen

A.1 Das Brachistochrone-Problem

Listing A.1: Brachistochrone: Ausgabe der Lösung
NUMBER OF DIFFERENTIAL EQUATIONS: 4

NUMBER OF CONSTANTS: 2

NUMBER OF NODES: 5

NUMBER OF SWITCHING POINTS: 0

NUMBER OF CONTROLS: 1

NUMBER OF GIVEN CONSTANTS: 1

NODES and INITIAL VALUES:

0.000000e+00 0.000000e+00 0.000000e+00 0.000000e+00

0.000000e+00

2.500000e-01 0.000000e+00 0.000000e+00 0.000000e+00

0.000000e+00

5.000000e-01 0.000000e+00 0.000000e+00 0.000000e+00

0.000000e+00

7.500000e-01 0.000000e+00 0.000000e+00 0.000000e+00

0.000000e+00

1.000000e+00 0.000000e+00 0.000000e+00 0.000000e+00

0.000000e+00

ODES:

dy1 = c2*y3

dy2 = c2*y4

dy3 = -c2*u1*y4

dy4 = c2*(u1*y3 -p1)

CONTROL:

u1: c1

ESTIMATION OF THE CONSTANTS:

c1: 4.000000e+00

c2: 1.000000e+00

CONDITIONS:

6 Boundary and switching conditions

y1(s) = 0

y2(s) = 0

y3(s) = 0

y4(s) = 0

y1(e) -2.0 = 0

y2(e)+1.0 = 0
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GIVEN CONSTANTS:

p1: 9.81

1. ITERATION:

BREAKUP CONDITIONS:

Maximum of F: 8.860181e-01

Maximum change of y: 1.000000e+00

2. ITERATION:

BREAKUP CONDITIONS:

Maximum of F: 6.071949e-01

Maximum change of y: 5.794979e-01

3. ITERATION:

BREAKUP CONDITIONS:

Maximum of F: 5.882033e-01

Maximum change of y: 3.043752e-02

4. ITERATION:

BREAKUP CONDITIONS:

Maximum of F: 5.160708e-02

Maximum change of y: 7.139203e-01

5. ITERATION:

BREAKUP CONDITIONS:

Maximum of F: 7.032171e-03

Maximum change of y: 1.606610e-02

6. ITERATION:

BREAKUP CONDITIONS:

Maximum of F: 3.827260e-04

Maximum change of y: 1.043637e-02

7. ITERATION:

BREAKUP CONDITIONS:

Maximum of F: 1.663694e-04

Maximum change of y: 1.423491e-03

8. ITERATION:

BREAKUP CONDITIONS:

Maximum of F: 2.647968e-05

Maximum change of y: 6.831540e-05

9. ITERATION:

BREAKUP CONDITIONS:

Maximum of F: 1.404445e-06

Maximum change of y: 3.482807e-05

10. ITERATION:

BREAKUP CONDITIONS:

Maximum of F: 5.854810e-07
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Maximum change of y: 5.156115e-06

FOLLOWING SOLUTION FOUND AFTER 10 ITERATIONS (Time: 1.14 sec.):

x y1 y2 y3

y4

0.000000e+00 2.379314e-15 1.761941e-15 -3.903056e-15

1.684672e-15

2.500000e-01 5.596585e-02 -1.865076e-01 8.122727e-01

-1.731904e+00

5.000000e-01 3.987368e-01 -6.115174e-01 2.663264e+00

-2.214724e+00

7.500000e-01 1.108268e+00 -9.685034e-01 4.217999e+00

-1.100238e+00

1.000000e+00 2.000000e+00 -1.000000e+00 4.355173e+00

8.077619e-01

CONSTANTS

c1: 4.355171e+00

c2: 8.055638e-01

A.2 Das Min-Energy-Problem

Listing A.2: Min-Energy-Problem (unbeschränkt): Ausgabe der Lösung
NUMBER OF DIFFERENTIAL EQUATIONS: 3

NUMBER OF CONSTANTS: 1

NUMBER OF NODES: 6

NUMBER OF SWITCHING POINTS: 0

NUMBER OF CONTROLS: 1

NUMBER OF GIVEN CONSTANTS: 0

NODES and INITIAL VALUES:

0.000000e+00 0.000000e+00 0.000000e+00 0.000000e+00

2.000000e-01 0.000000e+00 0.000000e+00 0.000000e+00

4.000000e-01 0.000000e+00 0.000000e+00 0.000000e+00

6.000000e-01 0.000000e+00 0.000000e+00 0.000000e+00

8.000000e-01 0.000000e+00 0.000000e+00 0.000000e+00

1.000000e+00 0.000000e+00 0.000000e+00 0.000000e+00

ODES:

dy1 = y2

dy2 = u1

dy3 = -c1

CONTROL:

u1: -y3

ESTIMATION OF THE CONSTANTS:

c1: 0.000000e+00

CONDITIONS:

4 Boundary and switching conditions

y1(s) = 0

y2(s) -1.0 = 0

y1(e) = 0

y2(e)+1.0 = 0

1. ITERATION:

BREAKUP CONDITIONS:

Maximum of F: 4.011439e-10

Maximum change of y: 1.000000e+00
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2. ITERATION:

BREAKUP CONDITIONS:

Maximum of F: 2.220446e-16

Maximum change of y: 9.188823e-10

FOLLOWING SOLUTION FOUND AFTER 2 ITERATIONS (Time: 0.16 sec.):

x y1 y2 y3

0.000000e+00 1.499601e-19 1.000000e+00 2.000000e+00

2.000000e-01 1.600000e-01 6.000000e-01 2.000000e+00

4.000000e-01 2.400000e-01 2.000000e-01 2.000000e+00

6.000000e-01 2.400000e-01 -2.000000e-01 2.000000e+00

8.000000e-01 1.600000e-01 -6.000000e-01 2.000000e+00

1.000000e+00 2.569006e-19 -1.000000e+00 2.000000e+00

CONSTANTS

c1: 2.179050e-15

Listing A.3: Min-Energy-Problem mit Berührpunkt: Ausgabe der Lösung
NUMBER OF DIFFERENTIAL EQUATIONS: 4

NUMBER OF CONSTANTS: 1

NUMBER OF NODES: 6

NUMBER OF SWITCHING POINTS: 1

NUMBER OF CONTROLS: 1

NUMBER OF GIVEN CONSTANTS: 0

NODES and INITIAL VALUES:

0.000000e+00 0.000000e+00 1.000000e+00 0.000000e+00

2.000000e+00

2.000000e-01 1.600000e-01 6.000000e-01 0.000000e+00

2.000000e+00

4.000000e-01 2.400000e-01 2.000000e-01 0.000000e+00

2.000000e+00

6.000000e-01 2.400000e-01 -2.000000e-01 0.000000e+00

2.000000e+00

8.000000e-01 1.600000e-01 -6.000000e-01 0.000000e+00

2.000000e+00

1.000000e+00 0.000000e+00 -1.000000e+00 0.000000e+00

2.000000e+00

ODES:

dy1 = y2

dy2 = u1

dy3 = 0.0

dy4 = -y3

CONTROL:

u1: -y4 -y4

ESTIMATION OF THE SWITCHING POINTS:

sp1: 5.000000e-01

ESTIMATION OF THE CONSTANTS:

c1: 1.000000e+00

CONDITIONS:

6 Boundary and switching conditions

y1(s) = 0

y2(s) -1.0 = 0

y1(e) = 0

y2(e)+1.0 = 0

y1(sp1) -0.2 = 0

y2(sp1) = 0

1 Jump condition

y3+=c1 at switching point 1

1. ITERATION:
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BREAKUP CONDITIONS:

Maximum of F: 7.283091e-08

Maximum change of y: 1.104167e+00

2. ITERATION:

BREAKUP CONDITIONS:

Maximum of F: 7.979572e-09

Maximum change of y: 2.467811e-07

FOLLOWING SOLUTION FOUND AFTER 2 ITERATIONS (Time: 0.21 sec.):

x y1 y2 y3

y4

0.000000e+00 -1.113968e-13 1.000000e+00 4.800000e+00

3.200000e+00

2.000000e-01 1.424000e-01 4.560000e-01 4.800000e+00

2.240000e+00

4.000000e-01 1.952000e-01 1.040000e-01 4.800000e+00

1.280000e+00

6.000000e-01 1.952000e-01 -1.040000e-01 -4.800000e+00

1.280000e+00

8.000000e-01 1.424000e-01 -4.560000e-01 -4.800000e+00

2.240000e+00

1.000000e+00 9.065329e-14 -1.000000e+00 -4.800000e+00

3.200000e+00

SWITCHING POINTS

sp1: 5.000000e-01

CONSTANTS

c1: -9.600000e+00

Listing A.4: Min-Energy-Problem mit Randstück: Ausgabe der Lösung
NUMBER OF DIFFERENTIAL EQUATIONS: 4

NUMBER OF CONSTANTS: 2

NUMBER OF NODES: 6

NUMBER OF SWITCHING POINTS: 2

NUMBER OF CONTROLS: 1

NUMBER OF GIVEN CONSTANTS: 0

NODES and INITIAL VALUES:

0.000000e+00 5.225390e-16 1.000000e+00 4.800000e+00

3.200000e+00

2.000000e-01 1.424000e-01 4.560000e-01 4.800000e+00

2.240000e+00

4.000000e-01 1.952000e-01 1.040000e-01 4.800000e+00

1.280000e+00

6.000000e-01 1.952000e-01 -1.040000e-01 -4.800000e+00

1.280000e+00

8.000000e-01 1.424000e-01 -4.560000e-01 -4.800000e+00

2.240000e+00

1.000000e+00 -5.066440e-16 -1.000000e+00 -4.800000e+00

3.200000e+00

ODES:

dy1 = y2

dy2 = u1

dy3 = 0.0

dy4 = -y3

CONTROL:

u1: -y4 0.0 -y4

ESTIMATION OF THE SWITCHING POINTS:

sp1: 2.500000e-01

sp2: 7.500000e-01
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ESTIMATION OF THE CONSTANTS:

c1: 1.000000e+00

c2: 1.000000e+00

CONDITIONS:

8 Boundary and switching conditions

y1(s) = 0

y2(s) -1.0 = 0

y1(e) = 0

y2(e)+1.0 = 0

y4(sp1) = 0

y1(sp1) -0.1 = 0

y2(sp1) = 0

y4(sp2) = 0

2 Jump conditions

y3+=c1 at switching point 1

y4+=c2 at switching point 1

1. ITERATION:

BREAKUP CONDITIONS:

Maximum of F: 8.610930e-01

Maximum change of y: 1.294807e+00

2. ITERATION:

BREAKUP CONDITIONS:

Maximum of F: 2.662515e-01

Maximum change of y: 3.792567e-01

3. ITERATION:

BREAKUP CONDITIONS:

Maximum of F: 2.201837e-02

Maximum change of y: 3.268217e-01

4. ITERATION:

BREAKUP CONDITIONS:

Maximum of F: 2.298684e-02

Maximum change of y: 2.692368e-02

5. ITERATION:

BREAKUP CONDITIONS:

Maximum of F: 5.392741e-04

Maximum change of y: 4.002246e-02

6. ITERATION:

BREAKUP CONDITIONS:

Maximum of F: 8.012606e-06

Maximum change of y: 3.510788e-04

7. ITERATION:

BREAKUP CONDITIONS:

Maximum of F: 1.113947e-08

Maximum change of y: 4.914515e-06

FOLLOWING SOLUTION FOUND AFTER 7 ITERATIONS (Time: 0.45 sec.):
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x y1 y2 y3

y4

0.000000e+00 -2.372332e-16 1.000000e+00 2.222222e+01

6.666667e+00

2.000000e-01 9.629630e-02 1.111111e-01 2.222222e+01

2.222222e+00

3.000000e-01 1.000000e-01 -2.791653e-09 2.222222e+01

1.113786e-08

4.000000e-01 1.000000e-01 1.930595e-17 -2.222222e+01

-6.666667e+00

6.000000e-01 1.000000e-01 6.890362e-16 -2.222222e+01

-2.222222e+00

7.000000e-01 1.000000e-01 6.890362e-16 -2.222222e+01

1.113947e-08

8.000000e-01 9.629630e-02 -1.111111e-01 -2.222222e+01

2.222222e+00

1.000000e+00 -4.274289e-17 -1.000000e+00 -2.222222e+01

6.666667e+00

SWITCHING POINTS

sp1: 3.000000e-01

sp2: 7.000000e-01

CONSTANTS

c1: -4.444444e+01

c2: -8.888889e+00

A.3 Das Rayleigh-Problem

Listing A.5: Rayleigh-Problem (unrestringiert): Ausgabe der Lösung
NUMBER OF DIFFERENTIAL EQUATIONS: 5

NUMBER OF CONSTANTS: 0

NUMBER OF NODES: 6

NUMBER OF SWITCHING POINTS: 0

NUMBER OF CONTROLS: 1

NUMBER OF GIVEN CONSTANTS: 0

NODES and INITIAL VALUES:

0.000000e+00 0.000000e+00 0.000000e+00 0.000000e+00

0.000000e+00 0.000000e+00

5.000000e-01 0.000000e+00 0.000000e+00 0.000000e+00

0.000000e+00 0.000000e+00

1.500000e+00 0.000000e+00 0.000000e+00 0.000000e+00

0.000000e+00 0.000000e+00

2.500000e+00 0.000000e+00 0.000000e+00 0.000000e+00

0.000000e+00 0.000000e+00

3.500000e+00 0.000000e+00 0.000000e+00 0.000000e+00

0.000000e+00 0.000000e+00

4.500000e+00 0.000000e+00 0.000000e+00 0.000000e+00

0.000000e+00 0.000000e+00

ODES:

dy1 = y2

dy2 = -y1+1.4*y2 -0.14* y2^3+4*u1

dy3 = -2*y1+y4

dy4 = -y3 -1.4*y4 +0.42* y2^2*y4

dy5 = u1^2+y1^2

CONTROL:

u1: -2*y4

CONDITIONS:

5 Boundary and switching conditions

y1(s)+5 = 0

y2(s)+5 = 0

y3(e) = 0
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y4(e) = 0

y5(s) = 0

1. ITERATION:

BREAKUP CONDITIONS:

Maximum of F: 6.112671e+00

Maximum change of y: 1.000000e+00

2. ITERATION:

BREAKUP CONDITIONS:

Maximum of F: 6.188844e+00

Maximum change of y: 1.000000e+00

3. ITERATION:

BREAKUP CONDITIONS:

Maximum of F: 4.852229e+00

Maximum change of y: 3.320910e-01

4. ITERATION:

BREAKUP CONDITIONS:

Maximum of F: 2.836158e+00

Maximum change of y: 3.768481e-01

5. ITERATION:

BREAKUP CONDITIONS:

Maximum of F: 7.201262e-01

Maximum change of y: 2.830983e-01

6. ITERATION:

BREAKUP CONDITIONS:

Maximum of F: 3.015596e-01

Maximum change of y: 1.335034e-01

7. ITERATION:

BREAKUP CONDITIONS:

Maximum of F: 5.072946e-02

Maximum change of y: 8.238792e-02

8. ITERATION:

BREAKUP CONDITIONS:

Maximum of F: 2.028582e-03

Maximum change of y: 2.320957e-02

9. ITERATION:

BREAKUP CONDITIONS:

Maximum of F: 3.237224e-06

Maximum change of y: 7.265320e-04

10. ITERATION:

BREAKUP CONDITIONS:

Maximum of F: 8.655365e-11
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Maximum change of y: 1.413287e-06

FOLLOWING SOLUTION FOUND AFTER 10 ITERATIONS (Time: 27.87 sec.):

x y1 y2 y3

y4 y5

0.000000e+00 -5.000000e+00 -5.000000e+00 -9.001243e+00

-2.672616e+00 2.037179e-16

5.000000e-01 -4.564134e+00 4.232434e+00 -4.674163e+00

-5.255322e-01 2.064724e+01

1.500000e+00 -5.870499e-01 2.714466e+00 2.336765e-01

7.292466e-01 2.849424e+01

2.500000e+00 3.274390e-01 -1.756616e-01 4.540488e-01

2.689840e-02 2.967675e+01

3.500000e+00 6.671313e-02 -1.932589e-01 -1.240326e-03

-6.751068e-02 2.974243e+01

4.500000e+00 -9.571141e-02 -2.043943e-01 1.088751e-15

-3.386098e-16 2.974893e+01

Listing A.6: Rayleigh-Problem (1 Schaltpunkt): Ausgabe der Lösung
NUMBER OF DIFFERENTIAL EQUATIONS: 5

NUMBER OF CONSTANTS: 0

NUMBER OF NODES: 6

NUMBER OF SWITCHING POINTS: 1

NUMBER OF CONTROLS: 1

NUMBER OF GIVEN CONSTANTS: 0

NODES and INITIAL VALUES:

0.000000e+00 -5.000000e+00 -5.000000e+00 -9.001240e+00

-2.672620e+00 2.037640e-16

5.000000e-01 -4.564130e+00 4.232430e+00 -4.674160e+00

-5.255320e-01 2.064720e+01

1.500000e+00 -5.870500e-01 2.714470e+00 2.336760e-01

7.292470e-01 2.849420e+01

2.500000e+00 3.274390e-01 -1.756620e-01 4.540490e-01

2.689840e-02 2.967680e+01

3.500000e+00 6.671310e-02 -1.932590e-01 -1.240330e-03

-6.751070e-02 2.974240e+01

4.500000e+00 -9.571140e-02 -2.043940e-01 1.088650e-15

-3.386000e-16 2.974890e+01

ODES:

dy1 = y2

dy2 = -y1+1.4*y2 -0.14* y2^3+4*u1

dy3 = -2*y1+y4

dy4 = -y3 -1.4*y4 +0.42* y2^2*y4

dy5 = u1^2+y1^2

CONTROL:

u1: -1/6*y1 -2*y4

ESTIMATION OF THE SWITCHING POINTS:

sp1: 7.500000e-01

CONDITIONS:

6 Boundary and switching conditions

y1(s)+5 = 0

y2(s)+5 = 0

y3(e) = 0

y4(e) = 0

y5(s) = 0

2*y4(sp1) -1/6*y1(sp1) = 0

1. ITERATION:

BREAKUP CONDITIONS:

Maximum of F: 2.540181e+00

Maximum change of y: 1.027754e+00
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2. ITERATION:

BREAKUP CONDITIONS:

Maximum of F: 2.512012e+00

Maximum change of y: 5.463970e-01

3. ITERATION:

BREAKUP CONDITIONS:

Maximum of F: 1.773493e+00

Maximum change of y: 3.980284e-01

4. ITERATION:

BREAKUP CONDITIONS:

Maximum of F: 3.368596e+00

Maximum change of y: 6.466288e-01

5. ITERATION:

BREAKUP CONDITIONS:

Maximum of F: 3.098823e+00

Maximum change of y: 2.352559e-01

6. ITERATION:

BREAKUP CONDITIONS:

Maximum of F: 4.517412e+00

Maximum change of y: 9.044264e-01

7. ITERATION:

BREAKUP CONDITIONS:

Maximum of F: 2.070050e+00

Maximum change of y: 7.281596e-01

8. ITERATION:

BREAKUP CONDITIONS:

Maximum of F: 2.018258e+00

Maximum change of y: 2.054386e-01

9. ITERATION:

BREAKUP CONDITIONS:

Maximum of F: 3.526673e+00

Maximum change of y: 1.183936e+00

10. ITERATION:

BREAKUP CONDITIONS:

Maximum of F: 2.835351e+00

Maximum change of y: 1.174500e-01

11. ITERATION:

BREAKUP CONDITIONS:

Maximum of F: 2.541031e+00

Maximum change of y: 1.114824e-01
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12. ITERATION:

BREAKUP CONDITIONS:

Maximum of F: 2.249972e+00

Maximum change of y: 6.349724e-01

13. ITERATION:

BREAKUP CONDITIONS:

Maximum of F: 5.935329e-01

Maximum change of y: 2.710632e-02

14. ITERATION:

BREAKUP CONDITIONS:

Maximum of F: 7.502797e-02

Maximum change of y: 1.339977e-01

15. ITERATION:

BREAKUP CONDITIONS:

Maximum of F: 5.837873e-03

Maximum change of y: 6.378351e-02

16. ITERATION:

BREAKUP CONDITIONS:

Maximum of F: 6.408015e-06

Maximum change of y: 1.567389e-03

17. ITERATION:

BREAKUP CONDITIONS:

Maximum of F: 8.033041e-11

Maximum change of y: 5.725704e-06

FOLLOWING SOLUTION FOUND AFTER 17 ITERATIONS (Time: 41.87 sec.):

x y1 y2 y3

y4 y5

0.000000e+00 -5.000000e+00 -5.000000e+00 -1.280895e+01

-4.545008e+00 4.642967e-16

5.000000e-01 -6.164486e+00 -5.792882e-02 -1.020016e+01

-3.945716e+00 1.718369e+01

1.500000e+00 -2.656695e+00 4.282137e+00 -1.684644e+00

-1.078939e-01 4.161477e+01

2.500000e+00 1.988929e-01 9.675205e-01 6.579628e-01

5.445724e-01 4.443767e+01

3.500000e+00 2.550501e-01 -3.291321e-01 1.339649e-01

-6.462117e-02 4.474367e+01

4.500000e+00 -2.240287e-01 -7.477577e-01 -6.608549e-16

1.686377e-16 4.477173e+01

SWITCHING POINTS

sp1: 1.281497e+00

Listing A.7: Rayleigh-Problem (2 Schaltpunkte): Ausgabe der Lösung
NUMBER OF DIFFERENTIAL EQUATIONS: 5

NUMBER OF CONSTANTS: 0

NUMBER OF NODES: 6

NUMBER OF SWITCHING POINTS: 2

NUMBER OF CONTROLS: 1

NUMBER OF GIVEN CONSTANTS: 0
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NODES and INITIAL VALUES:

0.000000e+00 -5.000000e+00 -5.000000e+00 -1.280900e+01

-4.545010e+00 4.365230e-16

5.000000e-01 -6.164490e+00 -5.792880e-02 -1.020020e+01

-3.945720e+00 1.718370e+01

1.500000e+00 -2.656700e+00 4.282140e+00 -1.684640e+00

-1.078940e-01 4.161480e+01

2.500000e+00 1.988930e-01 9.675210e-01 6.579630e-01

5.445720e-01 4.443770e+01

3.500000e+00 2.550500e-01 -3.291320e-01 1.339650e-01

-6.462120e-02 4.474370e+01

4.500000e+00 -2.240290e-01 -7.477580e-01 -6.430840e-16

1.662310e-16 4.477170e+01

ODES:

dy1 = y2

dy2 = -y1 +1.4*y2 -0.14* y2^3+4*u1

dy3 = -2*y1+y4

dy4 = -y3 -1.4*y4 +0.42* y2^2*y4

dy5 = u1^2+y1^2

CONTROL:

u1: -1/6*y1 -2*y4 -1/6*y1

ESTIMATION OF THE SWITCHING POINTS:

sp1: 1.281500e+00

sp2: 3.000000e+00

CONDITIONS:

7 Boundary and switching conditions

y1(s)+5 = 0

y2(s)+5 = 0

y3(e) = 0

y4(e) = 0

y5(s) = 0

2*y4(sp1) -1/6*y1(sp1) = 0

2*y4(sp2) -1/6*y1(sp2) = 0

1. ITERATION:

BREAKUP CONDITIONS:

Maximum of F: 6.482712e-03

Maximum change of y: 4.037554e-01

2. ITERATION:

BREAKUP CONDITIONS:

Maximum of F: 1.295598e-05

Maximum change of y: 3.385337e-03

3. ITERATION:

BREAKUP CONDITIONS:

Maximum of F: 8.944221e-11

Maximum change of y: 6.008170e-06

FOLLOWING SOLUTION FOUND AFTER 3 ITERATIONS (Time: 6.19 sec.):

x y1 y2 y3

y4 y5

0.000000e+00 -5.000000e+00 -5.000000e+00 -1.279332e+01

-4.534162e+00 2.336755e-16

5.000000e-01 -6.164486e+00 -5.792882e-02 -1.017521e+01

-3.931807e+00 1.718369e+01

1.500000e+00 -2.657654e+00 4.273691e+00 -1.652836e+00

-9.580342e-02 4.161231e+01
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2.500000e+00 1.505641e-01 9.277770e-01 7.435558e-01

5.161694e-01 4.449263e+01

3.500000e+00 3.350362e-01 -2.126862e-01 1.824378e-01

-1.203568e-01 4.475508e+01

4.500000e+00 -3.938694e-01 -1.249874e+00 1.741128e-15

-3.668817e-16 4.480593e+01

SWITCHING POINTS

sp1: 1.269165e+00

sp2: 2.984039e+00

Listing A.8: Rayleigh-Problem (3 Schaltpunkte): Ausgabe der Lösung
NUMBER OF DIFFERENTIAL EQUATIONS: 5

NUMBER OF CONSTANTS: 0

NUMBER OF NODES: 6

NUMBER OF SWITCHING POINTS: 3

NUMBER OF CONTROLS: 1

NUMBER OF GIVEN CONSTANTS: 0

NODES and INITIAL VALUES:

0.000000e+00 -5.000000e+00 -5.000000e+00 -1.279330e+01

-4.534160e+00 2.334850e-16

5.000000e-01 -6.164490e+00 -5.792880e-02 -1.017520e+01

-3.931810e+00 1.718370e+01

1.500000e+00 -2.657650e+00 4.273690e+00 -1.652840e+00

-9.580340e-02 4.161230e+01

2.500000e+00 1.505640e-01 9.277770e-01 7.435560e-01

5.161690e-01 4.449260e+01

3.500000e+00 3.350360e-01 -2.126860e-01 1.824380e-01

-1.203570e-01 4.475510e+01

4.500000e+00 -3.938690e-01 -1.249870e+00 1.796810e-15

-3.886890e-16 4.480590e+01

ODES:

dy1 = y2

dy2 = -y1+1.4*y2 -0.14* y2^3+4*u1

dy3 = -2*y1+y4

dy4 = -y3 -1.4*y4 +0.42* y2^2*y4

dy5 = u1^2+y1^2

CONTROL:

u1: -1/6*y1 -2*y4 -1/6*y1 -2*y4

ESTIMATION OF THE SWITCHING POINTS:

sp1: 1.269170e+00

sp2: 2.984040e+00

sp3: 4.200000e+00

CONDITIONS:

8 Boundary and switching conditions

y1(s)+5 = 0

y2(s)+5 = 0

y3(e) = 0

y4(e) = 0

y5(s) = 0

2*y4(sp1) -1/6*y1(sp1) = 0

2*y4(sp2) -1/6*y1(sp2) = 0

2*y4(sp3) -1/6*y1(sp3) = 0

1. ITERATION:

BREAKUP CONDITIONS:

Maximum of F: 1.032304e-02

Maximum change of y: 3.079786e-02

2. ITERATION:

BREAKUP CONDITIONS:
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Maximum of F: 2.274098e-05

Maximum change of y: 7.212099e-03

3. ITERATION:

BREAKUP CONDITIONS:

Maximum of F: 6.031700e-10

Maximum change of y: 1.687421e-05

FOLLOWING SOLUTION FOUND AFTER 3 ITERATIONS (Time: 6.12 sec.):

x y1 y2 y3

y4 y5

0.000000e+00 -5.000000e+00 -5.000000e+00 -1.279332e+01

-4.534159e+00 -2.499370e-17

5.000000e-01 -6.164486e+00 -5.792882e-02 -1.017520e+01

-3.931803e+00 1.718369e+01

1.500000e+00 -2.657654e+00 4.273686e+00 -1.652826e+00

-9.579512e-02 4.161231e+01

2.500000e+00 1.505133e-01 9.277072e-01 7.436186e-01

5.161506e-01 4.449270e+01

3.500000e+00 3.350465e-01 -2.124942e-01 1.825451e-01

-1.204185e-01 4.475510e+01

4.500000e+00 -3.957080e-01 -1.280331e+00 -7.304258e-17

-1.439924e-16 4.480559e+01

SWITCHING POINTS

sp1: 1.269160e+00

sp2: 2.983980e+00

sp3: 4.299258e+00

A.4 Das Re-Entry-Problem

Listing A.9: Re-Entry-Problem: Ausgabe der Lösung
NUMBER OF DIFFERENTIAL EQUATIONS: 6

NUMBER OF CONSTANTS: 1

NUMBER OF NODES: 6

NUMBER OF SWITCHING POINTS: 0

NUMBER OF CONTROLS: 1

NUMBER OF GIVEN CONSTANTS: 5

NODES and INITIAL VALUES:

0.000000e+00 3.600000e-01 -1.400000e-01 1.913876e-02

-5.000000e-01 -7.000000e-01 -2.300000e+00

9.000000e-02 3.600000e-01 -1.220000e-01 1.435407e-02

-4.500000e-01 -6.000000e-01 -2.200000e+00

2.700000e-01 3.200000e-01 0.000000e+00 8.612440e-03

-4.000000e-01 -2.000000e-01 -1.350000e+01

5.000000e-01 2.850000e-01 1.700000e-02 1.100478e-02

-6.000000e-01 3.000000e-01 -4.500000e+00

7.500000e-01 2.800000e-01 1.000000e-02 1.148325e-02

-9.000000e-01 7.000000e-01 -7.000000e+00

1.000000e+00 2.700000e-01 0.000000e+00 1.196172e-02

-1.400000e+00 1.400000e+00 -1.300000e+01

ODES:

dy1 = c1*( -0.5*p1*p2*exp(-p4*p3*y3)*y1 ^2*(1.174 -0.9* cos(u1))-p5*

sin(y2)/(1+y3)^2)

dy2 = c1 *(0.5* p1*p2*exp(-p4*p3*y3)*y1 *0.6* sin(u1)+y1*cos(y2)/(p3

*(1+y3))-p5*cos(y2)/(y1*(1+y3)^2))

dy3 = c1*(y1*sin(y2)/p3)

dy4 = c1*( -30*y1^3* sqrt(p2*exp(-p4*p3*y3))+y4*(p1*p2*exp(-p4*p3*y3

)*y1 *(1.174 -0.9* cos(u1)))-y5 *(0.5* p1*p2*exp(-p4*p3*y3)*0.6* sin
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(u1)+cos(y2)/(p3*(1+y3))+p5*cos(y2)/(y1 ^2*(1+ y3)^2))-y6*sin(y2

)/p3)

dy5 = c1*(y4*p5*cos(y2)/(1+y3)^2+y5*(y1*sin(y2)/(p3*(1+y3))-p5*sin

(y2)/(y1*(1+y3)^2))-y6*y1*cos(y2)/p3)

dy6 = c1*(5*y1^3*p3*p4*sqrt(p2*exp(-p4*p3*y3))-y4 *(0.5* p1*p2*p3*p4

*exp(-p4*p3*y3)*y1 ^2*(1.174 -0.9* cos(u1))+2*p5*sin(y2)/(1+y3)

^3)+y5 *(0.5* p1*p2*p3*p4*exp(-p4*p3*y3)*y1 *0.6* sin(u1)+y1*cos(

y2)/(p3*(1+y3)^2) -2*p5*cos(y2)/(y1*(1+y3)^3)))

CONTROL:

u1: atan (2*y5/(3*y1*y4))

ESTIMATION OF THE CONSTANTS:

c1: 2.250000e+02

CONDITIONS:

1. ITERATION:

BREAKUP CONDITIONS:

Maximum of F: 3.581781e-01

Maximum change of y: 6.524690e-01

2. ITERATION:

BREAKUP CONDITIONS:

Maximum of F: 2.573859e-02

Maximum change of y: 2.932745e-01

3. ITERATION:

BREAKUP CONDITIONS:

Maximum of F: 1.453770e-02

Maximum change of y: 5.737951e-02

4. ITERATION:

BREAKUP CONDITIONS:

Maximum of F: 6.883923e-03

Maximum change of y: 9.907147e-03

5. ITERATION:

BREAKUP CONDITIONS:

Maximum of F: 9.109337e-04

Maximum change of y: 1.132365e-02

6. ITERATION:

BREAKUP CONDITIONS:

Maximum of F: 2.245200e-04

Maximum change of y: 1.513522e-03

7. ITERATION:

BREAKUP CONDITIONS:

Maximum of F: 1.168943e-04

Maximum change of y: 1.211553e-03

8. ITERATION:

BREAKUP CONDITIONS:

Maximum of F: 3.736472e-06

Maximum change of y: 1.343231e-03
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9. ITERATION:

BREAKUP CONDITIONS:

Maximum of F: 7.115659e-07

Maximum change of y: 3.957904e-06

FOLLOWING SOLUTION FOUND AFTER 9 ITERATIONS (Time: 63.14 sec.):

x y1 y2 y3

y4 y5 y6

0.000000e+00 3.600000e-01 -1.413720e-01 1.913876e-02

-5.081402e-01 -7.086216e-01 -3.119301e+00

9.000000e-02 3.607364e-01 -1.246096e-01 1.453955e-02

-4.555757e-01 -6.041886e-01 -3.030884e+00

2.700000e-01 3.215374e-01 -8.960894e-03 8.433512e-03

-4.284077e-01 -2.414743e-01 -1.226857e+01

5.000000e-01 2.865279e-01 2.200586e-02 1.066110e-02

-5.076426e-01 2.546496e-01 -3.942957e+00

7.500000e-01 2.763511e-01 7.717901e-03 1.168228e-02

-7.105604e-01 5.897758e-01 -5.858717e+00

1.000000e+00 2.700000e-01 2.020641e-14 1.196172e-02

-1.130092e+00 1.170080e+00 -1.121106e+01

CONSTANTS

c1: 2.234013e+02

7 Boundary and switching conditions

y1(s) -0.36 = 0

y2(s)+8.1*3.1416/180 = 0

y3(s) -4/p3 = 0

y1(e) -0.27 = 0

y2(e) = 0

y3(e) -2.5/p3 = 0

10*y1(e)^3* sqrt(p2*exp(-p4*p3*y3(e)))+y4(e)*( -0.5*p1*p2*exp(-

p4*p3*y3(e))*y1(e)^2*(1.174 -0.9* cos(u1(e)))-p5*sin(y2(e))

/(1+y3(e))^2)+y5(e)*(0.5* p1*p2*exp(-p4*p3*y3(e))*y1(e)

*0.6* sin(u1(e))+y1(e)*cos(y2(e))/(p3*(1+y3(e)))-p5*cos(y2(

e))/(y1(e)*(1+y3(e))^2))+y6(e)*(y1(e)*sin(y2(e))/p3) = 0

GIVEN CONSTANTS:

p1: 53200

p2: 0.002704

p3: 209

p4: 4.26

p5: 0.00032172


