
Symplektische Lie-Algebren und quadratische Erweiterungen

I n a u g u r a l d i s s e r t a t i o n

zur

Erlangung des akademischen Grades eines

Doktors der Naturwissenschaften

(Dr. rer. nat.)

der

Mathematisch-Naturwissenschaftlichen Fakultät

der

Ernst-Moritz-Arndt-Universität Greifswald

vorgelegt von

Mathias Fischer

geboren am 29.08.1986

in Demmin

vorgelegt von

Mathias Fischer

geboren am 29.08.1986

in Demmin

Greifswald, den 9. Februar 2016



Dekan: Prof. Dr. Werner Weitschies

1. Gutachter : Prof. Dr. Ines Kath

2. Gutachter: Prof. Dr. Dietrich Burde

Tag der Promotion: 24. Juni 2016



Symplektische Lie-Algebren und
quadratische Erweiterungen

9. Februar 2016

Inhaltsverzeichnis

1 Einleitung 1

2 Metrische, symplektische Lie-Algebren 7
2.1 Quadratische Erweiterungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
2.2 Kohomologie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
2.3 Das Standardmodell . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
2.4 Äquivalenz zum Standardmodell . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
2.5 Äquivalenzklassen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
2.6 Isomorphieklassen metrischer, symplektischer Lie-Algebren . . . . . . . . 24
2.7 Metrische, symplektische Lie-Algebren in speziellen Fällen . . . . . . . . . 26

3 Symplektische Lie-Algebren mit ausgeartetem Zentrum 34
3.1 Quadratische Erweiterungen von symplektischen Lie-Algebren . . . . . . 35
3.2 Faktorsystem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
3.3 Das Standardmodell . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
3.4 Äquivalenz zum Standardmodell . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
3.5 Äquivalenzklassen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
3.6 Isomorphieklassen symplektischer Lie-Algebren . . . . . . . . . . . . . . . 48
3.7 Symplektische Lie-Algebren mit ausgeartetem Zentrum der Dimension vier 51

4 Nilpotente, symplektische Lie-Algebren 53
4.1 Der Fall l = R3, a = {0} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
4.2 Der Fall l = Rn, a = n4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
4.3 Der Fall l = R, a = R4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
4.4 Der Fall l = R, a = h3 ⊕R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
4.5 Der Fall l = R2, a = R2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
4.6 Nilpotente, symplektische Lie-Algebren der Dimension sechs . . . . . . . 84

Literatur 85

iii



1 Einleitung

1 Einleitung

In dieser Arbeit beschäftigen wir uns mit symplektischen Lie-Algebren. Das sind Lie-
Algebren g, zusammen mit einer geschlossenen, nichtausgearteten 2-Form ω auf g, die
wir symplektische Form nennen. Zwei symplektische Lie-Algebren (g1, ω1) und (g2, ω2)
heißen isomorph, wenn es einen Isomorphismusϕ : g1 → g2 der Lie-Algebren gibt, der die
symplektischen Formen respektiert, d. h. ϕ∗ω2 = ω1 erfüllt. Symplektische Lie-Algebren
stehen in Bijektion zu einfach zusammenhängenden Lie-Gruppen mit linksinvarianten
symplektischen Formen. Diese Lie-Gruppen sind interessant, weil sie, sofern sie eine
diskrete kokompakte Untergruppe besitzen, kompakte symplektische Mannigfaltigkeiten
definieren und sich damit viele Beispiele von kompakten non-Kähler symplektischen
Mannigfaltigkeiten erzeugen lassen (siehe z. B. [24], [3], [1]). Eine interessante Unterklasse
von symplektischen Lie-Algebren sind Kähler, bzw. pseudo-Riemannsche Kähler Lie-
Algebren, welche z. B. in [8] und [7] untersucht wurden. In [6] wurde gezeigt, dass die
Lie-Algebra g der Lie-Algebra G, welche transitiv auf einen symplektischen, homogenen
Raum M = G/H wirkt, auf kanonische Weise eine geschlossene 2-Form ω̃ besitzt, wobei
ω̃ genau dann nichtausgeartet ist, wenn H trivial ist.

Es gibt viele Arbeiten, die in niedrigen Dimensionen eine Liste der symplektischen
Lie-Algebren angeben [22], [10], [5]. In Zusammenhang mit Isomorphiebetrachtungen
in beliebigen Dimensionen tauchen nun mehrere Fragen auf: Wie sehen symplektische
Lie-Algebren aus? Kann man für jede symplektische Lie-Algebra eine kanonische Gestalt
finden und wie kann man symplektische Lie-Algebren geeignet auf Isomorphie untersu-
chen, insbesondere wenn sie in der kanonischen Gestalt gegeben sind? Bereits mehrere
Arbeiten haben sich mit dieser Problematik auseinandergesetzt (siehe [18], [9], [8], [2]). Die
Grundidee der Arbeiten ist ein Reduktionsschema. Es wird genutzt, dass für jedes isotrope
Ideal einer symplektischen Lie-Algebra (g, ω) die symplektische Form ω auf g = j⊥/j eine
symplektische Form ω induziert. Umgekehrt wird auch ein Konstruktionsschema ange-
geben, dass eine symplektische Lie-Algebra (g, ω) mithilfe zusätzlicher Struktur zu einer
höherdimensionalen, symplektischen Lie-Algebra erweitert, die wiederum eine Redukti-
on auf (g, ω) besitzt. Weil das isotrope Ideal im Allgemeinen nicht kanonisch gewählt wird,
ist es schwierig, symplektische Lie-Algebren mit diesen Schemata zu klassifizieren. Es ist
nämlich möglich, dass Erweiterungen von zwei nicht isomorphen niedrig dimensionalen
symplektischen Lie-Algebren isomorph sein können. Zum anderen ist die Darstellung
einer symplektischen Lie-Algebra mit diesen Erweiterungen nicht eindeutig, weil es vom
gewählten Ideal abhängt.

Ziel dieser Arbeit ist nun, diese Wahlen auf kanonische Weise vorzunehmen, sodass
man ein gewisses Standardmodell erhält und zu jeder Zeit Isomorphie systematisch
daran ablesen kann. Allerdings werden wir dieses Schema nicht auf alle symplektischen
Lie-Algebren anwenden können. Wir werden uns hier zum einen auf symplektische Lie-
Algebren mit ausgeartetem Zentrum beschränken. Das beinhaltet unter anderem auch
nichtabelsche, nilpotente, symplektische Lie-Algebren. Zum anderen untersuchen wir
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1 Einleitung

metrische, symplektische Lie-Algebren (g, 〈·, ·〉, ω) auf Isomorphie, also symplektische Lie-
Algebren (g, ω), die gleichzeitig metrische Lie-Algebren (g, 〈·, ·〉) sind. Eine metrische Lie-
Algebra (g, 〈·, ·〉) ist eine Lie-Algebra gmit nichtausgearteter, symmetrischer Bilinearform
〈·, ·〉 auf g, die ad-invariant ist, d. h.

〈[X,Y],Z〉 = 〈X, [Y,Z]〉

für alle X,Y,Z ∈ g erfüllt. Zwei metrische, symplektische Lie-Algebren heißen isomorph,
wenn es einen Isomorphismus der symplektischen Lie-Algebren gibt, der gleichzeitig
eine Isometrie der metrischen Lie-Algebren ist.

Metrische Lie-Algebren stehen in Bijektion zu einfach zusammenhängenden Lie-Grup-
pen mit biinvarianter Metrik. Sie werden auch für die Beschreibung von symmetri-
schen Räumen verwendet, da die Lie-Algebra der Transvektionengruppe eines symme-
trischen Raumes solch eine Struktur besitzt [4, Proposition 1.6]. Metrische Lie-Algebren
sind besonders hilfreich für unsere Betrachtungen, weil sie schon umfassend in [15]
behandelt wurden. Mit der Grundidee von [15] wurde in [16] ein Klassifikationssche-
ma eingeführt, das sowohl metrische Lie-Algebren, als auch metrische Lie-Algebren
mit Zusatzstruktur berücksichtigt. Insbesondere wurden in diesem Zuge auch metri-
sche Lie-Algebren mit halbeinfachen, schiefsymmetrischen Derivationen in der Notati-
on von (R, {e})-äquivarianten metrischen Lie-Algebren abgehandelt. Gerade dies ist für
metrische, symplektische Lie-Algebren von Interesse, da metrische, symplektische Lie-
Algebren in Bijektion zu nilpotenten, metrischen Lie-Algebren mit bijektiven, schiefsym-
metrischen Derivationen stehen. Ziel wird es sein, das in [16] konstruierte Klassifikations-
schema für metrische Lie-Algebren mit halbeinfachen, schiefsymmetrischen Derivationen
sinnvoll derart zu erweitern, dass alle metrischen, symplektischen Lie-Algebren damit
klassifiziert werden können.

Die Grundidee der vorliegenden Arbeit wollen wir im Folgenden beschreiben. Auf jeder
metrischen Lie-Algebra g mit bijektiver, schiefsymmetrischer Derivation D existiert auf
kanonische Weise ein D-invariantes, isotropes Ideal i von g so, dass i⊥/i abelsch ist. Dieses
Ideal ist durch

i = i(g) :=
n−1∑
k=0

gk+1
∩ gk+1⊥ (1)

gegeben (vergleiche [14]). Hierbei bezeichnet g1 := g, . . . , gk := [g, gk−1] die absteigende
Zentralreihe der nilpotenten Lie-Algebra g und n die kleinste positive Zahl mit gn = {0}.
Für eine Defintion für nichtnilpotente, metrische Lie-Algebren siehe [15] oder [16]. Wir
setzen a = i⊥/i und l = g/i⊥ und es zeigt sich, dass a eine abelsche, metrische, symplek-
tische Lie-Algebra ist und die Struktur eines trivialen l-Moduls erbt. Weil außerdem i
isomorph zu l∗ ist, lässt sich g auf kanonische Weise durch zwei abelsche Erweiterungen
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1 Einleitung

von Lie-Algebren mit bijektiven Derivationen

0→ l∗ → g→ h→ 0, 0→ a→ h→ l→ 0 (2)

mit h = g/i schreiben. Umgekehrt definieren zwei abelsche Erweiterungen wie in (2)
für eine Lie-Algebra l mit bijektiver Derivation und einen l-Modul a eine metrische,
symplektische Lie-Algebra, sofern die abelschen Erweiterungen zusätzliche Kompatibi-
litätsbedingungen erfüllen. Im Allgemeinen wird dann aber das Bild von l∗ in g ungleich
dem kanonischen, isotropen Ideal sein.

Dieses Konstruktionsschema werden wir unter dem Begriff der quadratischen Erwei-
terung einführen. Im Allgemeinen ist nicht jede quadratische Erweiterung von l durch
a mithilfe des kanonischen, isotropen Ideals i(g) gegeben. Darum führen wir den Begriff
der ausgewogenen quadratischen Erweiterung ein. Wir nennen eine quadratische Erwei-
terung ausgewogen, wenn das Bild von l∗ in g gleich dem kanonischen, isotropen Ideal
ist. Jede metrische, symplektische Lie-Algebra besitzt auf kanonische Weise die Struktur
einer ausgewogenen quadratischen Erweiterung. Es gibt eine natürliche Äquivalenzrela-
tion auf der Menge der quadratischen Erweiterungen von l durch a. Außerdem definieren
wir eine nicht lineare Kohomologie Hp

Q+
(l,Dl, a) von der Lie-Algebra l mit Werten in a,

in der die in [16] betrachteten Kohomologien Hp
Q(l, φl, a) mit enthalten sind, und zeigen,

dass die Äquivalenzklassen von quadratischen Erweiterungen von (l,Dl) durch (a,Da) in
Bijektion zu der zweiten Kohomologie H2

Q+
(l,Dl, a) stehen. Für den Beweis der Bijektion

zitieren wir die für uns benötigten Resultate für metrische Lie-Algebren mit halbein-
fachen, schiefsymmetrischen Derivationen und passen diese auch für nicht notwendig
halbeinfache Derivationen an. Außerdem werden wir das Standardmodell (dα,γ,Dδ,ε) ei-
ner metrischen Lie-Algebra mit schiefsymmetrischer Derivation einführen, das für jedes
[α, γ, δ, ε] ∈ H2

Q+
(l,Dl, a) eine quadratische Erweiterung von l durch a definiert.

Die Äquivalenzklassen ausgewogener quadratischer Erweiterungen von (l,Dl) durch
(a,Da) werden auf der Ebene der Kohomologieklassen durch H2

Q+
(l,Dl, a)b ⊂ H2

Q+
(l,Dl, a)

beschrieben. Wir nennen diese Kozyklen ebenfalls ausgewogen. Ausgewogenheit hängt
nur von der Struktur der zugrundeliegenden metrischen Lie-Algebra ab. Somit lässt sich
[15] für die Beschreibung der ausgewogenen Kozyklen benutzen, oder konkret [14] für
nilpotente, metrische Lie-Algebren. Die Automorphismengruppe G(l,Dl, a) des Paares
(l,Dl, a) wirkt von rechts auf H2

Q+
(l,Dl, a)b. Insgesamt stehen die Isomorphieklassen me-

trischer, symplektischer Lie-Algebren in Bijektion zu∐
(l,Dl)∈L

∐
a∈Al,Dl

H2
Q+(l,Dl, a)b/G(l,Dl, a),

wobeiL ein Repräsentantensystem der Isomorphieklassen von nilpotenten Lie-Algebren
mit bijektiven Derivationen ist undAl,Dl ein Repräsentantensystem der Isomorphieklas-
sen von abelschen, metrischen Lie-Algebren mit bijektiven, schiefsymmetrischen Deriva-
tionen (aufgefasst als triviale l-Moduln). Mithilfe dieses Klassifikationsschemas leiten wir
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1 Einleitung

folgende Resultate her:

• Es gibt bis auf Isomorphie nur eine einzige metrische Lie-Algebra der Dimension
kleiner acht, die symplektische Formen besitzt.

• Es gibt keine metrische, symplektische Lie-Algebra, deren Metrik einen Index von
eins oder zwei hat, abgesehen von abelschen Lie-Algebren.

• Wir haben alle Isomorphieklassen metrischer, symplektischer Lie-Algebren der Di-
mension kleiner zehn bestimmt und

• wir haben alle Isomorphieklassen nichtabelscher, metrischer, symplektischer Lie-
Algebren mit einem Index von drei berechnet.

Meines Wissens nach existierten diesbezüglich bislang keine Ergebnisse.
Motiviert von der Herangehensweise an metrische Lie-Algebren wollen wir ein Klassi-

fikationsschema mittels quadratischer Erweiterung für symplektische Lie-Algebren her-
leiten, ohne die Existenz einer Metrik fordern zu müssen. Wir beschränken uns dafür auf
symplektische Lie-Algebren (g, ω) mit ausgeartetem Zentrum z. Dann ist nämlich j := z∩z⊥

ein Ideal von g, das isotrop bezüglich ω ist. Außerdem induziert ω eine symplektische
Form ω auf j⊥/j, wodurch j⊥/j zu einer symplektischen Lie-Algebra wird. Es zeigt sich,
wie für metrische, symplektische Lie-Algebren, dass sich g mit (a, ωa) = (j⊥/j, ω) und
l = g/j⊥ mittels zwei nicht notwendig abelschen Erweiterungen

0→ l∗ → g→ h→ 0, 0→ a→ h→ l→ 0 (3)

mit h = g/j schreiben lässt. Das ermöglicht uns, auch für symplektische Lie-Algebren mit
ausgeartetem Zentrum quadratische Erweiterungen einzuführen. Wenn für eine quadra-
tische Erweiterung das Bild von l∗ in g gleich z∩ z⊥ ist, dann nennen wir die quadratische
Erweiterung ausgewogen. Natürlich hat nicht jede symplektische Lie-Algebra ein ausge-
artetes Zentrum, aber z. B. jede nichtabelsche, nilpotente, symplektische Lie-Algebra.

Jede symplektische Lie-Algebra mit ausgeartetem Zentrum besitzt auf kanonische Wei-
se die Struktur einer ausgewogenen quadratischen Erweiterung. Auf der Menge der
quadratischen Erweiterungen von l durch (a, ωa) existiert wie für metrische, symplek-
tische Lie-Algebren eine natürliche Äquivalenzrelation, die wir analog zu metrischen,
symplektischen Lie-Algebren in Beziehung zu einer geeigneten 2. Kohomologieklasse
H2(l, a, ωa) setzen. Dafür werden wir das Standardmodell dγ,ε,ξ einer symplektischen Lie-
Algebra einführen, das für jedes [γ, ε, ξ] ∈ H2(l, a, ωa) eine quadratische Erweiterung von
l durch (a, ωa) definiert. Die zu ausgewogenen quadratischen Erweiterungen korrespon-
dierenden Kozyklen werden wir ebenfalls ausgewogen nennen und ihre Kohomologie
mit H2(l, a, ωa)] bezeichnen. Diese Menge lässt sich explizit charakterisieren. Mithilfe der
Gruppenwirkung der Automorphismengruppe G = G(l, a, ωa) des Paares (l, a, ωa) auf
H2(l, a, ωa) erhalten wir eine Bijektion zwischen den Isomorphieklassen symplektischer
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1 Einleitung

Lie-Algebren der Dimension 2n mit ausgeartetem Zentrum und der Menge

n∐
m=1

∐
[a,ωa]∈Isom(2n−2m)

H(Rm, a, ωa)]/G.

Hierbei bezeichnet Isom(2n − 2m) ein Repräsentantensystem der Isomorphieklassen von
symplektischen Lie-Algebren der Dimension 2n − 2m. Als Anwendung dieses Klassifi-
kationsschemas berechnen wir auf neuem Wege die Isomorphieklassen symplektischer
Lie-Algebren mit ausgeartetem Zentrum der Dimension kleiner sechs, die bereits aus [21]
bekannt sind.

Schließlich werden wir das Klassifikationsschema auf nilpotente, symplektische Lie-
Algebren anwenden. Während für eine symplektische Lie-Algebra mit ausgeartetem Zen-
trum die abgeleitete symplektische Lie-Algebra j⊥/j ein nichtausgeartetes Zentrum besit-
zen kann und damit die Klassifikation aller symplektischer Lie-Algebren mit ausgearte-
tem Zentrum einer fixierten Dimension die Kenntnis aller symplektischer Lie-Algebren
niedriger Dimension (also insbesondere auch mit nichtausgeartetem Zentrum) bedarf,
fällt diese Problematik für nilpotente, symplektische Lie-Algebren weg. Denn eine nilpo-
tente, symplektische Lie-Algebra hat genau dann ein nichtausgeartetes Zentrum, wenn
sie abelsch ist. Wir bestimmen, wann Kozyklen der 2. Kohomologie H2(l, a, ωa)] nilpoten-
te, symplektische Lie-Algebren definieren. Die Kohomologie dieser Kozyklen bezeichnen
wir mit H2(l, a, ωa)0 und erhalten eine Bijektion zwischen den Isomorphieklassen nichta-
belscher, nilpotenter, symplektischer Lie-Algebren und

n∐
m=1

∐
[a,ωa]∈A(2n−2m)

H2(Rm, a, ωa)0/G,

wobei A(2n − 2m) ein Repräsentantensystem der Isomorphieklassen (2n − 2m)-dimensio-
naler, nilpotenter, symplektischer Lie-Algebren bezeichnet. Das Klassifikationsschema
für nilpotente, symplektische Lie-Algebren bietet mehrere Vorteile. Zum einen können
nilpotente, symplektische Lie-Algebren systematisch auf Isomorphie untersucht wer-
den, da das Schema nicht von Wahlen (wie etwa bei [18], [9], [8], [2]) abhängt. Zum
anderen werden für die Klassifikation nilpotenter, symplektischer Lie-Algebren einer
festen Dimension keine anderen Klassifikationen, wie etwa eine Klassifikation aller nil-
potenter Lie-Algebren einer Dimension, benötigt (z. B. in [17] bei der Klassifikation der
6-dimensionalen, nilpotenten, symplektischen Lie-Algebren). Es wird lediglich ein Re-
präsentantensystem der nilpotenten, symplektischen Lie-Algebren niedriger Dimension
verwendet, welches ebenfalls mit diesem Klassifikationsschema bestimmt werden kann.
Außerdem ist dieses Klassifikationsschema universell für alle nilpotenten, symplekti-
schen Lie-Algebren einsetzbar. Es werden keine zusätzlichen Bedingungen an die Lie-
Algebren gestellt.

Exemplarisch leiten wir mithilfe dieses Klassifikationsschemas ein Repräsentantensys-
tem der Isomorphieklassen aller nilpotenten, symplektischen Lie-Algebren der Dimensi-
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1 Einleitung

on 6 (siehe [17], vergleiche auch [11]) auf neuem Wege her, indem wir die G-Orbits von
H2(l, a, ωa)0 für

(l, a) ∈ {(R,R4), (R, h3 ×R), (R, n4), (R3, {0}), (R2,R2)}

und zugehöriger symplektischer Form ωa berechnen. Nebenbei werden dadurch kleine
Ungenauigkeiten in [17] behoben.

Diese Arbeit ist wie folgt aufgebaut. In Kapitel 2 werden wir das Klassifikationssche-
ma für metrische, symplektische Lie-Algebren konstruieren. Wir führen den Begriff der
(ausgewogenen) quadratischen Erweiterung in Kapitel 2.1 ein und zeigen, dass jede metri-
sche, symplektische Lie-Algebra auf kanonische Weise die Struktur einer (ausgewogenen)
quadratischen Erweiterung besitzt. Weiterhin definieren wir die Äquivalenzrelation auf
den quadratischen Erweiterungen. Anschließend definieren wir in Kapitel 2.2 die qua-
dratische Kohomologie Hp

Q+
(l,Dl, a). Wir definieren außerdem die Isomorphismen von

Paaren und geben ihre Wirkung auf die quadratische Kohomologie an. In Kapitel 2.3
definieren wir das Standardmodell (dα,γ),Dδ,ε und geben notwendige und hinreichende
Bedingungen auf der Ebene der zugehörigen Kozyklen an, wann (dα,γ,Dδ,ε) die Struktur
einer (ausgewogenen) quadratischen Erweiterung besitzt. Wir zeigen, dass jede quadra-
tische Erweiterung äquivalent zu einem geeigneten Standardmodell ist (Kapitel 2.4) und
wann Standardmodelle äquivalent sind (Kapitel 2.5). Als Abschluss des Kapitels 2.5 er-
halten wir die Bijektion zwischen H2

Q+
(l,Dl, a) und den Äquivalenzklassen quadratischer

Erweiterungen von l durch a. In Kapitel 2.6 beschreiben wir die Isomorphie von Standard-
modellen auf der Ebene der zugehörigen Kohomologieklassen und erhalten abschlies-
send das Klassifikationsschema für metrische, symplektische Lie-Algebren. Wir werden
in Kapitel 2.7 sämtliche nichtabelschen, metrischen, symplektischen Lie-Algebren, deren
Index des Skalarprodukts kleiner als vier ist, bis auf Isomorphie bestimmen. Außerdem
geben wir ein Repräsentantensystem aller nichtabelschen, metrischen, symplektischen
Lie-Algebren an, die eine Dimension kleiner als zehn haben.

Ähnlich zu metrischen, symplektischen Lie-Algebren werden wir in Kapitel 3 das Klas-
sifikationsschema für symplektische Lie-Algebren aufbauen. Wir definieren die dafür
verwendeten (ausgewogenen) quadratischen Erweiterungen samt Äquivalenzrelation.
Anschließend definieren wir dγ,ε,ξ, das Standardmodell symplektischer Lie-Algebren mit
ausgeartetem Zentrum und weisen wie für metrische, symplektische Lie-Algebren die
Bijektion zwischen den Äquivalenzklassen quadratischer Erweiterungen und H2(l, a, ωa)
nach. Letztere Kohomologie H2(l, a, ωa) und auch H2(l, a, ωa)] werden in Kapitel 3.5 defi-
niert. In Kapitel 3.6 bestimmen wir notwendige und hinreichende Bedingungen für die
Isomorphie von symplektischen Lie-Algebren auf der Ebene der zugehörigen Kohomo-
logie H2(l, a, ωa)] und schließen das Kapitel mit dem Klassifikationsschema ab. Exem-
plarisch werden wir in Abschnitt 3.7 alle symplektischen Lie-Algebren mit ausgearte-
tem Zentrum der Dimension vier berechnen. Das Resultat ist bereits bekannt [21] und
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2 Metrische, symplektische Lie-Algebren

die Rechnungen sind eher als eine Demonstration der Herangehensweise zu verstehen.
Abschließend bestimmen wir in Kapitel 4, wann Standardmodelle dγ,ε,ξ nilpotente, sym-
plektische Lie-Algebren sind und erhalten das Klassifikationsschema für nilpotente, sym-
plektische Lie-Algebren. Damit klassifizieren wir auf neuem Wege alle nilpotenten, sym-
plektischen Lie-Algebren der Dimension kleiner als acht (Kapitel 4.1 - 4.5).

2 Metrische, symplektische Lie-Algebren

In diesem Kapitel bauen wir das Klassifikationsschema für metrische, symplektische Lie-
Algebren auf und werden damit in speziellen Fällen die Isomorphieklassen metrischer,
symplektischer Lie-Algebren bestimmen.

Definition 1. Eine metrische, symplektische Lie-Algebra ist eine Lie-Algebra g, die eine
nichtausgeartete (nicht notwendig positiv definite), symmetrische Bilinearform 〈·, ·〉 :
g × g → R und eine nichtausgeartete, antisymmetrische Bilinearform ω : g × g → R

besitzt, welche
〈X, [Y,Z]〉 = 〈[X,Y],Z〉 und

dω(X,Y,Z) = −ω([X,Y],Z) + ω([X,Z],Y) − ω([Y,Z],X) = 0

für alle X,Y,Z ∈ g erfüllen. Wir schreiben kurz (g, 〈·, ·〉, ω).

Definition 2. Ein Isomorphismus ϕ zwischen metrischen, symplektischen Lie-Algebren
(g1, 〈·, ·〉1, ω1) und (g2, 〈·, ·〉2, ω2) ist ein Lie-Algebren-Isomorphismus ϕ : g1 → g2, der eine
Isometrie ist, d. h. ϕ∗〈·, ·〉2 = 〈·, ·〉1 erfüllt, und der die symplektischen Formen respektiert,
d. h. ϕ∗ω2 = ω1.

2.1 Quadratische Erweiterungen

Ziel dieses Abschnitts ist es, die für das Klassifikationsschema für metrische, symplekti-
sche Lie-Algebren grundlegenden Begriffe einzuführen, quadratische Erweiterungen zu
definieren und zu zeigen, dass jede metrische, symplektische Lie-Algebra auf kanonische
Weise die Struktur einer quadratischen Erweiterung besitzt.

Für jede metrische, symplektische Lie-Algebra (g, 〈·, ·〉, ω) definiert

ω = 〈·,D·〉 (4)

eine bijektive, schiefsymmetrische Abbildung D auf g, weil 〈·, ·〉 nichtausgeartet ist. Hier-
bei heißt D schiefsymmetrisch, wenn 〈DX,Y〉 = −〈X,DY〉 für alle X,Y ∈ g gilt. Außerdem
ist D eine Derivation von g, weil ω geschlossen ist. Die Existenz einer bijektiven Deriva-
tion auf g impliziert, dass g nilpotent ist [13, Theorem 3]. Umgekehrt definiert aber auch
jede bijektive schiefsymmetrische Derivation einer nilpotenten metrischen Lie-Algebra g
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2.1 Quadratische Erweiterungen

durch Gleichung (4) eine symplektische Form auf g. Diese Erkenntnis fassen wir noch
einmal im folgenden Lemma zusammen.

Lemma 3. Metrische, symplektische Lie-Algebren stehen in Bijektion zu nilpotenten, metrischen
Lie-Algebren mit schiefsymmetrischen, bijektiven Derivationen.

Im Folgenden werden wir uns mit metrische Lie-Algebren (g, 〈·, ·〉) mit schiefsymme-
trischer Derivation D beschäftigen und abkürzend diese mit (g, 〈·, ·〉,D), (g,D) oder auch
g bezeichnen, sofern aus dem Kontext klar wird, dass es sich um metrische Lie-Algebren
mit schiefsymmetischer Derivation handelt.

Definition 4. Ein Isomorphismus (Homomorphismus) ϕ zwischen Lie-Algebren mit De-
rivation (g1,D1) und (g2,D2) ist ein Isomorphismus (Homomorphismus) ϕ : g1 → g2

der Lie-Algebren, der derivationserhaltend im Sinne von D2ϕ = ϕD1 ist. Ein Isomor-
phismus zwischen metrischen Lie-Algebren mit Derivation ist ein Isomorphismus der
Lie-Algebren mit Derivation, der zusätzlich eine Isometrie ist.

Lemma 5. Für jede metrische Lie-Algebra mit Derivation (g,D) ist der halbeinfache Anteil Ds

der Jordanzerlegung der schiefsymmetrischen Derivation D ebenfalls eine schiefsymmetrische
Derivation von g.

Beweis. Wir betrachten hierfür die Komplexifizierung von D und 〈·, ·〉, falls D nichtreelle
Eigenwerte besitzt. Seien v1 und v2 aus den Haupträumen von D zu λ1 und λ2. Für
genügend großes k ∈ R verschwindet

(
D − (λ1 + λ2) id

)k
[v1, v2] =

k∑
i=0

(
k
i

)[
(D − λ1 id)k−iv1, (D − λ2 id)iv2

]
.

Somit ist [v1, v2] aus dem Hauptraum zu λ1 + λ2 und es gilt Ds[v1, v2] = (λ1 + λ2)[v1, v2].
Das zeigt nun auch, dass Ds eine Derivation ist, denn

Ds[v1, v2] = (λ1 + λ2)[v1, v2] = [λ1v1, v2] + [v1, λ2v2] = [Dsv1, v2] + [v1,Dsv2].

Weil D schiefsymmetrisch ist, stehen die Haupträume zu λ1 und λ2 mit λ1 , −λ2 or-
thogonal zueinander. Diese Unterräume werden von Ds invariant gelassen. Somit ist
〈Dsv1, v2〉 + 〈v1,Dsv2〉 = 0. Für λ1 = −λ2 erhalten wir leicht

〈Dsv1, v2〉 + 〈v1,Dsv2〉 = λ1〈v1, v2〉 − λ1〈v1, v2〉 = 0.

Somit ist Ds schiefsymmetrisch. �

Definition 6. Sei l eine Lie-Algebra. Das Tripel (ρ, a, 〈·, ·〉a) heißt orthogonaler l-Modul,
wenn (a, 〈·, ·〉) eine abelsche, metrische Lie-Algebra ist und ρ : l → Hom(a) eine Darstel-
lung der Lie-Algebra l auf a, die schiefsymmetrisch ist, d. h. 〈ρ(L)A1,A2〉 = −〈A1, ρ(L)A2〉

für alle L ∈ l und A1,A2 ∈ a erfüllt.
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2.1 Quadratische Erweiterungen

Sei nun zusätzlich Dl eine Derivation auf l. Wir nennen (ρ, a, 〈·, ·〉a,Da) orthogonaler
(l,Dl)-Modul, falls Da eine schiefsymmetrische Abbildung auf a und (ρ, a, 〈·, ·〉a) ein or-
thogonaler l-Modul ist, welcher ρ(DlL) = [Da, ρ(L)] für alle L ∈ l erfüllt. Wir werden für
orthogonale (l,Dl)-Moduln auch abkürzend (a,Da) schreiben.

Lemma 7. Sei l eine Lie-Algebra, Dl eine Derivation auf l und (ρ, a, 〈·, ·〉a,Da) ein orthogonaler
(l,Dl)-Modul. Dann ist (ρ, a, 〈·, ·〉a,Das) ein orthogonaler (l,Dls)-Modul, wobei Dls und Das die
halbeinfachen Anteile der Jordanzerlegung von Dl bzw. Da bezeichnen.

Beweis. Wegen Lemma 5 bleibt nur noch

ρ(DlsL) = [Das, ρ(L)]

für alle L ∈ l zu zeigen. Wir betrachten die Komplexifizierung von Da, Dl und ρ, sofern
Da oder Dl nichtreelle Eigenwerte besitzen. Sei L ∈ l aus dem Hauptraum zu Dl zu λ und
A ∈ a aus dem Hauptraum zu Da zu µ. Wie im Beweis von Lemma 5 gilt

(Da − (λ + µ) id)kρ(L)A =

k∑
i=0

(
k
i

)
ρ((Dl − λ id)k−i)(Da − µ id)iA.

Folglich verschwindet (Da − (λ + µ) id)kρ(L)A für genügend großes k. Somit ist ρ(L)A ein
Vektor aus dem Hauptraum zu λ + µ. Also ist Dasρ(L)A = (λ + µ)ρ(L)A und es gilt

Dasρ(L)A − ρ(L)DasA = λρ(L)A = ρ(DlsL)A.

�

Definition 8. Seien l eine Lie-Algebra, Dl eine Derivation auf l und (ρ, a, 〈·, ·〉,Da) ein
orthogonaler (l,Dl)-Modul. Eine quadratische Erweiterung von (l,Dl) durch (a,Da) ist ein
Quadrupel (g, i, i, p) mit

• g = (g, 〈·, ·〉,D) ist eine metrische Lie-Algebra mit schiefsymmetrischer Derivation,

• i ⊂ g ist ein D-invariantes Ideal von g und isotrop bezüglich 〈·, ·〉,

• i : (a,Da) → (g/i,D) und p : (g/i,D) → (l,Dl) sind Homomorphismen der Lie-
Algebren mit Derivationen, für die

0→ a i
−→ g/i

p
−→ l→ 0

eine kurze exakte Sequenz von Lie-Algebren ist. Hierbei ist D die durch D induzierte
schiefsymmetrische Derivation auf g/i. Weiterhin soll die Darstellung ρ respektiert
werden in dem Sinne, dass

i(ρ(L)A) = [L̃, i(A)] ∈ i(a) (5)
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2.1 Quadratische Erweiterungen

für alle L̃ ∈ g/imit p(L̃) = L gilt. Außerdem sei im(i) = i⊥/i und i eine Isometrie aufs
Bild.

Lemma 9. Sei (g,D; i, i, p) eine quadratische Erweiterung von (l,Dl) durch (a,Da). Dann ist auch
(g,Ds; i, i, p) eine quadratische Erweiterung von (l,Dls) durch (a,Das). Hierbei bezeichnen Ds, Dls
und Das die halbeinfachen Anteile der Jordanzerlegung von D, Dl und Da.

Beweis. Es ist bekannt, dass jeder D-invariante Unterraum auch invariant unter den halb-
einfachen Teil Ds der Jordanzerlegung von D ist. Damit kann man dann auch zeigen, dass
i : (a,Da) → (g/i,D) und p : (g/i,D) → (l,Dl) sind Homomorphismen der Lie-Algebren
mit den zugehörigen halbeinfachen Teilen der Derivationen sind. �

Sei i ein isotropes, D-invariantes Ideal einer metrischen Lie-Algebra g mit bijektiver,
schiefsymmetrischer Derivation D, für das i⊥/i abelsch ist. Dann definiert wie in [15, Seite
94] die kurze exakte Sequenz

0→ i⊥/i i
−→ g/i

p
−→ g/i⊥ → 0 (6)

eine quadratische Erweiterung von g/i⊥ durch i⊥/imit zugehörigen induzierten Deriva-
tionen.

Bemerkung 10. Dass die Existenz eines geeigneten Ideals auf kanonische Weise eine quadratische
Erweiterung definiert, wurde bereits in [15] gezeigt. Dort wurden metrische Lie-Algebren ohne
weitere Zusatzstruktur untersucht. In [16] wurde die Aussage auf metrische Lie-Algebren mit
Zusatzstruktur, den sogenannten (h,K)-äquivarianten metrischen Lie-Algebren, verallgemeinert.
Dies beinhaltet auch metrische Lie-Algebren mit halbeinfachen, schiefsymmetrischen Derivationen
in der Notation der (R, {e})-äquivarianten metrischen Lie-Algebren. Halbeinfachheit der Deriva-
tion ist nicht notwendig, um mit der kurzen exakten Sequenz (6) eine quadratische Erweiterung
zu definieren.

Wir wissen bereits, dass für die Beschreibung der Isomorphieklassen metrischer, sym-
plektischer Lie-Algebren nur nilpotente, metrische Lie-Algebren mit bijektiver, schiefsym-
metischer Derivation von Interesse sind. Sei also bis zum Ende dieses Unterkapitels g eine
nilpotente, metrische Lie-Algebra und D eine schiefsymmetrische, bijektive Derivation
auf g.

Von besonderem Interesse werden quadratische Erweiterungen sein, bei denen das
ausgezeichnete Ideal das kanonische, isotrope Ideal

i(g) :=
n−1∑
k=0

gk+1
∩ gk+1⊥ (7)

ist. Hierbei bezeichnet g1 := g, . . . , gk := [g, gk−1] die absteigende Zentralreihe der nilpoten-
ten Lie-Algebra g und n die kleinste positive Zahl mit gn = {0}. Dies ist die Definition des
kanonischen, isotropen Ideals für nilpotentes g (vergleiche auch [14]). Für eine allgemeine
Definition des Ideals i(g) siehe [15, Definition 3.3].
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Dieses Ideal ist für alle nilpotenten, metrischen Lie-Algebren g isotrop, es ist D-invariant
für alle Derivationen D von g und außerdem ist i⊥/i abelsch [15, Lemma 3.4 (d)] [16,
Proposition 2.7]. Wir werden es im Folgenden kanonisches, isotropes Ideal nennen. Man
sieht auch leicht, dass jede Isometrie F : g1 → g2 von metrischen, nilpotenten Lie-Algebren
F(i(g1)) = i(g2) erfüllt.

Lemma 11. ([14]) Wenn g eine nilpotente, metrische Lie-Algebra ist und (g, i(g), i, p) eine aus-
gewogene quadratische Erweiterung von (l,Dl) durch (a,Da) ist, dann ist (a,Da) ein trivialer
(l,Dl)-Modul, d. h. ρ ist trivial.

Beweis. Zum einen ist a ein halbeinfacher l-Modul [15, Lemma 3.4 (b)]. Zum anderen ist
ρ(L) für alle L ∈ l nilpotent wegen der Gleichung (5). Folglich ist nach dem Satz von Engel
a ein trivialer (l,Dl)-Modul. �

Definition 12. Sei (g, 〈·, ·〉,D) eine nilpotente, metrische Lie-Algebra mit bijektiver, schief-
symmetrischer Derivation D. Seien außerdem l eine nilpotente Lie-Algebra, Dl eine bi-
jektive Derivation auf l und (a,Da) ein trivialer (l,Dl)-Modul mit bijektivem Da. Eine
quadratische Erweiterung (g, i, i, p) von (l,Dl) durch (a,Da) heißt ausgewogen, wenn i das
kanonische, isotrope Ideal i = i(g) ist.

Theorem 1. Jede nilpotente, metrische Lie-Algebra g mit schiefsymmetrischer, bijektiver De-
rivation D besitzt die Struktur einer ausgewogenen quadratischen Erweiterung. Das heißt, es
existieren eine nilpotente Lie-Algebra l mit bijektiver Derivation Dl, eine abelsche, metrische Lie-
Algebra a mit bijektiver, schiefsymmetrischer Derivation Da, die wir als trivialen (l,Dl)-Modul
auffassen, und Lie-Algebren-Homomorphismen i und p derart, dass (g, i(g), i, p) eine ausgewogene
quadratische Erweiterung von (l,Dl) durch (a,Da) ist.

Beweis. Wir wählen als Ideal i(g). Dieses Ideal ist isotrop, D-invariant und i(g)⊥/i(g) ist
abelsch. Folglich definiert die Sequenz (6) eine quadratische Erweiterung mit Derivation,
die per Definition ausgewogen ist. �

Wir werden auch den trivialen Fall der ausgewogenen quadratischen Erweiterung von
{0} durch a für unsere Betrachtungen zulassen. Dies entspricht der Bedingung i(g) = {0},
welche genau dann gilt, wenn g abelsch ist. Entsprechend besitzt ein nicht abelsches g die
Struktur einer nichttrivialen, ausgewogenen quadratischen Erweiterung.

Auf der Menge der quadratischen Erweiterungen gibt es eine natürliche Äquivalenz-
relation:

Definition 13. Zwei quadratische Erweiterungen (g j,D j; i j, i j, p j), j = 1, 2 von (l,Dl) durch
(a,Da) heißen äquivalent, falls es einen Isomorphismus F : (g1,D1) → (g2,D2) der me-
trischen Lie-Algebren mit Derivation gibt, der i1 auf i2 abbildet und dessen induzierter
Isomorphismus F̄ : g1/i1 → g2/i2 die Bedingungen

F̄ ◦ i1 = i2 und p2 ◦ F̄ = p1

erfüllt.
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2.2 Kohomologie

Diese Äquivalenz von quadratischen Erweiterungen werden wir später in Beziehung
zu einer geeigneten Kohomologieklasse setzen, die wir in Kaptitel 2.2 einführen.

2.2 Kohomologie

Ziel dieses Abschnitts ist es, die Kozyklen einzuführen, die wir für die Beschreibung der
quadratischen Erweiterungen verwenden werden. Mit Hilfe einer Gruppenwirkung auf
den Kozyklen definieren wir anschließend die quadratische Kohomologie.

Sei ρ : l → Hom(a) eine Darstellung der Lie-Algebra l auf dem Vektorraum a. Bezeich-
ne Cp(l, a) = Hom(

∧p
l, a) den Raum der alternierenden p-linearen Abbildungen auf l

mit Werten in a und (C∗(l, a),d) den gewöhnlichen Lie-Algebra Kokettenkomplex, wobei
d : Cp(l, a)→ Cp+1(l, a) durch

dτ(L1, . . .Lp+1) =

p+1∑
i=1

(−1)i+1ρ(Li)τ(L1, . . . , L̂i, . . . ,Lp+1)

+
∑
i< j

(−1)i+ jτ([Li,L j],L1, . . . , L̂i, . . . , L̂ j, . . . ,Lp+1)

für alle τ ∈ Cp(l, a) definiert ist. Außerdem bezeichne Zp(l, a) und Bp(l, a) den Raum der
Kozyklen bzw. Koränder von Cp(l, a). Für den Kokettenkomplex von l mit der trivialen
Darstellung auf R schreiben wir C∗(l).

Definition 14. Sei (ρ, a, 〈·, ·〉) ein orthogonaler l-Modul. Wir definieren eine bilineare Mul-
tiplikation 〈· ∧ ·〉 : Cp(l, a) × Cq(l, a)→ Cp+q(l,R) durch

〈α ∧ τ〉(L1, . . . ,Lp+q) =
∑

[σ]∈Sp+q/Sp×Sq

sgn(σ)〈α(Lσ(1), . . . ,Lσ(p)), τ(Lσ(p+1), . . . ,Lσ(p+q))〉.

Hier ist Sk die symmetrische Gruppe mit k Elementen.

Lemma 15. ([15, Seite 90]) Für α ∈ Cp(l, a) und τ ∈ Cq(l, a) gilt

d〈α ∧ τ〉 = 〈dα ∧ τ〉 + (−1)p
〈α ∧ dτ〉 und (8)

〈α ∧ τ〉 = (−1)pq
〈τ ∧ α〉. (9)

Wir betrachten Paare von Lie-Algebren l mit Derivationen Dl und orthogonalen
(l,Dl)-Moduln (a,Da). Diese Paare bilden eine Kategorie, deren Morphismen Paare (S,U)
sind, bestehend aus einem Lie-Algebren-Isomorphismus S : l1 → l2 und einer Isometrie
U : a2 → a1, die SDl1 = Dl2S, UDa2 = Da1U und U ◦ ρ2(SL) = ρ1(L) ◦ U für alle L ∈ l1
erfüllen.

Wir werden Morphismen dieser Kategorie mit Morphismen von Paaren bezeichnen.

Bemerkung 16. Wenn (S,U) ein ein Morphismus von (l1,Dl1 , a1) nach (l2,Dl2 , a2), so ist (S,U)
auch ein Morphismus von (l1,Dl1 s, a1) nach (l2,Dl2 s, a2), wobei Dli s der halbeinfache Teil der
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Jordanzerlegung von Dli bezeichnet und ai = (ai,Dai s) den orthogonalen (l,Dli s)-Modul mit dem
halbeinfachen Teil Dai s der Jordanzerlegung von Dai für i = 1, 2 bezeichnet.

Bemerkung 17. Die Kategorie von Paaren bestehend aus Lie-Algebren und orthogonalen Moduln
wurde bereits in [15] eingeführt. Die Morphismen dieser Kategorie wurden ebenfalls abkürzend als
Morphismen von Paaren bezeichnet und verwendet um unter anderem Formen zurückzuziehen.
In [16] wurden dann Morphismen von Paaren untersucht, die auch Zusatzstrukturen auf den
Paaren von Lie-Algebren und orthogonalen Moduln respektieren. Ein Morphismus von den Paaren
(l1,Dl1 s, a1) nach (l2,Dl2 s, a2) im Sinne unserer Definition, wobei Dli s eine halbeinfache Derivation
von li und ai = (ai,Dai s) ein orthogonaler (li,Dli s)-Modul mit halbeinfachem Dai s für i = 1, 2
sind, entspricht dem Spezialfall der Definition von Morphismen von Paaren (R, {e})-äquivarianter
metrischer Lie-Algebren aus [16].

Sei (S,U) : (l1,Dl1 , a1) → (l2,Dl2 , a2) ein Morphismus von Paaren. Wir können mittels
(S,U) Formen zurückziehen. Dafür definieren wir

(S,U)∗ : Cp(l2, a2)→ Cp(l1, a1), (S,U)∗α(L1, . . . ,Lp) := U ◦ α(S(L1), . . . ,S(Lp)) und

(S,U)∗ : Cp(l2)→ Cp(l1), (S,U)∗γ(L1, . . . ,Lp) := γ(S(L1), . . . ,S(Lp)).

Lemma 18. ([15, Seite 92]) Die Pullbacks (S,U)∗ kommutieren mit dem Differential d und es gilt

(S,U)∗〈α ∧ τ〉 = 〈(S,U)∗α ∧ (S,U)∗τ〉 (10)

für α ∈ Cp(l2, a2) und τ ∈ Cq(l2, a2).

Sei nun l eine Lie-Algebra, Dl eine Derivation auf l und (a,Da) ein orthogonaler (l,Dl)-
Modul. Dann ist (e−tDl , etDa) ein Morphismus von Paaren für jedes t ∈ R. Für α ∈ Cp(l, a)
bezeichne nun D◦α = d

dt (e
−tDl , etDa)∗α

∣∣∣
t=0. Wir erhalten

D◦α(L1, . . . ,Lp) = Da(α(L1, . . . ,Lp)) −
p∑

i=1

α(L1, . . . ,DlLi, . . . ,Lp).

Für γ ∈ Cp(l) erhalten wir analog

D◦γ(L1, . . . ,Lp) = −

p∑
i=1

γ(L1, . . . ,DlLi, . . . ,Lp).

Lemma 19. Seien α ∈ Cp(l, a), τ ∈ Cq(l, a) und γ ∈ Cp(l). Dann gilt

D◦〈α ∧ τ〉 = 〈D◦α ∧ τ〉 + 〈α ∧D◦τ〉, (11)

D◦dγ = dD◦γ, (12)

D◦dα = dD◦α. (13)

Beweis. Diese Eigenschaften folgen aus den Eigenschaften von (S,U)∗. �
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Bemerkung 20. Zurückziehen und D◦ kommutieren, d. h. D◦1(S,U)∗γ = (S,U)∗D◦2γ und
D◦1(S,U)∗α = (S,U)∗D◦2α.

Nun wollen wir hier eine Kohomologie angeben, die die Derivationen mit berücksich-
tigt. Zu gegebenen Derivationen Dl und Da von l und a bezeichne im Folgenden, sofern
nichts anderes erwähnt wird, Dls und Das die halbeinfachen Anteile der Jordanzerlegung
von Dl und Da. Außerdem sei D◦sα = d

dt (e
−tDl
s , etDa

s )∗α
∣∣∣
t=0.

Definition 21. Sei nun p gerade. Wir setzen (wie in [16])

Zp
Q(l, φl, a) :=

{
(α, γ) ∈Cp(l, a) ⊕ C2p−1(l) | dα = 0,dγ =

1
2
〈α ∧ α〉,D◦sα = 0,D◦sγ = 0

}
. (14)

Man sieht leicht ein, dass alle (α, γ) ∈ Zp
Q(l, φl, a) invariant unter den Morphismen von

Paaren

(etDls , e−tDas), t ∈ R (15)

sind.
Bezeichne Cp−1

Q (l, φl, a) ⊂ Cp−1(l, a) ⊕ C2p−2(l) die Menge der Tupel (τ, σ), die invariant
unter den Morphismen von Paaren (15) sind. In unserer Notation heißt das, dass (τ, σ) die
Bedingungen

D◦sτ = 0 und D◦sσ = 0 (16)

erfüllt.

Lemma 22. ([16, Seite 13], siehe auch [15, Definition 1.1, Lemma 1.2]) Auf Cp−1
Q (l, φl, a) wird

durch

(τ1, σ1)(τ2, σ2) := (τ1 + τ2, σ1 + σ2 +
1
2
〈τ1 ∧ τ2〉) (17)

eine Gruppenstruktur definiert. Sei (α, γ) ∈ Cp(l, a) ⊕ C2p−1(l) und (τ, σ) ∈ Cp−1
Q (l, φl, a). Dann

definiert

(α, γ)(τ, σ) :=
(
α + dτ, γ + dσ + 〈(α +

1
2

dτ) ∧ τ〉
)

(18)

eine Rechtswirkung von Cp−1
Q (l, φl, a) auf Cp(l, a) ⊕ C2p−1(l), die Zp

Q(l, φl, a) invariant lässt.

Damit setzen wir die p-te Kohomologie Hp
Q(l, φl, a) von lmit Werten in a als

Hp
Q(l, φl, a) := Zp

Q(l, φl, a)/C
p−1
Q (l, φl, a).

Für (α, γ) ∈ Zp
Q(l, φl, a) bezeichne [α, γ] die zugehörige Kohomologieklasse.

Bemerkung 23. Die Kohomologie Hp
Q(l, φl, a) wurde bereits in [16] untersucht. Sie wurde ein-

geführt um die Äquivalenzklassen quadratischer Erweiterungen (h,K)-äquivarianter metrischer
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Lie-Algebren zu klassifizieren. Die hier betrachtete Kohomologie ist nur ein Spezialfall und be-
schreibt die Äquivalenzklassen metrischer Lie-Algebren mit halbeinfachen, schiefsymmetrischen
Derivationen. Darauf werden wir später noch genauer eingehen.

Lemma 24. Sei p gerade und (δ, ε), (τ, σ) ∈ Cp−1
Q (l, φl, a). Dann definiert

(δ, ε)(τ, σ) :=
(
δ + D◦τ, ε + D◦σ + 〈(δ +

1
2

D◦τ) ∧ τ〉
)

(19)

eine Rechtswirkung von Cp−1
Q (l, φl, a) auf Cp−1

Q (l, φl, a).

Beweis. Wegen Gleichung (11) gilt

(δ, ε)
(
(τ1, σ1)(τ2, σ2)

)
=
(
δ + D◦(τ1 + τ2), ε + D◦(σ1 + σ2 +

1
2
〈τ1 ∧ τ2〉) + 〈δ ∧ (τ1 + τ2)〉

+
1
2
〈D◦(τ1 + τ2) ∧ (τ1 + τ2)〉

)
=
(
δ + D◦(τ1 + τ2), ε + D◦(σ1 + σ2) + 〈δ ∧ (τ1 + τ2)〉

+ 〈D◦τ1 ∧ τ2〉 +
1
2
〈D◦τ1 ∧ τ1〉 +

1
2
〈D◦τ2 ∧ τ2〉

)
=
(
(δ, ε)(τ1, σ1)

)
(τ2, σ2).

Wegen Ds
◦D◦ = D◦Ds

◦ ist außerdem D◦s (δ + D◦τ) = 0 und

D◦s (ε + D◦σ + 〈(δ +
1
2

D◦τ) ∧ τ〉) = 0

für (δ, ε), (τ, σ) ∈ Cp−1
Q (l, φl, a). �

Definition 25. Bezeichne Zp
Q+

(l,Dl, a) die Menge aller (α, γ, δ, ε) ∈ Zp
Q(l, φl, a)⊕Cp−1

Q (l, φl, a),
die dδ = D◦α und dε = D◦γ − 〈α ∧ δ〉 = 0 erfüllen.

Lemma 26. Sei p gerade, (α, γ, δ, ε) ∈ Zp
Q(l, φl, a)⊕Cp−1

Q (l, φl, a) und (τ, σ) ∈ Cp−1
Q (l, φl, a). Dann

definiert

(α, γ, δ, ε)(τ, σ) :=
(
(α, γ)(τ, σ), (δ, ε)(τ, σ)

)
(20)

=
(
α + dτ, γ + dσ + 〈(α +

1
2

dτ) ∧ τ〉, δ + D◦τ, ε + D◦σ + 〈(δ +
1
2

D◦τ) ∧ τ〉
)

eine Rechtswirkung von Cp−1
Q (l, φl, a) auf Zp

Q(l, φl, a) ⊕ Cp−1
Q (l, φl, a), die Zp

Q+
(l,Dl, a) invariant

lässt.

Beweis. Sei (α, γ, δ, ε) ∈ Zp
Q+

(l,Dl, a) und (τ, σ) ∈ Cp−1
Q (l, φl, a). Weil die Gruppenwirkung
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2.2 Kohomologie

von Cp−1
Q (l, φl, a) die Kozyklen Zp

Q(l, φl, a) invariant lässt, reicht es, die beiden Gleichungen

d(δ + D◦τ) −D◦(α + dτ) = 0 und

〈(α + dτ) ∧ (δ + D◦τ)〉 + d(ε + D◦σ + 〈δ ∧ τ〉 +
1
2
〈D◦τ ∧ τ〉)

−D◦(γ + dσ + 〈α ∧ τ〉 +
1
2
〈τ ∧ dτ〉) = 0

nachzuweisen. Die erste Gleichung folgt direkt aus (13). Aufgrund von (8), (11) und der
Kommutativität von d und D◦ ist die zweite Gleichung äquivalent zu

〈α ∧ δ〉 + dε −D◦γ + 〈(dδ −D◦α) ∧ τ〉 = 0.

Diese ist für (α, γ, δ, ε) ∈ Zp
Q+

(l,Dl, a) erfüllt. �

Wir setzen die p-te quadratische Kohomologie Hp
Q+

(l,Dl, a) von lmit Werten in a als

Hp
Q+

(l,Dl, a) := Zp
Q+

(l,Dl, a)/C
p−1
Q (l, φl, a).

Auch hier bezeichnen wir die Kohomologieklasse eines (α, γ, δ, ε) ∈ Zp
Q+

(l,Dl, a) mit
[α, γ, δ, ε].

Lemma 27. ([16, Seite 13], siehe auch [15, Seite 92]) Sei (S,U) : (l1,Dl1 s, a1)→ (l2,Dl2 s, a2) ein
Morphismus von Paaren, wobei Dli s halbeinfach und (ai,Dai s) orthogonale (li,Dli s)-Moduln mit
halbeinfachen Derivationen Dai s für i = 1, 2 sind. Dann definiert die Zuordnungsvorschrift

(S,U)∗(α2, γ2) :=
(
(S,U)∗α2, (S,U)∗γ2

)
einen Pullback von Zp

Q(l2, φl2 , a2) nach Zp
Q(l1, φl1 , a1).

Lemma 28. Sei (S,U) : (l1,Dl1 , a1) → (l2,Dl2 , a2) ein Morphismus von Paaren. Dann definiert
die Zuordnungsvorschrift

(S,U)∗(α2, γ2, δ2, ε2) :=
(
(S,U)∗α2, (S,U)∗γ2, (S,U)∗δ2, (S,U)∗ε2

)
(21)

einen Pullback von Zp
Q+

(l2,Dl2 , a2) nach Zp
Q+

(l1,Dl1 , a1).

Beweis. Nach Lemma 27 definiert die Zuordnungsvorschrift (21) einen Pullback von
Zp

Q(l2, φl2 , a2) ⊕ Cp−1
Q (l2, φl2 , a2) nach Zp

Q(l1, φl1 , a1) ⊕ Cp−1
Q (l1, φl1 , a1). Weil außerdem (S,U)∗

mit dem Differential kommutiert, Gleichung (10) und Bemerkung 20 gelten, folgt

d(S,U)∗δ2 −D◦(S,U)∗α2 = 0

und
〈(S,U)∗α2 ∧ (S,U)∗δ2〉 + d(S,U)∗ε2 −D◦(S,U)∗γ2 = 0.

Somit definiert (S,U)∗ einen Pullback von Zp
Q+

(l2,Dl2 , a2) nach Zp
Q+

(l1,Dl1 , a1). �
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2.3 Das Standardmodell

Definition 29. Weil das Zurückziehen die Gruppenwirkung im Sinne von

(S,U)∗((α2, γ2, δ2, ε2)(τ, σ)) = ((S,U)∗(α2, γ2, δ2, ε2))((S,U)∗τ, (S,U)∗σ)

respektiert, definiert

(S,U)∗[α2, γ2, δ2, ε2] := [(S,U)∗(α2, γ2, δ2, ε2)]

einen Pullback von Hp
Q+

(l2,Dl2 , a2) nach Hp
Q+

(l1,Dl1 , a1).

2.3 Das Standardmodell

In diesem Kapitel definieren wir zu jedem (α, γ, δ, ε) ∈ Z2
Q+

(l,Dl, a) das Standardbeispiel
einer metrischen Lie-Algebra mit schiefsymmetrischer Derivation (dα,γ,Dδ,ε). Wir zeigen,
dass dieses Standardmodell sich auf natürliche Weise als quadratische Erweiterung auf-
fassen lässt und untersuchen auf der Ebene der Kozyklen, wann diese quadratischen
Erweiterungen ausgewogen sind. Dafür definieren wir die Teilmenge Z2

Q+
(l,Dl, a)b von

Z2
Q+

(l,Dl, a).

Beispiel 30. Sei (l, [·, ·]l) eine Lie-Algebra und (ρ, a, 〈·, ·〉a) ein orthogonaler l-Modul und
(α, γ) ∈ C2(l, a) ⊕ C3(l) gegeben. Wir definieren eine symmetrische Bilinearform 〈·, ·〉 auf
l∗ ⊕ a ⊕ l durch

〈Z1 + A1 + L1,Z2 + A2 + L2〉 = Z1(L2) + 〈A1,A2〉a + Z2(L1)

für alle Z1,Z2 ∈ l
∗, A1,A2 ∈ a und L1,L2 ∈ l. Desweiteren betrachten wir eine antisym-

metrische bilineare Abbildung [·, ·] : l∗ ⊕ a ⊕ l × l∗ ⊕ a ⊕ l → l∗ ⊕ a ⊕ l, die für alle Z ∈ l∗,
A,A1,A2 ∈ a und L,L1,L2 ∈ l gegeben ist durch

[l∗, l∗ ⊕ a] = 0,

[L1,L2] = γ(L1,L2, ·) + α(L1,L2) + [L1,L2]l,

17



2.3 Das Standardmodell

[L,A] = −〈A, α(L, ·)〉 + ρ(L)A,

[A1,A2] = 〈ρ(·)A1,A2〉,

[L,Z] = ad∗(L)(Z) = −Z([L, ·]l).

Diese Definition entspricht genau der Definition des Standardmodells aus [15].

Lemma 31. ([16, Seite 9]) Sei (l,Dls) eine Lie-Algebra mit halbeinfacher Derivation Dls und
(ρ, a, 〈·, ·〉,Das) ein orthogonaler (l,Dls)-Modul, wobei Das halbeinfach ist.
Dann ist dα,γ(l, a) := (l∗ ⊕ a ⊕ l, [·, ·], 〈·, ·〉) genau dann eine metrische Lie-Algebra mit schiefsym-
metrischer Derivation D0,0(Dls,Das) := −Dl∗s ⊕Das ⊕Dls, wenn (α, γ) in Z2

Q(l, φl, a) liegt.

Wenn sich l und a aus dem Kontext ergeben, schreiben wir auch dα,γ für dα,γ(l, a).

Beispiel 32. Für Derivationen Dl und Da auf l bzw. a und (δ, ε) ∈ C1(l, a)⊕C2(l) definieren
wir außerdem

Dδ,ε(Dl,Da) =


−D∗
l
−δ∗ ε

0 Da δ

0 0 Dl

 .
Dabei ist ε die eindeutig durch ε(L1,L2) = 〈ε(L1),L2〉 = (ε(L1))(L2) L1,L2 ∈ l bestimmte
lineare Abbildung von l nach l∗ und δ∗ : a → l∗ die durch 〈δ∗A,L〉 = 〈A, δL〉 für L ∈ l und
A ∈ a gegebenen duale Abbildung von δ. Wenn sich Dl und Da aus dem Kontext ergeben,
schreiben wir auch kurz Dδ,ε.

Wenn (dα,γ(l, a),Dδ,ε(Dl,Da)) eine metrische Lie-Algebra mit schiefsymmetrischer De-
rivation ist, dann ist ((dα,γ(l, a),Dδ,ε(Dl,Da)), l∗, i, p) zusammen mit der kanonischen Ein-
bettung i : a → a ⊕ l und der kanonischen Projektion p : a ⊕ l → l eine quadratische
Erweiterung von (l,Dl) durch (a,Da), wobei wir dα,γ(l, a)/l∗ mit a⊕ l identifizieren. Im Fol-
genden werden wir diese quadratische Erweiterung ebenfalls mit (dα,γ(l, a),Dδ,ε(Dl,Da))
bezeichnen.

Zu gegebenen Derivationen Dl und Da von l und a bezeichne im Folgenden, sofern
nichts anderes erwähnt wird, Dls und Das die halbeinfachen Anteile der Jordanzerlegung
von Dl und Da. Entsprechend seien die nilpotenten Anteile mit Dln und Dan bezeichnet.

Theorem 2. Sei (l,Dl) eine Lie-Algebra mit Derivation Dl und (ρ, a, 〈·, ·〉,Da) ein orthogona-
ler (l,Dl)-Modul. Dann ist (dα,γ(l, a),Dδ,ε(Dl,Da)) genau dann eine metrische Lie-Algebra mit
schiefsymmetrischer Derivation, deren halbeinfacher Anteil der Jordanzerlegung von Dδ,ε(Dl,Da)
gleich D0,0(Dls,Das) ist, wenn (α, γ, δ, ε) ∈ Z2

Q+
(l,Dl, a) gilt.

Beweis. Nach Lemma 31 ist (dα,γ(l, a),D0,0(Dls,Das)) genau dann eine metrische Lie-Algebra
mit schiefsymmetrischer Derivation, wenn (α, γ) ein Element von Z2

Q(l, φl, a) ist. Es genügt
daher zu zeigen, dass Dδ,ε(Dl,Da) genau dann eine schiefsymmetrische Derivation von
dα,γ(l, a) ist, wenn die beiden Bedingungen

dδ = D◦α, (22)

dε = D◦γ − 〈α ∧ δ〉 (23)
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2.3 Das Standardmodell

gelten und dass D0,0(Dls,Das) genau dann der halbeinfache Teil von Dδ,ε(Dl,Da) ist, wenn
D◦sδ = 0 und D◦s ε = 0 gelten. Sei also Dδ,ε eine schiefsymmetrische Derivation auf dα,γ. Es
gilt D[L1,L2] = [DL1,L2] + [L1,DL2] für L1,L2 ∈ l genau dann, wenn

Dl[L1,L2]l =[DlL1,L2]l + [L1,DlL2]l,

Daα(L1,L2) = − δ[L1,L2]l + α(DlL1,L2) − ρ(L2)(δL1) + α(L1,DlL2) + ρ(L1)(δL2),

ε[L1,L2]l =D∗
l
γ(L1,L2, ·) + γ(DlL1,L2, ·) + 〈δL1, α(L2, ·)〉 − ad∗(L2)(εL1)

δ∗α(L1,L2) + γ(L1,DlL2, ·) − 〈δL2, α(L1, ·)〉 + ad∗(L1)(εL2)

für alle L1,L2 ∈ l erfüllt sind. Diese Gleichungen sind äquivalent zu den beiden Bedingun-
gen (22) und (23). Umgekehrt lässt sich für (α, γ) ∈ Z2

Q(l, φl, a) auch leicht nachrechnen,
dass Dδ,ε(Dl,Da) eine schiefsymmetrische Derivation von dα,γ(l, a) ist, wenn Bedingungen
(22) und (23) gelten. Abschließend ist D0,0(Dls,Das) genau dann der halbeinfache Teil von
Dδ,ε(Dl,Da), wenn

D0,0(Dls,Das)Dδ,ε(Dln,Dan) = Dδ,ε(Dln,Dan)D0,0(Dls,Das)

gilt, was wiederum äquivalent zu D◦sδ = 0 und D◦s ε = 0 ist. �

Es sei noch einmal angemerkt, dass für die Untersuchung von metrischen, symplekti-
schen Lie-Algebren nur nilpotente, metrische Lie-Algebren mit bijektiven, schiefsymme-
trischen Derivationen betrachtet werden müssen. Darum haben wir bereits ausgewogene
quadratische Erweiterungen nur für solche metrischen Lie-Algebren mit Derivation in
Kapitel 2.1 eingeführt und werden uns für den Rest dieses Unterkapitels im Folgenden
wieder nur auf diese Lie-Algebren beschränken.

Definition 33. Sei l eine nilpotente Lie-Algebra mit bijektiver Derivation Dl, sei (a,Da)
ein trivialer (l,Dl)-Modul mit bijektivem Da und sei m die kleinste positive Zahl, für die
lm+2 = 0 ist. Wir definieren die Menge aller ausgewogenen Kozyklen Z2

Q(l, φl, a)b als die
Menge aller Kozyklen (α, γ) ∈ Z2

Q(l, φl, a), die für k = 0, . . . ,m die folgenden Bedingungen
erfüllen:

(Ak) Wenn es zu L0 ∈ z(l) ∩ lk+1 ein A0 ∈ a und Z0 ∈ (lk+1)∗ gibt mit

α(L,L0) = 0,

γ(L,L0, ·) = −〈A0, α(L, ·)〉a + 〈Z0, [L, ·]l〉 als ein Element von (lk+1)∗

für alle L ∈ l, so ist L0 = 0.

(Bk) Der Unterraum α(ker[·, ·]l⊗lk+1) ⊂ a ist nicht ausgeartet bezüglich 〈·, ·〉a.

Bezeichne außerdem Z2
Q+

(l,Dl, a)b die Menge der Kozyklen (α, γ, δ, ε) ∈ Z2
Q+

(l,Dl, a) mit
(α, γ) ∈ Z2

Q+
(l, φl, a)b.
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2.4 Äquivalenz zum Standardmodell

Die Menge Z2
Q(l, φl, a)b wird verwendet um auf der Ebene der Kozyklen zu sagen,

wann Standardmodelle nilpotenter metrischer Lie-Algebren ausgewogene quadratische
Erweiterungen definieren. Es gilt:

Lemma 34. ([16], siehe auch [14]) Sei (dα,γ(l, a),D0,0(Dls,Das)) eine nilpotente, metrische Lie-
Algebra mit bijektiver Derivation. Die quadratische Erweiterung (dα,γ(l, a),D0,0(Dls,Das)) ist
genau dann ausgewogen, wenn (α, γ) ∈ Z2

Q(l, φl, a)b gilt.

Die Eigenschaft ausgewogen zu sein ist eine Eigenschaft der zugrundeliegenden me-
trischen Lie-Algebra und nicht von der Derivation abhängig. Darum folgt unmittelbar
das folgende Lemma:

Lemma 35. Sei (dα,γ(l, a),Dδ,ε(Dl,Da)) eine nilpotente, metrische Lie-Algebra mit bijektiver De-
rivation und sei (α, γ, δ, ε) ∈ Z2

Q+
(l,Dl, a). Die quadratische Erweiterung (dα,γ(l, a),Dδ,ε(Dl,Da))

einer nilpotenten Lie-Algebra l mit bijektiver Derivation Dl durch einen trivialen (l,Dl)-Modul
(a,Da) mit bijektivem Da ist genau dann ausgewogen, wenn (α, γ, δ, ε) in Z2

Q+
(l,Dl, a)b liegt.

2.4 Äquivalenz zum Standardmodell

Die Bezeichnung Standardmodell für (dα,γ,Dδ,ε) ist aus der Tatsache motiviert, dass jede
quadratische Erweiterung von metrischen Lie-Algebren mit schiefsymmetrischer Deri-
vation äquivalent zu (dα,γ,Dδ,ε) für ein (α, γ, δ, ε) ∈ Z2

Q+
(l,Dl, a) ist. Dies werden wir im

Folgenden zeigen.

Sei (g,Ds; i, i, p) eine quadratische Erweiterung der metrischen Lie-Algebra mit schief-
symmetrischer halbeinfacher Derivation (l,Dls) durch einen halbeinfachen orthogonalen
(l,Dls)-Modul (a,Das). Weil i ein invariant unter Ds ist, ist auch i⊥ invariant unter Ds. Da
Ds halbeinfach ist und i isotrop, können wir ein isotropes Komplement von i⊥ wählen,
welches invariant unter Ds ist. Sei s : l → Vl ein Schnitt mit p̃ ◦ s = id, wobei p̃ : g → l
die Nacheinanderausführung der natürlichen Projektion π von g auf g/i und p ist. Dieser
Schnitt erfüllt Ds ◦ s = s ◦Dls wegen

p̃ ◦Ds ◦ s = p ◦ π ◦Ds ◦ s = p ◦Ds ◦ π ◦ s = Dls ◦ p̃ ◦ s = p̃ ◦ s ◦Dls.

Dabei haben wir genutzt, dass p̃ eine Bijektion zwischen l und Vl ist und p ein Homomor-
phismus von (g/i,Ds) nach (l,Dls) ist. Sei Va das orthogonale Komplement von i ⊕ s(l) in
g. Wir definieren t : a→ Va durch

i(A) = t(A) + i ∈ g/i.

Die Abbildung t ist eine Isometrie, weil i : a→ i⊥/i eine Isometrie ist. Außerdem definieren
wir den Isomorphismus p∗ : l∗ → i durch

〈p∗(Z), s(L)〉 := 〈Z, (p̃ ◦ s)(L)〉 = Z(L)
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2.4 Äquivalenz zum Standardmodell

für alle Z ∈ l∗ und L ∈ l. Wir definieren α ∈ C2(l, a) und γ ∈ C3(l) durch

i(α(L1,L2)) : = [sL1, sL2] − s[L1,L2] + i ∈ g/i, (24)

γ(L1,L2,L3) : = 〈[s(L1), s(L2)], s(L3)〉. (25)

Proposition 36. ([16], siehe auch [15, Lemma 2.8 und Beweis]) Es gilt (α, γ) ∈ Z2
Q(l, φl, a).

Außerdem ist ϕ := p∗ + t + s : l∗ ⊕ a ⊕ l → g eine Äquivalenz der quadratischen Erweiterungen
(dα,γ(l, a),D0,0(Dls,Das)) und (g,Ds; i, i, p).

Proposition 37. Sei (g,D; i, i, p) eine quadratische Erweiterung von (l,Dl) durch (a,Da). Dann
existiert ein (α, γ, δ, ε) ∈ Z2

Q+
(l,Dl, a) derart, dass die quadratische Erweiterung (dα,γ(l, a),Dδ,ε)

äquivalent zu (g,D; i, i, p) ist. Für eine ausgewogene quadratische Erweiterung liegt (α, γ, δ, ε) in
Z2

Q+
(l,Dl, a)b.

Beweis. Wir wählen (α, γ) ∈ Z2
Q(l, φl, a) nach Gleichung (24) und (25) bezüglich der qua-

dratischen Erweiterung (g,Ds; i, i, p) von (l,Dls) durch (a,Das). Bezeichne hierbei Ds den
halbeinfachen Anteil der Jordanzerlegung der Derivation D (entsprechend Dls und Das
für Dl und Da). Nach Proposition 36 ist ϕ := p∗ + t + s : l∗ ⊕ a ⊕ l → g eine Äquivalenz
der quadratischen Erweiterungen mit den halbeinfachen Anteilen der Derivationen von
(dα,γ,D0,0(Dls,Das), l∗, i, p) nach (g,Ds, i, i, p). Weiter setzen wir

〈A, δ(L)〉a : = 〈t(A),D(s(L))〉, (26)

ε(L1,L2) : = 〈D(s(L1)), s(L2)〉. (27)

Weil ϕ eine Isometrie ist und D und Dδ,ε schiefsymmetrisch sind, gilt ϕ ◦ Dδ,ε = D ◦ ϕ
genau dann, wenn

〈(D ◦ ϕ)(L),X〉 = 〈(ϕ ◦Dδ,ε)(L),X〉, (28)

〈(D ◦ ϕ)(A1), t(A2)〉 = 〈(ϕ ◦Dδ,ε)(A1), t(A2)〉 (29)

für alle L ∈ l, X ∈ g und A1,A2 ∈ a gilt. Wegen

(p̃ ◦D ◦ t)(A1) = (p ◦ π ◦D ◦ t)(A1) = (p ◦D ◦ i)(A1) = (Dl ◦ p ◦ i)(A1) = 0

liegt (D ◦ t)(A1) für alle A1 ∈ a in Va ⊕ i = i⊥ und es gilt

〈(D ◦ ϕ)(A1), t(A2)〉 = 〈(D ◦ t)(A1), t(A2)〉 = 〈(π ◦D ◦ t)(A1), i(A2)〉

= 〈(D ◦ i)(A1), i(A2)〉g/i = 〈(i ◦Da)(A1), i(A2)〉g/i

= 〈(t ◦Da)(A1), t(A2)〉 = 〈(ϕ ◦Dδ,ε)(A1), t(A2)〉.

Hierbei haben wir ausgenutzt, dass i ein Homomorphimus von der Lie-Algebra mit
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Derivation (a,Da) nach (g/i,D) ist. Indem wir

(p̃ ◦D ◦ s)(L1) = (p ◦D ◦ π ◦ s)(L1) = (Dl ◦ p̃ ◦ s)(L1) = Dl(L1)

für alle L1 ∈ l nutzen, erhalten wir außerdem

〈(ϕ ◦Dδ,ε)(L1), p∗(Z2) + t(A2) + s(L2)〉

= 〈p∗ε(L1), s(L2)〉 + 〈(t ◦ δ)(L1), t(A2)〉 + 〈(s ◦Dl)(L1), p∗(Z2)〉

= ε(L1,L2) + 〈δ(L1),A2〉a + Z2(Dl(L1))

= 〈(D ◦ s)(L1), p∗(Z2) + t(A2) + s(L2)〉

für alle L2 ∈ l, A2 ∈ a und Z2 ∈ l
∗.

Insgesamt ist also ϕ ein Isomorphismus von (dα,γ(l, a),Dδ,ε(Dl,Da)) nach (g,D), der
D0,0(Dls,Das) auf den halbeinfachen Teil von D abbildet. Also ist (dα,γ,Dδ,ε(Dl,Da)) eine
schiefsymmetrische Derivation, deren halbeinfacher Anteil gleich D0,0(Dls,Das) ist. Nach
Theorem 2 ist somit (α, γ, δ, ε) ∈ Z2

Q+
(l,Dl, a) und ϕ eine Äquivalenz der quadratischen

Erweiterungen.
Wenn (g, i, i, p) ausgewogen ist, dann ist auch (dα,γ,Dδ,ε) ausgewogen, denn ϕ(l∗) = i.

Somit ist mit Lemma 35 der Kozyklus (α, γ, δ, ε) ausgewogen. �

2.5 Äquivalenzklassen

Ziel dieses Abschnitts ist es, die Bijektion zwischen H2
Q+

(l,Dl, a) und den Äquivalenzklas-
sen quadratischer Erweiterungen von (l,Dl) durch a zu beweisen.

Lemma 38. ([16], vergleiche auch Beweis von Lemma 2.9 in [15]) Sei (l,Dls) eine Lie-Algebra
mit halbeinfacher Derivation und (a,Das) ein halbeinfacher orthogonaler (l,Dls)-Modul. Seien
(αi, γi) ∈ Z2

Q+
(l, φl, a) für i = 1, 2. Ein Lie-Algebren-Isomorphismus F : dα1,γ1(l, a) → dα2,γ2(l, a)

ist genau dann eine Äquivalenz der quadratischen Erweiterungen (dαi,γi(l, a),D0,0(Dls,Das)),
wenn

F =


id −τ∗ σ̄ − 1

2τ
∗τ

id τ

id


für ein (τ, σ) ∈ C1(l, φl, a) mit σ(·, ·) = 〈σ̄(·), ·〉 ist und (α1, γ1) = (α2, γ2)(τ, σ) gilt. Hierbei
bezeichnet τ∗ : a → l∗ die duale Abbildung von τ, definiert durch 〈τ∗A,L〉 = 〈A, τL〉 für A ∈ a
und L ∈ l.

Lemma 39. Seien (αi, γi, δi, εi) ∈ Z2
Q+

(l,Dl, a) für i = 1, 2. Die quadratischen Erweiterungen
(dαi,γi ,Dδi,εi) sind genau dann äquivalent, wenn [α1, γ1, δ1, ε1] = [α2, γ2, δ2, ε2] ∈ H2

Q+
(l,Dl, a)

gilt.

Beweis. Seien (α1, γ1, δ1, ε1), (α2, γ2, δ2, ε2) ∈ Z2
Q+

(l,Dl, a). Dann ist (dαi,γi ,Dδi,εi) eine qua-
dratische Erweiterung und D0,0(Dli s,Dai s) der halbeinfache Teil der Jordanzerlegung von
Dδi,εi(Dli ,Dai).

22



2.5 Äquivalenzklassen

Da für eine Bijektion F von (dα1,γ1 ,Dδ1,ε1) nach (dα2,γ2 ,Dδ2,ε2) auch F◦D0,0(Dl1 s,Da1 s)◦F−1

der halbeinfache Teil der Jordanzerlegung von Dδ2,ε2 ist, ist eine Abbildung F genau dann
eine Äquivalenz von (dαi,γi ,Dδi,εi), i = 1, 2, wenn es eine Äquivalenz von der quadratischen
Erweiterung (dα1,γ1 ,D0,0(Dls,Das)) nach (dα2,γ2 ,D0,0(Dls,Das)) ist und F ◦Dδ1,ε1 = Dδ2,ε2 ◦ F
gilt. Ersteres ist nach Lemma 38 genau dann erfüllt, wenn

F =


id −τ∗ σ̄ − 1

2τ
∗τ

id τ

id


für ein (τ, σ) ∈ C1(l, φl, a) gilt, wobei σ(·, ·) = 〈σ̄(·), ·〉 und (α1, γ1) = (α2, γ2)(τ, σ). Außerdem
ist die Bedingung Dδ2,ε2 ◦ F = F ◦Dδ1,ε1 genau dann erfüllt, wenn

〈Dδ2,ε2 ◦ FL,A〉 = 〈F ◦Dδ1,ε1L,A〉 (30)

〈Dδ2,ε2 ◦ FL1,L2〉 = 〈F ◦Dδ1,ε1L1,L2〉 (31)

für alle L,L1,L2 ∈ l und A ∈ a. Dabei gilt Gleichung (30) genau dann, wenn

δ1 = δ2 + Da ◦ τ − τ ◦Dl. (32)

Gleichung (31) ist äquivalent zu

ε1(L1,L2) = ε2(L1,L2) + D◦σ(L1,L2) + 〈δ1L1, τL2〉

− 〈τL1, δ2L2〉 +
1
2
〈τ ◦DlL1, τL2〉 +

1
2
〈τL1, τ ◦DlL2〉,

welches mit Gleichung (32) zu

(δ1, ε1) = (δ2, ε2)(τ, σ)

führt. �

Bemerkung 40. Mit Lemma 35 und Lemma 39 folgt, dass die Gruppenwirkung von C1
Q(l, φl, a)

auf Z2
Q+

(l,Dl, a) die Menga der ausgewogenen Kozyklen Z2
Q+

(l,Dl, a)b invariant lässt.

Für eine nilpotente Lie-Algebra lmit bijektiver Derivation Dl und einen trivialen (l,Dl)-
Modul (a,Da) mit bijektivem Da definieren wir

H2
Q+(l,Dl, a)b := Z2

Q+(l,Dl, a)b/C1
Q(l, φl, a). (33)

Theorem 3. Die Äquivalenzklassen von quadratischen Erweiterungen von (l,Dl) durch (a,Da)
stehen in Bijektion zu H2

Q+
(l,Dl, a). Außerdem stehen die Äquivalenzklassen von ausgewogenen

quadratischen Erweiterungen in Bijektion zu H2
Q+

(l,Dl, a)b.

Beweis. Sei (g,D; i, i, p) eine quadratische Erweiterung von (l,Dl) durch (a,Da). Seien
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2.6 Isomorphieklassen metrischer, symplektischer Lie-Algebren

(αi, γi, δi, εi) ∈ Z2
Q+

(l,Dl, a) die durch Gleichung (24), (25), (26) und (27) bezüglich zweier
Schnitte si : l → g, i = 1, 2 definierten Kozyklen. Nach Proposition 37 sind (dα1,γ1 ,Dδ1,ε1)
und (dα2,γ2 ,Dδ2,ε2) äquivalent, weil beide zu (g,D; i, i, p) äquivalent sind. Folglich gilt
[α1, γ1, δ1, ε1] = [α2, γ2, δ2, ε2] wegen Lemma 39. Die Kohomologieklasse des nach Propo-
sition 37 definierten (α, γ, δ, ε) ∈ Z2

Q+
(l,Dl, a) hängt somit nicht von der Wahl des Schnitts

s ab. Mit Theorem 2, Proposition 37 und Lemma 39 folgt nun die Behauptung. �

2.6 Isomorphieklassen metrischer, symplektischer Lie-Algebren

Bisher haben wir eingesehen, dass sich jede Isomorphieklasse von metrischen, symplek-
tischen Lie-Algebren durch ein Standardmodell repräsentieren lässt. Im Folgenden wer-
den wir zeigen, wann zwei Standardmodelle isomorph als metrisch symplektische Lie-
Algebren sind und abschließend ein Klassifikationsschema für metrische, symplektische
Lie-Algebren angeben.

Proposition 41. ([16], siehe auch Beweis von Lemma 4.1 in [15]) Seien (li,Dli s) Lie-Algebren mit
halbeinfachen Derivationen Dli s und (ai,Dai s) triviale (li,Dli s)-Moduln mit halbeinfachen Dai s
und seien (αi, γi) ∈ Z2

Q(li, φli , ai)b für i = 1, 2. Sei

F : (dα1,γ1(l1, a1),Dδ1,ε1)→ (dα2,γ2(l2, a2),Dδ2,ε2)

ein Isomorphismus und F : a1 ⊕ l1 → a2 ⊕ l2 der durch F induzierte Isomorphismus. Wir setzen

S(L) := (p ◦ F)(L), U(A) := F
−1

(A)

für L ∈ l1, A ∈ a2. Dann ist (S,U) ein Morphismus von den Paaren (l1,Dl1 s, a1) und (l2,Dl2 s, a2).

Theorem 4. Seien (αi, γi, δi, εi) ∈ Z2
Q+

(li,Dli , ai)b für i = 1, 2. Die metrischen Lie-Algebren
mit bijektiven, schiefsymmetrischen Derivationen (dαi,γi(li, ai),Dδi,εi) sind genau dann isomorph,
wenn es einen Morphismus von Paaren (S,U) : (l1,Dl1 , a1)→ (l2,Dl2 , a2) gibt mit

(S,U)∗[α2, γ2, δ2, ε2] = [α1, γ1, δ1, ε1] ∈ H2
Q+(l1,Dl1 , a1)b.

Beweis. Sei (S,U) ein Morphismus von Paaren so, dass (S,U)∗(α2, γ2, δ2, ε2) in derselben
Kohomologieklasse wie (α1, γ1, δ1, ε1) liegt. Die Abbildung

ϕ = diag(S∗−1,U−1,S) : l∗1 ⊕ a1 ⊕ l1 → l
∗

2 ⊕ a2 ⊕ l2 (34)

definiert einen Isomorphismus von der Lie-Algebra d(S,U)∗α2,(S,U)∗γ2(l1, a1) mit Derivation
D(S,U)∗δ2,(S,U)∗ε2 zur Lie-Algebra dα2,γ2(l2, a2) mit Derivation Dδ2,ε2 . Weil (S,U)∗(α2, γ2, δ2, ε2)
in derselben Kohomologieklasse wie (α1, γ1, δ1, ε1) liegt, sind die zugehörigen quadrati-
schen Erweiterungen äquivalent. Insbesondere ist (d(S,U)∗α2,(S,U)∗γ2(l1, a1),D(S,U)∗δ2,(S,U)∗ε2)
isomorph zu (dα1,γ1(l1, a1),Dδ1,ε1). Folglich sind auch (dα1,γ1(l1, a1),Dδ1,ε1(Dl1 ,Da1)) und
(dα2,γ2(l2, a2),Dδ2,ε2(Dl2 ,Da2)) isomorph.
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2.6 Isomorphieklassen metrischer, symplektischer Lie-Algebren

Gelte nun (αi, γi, δi, εi) ∈ Z2
Q+

(li,Dli , ai)b, i = 1, 2. Sei

F : (dα1,γ1(l1, a1),Dδ1,ε1)→ (dα2,γ2(l2, a2),Dδ2,ε2)

ein Isomorphismus der metrischen Lie-Algebren. Weil die Kozyklen ausgewogen sind,
gilt F(l∗1) = l∗2 und F induziert einen Isomorphismus F : a1 ⊕ l1 → a2 ⊕ l2. Wir setzen nun

S(L) := (p ◦ F)(L), U(A) := F
−1

(A)

für L ∈ l1, A ∈ a2. Wegen Dδ1,ε1 ◦ F = F ◦ Dδ2,ε2 und Proposition 41 ist (S,U) ein Iso-
morphismus von den Paaren (li,Dli , ai). Damit definiert ϕ nach Gleichung (34) einen
Isomorphismus von der metrischen Lie-Algebra mit schiefsymmetrischer, bijektiver Deri-
vation (d(S,U)∗α2,(S,U)∗γ2(l1, a1),D(S,U)∗δ2,(S,U)∗ε2) nach (dα2,γ2(l2, a2),Dδ2,ε2). Folglich sind die zu-
gehörigen quadratischen Erweiterungen (d(S,U)∗α2,(S,U)∗γ2(l1, a1),D(S,U)∗δ2,(S,U)∗ε2 , l

∗

1, i, p) und
(dα1,γ1(l1, a1),Dδ1,ε1 , l

∗

1, i, p) äquivalent und mit Lemma 39 folgt die Behauptung. �

Bemerkung 42. Weil für einen Morphismus von Paaren (S,U) die durch Gleichung (34) defi-
nierte Abbildung ϕ ein Isomorphismus metrischer Lie-Algebren mit Derivation ist und ϕ(l∗1) = l∗2
gilt, folgt mit Lemma 35, dass die Morphismen von Paaren die ausgewogenen Kozyklen von
Z2

Q+
(l2,Dl2 , a2) zu ausgewogenen Kozyklen von Z2

Q+
(l1,Dl1 , a1) zurückziehen.

Bezeichne G(l,Dl, a) die Menge aller Morphismen von Paaren (S,U) bestehend aus
Automorphismen S auf l und Isometrien U auf a, die SDl = DlS und UDa = DaU erfüllen.
Wir schreiben auch kurz G, wenn sich (l,Dl, a) aus dem Kontext ergeben.

Als Endresultat dieses Kapitels erhalten wir das folgende Klassifikationsschema. Es
folgt direkt aus Lemma 3, Theorem 1, Proposition 37 und Theorem 4.

Theorem 5. Seien l eine (nilpotente) Lie-Algebra, Dl eine bijektive Derivation von l und (a,Da)
ein trivialer (l,Dl)-Modul mit schiefsymmetrischer, bijektiver Derivation Da auf a. Die Menge der
Isomorphieklassen von metrischen, symplektischen Lie-Algebren g mit den Eigenschaften

• i(g)⊥/i(g) zusammen mit der darauf induzierten bijektiven schiefsymmetrischen Derivation
ist isomorph zu (a,Da) als metrische Lie-Algebra mit Derivation und

• g/i(g)⊥ zusammen mit der darauf induzierten bijektiven Derivation ist isomorph zu (l,Dl)
als Lie-Algebra mit Derivation

steht in Bijektion zu den G(l,Dl, a)-Orbits von H2
Q+

(l,Dl, a)b.
Die Menge der Isomorphieklassen von metrischen, symplektischen Lie-Algebren steht in Bijek-

tion zu der Menge ∐
(l,Dl)∈L

∐
a∈Al,Dl

H2
Q+(l,Dl, a)b/G(l,Dl, a),

wobeiL ein Repräsentantensystem der Isomorphieklassen von nilpotenten Lie-Algebren mit bijek-
tiven Derivationen ist undAl,Dl ein Repräsentantensystem der Isomorphieklassen von abelschen,
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2.7 Metrische, symplektische Lie-Algebren in speziellen Fällen

metrischen Lie-Algebren mit bijektiven, schiefsymmetrischen Derivationen (aufgefasst als triviale
(l,Dl)-Moduln).

Bemerkung 43. Die Vereinigung wird über ein RepräsentantensystemL der Isomorphieklassen
aller Lie-Algebren l mit bijektiven Derivationen Dl von l genommen. Dabei sei angemerkt, dass
oft zu einem (l,Dl) gar kein trivialer (l,Dl)-Modul a mit H2

Q+
(l,Dl, a)b existiert. Wir werden

Lie-Algebren l mit bijektivem Dl zulässig nennen, wenn es solch einen trivialen (l,Dl)-Modul
gibt. Die Menge der Isomorphiklassen von metrischen, symplektischen Lie-Algebren steht somit
in Bijektion zu der Menge ∐

(l,Dl)∈Lad

∐
a∈Al,Dl

H2
Q+(l,Dl, a)b/G(l,Dl, a),

wobei Lad ein Repräsentantensystem der Isomorphieklassen zulässiger Lie-Algebren mit bijekti-
ven Derivationen ist und Al,Dl ein Repräsentantensystem der Isomorphieklassen von abelschen,
metrischen Lie-Algebren mit bijektiven, schiefsymmetrischen Derivationen (aufgefasst als triviale
(l,Dl)-Moduln).

2.7 Metrische, symplektische Lie-Algebren in speziellen Fällen

In diesem Abschnitt werden wir metrische, symplektische Lie-Algebren in speziellen Fäl-
len mit Hilfe des Klassifikationsschema aus Kapitel 2.6 auf Isomorphie untersuchen.

Eine Basis {a1, . . . , ap, ap+1, . . . , ap+q} von a nennen wir orthogonal, falls ai⊥a j für i , j
und 〈ai, ai〉a = −1 für i = 1, . . . , p und〈a j, a j〉a = 1 für j = p + 1, . . . , p + q. In diesem Fall heißt
(p, q) die Signatur und p der Index von 〈·, ·〉a. Mit 〈·, ·〉p,q bezeichnen wir die nichtausgearte-
te, symmetrische Bilinearform mit Signatur (p, q) auf demRp+q, für die die Standardbasis
vomRp+q eine Orthonormalbasis ist. Dann nennen wirRp,q := (Rp+q, 〈·, ·〉p,q) den standard
pseudo-eukidischen Raum. Den RaumR0,n werden wir weiterhin mitRn bezeichnen. Für
R1,1 werden wir häufig auch eine Wittbasis wählen. Das ist eine Basis {a1, a2} des R2 aus
isotropen Vektoren, die 〈a1, a2〉1,1 = 1 erfüllen.

Für z = a + ib ∈ C sei

Dz :=

a −b
b a

 .
Weiter bezeichne Dz1,...,zn = diag(Dz1 , . . . ,Dzn) für z1, . . . , zn ∈ C die Blockdiagonalmatrix
mit den Matrizen Dz1 bis Dzn auf der Diagonalen. Weiter sei

Nb =

b 1
0 b


für b ∈ R.

Zu einer Basis {σ1, . . . , σn
} von l∗ bezeichne abkürzend σi j := σi

∧σ j und σi jk := σi
∧σ j
∧σk.
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Theorem 6. Die einzige nichtabelsche, metrische Lie-Algebra der Dimension kleiner als acht,
die symplektische Formen zulässt, ist d0,σ1∧σ2∧σ3(R3, 0). Ihre symplektischen Formen sind bis auf
Isomorphie durch genau eine der folgenden Derivationen gegeben:

D0,0(diag(a, b, c), 0), D0,0(diag(Nb,−2b), 0), D0,0(diag(Db+id,−2b), 0)

mit a ≤ b ≤ c, a, b, c , 0, d > 0 und a + b + c = 0.

Theorem 7. Die Menge der (dα,γ(l, a),Dδ,ε(Dl,Da)) mit
l = R3, a ∈ {R2,R2,0

}, Da = Dis und

• Dl ∈ {diag(a, b, c),diag(Nb,−2b),diag(Db+id,−2b)}, (α, γ, δ, ε) = (0, σ123, 0, 0),

• Dl = diag(Db+is,−b), (α, γ, δ, ε) = (σ13
⊗ a1 + σ23

⊗ a2, 0, 0, 0),

l = R3, a = R1,1, Da = diag(s,−s) und

• Dl ∈
{
diag(a, b, c),diag(Nb,−2b),diag(Db+id,−2b)

}
, (α, γ, δ, ε) = (0, σ123, 0, 0),

• Dl = diag(s − e, e,−s − e), (α, γ, δ, ε) = (σ12
⊗ a1 + σ23

⊗ a2, 0, 0, 0),

• Dl = diag(−s, 2s,−3s), (α, γ, δ, ε) = (σ12
⊗ a1 + σ23

⊗ a2, 0, σ1
⊗ a2, 0),

• Dl = diag(3s,−2s, s), (α, γ, δ, ε) = (σ12
⊗ a1 + σ23

⊗ a2, 0, σ3
⊗ a1, 0),

l = R3, a = R1,1, Da = diag(±s,∓s) und

• Dl = diag(N±s/2,∓
3
2 s), (α, γ, δ, ε) = (σ12

⊗ a1 + σ23
⊗ a2, 0, 0, 0),

• Dl ∈
{
diag(±s, e,∓s − e),diag(N±s,∓2s),diag(±s,N∓s/2),diag(±s,D∓s+id)

}
,

(α, γ, δ, ε) = (0, σ123, σ1
⊗ a1, 0)

mit a ≤ b ≤ c, a, b, c , 0, a + b + c = 0, d, s > 0, e < {0, s,−s} bildet ein Repräsentantensystem der
Isomorphieklassen von nicht abelschen, metrischen Lie-Algebren der Dimension 8 mit bijektiven,
schiefsymmetrischen Derivationen. Hierbei ist {a1, a2} eine Wittbasis für a = R1,1 und eine
Orthonormalbasis für a = R2 oder R2,0. Außerdem bezeichne {σ1, σ2, σ3

} die duale Basis der
Standardbasis des R3.

Theorem 8. Es gibt keine nichtabelschen, metrischen Lie-Algebren vom Index kleiner drei, die
symplektische Formen besitzen.

Theorem 9. Die Menge der (dα,γ(R3,R2n),Dδ,ε(Dl,Da)) mit

Dl ∈
{
diag(a, b, c),diag(Nb,−2b),diag(Db+id,−2b)

}
,Da = Dis1,...,isn , (α, γ, δ, ε) = (0, σ123, 0, 0)

und

Da = Did,is2,...,isn ,Dl = diag(Db+id,−b), (α, γ, δ, ε) = (σ13
⊗ a1 + σ23

⊗ a2, 0, 0, 0)
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2.7 Metrische, symplektische Lie-Algebren in speziellen Fällen

für a ≤ b ≤ c, a, b, c , 0, a+b+c = 0, d > 0, 0 < s1 ≤ s2 ≤ . . . ,≤ sn beschreibt alle nichtabelschen,
symplektischen, metrischen Lie-Algebren vom Index 3 bis auf Isomorphie. Hierbei ist {a1, . . . , a2n}

eine Orthonormalbasis von a = R2n und {σ1, σ2, σ3
} die duale Basis der Standardbasis des R3.

Beweis von allen Theoremen. Für alle 4-dimensionalen nichtabelschen, nilpotenten Lie-Al-
gebren l existiert ein m ∈ N, für das lm+1 eindimensional ist. Folglich ist Z2

Q+
(g4,1,Dl, 0)b

leer für jede Derivation Dl von l, weil (Am) nicht gilt. Für l = R4 und a = {0} gibt es zu
jedem γ ∈ C3(l) einen Morphismus von Paaren (S,U) mit entweder (S,U)∗(0, γ) = (0, 0)
oder (S,U)∗(0, γ) = (0, σ2

∧σ3
∧σ4). Beide Kozyklen (0, 0) und (0, σ2

∧σ3
∧σ4) erfüllen aber

(A0) nicht. Also ist auch H2
Q+

(R4,Dl, 0)b leer.

Lemma 44. Die Menge der ausgewogenen Kozyklen Z2
Q+

(R,Dl, a)b und Z2
Q+

(R2,Dl, a)b enthält
für alle bijektiven Derivationen Dl auf R2 und alle abelschen, metrischen Lie-Algebren a mit
bijektiver, schiefsymmetrischer Derivation Da keine Elemente.

Beweis. Weil bereits H2
Q(R, φl, a) nur aus [0, 0] besteht und folglich für alle metrischen

Vektorräume a keine ausgewogenen Elemente besitzt, ist auch Z2
Q+

(R,Dl, a)b leer. Sei nun
(α, γ, δ, ε) ∈ Z2

Q+
(R2,Dl, a) und sei Dls zunächst über R diagonalisierbar. Das heißt, es

existiert eine Diagonalbasis {L1,L2} von R2 für Dls mit DlsL1 = λ1L1 und DlsL2 = λ2L2.
Wegen D◦sα = 0 ist

0 = 〈(D◦sα)(L1,L2), α(L1,L2)〉

= 〈Das(α(L1,L2)) − α(DlsL1,L2) − α(L1,DlsL2), α(L1,L2)〉

= 〈−α(DlsL1,L2) − α(L1,DlsL2), α(L1,L2)〉

= −(λ1 + λ2)〈α(L1,L2), α(L1,L2)〉.

Damit ist entweder α = 0 (auch für λ1 + λ2 = 0, weil D◦α = 0 und Da bijektiv ist) oder
α(R2,R2) ein eindimensionaler isotroper Unterraum von a.

Sei nun Dls nicht über R diagonalisierbar. Das heißt es existiert eine Basis {L1,L2} von l
mit DlsL1 = aL1 + bL2 und DlsL2 = −bL1 + aL2 für a, b ∈ R, b , 0. Dann ist analog zu oben

0 = 〈(D◦sα)(L1,L2), α(L1,L2)〉 = −2a〈α(L1,L2), α(L1,L2)〉.

Für α , 0 ist 2a , 0 ein Eigenwert von Das, wegen D◦sα(L1,L2) = 0. Dann ist α(l, l) ein
eindimensionaler isotroper Untervektorraum. Außerdem ist die 3-Form γ auf dem R2

trivial. Also ist stets (A0) oder (B0) nicht erfüllt und somit (α, γ, δ, ε) < Z2
Q+

(R2,Dl, a)b. �

Weil die Dimension von l durch den Index beschränkt wird, folgt aus Lemma 44 un-
mittelbar Theorem 8. Es zeigt außerdem, dass es keine symplektischen, metrischen Lie-
Algebren der Dimension kleiner als 6 gibt.

Bezeichne h3 die die durch [e1, e2] = e3 bestimmte (nilpotente) dreidimensionale Hei-
senbergalgebra.
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Lemma 45. Die Menge der Kozyklen Z2
Q+

(h3,Dl, a) enthält für alle bijektiven Derivationen Dl auf
der Heisenbergalgebra h3 und alle abelschen, metrischen Lie-Algebren a mit schiefsymmetrischer,
bijektiver Derivation keine ausgewogenen Elemente.

Beweis. Sei (α, γ, δ, ε) ∈ Z2
Q+

(h3,Dl, a). Ist α(h3, z(h3)) = 0, so gilt Bedingung (A1) nicht.
Folglich ist (α, γ, δ, ε) < Z2

Q+
(h3,Dl, a)b.

Sei nun α(h3, z(h3)) , 0 und sei Dls über R diagonalisierbar. Dann existiert eine Diago-
nalbasis {L1,L2,L3} von Dls mit [L1,L2] = L3 und α(L1,L3) , 0. Das heißt

DlsL1 = λ1L1, DlsL2 = λ2L2, DlsL3 = (λ1 + λ2)L3,

wobei λ1, λ2, λ1 + λ2 , 0 ist. Wegen

Dasα(L1,L3) = D◦sα(L1,L3) + α(DlsL1,L3) + α(L1,DlsL3) = (2λ1 + λ2)α(L1,L3)

ist 2λ1 + λ2 , 0 und ein Eigenwert von Das. Folglich muss α(L1,L3) , 0 als Eigenvektor
zu 2λ1 + λ2 isotrop sein, weil Das antisymmetrisch ist. Außerdem ist

0 = 〈Dasα(L1,L3), α(L2,L3)〉 + 〈α(L1,L3),Dasα(L2,L3)〉

= (2λ1 + λ2)〈α(L1,L3), α(L2,L3)〉 + (λ1 + 2λ2)〈α(L1,L3), α(L2,L3)〉

= 3(λ1 + λ2)〈α(L1,L3), α(L2,L3)〉.

Weil Dl bijektiv ist, folgt λ1 + λ2 , 0 und somit 〈α(L1,L3), α(L2,L3)〉 = 0. Sei nun Dls nicht
über R diagonalisierbar. Dann existiert eine Basis {L1,L2,L3} von l, die DlsL1 = aL1 + bL2,
DlsL2 = −bL1 + aL2, DlsL3 = 2aL3 mit a, b , 0 und [L1,L2] = L3 erfüllt, weil das Zentrum
von h3 invariant unter Dl ist.

Wir betrachten
0 = 〈D◦sα(Li,L3), α(L j,L3)〉

für i, j = 1, 2 und erhalten analog zu oben

〈α(L1,L3), α(L1,L3)〉 = 〈α(L1,L3), α(L2,L3)〉 = 0.

Insgesamt steht α(L1,L3) orthogonal auf allen Elementen aus α(l, z(l)) und (B1) ist nicht
erfüllt. Somit ist (α, γ, δ, ε) < Z2

Q+
(l,Dl, a)b. �

Weil H2
Q+

(l,Dl, 0)b für jede 4-dimensionale Lie-Algebra l leer ist und sowohl R, R2 als
auch h3 nicht zulässig sind, folgt Theorem 6 indem wir H2

Q+
(R3,Dl, 0)b/G bestimmen. Für

Theorem 7 bleibt H2
Q+

(R3,Dl, a)b/G mit a ∈ {R2,R1,1,R2,0
} zu untersuchen und Theorem

9 folgt duch Bestimmung der G-Orbits von H2
Q+

(R3,Dl,R2n)b für n ∈ N.

29
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Für (α, γ, δ, ε) ∈ Z2
Q+

(R3,Dl, a)b gilt

0 = − 〈(D◦sα)(L1,L2), α(L3,L4)〉 − 〈α(L1,L2), (D◦sα)(L3,L4)〉 (35)

=〈α(DlsL1,L2) + α(L1,DlsL2), α(L3,L4)〉 + 〈α(L1,L2), α(DlsL3,L4) + α(L3,DlsL4)〉

für Vektoren L1, . . . ,L4 ∈ l wegen D◦sα = 0 und der Schiefsymmetrie von Das. Außerdem
gilt

0 = −〈(D◦sα)(L1,L2), α(L1,L2)〉 = 〈α(DlsL1,L2) + α(L1,DlsL2), α(L1,L2)〉. (36)

Lemma 46. Für (α, γ, δ, ε) ∈ Z2
Q+

(R3,Dl, a)b sind die Bedingungen

• α = 0,

• γ , 0,

• tr(Dl) = 0

äquivalent.

Beweis. Sei (α, γ, δ, ε) ∈ Z2
Q+

(R3,Dl, a)b. Sei Dl eine bijektive Spur-Null-Matrix und zu-
nächst über R diagonalisierbar. Bezeichne {L1,L2,L3} eine Basis aus Eigenvektoren von
Dls zu den jeweiligen Eigenwerten λ1, λ2, λ3 , 0. Wir betrachten

0 =〈α(DlsLi,L j) + α(Li,DlsL j), α(Lp,Lk)〉 + 〈α(Li,L j), α(DlsLp,Lk) + α(Lp,DlsLk)〉

=(λi + λ j + λp + λk)〈α(Li,L j), α(Lp,Lk)〉

(vergleiche Gleichung (35)). Wegen λ1 + λ2 + λ3 = 0 ist 〈α(l, l), α(l, l)〉 = 0. Durch (B0)
ist α(l, l) nichtausgeartet bezüglich 〈·, ·〉a und somit folgt α = 0. Wenn die Spur-Null-
Matrix Dls nicht über R diagonalisierbar ist, dann existiert eine Basis {L1,L2,L3} von lmit
DlsL1 = aL1 + bL2, DlsL2 = −bL1 + aL2 und DlsL3 = −2aL3 für a, b , 0. Dann können wir
wie oben auch die Gleichungen

0 = 〈α(DlsLi,L j) + α(Li,DlsL j), α(Lp,Lk)〉 + 〈α(Li,L j), α(DlsLp,Lk) + α(Lp,DlsLk)〉

für i, j, k, l ∈ {1, 2, 3} betrachten. Dadurch erhalten wir wieder 〈α(l, l), α(l, l)〉 = 0 und somit
ist α = 0 wegen (B0).

Sei nun α = 0. Mit (A0) erhalten wir γ , 0. Schließlich folgt aus γ , 0 mit

0 = D◦sγ = − tr(Dl)γ,

dass Dl eine Spur-Null-Matrix ist. �

Sei (α, γ, δ, ε) ∈ Z2
Q+

(R3,Dl, a)b. Wenn Dls nicht über R diagonalisierbar ist, betrach-
ten wir stattdessen die Komplexifizierung der Derivationen und Differentialformen. Be-
zeichne {L1,L2,L3} eine Basis aus Eigenvektoren von Dls zu den jeweiligen Eigenwerten
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λ1, λ2, λ3 , 0. Wir betrachten

0 = (D◦s ε)(Li,L j) = −ε(DlsLi,L j) − ε(Li,DlsL j) = −(λi + λ j)ε(Li,L j). (37)

Für a = 0 ist dimensionsbedingt α = 0 und δ = 0. Also ist Dl eine Spur-Null-Matrix und
γ = kσ123 , 0, wobei {σ1, σ2, σ3

} die duale Basis der Standardbasis des R3 bezeichnet.
Weil sich niemals zwei Eigenwerte von Dls zu Null addieren, gilt ε = 0. Wir erhalten also
(α, γ, δ, ε) = (0, kσ123, 0, 0) mit k , 0. Schließlich ist (k−

1
3 id, id) ∈ G(R3,Dl, 0) und es gilt

(k−
1
3 id, id)∗(0, kσ123, 0, 0) = (0, σ123, 0, 0). (38)

Sei im Folgenden a , {0}. Zunächst betrachten wir (α, γ, δ, ε) ∈ Z2
Q+

(R3,Dl, a)b für eine
bijektive Spur-Null-Matrix Dl. Dann ist wieder α = 0, γ = kσ1

∧ σ2
∧ σ3 , 0 und ε = 0

wegen Gleichung (37). Nun betrachten wir noch

0 = (D◦sδ)(Li) = Das(δ(Li)) − δ(DlsLi) = Dasδ(Li) − λiδ(Li). (39)

Für a ∈ {R2,R2,0
} sind die Eigenwerte von Da rein imaginär. Weil die Eigenwerte der

bijektiven Spur-Null-Matrix Dls nicht rein imaginär sein können, ist somit δ = 0. Wegen
(k−

1
3 id, id) ∈ G(R3,Dl, 0) und Gleichung (38) besteht

H2
Q+(R3,Dl, a)b/G(R3,Dl, a)

für bijektive Spur-Null-Matrizen Dl und a ∈ {R2,R2,0
} aus genau einem Element, welches

sich stets durch [0, σ123, 0, 0] repräsentieren lässt. Gleiches gilt, wenn a ein beliebiger
euklidischer Vektorraum gerader Dimension ist.

Sei nun a = R1,1. Wenn es keine reelle Zahl gibt, die Eigenwert von Das = Da und von
Dls ist, folgt δ = 0 wegen Gleichung (39). Wenn es stattdessen solch eine reelle Zahl gibt,
so ist diese Zahl eindeutig, weil nicht beide Eigenwerte ±s , 0 von Da auch Eigenwerte
der bijektiven Spur-Null-Matrix Dls sein können. Somit kann δ(l) einen eindimensionalen
Eigenraum von Da aufspannen. Sei δ , 0. Wenn es keinen Eigenvektor v̂ von Dl mit
δ(v̂) , 0 gibt, so existiert wegen Gleichung (39) ein Vektor v aus dem Hauptraum zum
Eigenwert ±s von Dl mit δ(v) , 0. Insbesondere ist der Hauptraum zum Eigenwert ±s
zweidimensional und der Hauptraum zum Eigenwert ∓2s eindimensional. Der Vektor v
ist kein Eigenvektor von Dl. Somit gibt es einen Eigenvektor ṽ von Dl mit Dlv = ±s + ṽ.
Wir definieren τ ∈ C1(R3, φl,R1,1) durch τ(ṽ) = δ(v), τ(v) = 0 und τ(w) = 0 für einen
Eigenvektor w zum Eigenwert ∓2s. Dann ist D◦sτ = 0 wegen D◦sδ = 0 und

D◦τ(v) = D◦sτ(v) − τ(ṽ) = −δ(v).

Es folgt (0, γ, δ, 0)(τ, 0) = (0, γ, 0, 0) und somit sind (0, γ, δ, 0) und (0, γ, 0, 0) äquivalent. Mit
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dem Morphismus von Paaren (S,U) = (k−
1
3 id, id) erhalten wir wieder

(S,U)∗(0, γ, 0, 0) = (0, σ123, 0, 0).

Sei nun der eindimensionale Unterraum δ(l) von einem reellen Eigenvektor von Dl
aufgespannt. Dieser Fall lässt sich nicht auf den Vorherigen zurückführen, denn diese
Eigenschaft ist zum einen invariant unter G-Wirkung. Zum anderen ist sie auch invariant
unter Äquivalenz, weil

(δ + D◦τ)(v) = δ(v) + Daτ(v) − τ(Dl(v)) = δ(v) + Dasτ(v) − τ(Dls(v)) = (δ + D◦sτ)(v) = δ(v)

für einen Eigenvektor v von Dl gilt. Wir können einen Eigenvektor v1 ∈ l von Dl wählen
mit δ(v1) , 0. Weiter ergänzen wir v1 zu einer reellen Jordan-/ Orthonormalbasis {v1, v2, v3}

von Dl mit δ(v2) = δ(v3) = 0. Dann folgt γ = kσ123 , 0. Außerdem ergänzen wir a1 := δ(v1)
durch a2 zu einer Wittbasis von a = R1,1. Wir setzen

(S,U) = (k−
1
3 id,diag(k

1
3 , k−

1
3 )) ∈ G(R3,Dl,R1,1)

und es folgt
(S,U)∗(0, γ, δ, 0) = (0, σ123, δ, 0).

Dies zeigt also, dass alle (0, γ, δ, 0), für die der eindimensionale Unterraum δ(l) durch
einen Eigenvektor von Dl aufgespannt wird, im selben G-Orbit liegen. Insgesamt besteht
damit

H2
Q+(R3,Dl,R1,1)b/G(R3,Dl,R1,1)

für die bijektive Spur-Null-Matrix Dl aus nur einem Element, wenn kein Eigenwert von
Dls ein Eigenwert von Da ist. Wenn ein Eigenwert von Dls auch Eigenwert von Da ist,
dann besteht es aus zwei Elementen.

Sei (α, γ, δ, ε) ∈ Z2
Q+

(R3,Dl, a)b für bijektives Dl mit tr(Dl) , 0. Dann ist γ = 0. Außer-
dem ist α , 0.

Sei zunächst a = R2,R2,0. Wegen D◦sα = 0 hat Dl die Eigenwerte a + is, a − is und −a für
ein a , 0, wobei ±is die Eigenwerte von Da sind mit s > 0. Weil Dl keine rein imaginären
Eigenwerte hat und sich niemals zwei Eigenwerte zu Null addieren, gilt δ = 0 und ε = 0
(vergleiche auch Gleichung (37) und (39)).

Schauen wir uns nun konkret H2
Q+

(R3,Dl, a)b/G für

Dl =


a −s
s a

−a

 , Da =

 −s
s


mit s > 0 und a , 0 an. Es gilt α(e1, e2) = 0 wegen D◦sα = 0 Außerdem sind α(e1, e3) , 0
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und α(e2, e3) , 0 linear unabhängig wegen (A0). Weiterhin stehen α(e1, e3) und α(e2, e3)
orthogonal zueinander wegen

0 = 〈α(Dlse1, e3) + α(e1,Dlse3), α(e1, e3)〉 = −s〈α(e2, e3), α(e1, e3)〉

und besitzen die selbe Länge wegen

0 = 〈α(Dlse1, e3) + α(e1,Dlse3), α(e2, e3)〉 + 0 = 〈α(e1, e3), α(Dlse2, e3) + α(e2,Dlse3)〉

= s〈α(e2, e3), α(e2, e3)〉 − s〈α(e1, e3), α(e1, e3)〉.

Wir normieren die Vektoren {α(e1, e3), α(e2, e3)} zu einer Orthonormalbasis {v1, v2} von a.
Dann gilt α = (σ13) ⊗ µv1 + (σ23) ⊗ µv2 für µ , 0 wegen D◦sα = 0 und mit

(S,U) = (diag(1, 1, µ−1), id) ∈ G

erhalten wir
(S,U)∗(α, 0, 0, 0) = (σ13

⊗ v1 + σ23
⊗ v2, 0, 0, 0).

Folglich lässt sich H2
Q+

(R3,Dl, a)b/G durch [σ13
⊗a1+σ23

⊗a2, 0, 0, 0] repräsentieren. Hierbei
bezeichnet {a1, a2} die Standardbasis von a. Für einen beliebigen euklidischen Vektorraum
a gerader Dimension mit Orthonormalbasis {a1, . . . , a2n} erhalten wir analog

H2
Q+(R3,Dl, a)b/G = {[σ13

⊗ a1 + σ23
⊗ a2, 0, 0, 0]}.

Sei nun a = R1,1. Wegen D◦sα = 0 und (B0) ergänzen sich zwei Eigenwerte von Dls zu
s und zwei zu −s, wobei ±s die Eigenwerte von Da mit s > 0 sind. Das heißt insbeson-
dere, dass alle Eigenwerte von Dls reellwertig sind. Weil die Summe zweier Eigenwerte
außerdem niemals Null ist, erhalten wir ε ≡ 0.

Sei zunächst Dl halbeinfach. Weil die Eigenwerte von Dl reellwertig sind, existiert eine
Basis aus Eigenvektoren {L1,L2,L3}. Diese Basis ist o. B. d. A. von der Gestalt, dass sich
die Eigenwerte zu L1 und L2 zu s addieren und die Eigenwerte zu L2 und L3 zu −s. Wegen
tr Dl , 0 ist γ = 0 und α(l, l) , 0 nicht ausgeartet. Somit ist α(L1,L2) ein Eigenvektor von
Da zum Eigenwert s und α(L2,L3) ein Eigenvektor von Da zum Eigenwert −s. Weil aus
tr Dl , 0 folgt, dass sich die Summe der Eigenwerte zu L1 und L3 von ±s unterscheiden
ist außerdem α(L1,L3) = 0. Wir können außerdem o. B. d. A. {L1,L2,L3} so wählen, dass
{α(L1,L2), α(L2,L3)} eine Wittbasis von a bildet.

Wenn kein Eigenwert von Dl auch Eigenwert von Da ist, so gilt δ = 0, wegen Gleichung
(39). Wenn es stattdessen so einen Eigenwert gibt, so gilt mit k ∈ R entweder δ = kσ1

⊗ a2,
falls −s ein Eigenwert von Dl ist oder δ = kσ3

⊗ a1, falls s ein Eigenwert von Dl ist, denn
D◦δ = 0. Für δ , 0 sind (α, 0, 0, 0) und (α, 0, δ, 0) weder äquivalent, noch liegen sie im selben
G-Orbit. Zudem ist (S,U)∗(α, 0, δ, 0) = (α, 0, k−1δ, 0) für (S,U) = (diag(k−1, k, k−1), id) ∈ G.
Für halbeinfaches Dl mit nicht verschwindender Spur besitzt also H2

Q+
(l,Dl, a)b/G
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• keine Elemente, falls sich keine zwei Eigenwerte von Dl zu den Eigenwerten von
Da addieren lassen,

• genau ein Element, wenn sich zwei Paare von Eigenwerten von Dl zu den Eigen-
werten von Da addieren, aber kein Eigenwert von Dl auch Eigenwert von Da ist
und

• genau zwei Elemente, sonst.

Für nicht halbeinfaches Dl ist

0 = (dδ −D◦α)(L2,L3) = D◦sα(L2,L3) − α(L1,L3) = −α(L1,L3).

Hierbei bezeichnet {L1,L2,L3} eine Jordanbasis zu Dl mit DlL1 = ± s
2 L1, DlL2 = ± s

2 L2 + L1

und DlL3 = ∓ 3
2 sL3. Wir können also leicht einsehen, dass es eine Jordanbasis gibt, für die

α(L1,L2) ein Eigenvektor zu ±s ist, α(L2,L3) ein Eigenvektor zu ∓s und {α(L1,L2), α(L2,L3)}
eine Wittbasis von R1,1. Weil ±s kein Eigenwert von Dl ist, folgt δ = 0 mit Gleichung (39).
Insgesamt besteht also in diesem Fall H2

Q+
(R3,Dl,R1,1)b/G aus genau einem Element.

Zu diesem Zeitpunkt haben wir für jede Derivation Dl von l = R3 und jeden trivia-
len (l,Dl)-Modul (a,Da) mit a ∈ {0,R2,R1,1,R2,0,R2n, } und bijektivem Da die G-Orbits
von H2

Q+
(R3,Dl, a)b bestimmt. Durch Wahl von Repräsentanten der Konjugationsklassen

von Derivationen auf l und a folgen die Theoreme. �

3 Symplektische Lie-Algebren mit ausgeartetem Zentrum

Motiviert von der Herangehensweise an metrische, symplektische Lie-Algebren werden
wir in diesem Kapitel ein Klassifikationsschema für symplektische Lie-Algebren aufbau-
en. Doch zunächst wiederholen wir noch einmal die Definition einer symplektischen
Lie-Algebra.

Definition 47. Eine symplektische Lie-Algebra (g, ω) ist eine reelle Lie-Algebra mit einer
antisymmetrischen nichtausgearteten Bilinearform ω : g × g → R, die geschlossen ist, d.
h.

dω(X,Y,Z) = −ω([X,Y],Z) + ω([X,Z],Y) − ω([Y,Z],X) = 0

für alle X,Y,Z ∈ g erfüllt. Wir bezeichnen ω als symplektische Form von g.
Ein Isomorphismus zwischen zwei symplektischen Lie-Algebren (g1, ω1) und (g2, ω2)

ist ein Isomorphismus ϕ : g1 → g2 von Lie-Algebren, der ϕ∗ω2 = ω1 erfüllt.

Jede symplektische Lie-Algebra mit nichtausgeartetem Zentrum z lässt sich schreiben
als (g, ω) = (z, ω|z×z) ⊕ (z⊥, ω|z⊥×z⊥). Hierbei ist z⊥ ein Ideal von g wegen dω = 0 und
hat als Lie-Algebra ein triviales Zentrum. Eine Klassifikation von symplektischen Lie-
Algebren mit nichtausgeartetem Zentrum reduziert sich somit auf die Klassifikation von
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symplektischen Lie-Algebren mit trivialem Zentrum. In dieser Arbeit werden wir uns auf
symplektische Lie-Algebren mit ausgeartetem Zentrum beschränken, was z. B. nichtabel-
sche, nilpotente, symplektische Lie-Algebren mit einbezieht.

3.1 Quadratische Erweiterungen von symplektischen Lie-Algebren

Wir führen nun für symplektische Lie-Algebren den Begruiff der quadratische Erweite-
rung ein und zeigen, dass jede symplektische Lie-Algebra mit ausgeartetem Zentrum die
Struktur einer ausgewogenen quadratischen Erweiterung besitzt. Wir definieren außer-
dem die Äquivalenzrelation quadratischer Erweiterungen.

Für jedes zentrale, isotrope Ideal j ⊂ z einer symplektischen Lie-Algebra (g, ωg) ist auch
j⊥ ein Ideal von g, weil dωg = 0 gilt. Außerdem induziert ωg eine symplektische Form
ω auf der Lie-Algebra j⊥/j. Diese Erkenntnisse motivieren die Untersuchung folgender
quadratischer Erweiterungen:

Definition 48. Eine quadratische Erweiterung einer abelschen Lie-Algebra l durch eine
symplektische Lie-Algebra (a, [·, ·]a, ωa) ist ein Tupel (g, j, i, p), wobei

• g = (g, [·, ·]g, ωg) eine symplektische Lie-Algebra ist,

• j ⊂ z ein bezüglich ωg isotropes Ideal ist,

• i und p Lie-Algebren-Homomorphismen sind, die eine kurze exakte Sequenz von
Lie-Algebren

0→ a i
−→ g/j

p
−→ l→ 0

bilden, im i = j⊥/j gilt und i : a → j⊥/j ein Isomorphismus der symplektischen
Lie-Algebren ist.

Wir nennen eine quadratische Erweiterung ausgewogen, wenn j = z ∩ z⊥.

Theorem 10. Jede symplektische Lie-Algebra (g, [·, ·]g, ωg) besitzt die Struktur einer ausgewoge-
nen quadratischen Erweiterung auf kanonische Weise.

Beweis. Bezeichne j das ωg-isotrope Ideal j := z ∩ z⊥. Dann ist

0→ j ι−→ g π
−→ g/j→ 0

eine kurze exakte Sequenz, wobei ι und π die kanonische Einbettung und Projektion
bezeichnen. Weil auch j⊥ ein Ideal von g ist, muss auch j⊥/j eines in g/j sein und

0→ j⊥/j i
−→ g/j

p
−→ g/j⊥ → 0

ist eine kurze exakte Sequenz, wobei i und p die kanonische Einbettung bzw. Projektion
bezeichnen. Nun setzen wir

a := j⊥/j, l := g/j⊥.
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3.2 Faktorsystem

Es ist klar, dass a eine symplektische Lie-Algebra ist. Außerdem folgt aus

ωg([g, g], j) ⊂ ωg([g, j], g) = 0,

dass l abelsch ist. �

Bemerkung 49. Symplektische Lie-Algebren g mit nichtausgeartetem Zentrum besitzen die
Struktur einer trivialen, ausgewogenen quadratischen Erweiterung von {0} durch g. Entsprechend
besitzt jede symplektische Lie-Algebra mit ausgeartetem Zentrum die Struktur einer nichttrivialen,
ausgewogenen quadratischen Erweiterung. Umgekehrt, besitzt die zugrundeliegende symplekti-
sche Lie-Algebra g einer nichttrivialen, ausgewogenen quadratischen Erweiterung (g, j, i, p) ein
ausgeartetes Zentrum.

Definition 50. Zwei quadratische Erweiterungen (gk, jk, ik, pk), k = 1, 2, von l durch a
heißen äquivalent, wenn es einen Isomorphismus Φ : g1 → g2 der symplektischen Lie-
Algebren gibt, der j1 auf j2 abbildet und

Φ ◦ i1 = i2, p2 ◦Φ = p1

erfüllt. Hierbei bezeichnet Φ : g1/j1 → g2/j2 die durch Φ auf den Quotienten induzierte
Abbildung.

3.2 Faktorsystem

In diesem Abschnitt führen wir die Notation eines Faktorsystems ein. Faktorsysteme
beschreiben Erweiterungen durch nichtabelsche Lie-Algebren [20] (siehe auch [19], [12],
[23]), welche wir später für symplektische Lie-Algebren mit ausgeartetem Zentrum be-
nötigen werden.

Definition 51. Sei l eine Lie-Algebra und seien U,V,W l-Moduln. Weiter sei m : U×V →W
eine l-äquivariante bilineare Abbildung, d. h. L ·m(u, v) = m(L · u, v) + m(u,L · v) für alle
L ∈ l, u ∈ U und v ∈ V. Es gibt ein natürliches Produkt

m(· ∧ ·) : Cp(l,U) × Cq(l,V)→ Cp+q(l,W), (τ1, τ2) 7→ m(τ1 ∧ τ2),

das durch

m(α ∧ τ)(L1, . . . ,Lp+q) =
∑

[σ]∈Sp+q/Sp×Sq

sgn(σ) m(α(Lσ(1), . . . ,Lσ(p)), τ(Lσ(p+1), . . . ,Lσ(p+q)))

definiert ist. Hierbei bezeichnetSk die symmetrische Gruppe einer k-elementigen Menge.

Beispiel 52. Sei l eine Lie-Algebra, (a, [·, ·]a, ωa) eine symplektische Lie-Algebra sowie
ein trivialer l-Modul. Weiter sei h ein trivialer l-Modul und C1(a, h) als trivialer l-Modul
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aufgefasst. Wir betrachten die bilineare Abbildung

ev : C1(a, h) × a→ h, ev( f ,A) := f (A).

Dann erhalten wir die Multiplikationen

• ev(· ∧ ·) : Cp(l,C1(a, h)) × Cq(l, a)→ Cp+q(l, h),

• ωa(· ∧ ·) : Cp(l, a) × Cq(l, a)→ Cp+q(l,R) und

• [· ∧ ·]a : Cp(l, a) × Cq(l, a)→ Cp+q(l, a).

Definition 53. Sei ξ : l → Hom(a) linear, a ein trivialer l-Modul und sei (C∗(l, a),d) der
zugehörige Kokettenkomplex. Wir betrachten ξ∧ : Cp(l, a) → Cp+1(l, a), definiert durch
τ→ ev(ξ ∧ τ). Wir definieren das kovariante Differential dξ : Cp(l, a)→ Cp+1(l, a) durch

dξτ := ξ∧ + d : Cp(l, a)→ Cp+1(l, a).

Für das kovariante Differential gilt

(dξτ)(L1, . . . ,Lp+1) =

p+1∑
i=1

(−1)i+1ξ(Li)τ(L1, . . . , L̂i, . . . ,Lp+1)

+
∑
i< j

(−1)i+ jτ([Li,L j],L1, . . . , L̂i, . . . , L̂ j, . . . ,Lp+1)

(siehe [20]).

Bemerkung 54. Die Abbildung dξ ist kein Differential im eigentlichen Sinne. Dies wurde bereits
in [20] gezeigt. Nach [20] erfüllt nämlich die Abbildung genau dann dξ ◦ dξ = 0, wenn ξ ein
Lie-Algebren-Homomorphismus ist.

Hier sei angemerkt, dass jedes lineare ξ : l → Hom(a) darüber hinaus eine lineare
Abbildung ξ̂ : l→ gl(C1(a, l∗)) durch

(ξ̂(L)) f = f ◦ ξ(L)

definiert.

Definition 55. Sei im Folgenden a eine Lie-Algebra. Wir nennen (ξ, α) ∈ C1(l, gl(a))⊕C2(l, a)
ein Faktorsystem, wenn im ξ ⊂ der(a), dξ + 1

2 [ξ ∧ ξ] = ad ◦α und dξα = 0 gilt. Hierbei
bezeichnet der(a) den Raum der Derivationen auf a.

3.3 Das Standardmodell

In diesem Kapitel definieren wir das Standardmodell der quadratischen Erweiterung ei-
ner abelschen Lie-Algebra ldurch eine symplektische Lie-Algebra (a, ωa). Wir beschreiben
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notwendige und hinreichende Bedingungen auf der Ebene der Kozyklen für die Existenz
eines solchen Standardmodells und wann Kozyklen ausgewogene quadratischen Erwei-
terungen beschreiben.

Zu einer linearen Abbildung f : a → l∗ sei die duale Abbildung f ∗ : l → a durch
( f (A))(L) = ωa( f ∗(L),A) gegeben.

Definition 56. Sei (a, [·, ·]a, ωa) eine symplektische Lie-Algebra und l eine abelsche. Des-
weiteren fassen wir den Dualraum l∗ von l ebenfalls als abelsche Lie-Algebra auf. Seien
γ : l → Hom(a, l∗) linear, ε eine 2-Form auf l mit Werten in l∗ und ξ : l → gl(a) linear. Im
Folgenden bezeichne β die 2-Form auf amit Werten in l∗, die durch

β(A1,A2) = −ωa(ξ(·)A1,A2) − ωa(A1, ξ(·)A2) (40)

für alle A1,A2 ∈ a definiert ist. Außerdem setzen wir

β0(A) = β(A, ·) (41)

für alle A ∈ a. Die Abbildung β0 entspricht β, welches als lineare Abbildung von a nach
Hom(a, l∗) aufgefasst wird. Mit α ∈ C2(l, a) bezeichnen wir im Folgenden die Abbildung

α(L1,L2) = (γ(L1))∗L2 − (γ(L2))∗L1. (42)

Nun definieren wir auf dem Vektorraum l∗ ⊕ a⊕ l eine alternierende bilineare Abbildung
[·, ·] := [·, ·]γ,ε,ξ : (l∗ ⊕ a ⊕ l)2

→ l∗ ⊕ a ⊕ l durch

[l∗, l∗ ⊕ a ⊕ l] : = 0,

[A1,A2] : = β(A1,A2) + [A1,A2]a ∈ l∗ ⊕ a,

[L,A] : = γ(L)A + ξ(L)(A) ∈ l∗ ⊕ a,

[L1,L2] : = ε(L1,L2) + α(L1,L2) ∈ l∗ ⊕ a,

für alle A,A1,A2 ∈ a und L,L1,L2 ∈ l. Außerdem betrachten wir eine alternierende,
bilineare Abbildung ω : (l∗ ⊕ a ⊕ l)2

→ R, die für alle Z1,Z2 ∈ l
∗, A1,A2 ∈ a und L1,L2 ∈ l

gegeben ist durch

ω(Z1 + A1 + L1,Z2 + A2 + L2) = Z1(L2) + ωa(A1,A2) − Z2(L1).

Für weitere Betrachtungen wollen wir noch etwas Notation einführen. Wir definieren
ξ0 : a→ Hom(l, a) und γ0 : a→ Hom(l, l∗) durch

ξ0(A)L = ξ(L)A, γ0(A)L = γ(L)A (43)

für alle A ∈ a und L ∈ l. Wir werden Klammern weglassen, wenn sich aus dem Kon-
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text die korrekte Klammerung ergibt, z. B. ξ(L)A statt (ξ(L))(A). Auch werden wir für
((γ(L1))(A))(L2) vereinfacht γ(L1,A,L2) schreiben. Mit alξ bezeichnen wir außerdem den
Raum alξ := ker ξ0. Falls ξ eine Darstellung ist, so entspricht alξ genau dem Raum der
Invarianten al.

Definition 57. Seien l eine abelsche Lie-Algebra und (a, [·, ·]a, ωa) eine symplektische Lie-
Algebra, die als trivialer l-Modul aufgefasst wird. Bezeichne Z2(l, a, ωa) die Menge von
Tripeln (γ, ε, ξ) linearer Abbildungen γ : l → Hom(a, l∗), ε ∈ C2(l, l∗) und ξ : l → Hom(a),
die die folgenden Bedingungen für alle L,L1,L2,L3 ∈ l und A1,A2 ∈ a erfüllen:

(ξ, α) ist ein Faktorsystem, (44)

β(ξ(L)A1,A2) + β(A1, ξ(L)A2) = (γ(L))[A1,A2]a, (45)

dξ̂γ + β0 ◦ α = 0, (46)

ev(γ ∧ α) = 0, (47)

ε(L1,L2)L3 + ε(L2,L3)L1 + ε(L3,L1)L2 = 0. (48)

Hierbei sind α and β wie in Gleichung (42) und Gleichung (40) definiert.

Wir werden die Elemente von Z2(l, a, ωa) in Analogie zu metrischen, symplektischen
Lie-Algebren ebenfalls Kozyklen nennen.

Theorem 11. Das Tripel dγ,ε,ξ(l, a) := (l∗ ⊕ a ⊕ l, [·, ·], ω) ist genau dann eine symplektische
Lie-Algebra, wenn (γ, ε, ξ) ∈ Z2(l, a, ωa) gilt.

Beweis. Der Vektorraum l∗ ⊕ a ⊕ l wird genau dann zu einer Lie-Algebra, wenn [·, ·] die
Jacobi-Identität erfüllt. Wir definieren

Jac(X,Y,Z) := [[X,Y],Z] + [[Y,Z],X] + [[Z,X],Y]

für X,Y,Z ∈ l∗ ⊕ a ⊕ l. Die wie oben definierte Abbildung [·, ·] erfüllt offensichtlich
Jac(Z,X1,X2) = 0 für alle Z ∈ l∗,X1,X2 ∈ l

∗
⊕ a ⊕ l. Wir zeigen im Folgenden, dass die

restlichen Jacobi-Identitäten äquivalent zu den Bedingungen (44)-(47) sind. Wegen

Jac(A1,A2,L) = [[A1,A2],L] + [[A2,L],A1] + [[L,A1],A2]

= [[A1,A2]a,L] − [ξ(L)A2,A1] + [ξ(L)A1,A2]

= − ξ(L)[A1,A2]a − (γ(L))[A1,A2]a − [ξ(L)A2,A1]a − β(ξ(L)A2,A1)

+ [ξ(L)A1,A2]a + β(ξ(L)A1,A2)

für alle A1,A2 ∈ a, L ∈ l ist die Gleichung Jac(A1,A2,L) = 0 äquivalent zu Bedingung (45)
und ξ(L) ∈ der(a). Außerdem ist Jac(A1,A2,A3) = 0 für alle A1,A2,A3 ∈ a erfüllt, wenn
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ξ(L) für alle L ∈ l eine Derivation auf a ist, denn

Jac(A1,A2,A3) = [[A1,A2],A3] + [[A2,A3],A1] + [[A3,A1],A2]

= [[A1,A2]a,A3] + [[A2,A3]a,A1] + [[A2,A3]a,A1]

= β([A1,A2]a,A3) + β([A2,A3]a,A1) + β([A3,A1]a,A2)

=
∑

cycl(A1,A2,A3)

(
ωa(ξ(·)[A1,A2]a,A3) + ωa([A1,A2]a, ξ(·)A3)

)
und

0 = −dωa(ξ(·)A1,A2,A3) − dωa(A1, ξ(·)A2,A3) − dωa(A1,A2, ξ(·)A3)

=
∑

cycl(A1,A2,A3)

(
ωa([ξ(·)A1,A2]a,A3) + ωa([A1, ξ(·)A2]a,A3) + ωa([A1,A2]a, ξ(·)A3)

)
.

Mit

[[A,L1],L2] + [[L1,L2],A] + [[L2,A],L1] = −[ξ(L1)A,L2] + [α(L1,L2),A] + [ξ(L2)A,L1]

=ξ(L2)ξ(L1)A + (γ(L2))(ξ(L1)A) + [α(L1,L2),A]a

+ β(α(L1,L2),A) − ξ(L1)ξ(L2)A − (γ(L1))(ξ(L2)A)

erhalten wir, dass Jac(A,L1,L2) = 0 genau dann für alle A ∈ a, L1,L2 ∈ l gilt, wenn
1
2 [ξ ∧ ξ] = ad ◦α ist und Bedingung (46) gilt. Schließlich ist Jac(L1,L2,L3) = 0 für alle
L1,L2,L3 ∈ l äquivalent zu dξα = 0 und Bedingung (47), wegen

Jac(L1,L2,L3) =
∑

cycl(L1,L2,L3)

[α(L1,L2),L3] =
∑

cycl(L1,L2,L3)

(
− γ(L3)α(L1,L2) −

(
ξ(L3)

)(
α(L1,L2)

))
.

Insgesamt ist (l∗ ⊕ a ⊕ l, [·, ·]) genau dann eine Lie-Algebra, wenn die Gleichungen (44) -
(47) gelten.

Weiterhin ist die Lie-Algebra (l∗ ⊕ a ⊕ l, [·, ·]) mit der alternierenden Bilinearform ω

genau dann symplektisch, wenn ω geschlossen ist. Die oben definierte Abbildung ω

erfüllt offensichtlich

dω(l∗, l∗ ⊕ a ⊕ l, l∗ ⊕ a ⊕ l) = ω([l∗ ⊕ a ⊕ l, l∗ ⊕ a ⊕ l], l∗) ⊂ ω(l∗ ⊕ a, l∗) = 0

und dω(a, a, a) = dωa(a, a, a) = 0. Außerdem gilt dω(a, a, l) = 0 und dω(a, l, l) = 0 wegen

−dω(A1,A2,L) = ω([A1,A2],L) + ω([L,A1],A2) + ω([A2,L],A1)

= ω([A1,A2]a + β(A1,A2),L) + ω(ξ(L)A1 + (γ(L))A1,A2) − ω(ξ(L)A2 + (γ(L))A2,A1)

= β(A1,A2)L + ωa(ξ(L)A1,A2) + ωa(A1, ξ(L)A2) = 0.
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und

−dω(A,L1,L2) = ω([A,L1],L2) + ω([L1,L2],A) + ω([L2,A],L1)

= −ω(ξ(L1)A + (γ(L1))A,L2) + ω(α(L1,L2) + ε(L1,L2),A) + ω(ξ(L2)A + (γ(L2))A,L1)

= −γ(L1,A,L2) + γ(L2,A,L1) + ωa(α(L1,L2),A) = 0

für alle A,A1,A2 ∈ a und L,L1,L2 ∈ l. Somit müssen wir zeigen, dass dω(L1,L2,L3) = 0 für
alle L1,L2,L3 ∈ l äquivalent ist zu

∑
cycl(L1,L2,L3) ε(L1,L2)L3 = 0 und dies folgt direkt aus

−dω(L1,L2,L3) =
∑

cycl(L1,L2,L3)

(
ω(α(L1,L2) + ε(L1,L2),L3)

)
=

∑
cycl(L1,L2,L3)

ε(L1,L2)L3.

�

Wir identifizieren dγ,ε,ξ(l, a)/l∗mit a⊕ l. Außerdem bezeichne i : a→ a⊕ l und p : a⊕ l→ l
die kanonische Einbettung und Projektion.

Mit Theorem 11 erhalten wir unmittelbar, dass (dγ,ε,ξ(l, a), l∗, i, p) genau dann eine qua-
dratische Erweiterung von l durch (a, ωa) ist, wenn (γ, ε, ξ) ein Element von Z2(l, a, ωa) ist.
Im Folgenden werden wir die quadratische Erweiterung (dγ,ε,ξ(l, a), l∗, i, p) abkürzend mit
dγ,ε,ξ(l, a) bezeichnen.

Definition 58. Wir nennen ein Tripel (γ, ε, ξ) von Z2(l, a, ωa) ausgewogen, wenn es den
folgenden zwei Bedingungen genügt:

(a) Die Menge L aller Elemente L ∈ l, für die es ein A ∈ a gibt so, dass die Gleichungen

ada(A) + ξ(L) = 0 (a.1), γ(L) + β0(A) = 0 (a.2),

α(L, ·) = ξ0(A) (a.3) and ε(L, ·) = γ0(A) (a.4)

gelten, enthält nur den Nullvektor.

(b) Der Unterraum z(a) ∩ ker β0 ∩ a
l
ξ ∩ kerγ0 von a ist nichtausgeartet bezüglich ωa.

Bezeichne Z2(l, a, ωa)] die Menge aller ausgewogenen Tripel von Z2(l, a, ωa).

Es zeigt sich, dass ausgewogene Tripel auch ausgewogene quadratische Erweiterungen
definieren.

Theorem 12. Die quadratische Erweiterung dγ,ε,ξ(l, a) ist genau dann ausgewogen, wenn (γ, ε, ξ)
ein Element von Z2(l, a, ωa)] ist.

Beweis. Es bleibt nur noch zu zeigen, dass l∗ = z ∩ z⊥ genau dann gilt, wenn beide
Bedingungen in der Definition erfüllt sind. Zunächst zeigen wir aber, dass die erste
Bedingung äquivalent zu z ⊂ l∗ ⊕ a ist: Das Zentrum z ist genau dann eine Teilmenge von
l∗⊕a, wenn für alle A + L,A′+ L′ ∈ a⊕ l die Gültigkeit der Gleichungen [A + L,A′] = 0 und
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[A + L,L′] = 0 die Gleichheit L = 0 impliziert. Diese Implikation ist genau dann erfüllt,
wenn die erste Bedingung gilt.

Die zweite Bedingung gilt genau dann, wenn z ∩ a nichtausgeartet bezüglich ωa ist. Es
ist auch nicht schwer einzusehen, dass z ⊂ l∗ ⊕ a die Gleichheit

(z ∩ a) ∩ (z ∩ a)⊥ = z ∩ a ∩ z⊥

impliziert.
Jetzt können wir das Theorem beweisen. Gelte z∩z⊥ = l∗. Dann ist l∗ eine Teilmenge von
z⊥ und somit z eine Teilmenge von l∗ ⊕ a. Folglich gilt die erste Bedingung. Außerdem gilt
auch z∩ z⊥ ∩ a = {0} und damit erhalten wir die zweite Bedingung. Umgekehrt gelte nun
die Bedingung (a) und Bedingung (b). Dann ist z ⊂ l∗ ⊕ a somit l∗ ⊂ z ∩ (l∗ ⊕ a)⊥ ⊂ z ∩ z⊥.
Außerdem gilt z ∩ z⊥ ∩ a = (z ∩ a) ∩ (z ∩ a)⊥ = {0} und wir erhalten z ∩ z⊥ ⊂ l∗ und wir
haben die Behauptung gezeigt. �

3.4 Äquivalenz zum Standardmodell

Die Bezeichnung Standardmodell für dγ,ε,ξ ist analog zum metrisch, symplektischen Fall
aus der Tatsache motiviert, dass jede quadratische Erweiterung von symplektischen Lie-
Algebren äquivalent zu dγ,ε,ξ für ein (γ, ε, ξ) ∈ Z2(l, a, ωa) ist. Dies werden wir im Folgen-
den zeigen.

Theorem 13. Zu jeder quadratischen Erweiterung (g, j, i, p) von l durch a gibt es ein Tripel
(γ, ε, ξ) ∈ Z2(l, a, ωa) so, dass (g, j, i, p) äquivalent zu dγ,ε,ξ(l, a) ist. Für eine ausgewogene qua-
dratische Erweiterung (g, j, i, p) gilt außerdem (γ, ε, ξ) ∈ Z2(l, a, ωa)].

Beweis. Sei Vl ein isotropes Komplement von j⊥ und Va ein orthogonales Komplement
von j ⊕ Vl. Dann ist j⊥ = j ⊕ Va. Wir können einen Vektorraum-Isomorphismus s : l→ Vl
mit p̃ ◦ s = id wählen, wobei p̃ : g→ l die Nacheinanderausführung von der natürlichen
Projektion π : g→ g/jmit p ist. Außerdem können wir eine lineare Abbildung t : a→ Va
durch

i(A) = π(t(A)) = t(A) + j ∈ j⊥/j

definieren.
Weil p̃(X) = 0 für alle X ∈ j⊥ gilt, können wir die duale Abbildung p∗ : l∗ → g zu p̃ : g→ l

durch
ωg(p∗Z, s(L)) = Z((p̃ ◦ s)(L)) = Z(L)

für alle Z ∈ l∗, L ∈ l definieren. Diese Abbildung ist ein Isomorphismus von l∗ nach j: Weil
wir bereits wissen, dass l∗ und j abelsche Lie-Algebren sind, bleibt nur noch zu zeigen,
dass p∗ bijektiv ist. Gelte dafür p∗(Z) = 0 ∈ j. Dann ist Z(L) = ωg(p∗Z, s(L)) = 0 für alle
L ∈ l. Somit ist Z = 0 ∈ l∗ und p∗ injektiv. Schließlich zeigt der Dimensionsvergleich
dim j = codim j⊥ = dim Vl = dim l = dim l∗ die Bijektivität.
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Wir definieren ξ, γ und ε durch

i(ξ(L)A) := [s(L), t(A)]g + j, (49)

p∗((γ(L))A) := [s(L), t(A)]g − t(ξ(L)A), (50)

ε(L1,L2) := ωg([s(L1), s(L2)]g, s(·)). (51)

Es ist leicht zu sehen, dass diese Definitionen korrekt sind.
Als Nächstes zeigen wir nützliche Fakten über β and α: Zunächst betrachten wir

p∗
(
β(A1,A2)

)
= −p∗

(
ωa(ξ(·)A1,A2)

)
− p∗

(
ωa(A1, ξ(·)A2)

)
= − p∗

(
ωg(t(ξ(·)A1), t(A2))

)
− p∗

(
ωg(t(A1), t(ξ(·)A2))

)
=p∗

(
ωg(p∗((γ(·))A1) − [s(·), t(A1)]g, t(A2))

)
+ p∗

(
ωg(t(A1), p∗((γ(·))A2) − [s(·), t(A2)]g)

)
= − p∗

(
ωg([s(·), t(A1)]g, t(A2))

)
+ p∗

(
ωg([s(·), t(A2)]g, t(A1))

)
=p∗

(
ωg([t(A1), t(A2)]g, s(·))

)
für alle A1,A2 ∈ a. Hier haben wir

ωa(A1,A2) = ωj⊥/j(i(A1), i(A2)) = ωg(t(A1), t(A2))

für die zweite Gleichheit ausgenutzt. Mit

π
(
[t(A1), t(A2)]g − t([A1,A2]a)

)
= [πt(A1), πt(A2)]g/j − [i(A1), i(A2)]g/j

= [i(A1), i(A2)]g/j − [i(A1), i(A2)]g/j = 0

folgt [t(A1), t(A2)]g − t([A1,A2]a) ∈ j. Weiterhin ist t([A1,A2]a) ∈ Va und damit orthogonal
zu Vl. Wir erhalten

p∗(β(A1,A2)) = [t(A1), t(A2)]g − t([A1,A2]a) (52)

für alle A1,A2 ∈ a. Nun betrachten wir

ωg(t(α(L1,L2)), t(A)) =ωa(α(L1,L2),A)

=γ(L1,A,L2) − γ(L2,A,L1)

=ωg([s(L1), t(A)]g − t(ξ(L1)A), s(L2))

− ωg([s(L2), t(A)]g − t(ξ(L2)A), s(L1))

=ωg([s(L1), t(A)]g, s(L2)) − ωg([s(L2), t(A)]g, s(L1))

=ωg([s(L1), s(L2)]g, t(A))

für alle A ∈ a und L1,L2 ∈ l. Weil p∗(ε(L1,L2)) in j liegt, ist es orthogonal zu Va. Außerdem
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ist [s(L1), s(L2)]g − p∗(ε(L1,L2)) ∈ Va, weil zum einen

ωg([s(L1), s(L2)]g − p∗(ε(L1,L2)), s(L)) = ωg([s(L1), s(L2)]g, s(L)) − ε(L1,L2)(L) = 0

für alle L1,L2,L ∈ l gilt und somit [s(L1), s(L2)]g − p∗(ε(L1,L2)) orthogonal zu Vl ist.
Zum anderen ist [s(L1), s(L2)]g − p∗(ε(L1,L2)) auch orthogonal zu j, da j isotrop ist und
ωg([g, g], j) = 0. Wir erhalten damit

t(α(L1,L2)) = [s(L1), s(L2)]g − p∗(ε(L1,L2)) (53)

für alle L1,L2 ∈ l.

Lemma 59. Die lineare Abbildung

Φ : (l∗ ⊕ a ⊕ l, [·, ·]γ,ε,ξ)→ (g, [·, ·]g),Φ : Z + A + L 7→ p∗(Z) + t(A) + s(L)

ist ein Lie-Algebren-Isomorphismus.

Beweis des Lemmas. Sei Φ(Z + A + L) = 0. Zunächst einmal gilt L = p̃ ◦ Φ(Z + A + L) = 0.
Außerdem folgt mit der Injektivität von i aus i(A) = π◦Φ(Z + A) = 0, dass A = 0 gilt. Weil
auch p∗ injektiv ist, erhalten wir Z + A + L = 0. Das zeigt, dass Φ injektiv ist. Da l∗ ⊕ a ⊕ l
und g die gleiche Dimension haben, ist Φ bijektiv.

Nun wollen wir einsehen, dass Φ den Kommutator erhält: Da sowohl l∗ als auch j im
Zentrum liegen, ist

Φ([l∗, l∗ ⊕ a ⊕ l]) = 0 = [Φ(l∗),Φ(l∗ ⊕ a ⊕ l)]g

Sei A,A1,A2 ∈ a und L,L1,L2 ∈ l. Mit den Formeln (52) und (53) für β und α folgt nun

Φ([A1,A2]) = Φ(β(A1,A2) + [A1,A2]a)

= p∗(β(A1,A2)) + t([A1,A2]a)

= [t(A1), t(A2)]g − t([A1,A2]a) + t([A1,A2]a)

= [Φ(A1),Φ(A2)]g,

Φ([L,A]) = Φ(γ(L)A + ξ(L)A)

= p∗(γ(L)A) + t(ξ(L)A)

= [s(L), t(A)]g − t(ξ(L)A) + t(ξ(L)A)

= [Φ(L),Φ(A)]g
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3.5 Äquivalenzklassen

und schließlich

Φ([L1,L2]) = Φ(ε(L1,L2) + α(L1,L2))

= p∗(ε(L1,L2)) + t(α(L1,L2))

= [s(L1), s(L2)]g

= [Φ(L1),Φ(L2)]g.

�

Zu diesem Zeitpunkt haben wir nachgewiesen, dass (g, [·, ·]g, ωg) und (l∗⊕a⊕l, [·, ·],Φ∗ωg)
isomorph sind. Es bleibt Φ∗ωg = ω zu zeigen, was aus den folgenden Betrachtungen folgt:

• Φ∗ωg(Z1,Z2) = 0 = ω(Z1,Z2)

• Φ∗ωg(Z,A) = 0 = ω(Z,A)

• Φ∗ωg(Z,L) = ωg(p∗(Z), s(L)) = Z(L) = ω(Z,L)

• Φ∗ωg(A1,A2) = ωg(t(A1), t(A2)) = ωa(A1,A2) = ω(A1,A2)

• Φ∗ωg(A,L) = ωg(t(A), s(L)) = 0 = ω(A,L)

• Φ∗ωg(L1,L2) = ωg(s(L1), s(L2)) = 0 = ω(L1,L2).

Weil (l∗ ⊕ a⊕ l, [·, ·]γ,ε,ξ, ω) eine symplektische Lie-Algebra ist, liegt (γ, ε, ξ) in Z2(l, a, ωa).
Außerdem erhalten wir, dass Φ : dγ,ε,ξ(l, a) → g eine Äquivalenz der quadratischen
Erweiterungen g und dγ,ε,ξ(l, a) ist, denn es gilt zum einen i(A) = π(t(A)) = Φ(A) und zum
anderen p(Φ(L)) = p(s(L)) = L für alle A ∈ a und L ∈ l.

Für j = z ∩ z⊥ ist Φ eine Äquivalenz von dγ,ε,ξ nach (g, j, i, p) mit Φ(l∗) = j. Somit ist auch
(γ, ε, ξ) ausgewogen. �

3.5 Äquivalenzklassen

In diesem Abschnitt definieren wir die zweite quadratische Kohomologie von abelschen
Lie-Algebren mit Werten in symplektischen Lie-Algebren. Wir werden außerdem zeigen,
dass die Menge der Äquivalenzklassen von quadratischen Erweiterungen der abelschen
Lie-Algebra l durch die symplektische Lie-Algebra (a, ωa) in einer eins-zu-eins-Beziehung
zu H2(l, a, ωa) steht.

Definition 60. Wir nennen σ̄ : l→ l∗ selbstadjungiert, wenn σ = σ∗ gilt, d. h. (σ̄(L1))(L2) =

(σ̄(L2))(L1) für alle L1,L2 ∈ l. Es sei hier noch einmal erwähnt, dass die duale Abbildung
τ∗ für τ : l→ a durch

τ∗ : a→ l∗, τ∗(A)L = ωa(τL,A)

definiert ist.
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Definition 61. Für ein τ ∈ C1(l, a) und ein Tripel (γ, ε, ξ), bestehend aus linearen Abbil-
dungen γ : l→ Hom(a, l∗), ε ∈ C2(l, l∗) und ξ : l→ Hom(a), definieren wir

(γ, ε, ξ)τ = (γ + τ̃∗ ◦ ξ − τ̃∗ ◦ ada ◦τ − β0 ◦ τ, (54)

ε + τ∗α − ev(γ ∧ τ) − τ∗ ◦ dξτ +
1
2
β(τ ∧ τ), ξ − ada ◦τ). (55)

Hierbei ist die lineare Abbildung τ̃∗ : Hom(a)→ Hom(a, l∗) durch (τ̃∗ϕ)(A) = τ∗(ϕ(A)) für
alle ϕ ∈ Hom(a) und A ∈ a gegeben.

Lemma 62. Die quadratischen Erweiterungen dγ,ε,ξ(l, a) und dγ′,ε′ξ′(l, a) sind genau dann äqui-
valent, wenn es ein τ ∈ C1(l, a) gibt mit (γ, ε, ξ)τ = (γ′, ε′, ξ′).

Beweis. Die quadratischen Erweiterungen dγ,ε,ξ(l, a) und dγ′,ε′ξ′(l, a) sind genau dann äqui-
valent, wenn es einen Isomorphismus ϕ der Lie-Algebren gibt der bezüglich l∗ ⊕ a⊕ l von
der Form

ϕ =


ψ c b

id τ

id


für lineare τ : l→ a, b : l→ l∗ und c : a→ l∗. ist und ϕ∗ω = ω erfüllt.

Hierbei ist ϕ∗ω = ω äquivalent zu ψ = id, c = τ∗ und b = σ̄ + 1
2τ
∗τ für ein selbstadjun-

giertes σ̄ wegen

Z(L) = ω(ϕ(Z), ϕ(L)) = (ψ(Z))(L),

0 = ω(ϕ(A), ϕ(L)) = ω(A + cA,L + τL + bL) = −(τ∗(A))(L) + (c(A))(L)

und

0 = ω(ϕ(L1), ϕ(L2)) = ω(L1 + τL1 + bL1,L2 + τL2 + bL2)

= (b(L1))(L2) − (b(L2))(L1) − (τ∗τ(L1))L2.

Da eine Äquivalenz ϕ von dγ,ε,ξ(l, a) nach dγ′,ε′,ξ′(l, a) den Kommutator erhält, gilt

[A1,A2]a + β′(A1,A2) = [ϕ(A1), ϕ(A2)]γ′,ε′,ξ′ = ϕ([A1,A2]γ,ε,ξ)

= ϕ([A1,A2]a + β(A1,A2))

= [A1,A2]a + τ∗([A1,A2]a) + β(A1,A2)

für alle A1,A2 ∈ a. Außerdem ist

ξ′(L)A + γ′(L)A + [τ(L),A]a + β′(τ(L),A) = [L + τ(L),A]γ′,ε′,ξ′ = [ϕ(L), ϕ(A)]γ′,ε′,ξ′

= ϕ([L,A]γ,ε,ξ) = ϕ(ξ(L)A + γ(L)A) = ξ(L)A + τ∗(ξ(L)A) + γ(L)A
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und

α′ (L1,L2) + ε′(L1,L2) + (ξ′(L1))(τL2) + (γ′(L1))(τL2) − (ξ′(L2))(τL1)

− (γ′(L2)(τL1)) + [τL1, τL2]a + β′(τL1, τL2)

= [L1 + τL1,L2 + τL2]γ′,ε′,ξ′

= [ϕ(L1), ϕ(L2)]γ′,ε′,ξ′ = ϕ([L1,L2]γ,ε,ξ)

=ϕ(α(L1,L2) + ε(L1,L2))

=α(L1,L2) + τ∗(α(L1,L2)) + ε(L1,L2).

Schließlich liefert ein Koeffizientenvergleich die Aussagen

ξ′(L)A = ξ(L)A − [τ(L),A]a,

γ′(L)A = γ(L)A + τ∗(ξ(L)A) − β′(τ(L),A)

= γ(L)A + τ∗(ξ(L)A) − τ∗(((ada ◦τ)(L))(A)) − ((β0 ◦ τ)L)(A)

und

ε′(L1,L2) = − γ′(L1)(τL2) + γ′(L2)(τL1) − β′(τL1, τL2) + τ∗(α(L1,L2)) + ε(L1,L2)

= − γ(L1)(τL2) − ωa(τ(·), ξ(L1)τL2) + τ∗([τL1, τL2]a) + β(τL1, τL2) + γ(L2)(τL1)

+ ωa(τ(·), ξ(L2)τL1) + τ∗(α(L1,L2)) + ε(L1,L2).

Somit ist (γ, ε, ξ)τ = (γ′, ε′, ξ′).
Umgekehrt können wir für (γ, ε, ξ)τ = (γ′, ε′, ξ′) direkt nachrechnen, dass

ϕτ,σ̄ :=


id τ∗ σ̄ + 1

2τ
∗τ

id τ

id


für jedes selbstadjungierte σ̄ : l→ l∗ den Kommutator erhält. �

Bemerkung 63. Die Abbildung ϕτ,σ̄ ist genau dann eine Äquivalenz von dγ,ε,ξ nach dγ′,ε′,ξ′ ,
wenn (γ, ε, ξ)τ = (γ′, ε′, ξ′) gilt. Weil außerdem ϕτ2,0 ◦ϕτ1,0 = ϕτ1+τ2,σ̄ für das selbstadjungierte
σ̄ = 1

2τ
∗

2τ1−
1
2τ
∗

1τ2 gilt, ist somit ((γ, ε, ξ)τ1)τ2 = (γ, ε, ξ)(τ1 +τ2). Das zeigt, dass Gleichung (54)
eine Gruppenwirkung von C1(l, a) auf der Menge aller Tripel bestehend aus linearen Abbildungen
γ : l → Hom(a, l∗), ε ∈ C2(l, l∗) und ξ : l → Hom(a) definiert. Außerdem folgt mit Theorem 11
und Theorem 12, dass diese Gruppenwirkung von C1(l, a) die Mengen Z2(l, a, ωa) und Z2(l, a, ωa)]
invariant lässt.

Wir definieren

H2(l, a, ωa) := Z2(l, a, ωa)/C1(l, a) und H2(l, a, ωa)] := Z2(l, a, ωa)]/C
1(l, a)
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Analog zu metrischen, symplektischen Lie-Algebren werden wir hier H2(l, a, ωa) als die
quadratische Kohomologie der abelschen Lie-Algebra lmit Werten in der symplektischen
Lie-Algebra (a, ωa) bezeichnen.

Korollar 64. Die Kohomologieklasse des nach den Gleichungen (49)-(51) definierten Tripels
(γ, ε, ξ) hängt nicht von der Wahl des Schnittes s ab.

Beweis. Zu zwei Schnitten s1, s2 : l → Vl bezeichne (γ1, ε1, ξ1), (γ2, ε2, ξ2) ∈ Z2(l, a, ωa)
die zugehörigen Kozyklen, welche nach den Gleichungen (49)-(51) definiert sind. Dann
sind dγ1,ε1,ξ1(l, a) und dγ2,ε2,ξ2(l, a) äquivalent, weil beide quadratischen Erweiterungen zu
(g, j, i, p) äquivalent sind. Mit dem vorherigen Lemma gilt also [γ1, ε1, ξ1] = [γ2, ε2, ξ2]. �

Als abschließendes Resultat dieses Abschnitts erhalten wir:

Theorem 14. Die Äquivalenzklassen von ausgewogenen quadratischen Erweiterungen einer
abelschen Lie-Algebra l durch eine symplektische Lie-Algebra (a, ωa) stehen in Bijektion zu den
Elementen von H2(l, a, ωa). Außerdem stehen die Äquivalenzklassen ausgewogener quadratischer
Erweiterungen in Bijektion zu H2(l, a, ωa)].

3.6 Isomorphieklassen symplektischer Lie-Algebren

Ziel ist es nun die Isomorphieklassen symplektischer Lie-Algebren mithilfe eines Klassifi-
kationsschemas zu beschreiben. Dafür zeigen wir, wann Standardmodelle symplektischer
Lie-Algebren isomorph sind.

Wir wiederholen noch einmal das Zurückziehen von Formen mittels linearer Abbildun-
gen. Seien S : l1 → l2 und U : a2 → a1 lineare Abbildungen. Wir können Formen zurück-
ziehen. Dafür definieren wir (S,U)∗ : Cp(l2, a2) → Cp(l1, a1) und (S,U)∗ : Cp(l2) → Cp(l1)
durch

(S,U)∗α(L1, . . . ,Lp) = U ◦ α(SL1, . . . ,SLp), (S,U)∗γ(L1, . . . ,Lp) = γ(SL1, . . . ,SLp).

Seien S : l1 → l2 und U : a2 → a1 Lie-Algebren-Isomorphismen mit U∗ωa1 = ωa2 . Wir
definieren einen Pullback (S,U)∗ von Hom(l2,Hom(a2, l∗2)) ⊕ C2(l2, l∗2) ⊕Hom(l2,Hom(a2))
nach Hom(l1,Hom(a1, l∗1)) ⊕ C2(l1, l∗1) ⊕Hom(l1,Hom(a1)) durch

(S,U)∗(γ, ε, ξ) = ((S,U)∗γ, (S,U)∗ε, (S,U)∗ξ)

mit

• ((S,U)∗γ(L))(A) = S∗(γ(SL)(U−1A)),

• (S,U)∗ε(L1,L2) = S∗(ε(SL1,SL2)),

• (S,U)∗ξ(L)A = (Uξ(SL))(U−1A).
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Sei (S,U) ein Morphismus von Paaren und (γ, ε, ξ) ∈ Z2(l, a, ωa). Dann gilt

ωa(((S,U)∗γ(L1))∗(L2) − ((S,U)∗γ(L2))∗(L1),A)

= (((S,U)∗γ(L1))(A))(L2) − (((S,U)∗γ(L2))(A))(L1)

= ((γ(SL1))(U−1A))(SL2) − ((γ(SL2))(U−1A))(SL1)

= ωa((γ(SL1))∗(SL2) − (γ(SL2))∗(SL1),U−1A)

= ωa(U ◦ α(SL1,SL2),A)

und

−ωa(Uξ(S·)U−1A1,A2) − ωa(A1,Uξ(S·)U−1A2)

= −ωa(ξ(S·)U−1A1,U−1A2) − ωa(U−1A1, ξ(S·)U−1A2)

= S∗β(U−1A1,U−1A2)

für alle L1,L2 ∈ l1 und A,A1,A2 ∈ a1. Das zeigt, dass die zu dem Tripel (γ′, ε′, ξ′) =

((S,U)∗γ, (S,U)∗ε, (S,U)∗ξ) zugehörigen Abbildungen α′ und β′ durch

α′(L1,L2) = U ◦ α(SL1,SL2) (56)

und

β′(A1,A2)(L1) = β(U−1A1,U−1A2)(SL1) (57)

gegeben sind. Damit lässt sich leicht zeigen, dass Gleichung (45) für (γ′, ε′, ξ′) gilt:

β′(ξ′(L1)A1,A2)(L2) + β′(A1, ξ
′(L1)A2)(L2)

= β(U−1ξ′(L1)A1,U−1A2)(SL2) + β(U−1A1,U−1ξ′(L1)A2)(SL2)

= γ(SL1, [U−1A1,U−1A2]a,SL2)

= γ′(L1, [A1,A2]a,L2).

Die anderen Gleichungen (44) und (46)-(48) lassen sich analog mit Gleichung (56) und
(57) für (γ′, ε′, ξ′) zeigen. Damit bildet (S,U)∗ den Raum der Kozyklen Z2(l2, a2, ωa2) auf
Z2(l1, a1, ωa1) ab. Weil außerdem das Zurückziehen die Gruppenwirkung im Sinne von

(S,U)∗((γ, ε, ξ)τ) = ((S,U)∗(γ, ε, ξ))((S,U)∗τ)

respektiert, definiert die Abbildung (S,U)∗[γ, ε, ξ] = [(S,U)∗(γ, ε, ξ)] einen Pullback von
H2(l2, a2, ωa2) nach H2(l1, a1, ωa1).

Lemma 65. Seien (gk, jk, ik, pk) ausgewogene quadratische Erweiterungen von lk durch (ak, ωak)
für k = 1, 2. Die symplektischen Lie-Algebren g1 und g2 sind genau dann isomorph, wenn es einen
Vektorraum-Isomorphismus S : l1 → l2 und einen Isomorphismus U : (a2, ωa2) → (a1, ωa1) der

49



3.6 Isomorphieklassen symplektischer Lie-Algebren

symplektischen Lie-Algebren gibt, so dass die quadratischen Erweiterungen (g1, j1, i1 ◦U,S ◦ p1)
und (g2, j2, i2, p2) äquivalent sind.

Beweis. Die Rückrichtung ist trivial, weil jede Äquivalenz von quadratischen Erweite-
rungen per Definition ein Isomorphismus der zugrundeliegenden symplektischen Lie-
Algebren ist. Sei also nun F : g1 → g2 ein Isomorphismus der symplektischen Lie-
Algebren. Wegen F(j1) = j2 and F(j⊥1 ) = j⊥2 induziert der Isomorphismus F einen Iso-
morphismus F : g1/j1 → g2/j2, der ker p2 = F(ker p1) erfüllt. Nun definieren wir S : l1 → l2
und U : a2 → a1 durch

S(L) = (p2 ◦ F)(L̃), i1 ◦U = F
−1
◦ i2

für p1(L̃) = L. Es ist nicht schwer einzusehen, dass S ein Vektorraum-Isomorphismus und
U ein Isomorphismus der symplektischen Lie-Algebren ist. Damit wird F zu einer Äqui-
valenz zwischen den quadratischen Erweiterungen (g1, j1, i1 ◦ U,S ◦ p1) und (g2, j2, i2, p2)
von l2 durch (a2, ωa2). �

Theorem 15. Sei (γi, εi, ξi) ∈ Z2(li, ai, ωai)] für i = 1, 2. Die symplektischen Lie-Algebren
dγ1,ε1,ξ1(l1, a1) und dγ2,ε2,ξ2(l2, a2) sind genau dann isomorph, wenn es einen Vektorraum-Isomor-
phismus S : l1 → l2 und einen Isomorphismus U : (a2, ωa2)→ (a1, ωa1) gibt mit

(S,U)∗[γ2, ε2, ξ2] = [γ1, ε1, ξ1].

Beweis. Wir wissen bereits durch das vorhergehende Lemma, dass die symplektischen
Lie-Algebren dγ1,ε1,ξ1(l1, a1) und dγ2,ε2,ξ2(l2, a2) genau dann isomorph sind, wenn es einen
Vektorraum-Isomorphismus S : l1 → l2 und einen Isomorphismus U : a2 → a1 der
symplektischen Lie-Algebren gibt so, dass die Erweiterungen (dγ1,ε1,ξ1(l1, a1), l∗1, i1◦U,S◦p1)
und (dγ2,ε2,ξ2(l2, a2), l∗2, i2, p2) äquivalent sind.

Wir definieren einen Schnitt s̃ : l2 → dγ1,ε1,ξ1(l1, a1) von S ◦ p̃1 als die Nacheinander-
ausführung von S−1 mit der kanonischen Einbettung s : l1 → dγ1,ε1,ξ1(l1, a1). Hierbei
bezeichnet p̃1 die kanonische Projektion von dγ1,ε1,ξ1(l1, a1) auf l1. Nun ist der zu dieser
quadratischen Erweiterung (dγ1,ε1,ξ1(l1, a1), l∗1, i1 ◦ U,S ◦ p1) von l2 durch a2 und diesem
Schnitt s̃ assozierte Kozyklus durch

(S−1,U−1)∗(γ1, ε1, ξ1)

gegeben (siehe (49) - (51) ). Mit Lemma 62 erhalten wir schließlich die Behauptung. �

Bemerkung 66. Mit Theorem 12 und Theorem 15 folgt nun, dass Paare (S,U) ausgewogene
Kozyklen Z2(l2, a2, ωa2) auf ausgewogene Kozyklen Z2(l1, a1, ωa1) zurückzieht.

Für abelsche Lie-Algebren l und symplektische Lie-Algebren (a, ωa) sei G(l, a, ωa) die
Menge aller Paare von Vektorraum-Automorphismen S auf l und Automorphismen U
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auf (a, ωa). Wenn aus dem Kontext klar wird, für welches (l, a, ωa) die Automorphismen
betrachtet werden, schreiben wir kurz G statt G(l, a, ωa).

Wir schließen dieses Kapitel mit dem folgenden Klassifikationssatz ab. Dieser Satz folgt
direkt aus Theorem 10, Theorem 13 und Theorem 15.

Theorem 16. Die Menge der Isomorphieklassen von symplektischen Lie-Algebren,

• deren Ideal j = z ∩ z⊥ n-dimensional ist und

• für die (j⊥/j, ω) isomorph zu (a, ωa) ist

steht in Bijektion zum Orbitraum
H2(Rn, a, ωa)]/G.

Bezeichne Isom(2n) ein Repräsentantensystem der Isomorphieklassen von symplektischen Lie-
Algebren der Dimension 2n. Es besteht eine Bijektion zwischen der Menge der Isomorphieklassen
von symplektischen Lie-Algebren der Dimension 2n mit ausgeartetem Zentrum und der Menge

n∐
m=1

∐
[a,ωa]∈Isom(2n−2m)

H2(Rm, a, ωa)]/G.

3.7 Symplektische Lie-Algebren mit ausgeartetem Zentrum der Dimension
vier

In diesem Abschnitt bestimmen wir alle 4-dimensionalen symplektischen Lie-Algebren
mit ausgeartetem Zentrum. Diese Lie-Algebren sind bereits bekannt. Unsere Rechnungen
sind hier eher als Demonstration der Herangehensweise zu verstehen.

Im Folgenden bezeichne, wenn nicht anders erwähnt, {e1, . . . , ek} die Standardbasis der
k−dimensionalen, abelschen Lie-Algebra l = Rk und {σ1, . . . , σk

} die zugehörige duale
Basis von l∗.

Eine Basis {v1,w1, . . . , vn,wn} der 2n-dimensionalen symplektischen Lie-Algebra (a, ωa)
heißt Darbouxbasis, wenn ωa(vi,wi) = 1 für alle i = 1, . . . ,n und ωa(vi, v j) = ωa(wi,w j) = 0
für alle i, j = 1, . . . ,n gilt.

Wir werden eine Lie-Algebra beschreiben, indem wir eine Basis und die nicht ver-
schwindenden Kommutatoren von Basisvektoren angeben. Wenn alle Basisvektoren in
den angegebenen Kommutatoren auftauchen, dann werden wir die Basisvektoren nicht
noch einmal zusätzlich angeben. Mit dieser Konvention definieren wir a2 = {[a1, a2] = a2}.
Die Lie-Algebren R2 = span{a1, a2} und a2 werden mit ωa = α1

∧ α2, wobei {α1, α2
} die

duale Basis von {a1, a2} bezeichnet, zu symplektischen Lie-Algebren.
Für Vektorräume U und V werden wir außerdem Hom(U,V) mit U∗ ⊗V identifizieren.

Theorem 17. ([21, Proposition 2.4]) Jede 4−dimensionale symplektische Lie-Algebra mit ausge-
artetem Zentrum ist isomorph zu dγ,ε,ξ(l, a, ωa) für genau einen der folgenden Tripel:
l = R2, (a, ωa) = (a2, α1

∧ α2) und
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3.7 Symplektische Lie-Algebren mit ausgeartetem Zentrum der Dimension vier

• (γ, ε, ξ) = (±σ1
⊗ α1

⊗ σ1, 0, 0)

l = R, (a, ωa) = (R2, α1
∧ α2) und

• (γ, ε, ξ) = (0, 0, σ1
⊗ (α1

⊗ a1 − α2
⊗ a2))

• (γ, ε, ξ) = (0, 0, σ1
⊗ (α1

⊗ a2 − α2
⊗ a1))

• (γ, ε, ξ) = (σ1
⊗ α1

⊗ σ1, 0, σ1
⊗ α2

⊗ a1)

l = R2, (a, ωa) = 0 und

• (γ, ε, ξ) = (0, σ1
∧ σ2

⊗ σ1, 0).

Beweis. Es ist zunächt leicht einzusehen, dass die im Theorem angegebenen Tripel ausge-
wogen sind.

Wegen Theorem (16) genügt es H2(l, a, ωa)]/G für

(l, a, ωa) ∈
{
(R2, 0), (R,R2, α1

∧ α2), (R, a2, α
1
∧ α2)

}
zu untersuchen. Sei als erstes a = {[a1, a2] = a2} mit ωa = α1

∧ α2 und sei l = R. Weil l
eindimensional ist, ist ein Tripel (γ, ε, ξ) genau dann ein Element von Z2(l, a, ωa), wenn
ξ(e1) eine Derivation von a ist und Gleichung (45) gilt. Außerdem sind γ und ξ eindeutig
durch ihren Wert an der Stelle e1 bestimmt, ε ≡ 0 und α ≡ 0. Es ist ξ(e1) genau dann eine
Derivation von a, wenn ξ(e1) = ξ21α1

⊗ a2 + ξ22α2
⊗ a2 für ξ21, ξ22 ∈ R gilt. Außerdem ist

Gleichung (45) äquivalent zu

−ωa(a1, ξ
2(e1)a2) = −ωa(ξ2(e1)a1, a2) − 2ωa(ξ(e1)a1, ξ(e1)a2) − ωa(a1, ξ

2(e1)a2) = γ(e1, a2, e1).

Ein Tripel (γ, ε, ξ) ∈ Z2(l, a, ωa) ist genau dann ausgewogen, wenn es keinen Vektor
A ∈ kerγ0 ∩ ker ξ0, A , 0 gibt mit β0(A) = γ(e1).

Sei nun (γ, 0, ξ) ∈ Z2(l, a, ωa)]. Dann ist (γ, 0, ξ) äquivalent zu (κσ1
⊗ α1

⊗ σ1, 0, 0) für
ein κ ∈ R\{0} vermöge τ = σ1

⊗ (ξ22a1 − ξ21a2). Wir haben hier τ ∈ C1(l, a) so gewählt,
dass ada ◦τ = ξ gilt. Schließlich liegt [κσ1

⊗ α1
⊗ σ1, 0, 0] im selben G-Orbit wie entweder

[σ1
⊗ α1

⊗ σ1, 0, 0] oder [−σ1
⊗ α1

⊗ σ1, 0, 0]. Wir setzen hierfür (S,U) = (|κ|−1/2, id) und
erhalten

(S,U)∗(κσ1
⊗ α1

⊗ σ1, 0, 0) = (κ|κ|−1σ1
⊗ α1

⊗ σ1, 0, 0).

Für (γ, 0, ξ) ∈ Z2(l, a, ωa)] ist das Vorzeichen von

γ(e1, a1, e1) + ωa(a1, ξ(e1)a1)ωa(a1, ξ(e1)a2) (58)

invariant unter Äquivalenz und G-Wirkung. Hierbei wird ausgenutzt, dass U genau dann
ein Isomorphismus von (a, ωa) ist, wenn U = α1

⊗ (a1 + u21a2) +α2
⊗ a2 für ein u21 ∈ R gilt.

Gleichung (58) zeigt nun, dass [σ1
⊗α1
⊗σ1, 0, 0] und [−σ1

⊗α1
⊗σ1, 0, 0] in verschiedenen

G-Orbits liegen.
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4 Nilpotente, symplektische Lie-Algebren

Sei nun a = R2 mit ωa = α1
∧ α2 und wieder l = R. Wie zuvor lässt sich in diesem

Fall zeigen, dass (γ, ε, ξ) genau dann in Z2(l, a, ωa) liegt, wenn ε = 0 und Gleichung
(45) gilt, welche äquivalent ist zu tr ξ(e1) = 0. Damit folgt β = 0, α = 0 und ξ und γ sind
eindeutig durch ihren Wert an der Stelle e1 bestimmt. Es ist auch nicht schwer einzusehen,
dass (γ, 0, ξ) ∈ Z2(l, a, ωa) genau dann ausgewogen ist, wenn kerγ(e1) ∩ ker ξ(e1) = {0}.
Dies erhalten wir, weil Bedingung (b) genau dann gilt, wenn kerγ(e1) ∩ ker ξ(e1) nicht
ausgeartet ist und für kerγ(e1)∩ ker ξ(e1) = R2 die Bedingung (a) nicht gilt. Insbesondere
ist ξ , 0 für ein ausgewogenes (γ, 0, ξ).

Sei zunächst ξ(e1) bijektiv. Dann sind (γ, 0, ξ) und (0, 0, ξ) äquivalent. Wir wählen dafür
τ ∈ C1(l, a) so, dass ωa(τ·, ξ(e1)·) = −γ(e1) gilt. So ein τ existiert, weil ξ(e1) bijektiv und ωa
nichtausgeartet ist. Dann folgt (γ, 0, ξ)τ = (0, 0, ξ) wegen

γ(e1) − τ̃∗ ◦ ξ(e1) − τ̃∗ ◦ ada ◦τ − β0 ◦ τ = γ(e1) + ωa(τ·, ξ(e1)·).

Desweiteren liegen [0, 0, ξ] und [0, 0, ξ2] genau dann im selben G-Orbit, wenn es eine
reelle Zahl λ ∈ R\{0} gibt, so dass λξ(e1) und ξ2(e1) konjugiert zueinander bezüglich einer
Matrix mit Determinante eins sind. Somit erhalten wir, dass jedes [γ, 0, ξ] ∈ H2(l, a, ωa) im
G-Orbit von entweder [0, 0, σ1

⊗ (α1
⊗ a1 − α2

⊗ a2)] oder [0, 0, σ1
⊗ (α1

⊗ a2 − α2
⊗ a1)] liegt.

Sei nun ξ(e1) nicht bijektiv. Weil die Spur von ξ(e1) verschwindet, ist somit ξ(e1) nilpo-
tent. Wegen der Ausgewogenheit können wir also 0 , v1 ∈ ker ξ(e1) und v2 ∈ kerγ(e1)
wählen mitωa(v1, v2) = 1. Bezeichne s , 0 diejenige relle Zahl, welche ξ(e1)v2 = sv1 erfüllt.
Bezüglich der Basis {v1, v2} in a ist also ξ( 1

s e1) gegeben durch0 1
0 0

 .
Damit sehen wir, dass (γ, 0, ξ) im selben G-Orbit liegt wie (xσ1

⊗ α1
⊗ σ1, 0, σ1

⊗ α2
⊗ a1)

für ein geeignetes x , 0. Darüber hinaus ist sogar

(S,U)∗(σ1
⊗ xα1

⊗ σ1, 0, σ1
⊗ α2

⊗ a1) = (σ1
⊗ α1

⊗ σ1, 0, σ1
⊗ α2

⊗ a1)

mit S = 3√x und U = diag( 3√x, 1/ 3√x) für alle x , 0.
Sei als letztes (0, ε, 0) ∈ Z2(l, a, ωa) für l = R2 und a = 0. Wegen der Dimensionen der

Räume ist (0, ε, 0) genau dann ein ausgewogener Kozyklus in Z2(l, a, ωa), wenn ε , 0
gilt. Wir können also ein Z1 , 0 im Bild von ε wählen. Weiterhin wählen wir L1 ∈ l und
L2 ∈ ker(Z1) so, dass Z1(L1) = 1 und ε(L1,L2) = Z1. Folglich liegt (0, ε, 0) im selben G-Orbit
wie (0, σ1

∧ σ2
⊗ σ1, 0). �

4 Nilpotente, symplektische Lie-Algebren

Während eine Klassifikation aller symplektischen Lie-Algebren mit ausgeartetem Zenrum
einer bestimmten Dimension mittels quadratischer Erweiterungen die Kenntnis aller Iso-
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4 Nilpotente, symplektische Lie-Algebren

morphieklassen sämtlicher symplektischer Lie-Algebren niedriger Dimension benötigt
und daher auch auf die Klassifikation der symplektischen Lie-Algebren mit nichtausge-
artetem Zentrum angewiesen ist, lassen sich nilpotente, symplektische Lie-Algebren sehr
gut nur mit der Hilfe von quadratischen Erweiterungen klassifizieren. Wir passen das
Klassifikationsschema für nilpotente, symplektische Lie-Algebren an. In [17] wurde eine
Klassifikation für die 6-dimensionale, niplotente, symplektische Lie-Algebren angege-
ben. Wir werden hier mithilfe dieses Klassifikationsschemas die Klassifikation auf neuem
Wege herleiten und damit kleine Ungenauigkeiten in der Liste in [17] beheben.

Lemma 67. Jede nilpotente symplektische Lie-Algebra (g, ω) mit nichtausgeartetem Zentrum ist
abelsch.

Beweis. Wenn das Zentrum z einer symplektischen Lie-Algebra g nichtausgeartet ist, dann
ist g die direkte Summe von der abelschen symplektischen Lie-Algebra z und der sym-
plektischen Lie-Algebra z⊥ mit trivialem Zentrum. Weil aber g nilpotent ist, ist auch z⊥

nilpotent und somit z⊥ = {0}. Also ist g eine abelsche Lie-Algebra. �

Lemma 68. Sei (γ, ε, ξ) ∈ Z2(l, a, ωa)]. Die symplektische Lie-Algebra dγ,ε,ξ(l, a, ωa) ist genau
dann nilpotent, wenn a nilpotent ist und

ξ(L1) · · · · · ξ(Ln) = 0 (59)

für ein n ∈ N und alle L1, . . . ,Ln ∈ l ist.

Beweis. Sei d := dγ,ε,ξ(l, a, ωa) nilpotent. Weil a isomorph zur nilpotenten Lie-Algebra l∗
⊥

/l∗

ist, ist auch a nilpotent. Wegen dn+1 = 0 für ein n > 0 erhalten wir außerdem

ξ(L1) · · · ξ(Ln)A = [L1, [. . . [Ln,A] . . . ]] = 0

für alle L1, . . . ,Ln ∈ l und alle A ∈ a. Somit ist ξ(L1) · · · ξ(Ln) = 0 ∈ gl(a). Sei nun umgekehrt
am = {0} für ein m > 0 und gelte Gleichung (59). Zunächst sehen wir, dass d2 = [d, d] eine
Teilmenge von a ⊕ l∗ ist. Für k ∈ N gilt außerdem

dk+2
⊂

(
ξk(l)a∪

⋃
i+ j=k−1

[ξi(l)a, ξ j(l)a]∪
⋃

i+ j+p=k−2

[ξi(l)a, [ξ j(l)a, ξp(l)a]]∪· · ·∪[a, . . . [a, a] . . . ]
)
⊕l∗.

Folglich ist dnm+2 in l∗ enthalten und schließlich dnm+3 = {0}. Somit ist d nilpotent. �

Definition 69. Zu einer abelschen Lie-Algebra l und einer nilpotenten symplektischen
Lie-Algebra a bezeichne Z2(l, a, ωa)0 ⊂ Z2(l, a, ωa)] die Menge der Kozyklen (γ, ε, ξ), die
Gleichung (59) erfüllen. Wir werden diese Kozyklen als nilpotente Kozyklen bezeichnen.
Weiter definieren wir H2(l, a, ωa)0 ⊂ H2(l, a, ωa)] als die Menge der Kohomologieklassen
nilpotenter Kozyklen.
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4.1 Der Fall l = R3, a = {0}

Theorem 18. Die Menge der Isomorphieklassen nichtabelscher, nilpotenter, 2n-dimensionaler,
symplektischer Lie-Algebren steht in Bijektion zu der Menge

n∐
m=1

∐
[a,ωa]∈A(2n−2m)

H2(Rm, a, ωa)0/G,

wobei A(2n − 2m) ein Repräsentantensystem der Isomorphieklassen (2n − 2m)-dimensionaler,
nilpotenter, symplektischer Lie-Algebren bezeichnet.

Theorem 19. Jede 4−dimensionale nilpotente symplektische Lie-Algebra ist isomorph zu genau
einer der folgenden:

• R4 = span{a1, . . . , a4} mit ω = α1
∧ α2 + α3

∧ α4,

• n4 := {[a4, a1] = a2, [a4, a2] = a3} mit ω = α1
∧ α2 + α3

∧ α4 oder

• h3 ⊕R := {a1, . . . , a4 | [a1, a2] = a3} mit ω = α1
∧ α4 + α2

∧ α3,

wobei {α1, . . . , α4
} die duale Basis von {a1, . . . , a4} bezeichnet.

Beweis. Weil (n4, α1
∧α2 +α3

∧α4) und (h3⊕R, α1
∧α4 +α2

∧α3) 4−dimensionale nilpotente
symplektische Lie-Algebren mit eindimensionalem bzw. zweidimensionalem Ideal z∩ z⊥

sind, folgt die Behauptung direkt aus Theorem 17. �

Im Folgenden wollen wir die 6-dimensionalen nilpotenten symplektischen Lie-Algebren
bis auf Isomorphie bestimmen. Aufgrund der vorherigen Betrachtungen wissen wir, dass
es genügt, die G-Orbits von

H2(R3, {0}, 0)0, H2(R2,R2, α1
∧ α2)0,

H2(R,R4, ωa)0, H2(R, h3 ⊕R, ωa)0 und H2(R, n4, ωa)0,

wobei ωa wie in Theorem 19 gegeben ist, zu untersuchen.

4.1 Der Fall l = R3, a = {0}

Sei {e1, e2, e3} die Standardbasis von l = R3. Sei a = {0}. Bezeichne {σ1, σ2, σ3
} die duale

Basis von l∗. Weiter ist {v1 = e2 ∧ e3, v2 = e3 ∧ e1, v3 = e1 ∧ e2} eine Basis von l ∧ l. Zu
ε ∈ C2(l, l∗) definieren wir Mε ∈Mat(3,R) durch (Mε)i j = ε(v j)(ei).

Lemma 70. Jedes Element von H2(R3, 0, 0)0/G lässt sich von genau einem (0, ε, 0) mit

Mε ∈



1

b
−1 − b

 ,

1 1

1
−2

 ,


1 z
−z 1

−2

 ,


0 1
−1 0

0

 ,

0 1

0 1
0


∣∣∣∣ b ∈ [0, 1], z > 0


repräsentieren.
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4.1 Der Fall l = R3, a = {0}

Beweis. Wir beweisen das Lemma, indem wir H2(R3, 0)0 bestimmen und die Wirkung von
G darauf beschreiben.

Bedingt durch die Dimension von a besteht Z2(R3, 0)0 aus allen Tripeln (0, ε, 0), die
Bedingung (48) und Bedingung (a) auf Seite 41 erfüllen. Da l dreidimensional ist, ist
Bedingung (48) äquivalent zu

ε(e1, e2)(e3) + ε(e2, e3)(e1) + ε(e3, e1)(e2) = tr(Mε) = 0. (60)

Bedingung (a) wiederum gilt genau dann, wenn L = 0 das einzige Element von l ist,
welches

ε(L, L̃) = 0 ∈ l∗ (61)

für alle L̃ ∈ l erfüllt. Gleichung (61) gilt für L = λ1e1 + λ2e2 + λ3e3 mit λ1, λ2, λ3 ∈ R genau
dann, wenn ε(L, ei) = 0 ∈ l∗ für alle i = 1, . . . , 3 gilt. Dies ist wiederum äquivalent zu

−λ2ε(v3) + λ3ε(v2) = 0 ∈ l∗, λ1ε(v3) − λ3ε(v1) = 0 ∈ l∗, −λ1ε(v2) + λ2ε(v1) = 0 ∈ l∗.

Damit lässt sich einsehen, dass Bedingung (a) genau dann gilt, wenn Mε mindestens 2
linear unabhängige Spalten besitzt.

Zwei Tripel (0, ε1, 0) und (0, ε2, 0) sind genau dann äquivalent in Z2(R3, 0)0, wenn sie
gleich sind. Als nächsten Beweisschritt wollen wir die Wirkung von G mittels Mε be-
schreiben. Hier sei angemerkt, dass G = Aut(l) gilt. Daher werden wir im Folgenden für
Elemente von G die Bezeichnung S statt (S,U) verwenden.

Lemma 71. Zwei Kohomologieklassen [0, ε, 0] und [0, ε′, 0] in H2(R3, 0)0 liegen genau dann im
selben G-Orbit , wenn für ein c , 0 ∈ R die Matrizen Mε′ und cMε konjugiert zueinander sind.

Beweis. Seien ε, ε′ ∈ C2(l, l∗) gegeben. Sei die lineare Abbildung S : l → l bijektiv und
bezüglich der Basis {e1, e2, e3} gegeben durch S = (si j)i, j=1,2,3. Dann ist

ε(Sei,Se j)(Sek) = ε(s1ie1 + · · · + s3ie3, s1 je1 + · · · + s3 je3)(Sek)

=
∑

1≤r<t≤3

(srist j − srjsti)ε(er, et)(Sek)

=

3∑
u=1

∑
1≤r<t≤3

suk(srist j − srjsti)ε(er, et)(eu)

und mit der Cramerschen Regel folgt nun, dass (0, ε′, 0) = S∗(0, ε, 0) genau dann gilt, wenn

Mε′ = det(ST)STMεS−1T
.

Wegen der ungeraden Dimension von l folgt daraus unmittelbar die Behauptung des
Lemmas. �

56



4.2 Der Fall l = Rn, a = n4

Schließlich folgt mit den obigen Betrachtungen und mit Lemma 71, dass H2(l, a)0/G sich
beschreiben lässt, durch alle Spur-Null-3× 3-Matrizen mit einem Rang von mindestens 2
modulo Konjugation und modulo Multiplikation mit reellen Zahlen ungleich Null. Das
liefert uns das im Lemma angegebene Repräsentantensystem. �

4.2 Der Fall l = Rn, a = n4

Sei a = n4 := {[a4, a1] = a2, [a4, a2] = a3} mit ωa = α1
∧ α2 + α3

∧ α4, wobei {α1, . . . , α4
} die

duale Basis von a∗ bezeichnet.

Lemma 72. Die Menge Z2(Rn, n4, ωa) besitzt keine nilpotenten Kozyklen.

Beweis. Zunächst berechnen wir einige Eigenschaften von nilpotenten Derivationen von
n4. Nilpotente Derivationen D bilden das Zentrum z(n4) = span{a3} auf die Null ab, weil
dieses eindimensional ist. Weiterhin folgt mit

Da2 = D[a4, a1] = [Da4, a1] + [a4,Da1] ∈ span{a2, a3}

und der Nilpotenz von D, dass Da2 in span{a3} liegt. Außerdem folgt nun Da1 ∈ span{a2, a3}

wegen
0 = [Da1, a2] + [a1,Da2] = [Da1, a2].

Somit ist das Bild der nilpotenten Derivation D in span{a2, a3} enthalten.
Sei nun (γ, 0, ξ) ∈ Z2(Rn, n4, ωa) mit nilpotentemξ(L) für alle L ∈ Rn. Dann gilt β0(a3) = 0.

Mit Bedingung (45) folgt außerdem

0 = β(ξ(L)a2, a4) + β(a2, ξ(L)a4) − γ(L)[a2, a4]

= −ωa(ξ(·)ξ(L)a2, a4) − ωa(ξ(L)a2, ξ(·)a4) − ωa(ξ(·)a2, ξ(L)a4) − ωa(a2, ξ(·)ξ(L)a4) + γ(L)a3

= γ(L)a3

für alle L ∈ Rn. Also ist a3 ∈ kerγ0. Das zeigt nun aber auch, dass (γ, 0, ξ) nicht ausgewogen
ist, da

z(a) ∩ alξ ∩ ker β0 ∩ kerγ0 = span{a3}

ausgeartet ist und somit Bedingung (b) nicht gilt. �

4.3 Der Fall l = R, a = R4

Bezeichne {e1}die Standardbasis von l = Rund {a1, a2, a3, a4}die Standardbasis von a = R4.
Bezeichne darüber hinaus {σ1

} und {α1, α2, α3, α4
} die duale Basis von l∗ und a∗. Bezeichne

ωa die symplektische Form α1
∧ α2 + α3

∧ α4 des R4.

In diesem Abschnitt berechnen wir ein Repräsentantensystem für H2(R,R4, ωa)0/G.
Dafür setzen wir γ0 : l→ Hom(a, l∗) als

γ0 = σ1
⊗ α1

⊗ σ1. (62)
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4.3 Der Fall l = R, a = R4

Weiterhin definieren wir die linearen Abbildungen ξ1, ξ±, ξκ : l→ Hom(a) durch

ξ1 = σ1
⊗ α2

⊗ a1, (63)

ξ± = σ1
⊗ α3

⊗ a1 ± σ
1
⊗ α2

⊗ a3 und (64)

ξκ = σ1
⊗

(
α4
⊗ a1 + α2

⊗ a3 + α3
⊗ a4 + α3

⊗ κa1

)
(65)

für κ ∈ R.

Lemma 73. Jedes Element von H2(R,R4, ωa)0/G lässt sich durch die Kohomologieklasse von
genau einem der folgenden Kozyklen repräsentieren:

(γ0, 0, ξ1), (γ0, 0, ξ±), (γ0, 0, ξκ), κ ∈ R.

Diese Menge bildet also ein Repräsentantensystem von H2(R,R4, α1
∧ α2 + α3

∧ α4)0/G.

Beweis. Zunächst einmal rechnen wir nach, dass die Elemente der Menge tatsächlich
nilpotente Kozyklen sind. Dafür genügt es zu zeigen, dass die Bedingung (45) und die
Bedingungen (a) und (b) auf der Seite 41 für die angegebenen Tripel gelten, weil l eindi-
mensional ist, a abelsch und die Homomorphismen ξ1(L), ξ±(L) und ξκ(L) für alle L ∈ l
nilpotent sind. Bedingung (a) gilt für alle angegebenen Tripel, da schon (a.1) die Gleich-
heit L = 0 impliziert. Außerdem lassen sich auch Bedingung (45) und (b) für die Tripel
leicht nachweisen, indem wir

β =


0 für ξ1,

(α2
∧ α3

∓ α2
∧ α4) ⊗ σ1 für ξ±,

κα2
∧ α3

⊗ σ1 für ξκ

nutzen.
Wir zeigen nun, dass die Kohomologieklasse eines beliebigen nilpotenten Kozyklus

im G-Orbit einer im Lemma angegebenen Kohomologieklasse liegt. Sei also (γ, ε, ξ) ein
nilpotenter Kozyklus. Weil l eindimensional ist, gilt ε = 0 und α = 0. Es gilt ξ(e1) , 0, da
anderenfalls für ξ = 0 auch β = 0 gilt und somit aus der Gültigkeit von (b) folgt, dass
z(a) ∩ alξ ∩ kerγ0 ∩ ker β0 = kerγ0 nichtausgeartet ist und somit auch γ = 0 gilt. Aber für
ξ = 0 und γ = 0 sehen wir, dass (a.1) - (a.4) für jedes L ∈ l mit A = 0 gilt und somit (a)
nicht erfüllt ist.
Weiterhin ist ker ξ(e1) ∩ im ξ(e1) , {0} isotrop. Um das einzusehen, wählen wir Vektoren
v1, v2 ∈ ker ξ(e1) ∩ im ξ(e1). Bezeichne vi Urbilder von vi unter ξ(e1) für i = 1, 2. Damit ist

ωa(v1, v2) = ωa(ξ(e1)v1, ξ(e1)v2) = −
1
2
β(ξ(e1)v1, v2)(e1) −

1
2
β(v1, ξ(e1)v2)(e1) = 0,

wegen Bedingung (45). Insbesondere ist

im ξ(e1) , ker ξ(e1), (66)
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4.3 Der Fall l = R, a = R4

da anderenfalls alξ = ker ξ(e1) ⊂ ker β0 und somit

z(a) ∩ alξ ∩ kerγ0 ∩ ker β0 = ker ξ(e1) ∩ kerγ(e1) , {0}

isotrop wäre.
Sei nun zusätzlich alξ dreidimensional. Das bedeutet, dass ξ(e1) ein eindimensionales

Bild hat. Wir wollen zunächst einsehen, dass β = 0 ist. Dafür stellen wir fest, dass der
mindestens 2-dimensionale Unterraum im(ξ(e1))⊥ ∩ ker ξ(e1) in ker β0 enthalten ist. Weil
insbesondere im ξ(e1) ⊂ im(ξ(e1))⊥ ∩ ker ξ(e1) im Kern von β0 liegt, enthält ker β0 einen
2-dimensionalen isotropen Unterraum. Da aber der aus Dimensionsgründen nichttriviale
Unterraum ker ξ(e1) ∩ kerγ(e1) ∩ ker β0 nichtausgeartet ist, ist ker β0 nicht 2-dimensional
und enthält somit den ganzen Raum. Also ist β = 0. Insbesondere ist wegen (b) auch
γ , 0 und ker ξ(e1) ∩ kerγ(e1) ein 2−dimensionaler nichtausgearteter Unterraum von
a = R4. Wir können also v3, v4 ∈ ker ξ(e1) ∩ kerγ(e1) wählen mit ωa(v3, v4) = 1. Wegen
β = 0 ist ξ(e1) schiefsymmetrisch bezüglich ωa. Somit ist das Bild von ξ(e1) orthogonal zu
span{v3, v4} ⊂ ker ξ(e1) und insbesondere gilt im ξ(e1) * kerγ(e1) wegen (b). Wir wählen
0 , v1 ∈ im ξ(e1). Dann ist v1 < kerγ(e1). Weiter wählen wir v2 ∈ kerγ(e1) so, dass v2

orthogonal zum nichtausgearteten Unterraum span{v3, v4} = ker ξ(e1) ∩ kerγ(e1) liegt
und ωa(v1, v2) = 1 gilt. Es ist ξ(e1)v2 = λv1 für ein λ , 0. Nun sind γ, ε und ξ bezüglich
der Basis {L̃ := e1/λ} von l und der Darbouxbasis {v1, v2, v3, v4} von a gegeben durch

γ(L̃) = xν1
⊗ Z1, ε = 0, ξ(L̃) = ν2

⊗ v1

für ein geeignetes x , 0. Hierbei ist {ν1, ν2, ν3, ν4
} die duale Basis von a∗ bezüglich

{v1, v2, v3, v4}und {Z1}die duale Basis zu {L̃}. Es existiert also zu jedem (γ, ε, ξ) ∈ Z2(l, a, ωa)0

mit dreidimensionalem alξ ein (S,U) ∈ G so, dass (S,U)∗(γ, ε, ξ) = (xγ0, 0, ξ1) ist für ein
x , 0 gilt. Außerdem liegen auch [xγ0, 0, ξ1] und [γ0, 0, ξ1] im selben G-Orbit. Dies lässt
sich direkt mittels (S2,U2) = (x−2/5,diag(x1/5, x−1/5, 1, 1)) einsehen.

Sei (γ, 0, ξ) nun ein nilpotenter Kozyklus mit zweidimensionalem alξ. Wegen Bedingung
(66) ist ξ(e1)2 , 0. Außerdem sind alξ = ker ξ(e1) und im ξ(e1) isotrope Unterräume wegen
Bedingung (45): Sei hierfür v1 ∈ ker ξ(e1) ∩ im ξ(e1) = im(ξ(e1)2), v2 ∈ im ξ(e1) ein Urbild
von v1 unter ξ(e1) und v4 ∈ ker ξ(e1). Dann ist

ωa(v1, v4) = ωa(v1, v4) + 2ωa(v2, ξ(e1)v4) + ωa(v3, ξ(e1)2v4) = 0

und
−ωa(v1, v2) = ωa(v1, v2) + 2ωa(v2, v1) + ωa(v3, ξ(e1)v1) = 0,

wobei hier v3 ein Urbild von v2 unter ξ(e1) bezeichnet. Insbesondere gilt

alξ ∩ kerγ0 ∩ ker β0 = 0. (67)

Wir fixieren also ein v1 , 0 im Bild von ξ(e1)2. Dann ist v1 < kerγ0 wegen Bedingung (67)
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4.3 Der Fall l = R, a = R4

und im(ξ(e1)2) = ker ξ(e1)∩im ξ(e1) ⊂ ker β0. Weiter fixieren wir ein v2 ∈ kerγ(e1)∩im ξ(e1)
mit ξ(e1)v2 = v1. Weilωa nichtausgeartet ist, ist der von ker ξ(e1) und im ξ(e1) aufgespannte
dreidimensionale Untervektorraum von anicht isotrop. Somit existiert ein Vektor aus dem
Kern von ξ(e1), der nicht orthogonal auf v2 steht. Dann gibt es auch ein v3 ∈ kerγ(e1) mit
ξ(e1)v3 = v2 und ωa(v2, v3) = 0. Schließlich wählen wir ein v4 ∈ span{v1, v3}

⊥
∩ ker ξ(e1)

mit ωa(v2, v4) = 1. Bezüglich der Darbouxbasis

ṽ1 :=
sign(b)
√
|b|

v1, ṽ2 :=
1
√
|b|

v3, ṽ3 :=
sign(b)
√
|b|

v2, ṽ4 :=
√
|b|

sign(b)
v4}

von a, wobei b := ωa(v1, v3) , 0 ist, und bezüglich der Basis {e1} von l = R sind nun γ, ε
und ξ gegeben durch

γ(e1) = xν1
⊗ σ1 + ỹν4

⊗ Z1, ε = 0, ξ(e1) = ±ν2
⊗ ṽ3 + ν3

⊗ ṽ1

für ein geeignetes x , 0 und ỹ ∈ R. Hierbei ist {ν1, . . . , ν4
} die duale Basis zu {ṽ1, . . . , ṽ4}.

Wie im vorherigen Fall ist es möglich, die Basen zu reskalieren. Wir setzen S = 1/ 3√x
und U = diag( 3√x, 1/ 3√x, 1, 1). Damit ist

(S,U)∗(σ1
⊗ (xα1 + ỹα4) ⊗ σ1, 0, ξ±) = (σ1

⊗ (α1 + yα4) ⊗ σ1, 0, ξ±)

für ein y ∈ R. Schließlich liegen [σ1
⊗(α1 +yα4)⊗σ1, 0, ξ±] und [γ0, 0, ξ±] im selben G-Orbit.

Dafür rechnen wir zum einen nach, dass(
γ0, 0, ξ±

)(
σ1
⊗ (±

1
3

ya2 ±
2
3

y2a3)
)

=
(
σ1
⊗ (α1

±
2
3

y2α2
∓

2
3

yα3 +
1
3

yα4) ⊗ σ1, 0, ξ±
)

gilt: Für ein τ = σ1
⊗ (τ2a2 + τ3a3) mit τ2 = ±1

3 y und τ3 = ±2
3 y2 gilt nämlich

τ∗ = (−τ2α
1 + τ3α

4) ⊗ σ1.

Außerdem ist

τ∗(ξ±(L)A) = σ1(L)(−τ2α
1 + τ3α

4)(α3(A)a1 ± α
2(A)a3)σ1

= −σ1(L)(τ2α
3(A))σ1 =

(
(−σ1

⊗ τ2α
3
⊗ σ1)(L)

)
(A)

und

((β0 ◦ τ)(L))(A) = β(τL,A) = σ1(L)(τ2α
3
∓ τ2α

4
− τ3α

2)(A)σ1

=
(
(σ1
⊗ (τ2α

3
∓ τ2α

4
− τ3α

2) ⊗ σ1)(L)
)
(A)
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4.3 Der Fall l = R, a = R4

Somit gilt

γ0 + τ̃∗ ◦ ξ± − τ̃
∗
◦ ada ◦ τ − β0 ◦ τ = σ1

⊗ (α1
− 2τ2α

3 + τ3α
2
± τ2α

4) ⊗ σ1

= σ1
⊗ (α1

±
2
3

y2α2
∓

2
3

yα3 +
1
3

yα4) ⊗ σ1.

Auf der anderen Seite gilt für S = 1 und

U =


1 0 ±

2
3 y 2

3 y
0 1 0 0
0 2

3 y 1 0
0 ∓

2
3 y 0 1


die Gleichheit

(S,U)∗(σ1
⊗ (α1 + yα4) ⊗ σ1, 0, ξ±) = (σ1

⊗ (α1
±

2
3

y2α2
∓

2
3

yα3 +
1
3

yα4) ⊗ σ1, 0, ξ±).

Somit liegen [σ1
⊗ (α1 + yα4) ⊗ σ1, 0, ξ±] und [γ0, 0, ξ±] im selben G-Orbit.

Als letzten Fall sei nun alξ eindimensional. Dann ist ξ(e1)3 , 0. Wir wählen v1, . . . , v4 ∈ a

mit ξ(e1)vi = vi−1. Da

z(a) ∩ alξ ∩ kerγ0 ∩ ker β0 = kerγ(e1) ∩ span{v1}

nichtausgeartet ist, folgt v1 < kerγ(e1). Wegen Bedingung (45) gilt

ωa(v1, v2) = −β(ξ(e1)v2, v3)(e1) − β(v2, ξ(e1)v3)(e1) = 0, (68)

ωa(v1, v3) = −
1
2
β(ξ(e1)v2, v4)(e1) −

1
2
β(v2, ξ(e1)v4)(e1) = 0. (69)

Somit steht im(ξ(e1))3 = ker ξ(e1) ∩ im(e1) orthogonal auf dem Bild von ξ(L) Wegen Be-
dingung (45) gilt außerdem

ωa(v2, v3) = −ωa(v1, v4) , 0. (70)

Insbesondere können wir o.B.d.A. annehmen, dass ωa(v1, v4) = ±1. Wir wählen nun
{ṽ1 := v1, ṽ2 := ±v4 −

f
2 v2, ṽ3 := v3 ∓

f
2 v1, ṽ4 := ±v2 − ev1} als Darbouxbasis von a und

{L̃ = ±e1} als Basis von l, wobei e = ωa(v2, v4) und f = ωa(v3, v4) gilt. Dann folgt

ξ(L̃) = ν2
⊗ ṽ3 + ν3

⊗ (κ̃ṽ1 + ṽ4) + ν4
⊗ ṽ1 und γ(L̃, ṽ1, L̃) , 0

für ein geeignetes κ̃ ∈ R. Hierbei ist {ν1, . . . , ν4
} die duale Basis von a∗ zu {ṽ1, . . . , ṽ4}.

Das zeigt, dass [γ, 0, ξ] im G-Orbit von [xγ0, 0, ξκ̃] liegt, denn die Äquivalenzklasse von
(xγ0, 0, ξκ̃) besteht aus allen Tripeln (γ, 0, ξκ̃) ∈ Z2(l, a, ωa)], die γ(e1)(a1) = xσ1 erfüllen: Sei
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4.3 Der Fall l = R, a = R4

hierfür τ = σ1
⊗ (τ1a1 + · · · + τ4a4). Dann gilt

τ∗ = (τ1α
2
− τ2α

1 + τ3α
4
− τ4α

3) ⊗ σ1 (71)

und

τ∗(ξκ̃(L)A) = σ1(L)(τ1α
2
− τ2α

1 + τ3α
4
− τ4α

3)(α2(A)a3 + α3(A)a4 + α3(A)κ̃a1 + α4(A)a1)σ1

= σ1(L)(−τ4α
2 + τ3α

3
− τ2(κ̃α3 + α4))(A)σ1 (72)

=
(
(σ1
⊗ (−τ4α

2 + (τ3 − τ2κ̃)α3
− τ2α

4) ⊗ σ1)(L)
)
(A)

Außerdem ist

((β0 ◦ τ)(L))(A) = β(τL,A) = σ1(L)(κ̃τ2α
3
− κ̃τ3α

2)(A)σ1 (73)

=
(
(σ1
⊗ (κ̃τ2α

3
− κ̃τ3α

2) ⊗ σ1)(L)
)
(A)

und es folgt

xγ0 + τ̃∗ ◦ ξκ̃ − τ̃∗ ◦ ada ◦ τ − β0 ◦ τ =

σ1
⊗ (xα1 + (−τ4 + τ3κ̃)α2 + (τ3 − 2τ2κ̃)α3

− τ2α
4) ⊗ σ1.

Schließlich ist
(k2,diag(k−3, k3, k, k−1))∗(xγ0, 0, ξκ̃) = (γ0, 0, ξκ)

für κ = κ̃k−2 und k := 7√x.

Im letzten Schritt wollen wir nun zeigen, dass keine Kohomologieklassen zweier ver-
schiedener Kozyklen der im Lemma angegebenen Menge im selben G-Orbit liegen. Da
die Äquivalenz zweier Kozyklen (γ0, 0, ξ), (γ0, 0, ξ̃) ∈ Z2(R,R4, ωa) die Gleichheit ξ = ξ̃

impliziert, genügt es zu zeigen, dass zum einen [γ0, 0, ξ+] und [γ0, 0, ξ−] und zum anderen
[γ0, 0, ξκ] und [γ0, 0, ξκ̃] für κ , κ̃ nicht im selben G-Orbit liegen.

Für ein (γ, 0, ξ) ∈ Z2(l, a, ωa)0 mit 2−dimensionalem alξ wählen wir einen Vektor v ∈ a
mit ξ2(e1)v , 0 und ein L , 0 in l und betrachten das Vorzeichen von ωa(ξ2(L)v, v) , 0.
Dieses Vorzeichen ist unabhängig von der Wahl von v, da das Bild von ξ(e1) orthogonal
zu ker ξ(e1) ∩ im ξ(e1) steht und somit ωa(ξ2(L)ṽ, ṽ) für jedes ṽ ∈ a mit ξ2(e1)ṽ , 0 ein po-
sitives Vielfaches von ωa(ξ2(L)v, v) ist. Offensichtlich ist das Vorzeichen auch unabhängig
von der Wahl von L , 0 und invariant unter Äquivalenz. Somit ist das Vorzeichen nur
durch die Lie-Algebren-Struktur und die symplektische Form definiert und eine wohlde-
finierte Invariante der G-Orbits. Wegen ωa(ξ2

±
(e1)a2, a2) = ±1 liegen folglich [γ0, 0, ξ+] und

[γ0, 0, ξ−] in verschiedenen G-Orbits.
Sei nun (γ, 0, ξ) ∈ Z2(l, a, ωa)0 und ξ3(e1) , 0. Wir wählen ein L , 0 ∈ R und ein v ∈ a
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4.4 Der Fall l = R, a = h3 ⊕R

mit ξ3(e1)v , 0 und betrachten

ωa(ξ2(L)v, v)γ(L, (ξ(L))3(v),L)2/7

ωa(ξ3(L)v, v)8/7
. (74)

Der Wert von (74) ist unabhängig von der Wahl v: Sei hierfür ṽ ∈ a mit ξ3(e1)ṽ , 0.
Weil ξ3(L) ein eindimensionales Bild hat, folgt ṽ = µv + v̂ für ein µ , 0 und v̂ ∈ im ξ(L).
Außerdem ist

ωa(ξ3(L)ṽ, ṽ) = ωa(µξ3(L)v, µv),

da im(ξ(L))3 = ker ξ(L) ∩ im ξ(L) orthogonal zum Bild von ξ(L) steht. Weiterhin ist

ωa(ξ2(L)ṽ, ṽ) = ωa(ξ2(L)µv + ξ2(L)v̂, µv + v̂)

= ωa(ξ2(L)µv, µv) + ωa(ξ2(L)µv, v̂) + ωa(ξ2(L)v̂, µv)

= ωa(ξ2(L)µv, µv)

wegen Gleichung (70). Insgesamt gilt also

ωa(ξ2(L)ṽ, ṽ)γ(L, (ξ3(L)ṽ),L)2/7

ωa(ξ3(L)ṽ, ṽ)8/7
= µ2ωa(ξ

2(L)v, v)µ2/7γ(L, (ξ3(L)v),L)2/7

µ16/7ωa(ξ3(L)v, v)8/7
.

Es lässt sich auch direkt nachrechnen, dass der Wert von Term (74) unabhängig von der
Wahl von L , 0 ist. Folglich ist der Wert von Gleichung (74) nur durch die Lie-Algebren-
Struktur und die symplektische Form gegeben (also insbesondere invariant unter G-
Wirkung). Darüber hinaus ist Term (74) invariant unter Äquivalenz, weil Elemente aus
dem Bild von ξ(e1)3 im Kern von β0 liegen (vergleiche Gleichung (68) und (69)). Da
insbesondere für (γ0, 0, ξκ) der Term (74) gleich κ ist, ist κ eine Invariante der G-Orbits
und folglich bildet die im Lemma angegebene Menge ein Repräsentantensystem. �

4.4 Der Fall l = R, a = h3 ⊕R

Bezeichne weiterhin {e1} die Standardbasis vonR und {σ1
} die zugehörige duale Basis. Sei

darüber hinaus {a1, . . . , a4} eine Basis von h3⊕Rmit [a1, a2] = a3 undωa = α1
∧α4 +α2

∧α3,
wobei {α1, . . . , α4

} die zugehörige duale Basis bezeichnet.
In diesem Abschnitt werden wir H2(R, h3 ⊕ R, ωa)0/G berechnen. Im Wesentlichen

können wir genauso wie für a = R4 argumentieren, nur ist die Wahl einer Basis von h3⊕R

deutlich stärker reglementiert. So muss die Basis die symplektische Form erhalten und
der Kommutator weiterhin die oben angegebene Gestalt haben. Dies macht es schwierig,
ein Tripel (γ, ε, ξ) direkt bezüglich einer geeigneten Basis in eine schöne Form zu bringen.
Auf der anderen Seite sind auch nilpotente Derivationen von h3⊕R von ganz bestimmter
Gestalt.
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4.4 Der Fall l = R, a = h3 ⊕R

Für κ1, κ2 ∈ {±1}, b, c, i, j,m,n, l ∈ R definieren wir

ξκ2
κ1

(b, c, i, j,m,n, l) :=


κ1bc κ2b2 0 0
−κ2c2

−κ1bc 0 0
i j 0 l
m n 0 0

 .
Lemma 74. Eine lineare Abbildung ξ : R → der(a) erfüllt genau dann Bedingung (59) im
Lemma 68, wenn ξ(e1) = ξκ2

κ1
(b, c, i, j,m,n, l) für κ1, κ2 ∈ {±1}, b, c, i, j,m,n, l ∈ R ist.

Beweis. Wegen l = R gilt Bedingung (59) genau dann, wenn ξ(e1) eine nilpotente De-
rivation ist. Sei also ξ(e1) eine nilpotente Derivation. Da Derivationen die abgeleitete
Lie-Algebra und das Zentrum jeweils auf sich abbilden, sind span{e3} und span{e3, e4}

invariant unter ξ(e1). Für ein nilpotentes ξ(e1) verschwinden sämtliche Eigenwerte und
die Spur. Somit ist

ξ(e1) =


a d
e −a
∗ ∗ ∗

∗ ∗


mit a2 = −de ≥ 0.

Umgekehrt folgt durch direktes Nachrechnen, dass ξ(e1) = ξκ2
κ1

(b, c, i, j,m,n, l) eine nil-
potente Derivation für κ1, κ2 ∈ {±1}, b, c, i, j,m,n, l ∈ R ist. �

Wir können nun beschreiben, wann ein Tripel (γ, ε, ξ) ein nilpotenter Kozyklus ist.

Lemma 75. Ein Tripel (γ, ε, ξ) ist genau dann ein nilpotenter Kozyklus, wenn γ = σ1
⊗ (x1α1 +

x2α2 + x3α3 + x4α4) ⊗ σ1, ε = 0 und ξ(e1) = ξκ2
κ1

(b, c, i, j,m,n, l) gilt, wobei die Parameter eine
der folgenden Bedingungen erfüllen:

• l , 0, c = 0, x3 = m(l + κ2b2) , 0,

• l = 0, (b, c) , (0, 0), x3 = −κ1bc(i + n) + κ2b2m + κ2c2 j, κ1bx3 + κ2cx4 , 0.

Beweis. Zunächst einmal ist ein Tripel (γ, ε, ξ) mit ξ(e1) = ξκ2
κ1

(b, c, i, j,m,n, l) genau dann
ein Kozyklus, wenn Gleichung (45) gilt, weil die restlichen Bedingungen (44) und (46) -
(48) für l = R trivial sind. Insbesondere ist ε = 0.

Weil ξ2(e1)a ⊂ span{a3, a4} orthogonal auf a3 ∈ ker ξ(e1) ∩ z(a) steht, ist Bedingung (45)
äquivalent zu

β(ξ(e1)a1, a2) + β(a1, ξ(e1)a2) = γ(e1)a3, (75)

β(ξ(e1)A, a4) + β(A, ξ(e1)a4) = 0 (76)

für alle A ∈ span{a1, a2}. Da außerdem ξ2(e1)A für alle A ∈ span{a1, a2} orthogonal auf a4
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4.4 Der Fall l = R, a = h3 ⊕R

steht und ξ2(e1)a4 = 0 gilt, ist Gleichung (76) wiederum äquivalent zu

2ωa(ξ(e1)A, ξ(e1)a4) = 0 (77)

für alle A ∈ span{a1, a2}. Schließlich erhalten wir

x3 = −κ1bc(i + n) + m(l + κ2b2) + κ2c2 j

aus Gleichung (75) und cl = 0 aus Gleichung (77).
Für ein (γ, ε, ξ) ∈ Z2(R, h3 ⊕R, ωa) mit ξ(e1) = ξκ2

κ1
(b, c, i, j,m,n, l) ist

z(a) ∩ alξ =

span{a3}, für l , 0

span{a3, a4}, für l = 0.
(78)

Sei l , 0. Dann ist c = 0 und somit a3 ∈ ker β0. Folglich ist Bedingung (b) auf Seite 41
genau dann erfüllt, wenn die erste Bedingung des Lemmas gilt. Betrachten wir nun den
Fall l = 0. Wegen β0(a3) = (κ2c2α1 + κ1bcα2) ⊗ σ1 und β0(a4) = (−κ1bcα1

− κ2b2α2) ⊗ σ1 für
l = 0 ist

span{a3, a4} ∩ ker β0 =

span{a3, a4}, für l = 0, b = c = 0,

span{κ1bx3 + κ2cx4}, für l = 0, (b, c) , (0, 0).
(79)

Folglich ist z(a)∩ alξ ∩ kerγ0 ∩ ker β0 genau dann nichtausgeartet, wenn die zweite Bedin-
gung des Lemmas gilt. Schließlich impliziert Bedingung (b) (siehe Seite 41) die Bedingung
(a), weil stets aus (a.1) die Gleichheit L = 0 folgt. Damit haben wir das Lemma bewie-
sen. �

Es ist leicht nachzurechnen, dass die lineare Abbildung

U(x, p, q, k) : a→ a, U(x, p, q, k) =


1 x

1
p q 1 −x
k p + kx 1


für alle x, k, p, q ∈ R ein Isomorphismus von (a, ωa) ist.

Sei (γ, 0, ξ) ein nilpotenter Kozyklus mit ξ(e1) = 0 auf a/z(a). Diese Eigenschaft ist in-
variant unter Äquivalenz und G-Wirkung. Es gilt zudem ξ(e1) , 0 auf z(a) wegen der
Ausgewogenheit.

Für alle x ∈ R und f , 0 ist { f−2a1, f a2 + xa1, f−1a3, f 2a4 − f xa3} eine Basis von a,
bezüglich der Kommutator und symplektische Form durch [ f−2a1, f a2 + xa1] = f−1a3 und
ωa = ν1

∧ν4+ν2
∧ν3 gegeben sind, wobei {ν1, . . . , ν4

}die zugehörige duale Basis bezeichnet.

65



4.4 Der Fall l = R, a = h3 ⊕R

Deshalb können wir durch geeignete Basiswahl ξ(e1) für ein geeignetes m , 0 durch
0 0 0 0
0 0 0 0
∗ ∗ 0 m
m 0 0 0


darstellen.

Dadurch motiviert definieren wir

ξ1
i, j = σ1

⊗ α1
⊗ (ia3 + a4) + σ1

⊗ α2
⊗ ja3 + σ1

⊗ α4
⊗ a3 (80)

für i, j ∈ R. Für i = j = 0 schreiben wir ξ1 statt ξ1
0,0. Wir erhalten, dass ein nilpotenter

Kozyklus mit ξ(e1) = 0 auf a/z(a) im selben G-Orbit liegt wie

[σ1
⊗ (x1α

1 + x2α
2 + α3 + x4α

4) ⊗ σ1, 0, ξ1
i, j]

für ein x1, x2, x4, i, j ∈ R.

Lemma 76. Die Kohomologieklassen aller nilpotenten Kozyklen (γ, 0, ξ) mit ξ(e1) = 0 auf a/z(a)
liegen im G-Orbit von [σ1

⊗ α3
⊗ σ1, 0, ξ1].

Beweis. Zunächst folgt mit Lemma 75 unmittelbar, dass (σ1
⊗α3
⊗σ1, 0, ξ1) ein nilpotenter

Kozyklus ist.
Bevor wir nun einen Morphismus von Paaren angeben, der die Kohomologieklasse

[σ1
⊗ (x1α1 + x2α2 + α3 + x4α4) ⊗ σ1, 0, ξ1

i, j] auf [σ1
⊗ α3

⊗ σ1, 0, ξ1] abbildet, bestimmen wir
die Äquivalenzklasse von (σ1

⊗ α3
⊗ σ1, 0, ξ1). Für τ = σ1

⊗ (τ1a1 + · · · + τ4a4) ist

τ∗ = (τ1α
4 + τ2α

3
− τ3α

2
− τ4α

1) ⊗ σ1. (81)

Außerdem ist

(ada ◦τ)(L) = σ1(L)[τ1a1 + · · · + τ4a4, ·]a = σ1(L)(τ1α
2
− τ2α

1) ⊗ a3 (82)

= (σ1
⊗ (τ1α

2
− τ2α

1) ⊗ a3)(L)

und damit folgt

τ∗([τL,A]a) = ((τ1α
4 + τ2α

3
− τ3α

2
− τ4α

1) ⊗ σ1)(σ1(L)(τ1α
2(A) − τ2α

1(A))a3) (83)

= ((σ1
⊗ (τ1τ2α

2
− τ2

2α
1) ⊗ σ1)(L))(A).
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Weiterhin gilt

τ∗(ξ(L)A) = σ1(L)
(
(τ1α

4 + τ2α
3
− τ3α

2
− τ4α

1) ⊗ σ1
)
(α1(A)a4 + α4(A)a3) (84)

= σ1(L)(τ1α
1(A) + τ2α

4(A))σ1

=
(
(σ1
⊗ (τ1α

1 + τ2α
4) ⊗ σ1)(L)

)
(A)

und mit β = −(α2
∧ α4) ⊗ σ1 folgt

β0 ◦ τ = σ1
⊗ (τ4α

2
− τ2α

4) ⊗ σ1. (85)

Somit erhalten wir

(σ1
⊗ α3

⊗ σ1, 0, ξ1)τ = (σ1
⊗ ((τ1 + τ2

2)α1
− (τ1τ2 + τ4)α2 + α3 + 2τ2α

4) ⊗ σ1, 0, ξ1
τ2,−τ1

).

Die Äquivalenzklasse von (σ1
⊗α3
⊗σ1, 0, ξ1) besteht also aus allen Kozyklen (γ̃, 0, ξ1

τ2,−τ1
),

für die γ̃(e1)a1 = (τ1 + τ2
2)σ1 und γ̃(e1)a4 = 2τ2σ1 gilt. Sei nun

(γ, 0, ξ) = (σ1
⊗ (x1α

1 + x2α
2 + α3 + x4α

4) ⊗ σ1, 0, ξ1
i, j).

Wir setzen S = 1 und U = U(0, p, 0, k) mit k = i − 1
2 x4 und p = 1

2 (x1 + j − x4k − 1
4 x2

4). Damit
folgt

(S,U)∗(γ, 0, ξ) = (γ̃, 0, ξ1
τ2,−τ1

)

mit γ̃(e1)a1 = (τ1 + τ2
2)σ1 und γ̃(e1)a4 = 2τ2σ1 für τ2 = 1

2 x4 und τ1 = 1
2 (x1 − j − x4k − τ2

2).
Insgesamt folgt also

(S,U)∗[γ, 0, ξ] = [σ1
⊗ α3

⊗ σ1, 0, ξ1].

�

Sei nun (γ, 0, ξ) ∈ Z2(R, h3 ⊕ R, ωa)0 mit ξ(e1) , 0 auf a/z(a) und im(ξ(e1)) orthogonal
zu [a, a]. Die Menge dieser Kozyklen ist invariant unter Äquivalenz und G-Wirkung.
Darüber hinaus lässt sich dieser Fall in zwei separate Fälle unterteilen: ξ(e1) = 0 auf
z(a) und ξ(e1) , 0 auf z(a). Beide Fälle sind ebenfalls invariant unter Äquivalenz und
G-Wirkung.

Wegen im(ξ(e1))⊥[a, a] liegt ξ(e1)a1 im Zentrum von a. Somit ist ξ(e1)a2 , 0 auf a/z(a)
und wegen der Ausgewogenheit ist zudem ξ(e1)a1 < [a, a]. Für alle k ∈ R und f , 0 ist
{ f−2a1 + ka4, f a2, f−1a3, f 2a4} eine Basis von a, bezüglich der Kommutator und symplekti-
sche Form durch [ f−2a1 + ka4, f a2] = f−1a3 und ωa = ν1

∧ ν4 + ν2
∧ ν3 gegeben sind, wobei

{ν1, . . . , ν4
} die zugehörige duale Basis bezeichnet. Deshalb können wir eine Basis von a

finden, dass

ξ(e1) =


0 m 0 0
0 0 0 0
∗ ∗ 0 ∗

m 0 0 0


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4.4 Der Fall l = R, a = h3 ⊕R

für ein geignetes m , 0 gilt. Dies zeigt, dass das nilpotente [γ, 0, ξ] im selben G-Orbit liegt,
wie [σ1

⊗ (x1α1 + x2α2 + (l + 1)α3 + x4α4) ⊗ σ1, 0, ξ1
i, j(l)] für ein l , −1 und x1, x2, x4, i, j ∈ R.

Dabei ist ξ1
i, j(l) definiert als

ξ1
i, j(l) = σ1

⊗ α1
⊗ (ia3 + a4) + σ1

⊗ α2
⊗ (a1 + ja3) + σ1

⊗ α4
⊗ la3. (86)

Für i = j = 0 schreiben wir ξ1(l) statt ξ1
0,0(l).

Lemma 77. Die Menge aller Tripel [γ, 0, ξ] ∈ H2(R, h3 ⊕ R, ωa)0/G mit ξ(e1) , 0 auf a/z(a)
und im(ξ(e1))⊥[a, a] wird von

(σ1
⊗ (l + 1)α3

⊗ σ1, 0, ξ1(l)), (σ1
⊗ (y1α

1 + α3) ⊗ σ1, 0, ξ1(0)), l < {0,−1}, y1 ∈ R (87)

repräsentiert.

Beweis. Wieder folgt mit Lemma 75, dass die angegeben Kozyklen nilpotent sind. Nun un-
tersuchen wir als erstes den Kozyklus (σ1

⊗(l+1)α3
⊗σ1, 0, ξ1(l)) auf Äquivalenz. Sei hierfür

τ = σ1
⊗ (τ1a1 + · · · + τ4a4). Wir berechnen

τ∗(ξ1(l)) = σ1
⊗ (τ1α

1
− τ4α

2 + τ2lα4) ⊗ σ1 (88)

β0 ◦ τ = σ1
⊗ (τ4(l + 1)α2

− τ2(l + 1)α4) ⊗ σ1, (89)

analog zu den Gleichungen (84) und (85). Mit den Gleichungen (81)-(83) und (88)-(89)
erhalten wir

(σ1
⊗ (l + 1)α3

⊗ σ1, 0, ξ1(l))τ

=
(
σ1
⊗ ((τ1 + τ2

2)α1
− (τ4(l + 2) + τ1τ2)α2 + (l + 1)α3 + τ2(2l + 1)α4) ⊗ σ1, 0, ξ1

τ2,−τ1
(l)

)
für l < {0, 1}. Völlig analog ist

(σ1
⊗ (y1α

1 + α3) ⊗ σ1, 0, ξ1(0))τ =(
σ1
⊗ ((y1 + τ1 + τ2

2)α1
− (2τ4 + τ1τ2)α2 + α3 + τ2α

4) ⊗ σ1, 0, ξ1
τ2,−τ1

(0)
)
.

Damit können wir nun auch einsehen, dass [σ1
⊗(x1α1 +x2α2 +(l+1)α3 +x4α4)⊗σ1, 0, ξ1

i, j(l)]
für l < {0,−1} im selben G-Orbit liegt wie [σ1

⊗ (l + 1)α3
⊗ σ1, 0, ξ1(l)]. Wir setzen dafür

S = 1 und U = U(x, p, q, x) mit

x =
1

2(l + 1)2 (i − x4) (90)

p =
1
2l

(
− (i − x)x − (i − lx − x)2 + j − x4x − x1 − (l + 1)x2

)
(91)

q =
1

l + 1

(
(i − (l + 1)x)(ix − x2

− p + pl − j) − x1x + x2 − x4p
)
. (92)
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Dann ist

(S,U)∗(γ, 0, ξ) =
(
σ1
⊗ ((τ1 + τ2

2)α1
− τ1τ2α

2 + (l + 1)α3 + τ2(2l + 1)α4) ⊗ σ1, 0, ξ1
τ2,−τ1

(l)
)

für

τ1 = (i − x)x − p + pl − j (93)

τ2 = i − (l + 1)x. (94)

Für l = 0 wählen wir stattdessen p = 0 und setzen die Parameter x und q wie in den
Gleichungen (90) und (92). Damit erhalten wir analog

(S,U)∗(σ1
⊗ (x1α

1 + x2α
2 + α3 + x4α

4) ⊗ σ1, 0, ξ1
i, j(0)) =

(σ1
⊗ (y1α

1 + α3) ⊗ σ1, 0, ξ1(0))(τ1α
1 + τ2α

2) ⊗ σ1

für τ1 und τ2 (siehe Nummer (93) und (94)) und y1 = −(i−x)x−(i−x)2 + j−x4x+x1−x2
∈ R.

Als Folgerung erhalten wir, dass jedes [γ, 0, ξ] ∈ H2(l, a, ωa)0 mit ξ(e1) , 0 auf a/z(a) und
im(ξ(e1))⊥[a, a] im G-Orbit der Kohomologieklasse eines der im Lemma angegebenen
Kozyklen liegt.

Es bleibt noch einzusehen, dass dieser Kozyklus eindeutig ist. Dafür wählen wir für
ξ(e1) , 0 auf z(a) ein L ∈ l, L , 0 und ein v ∈ amit ξ(e1)3v , 0 und betrachten

ωa(v, ξ(L)3v)ωa(ξ(L)v, ξ(L)2v)−1. (95)

Offensichtlich ist dieser Wert unabhängig von der Wahl von L , 0. Er ist aber auch
unabhängig von der Wahl von v: Da ξ3(e1) = [a, a] eindimensional ist, lässt sich jedes
ṽ ∈ amit ξ3(e1)ṽ , 0 als die Summe aus einem Vielfachen ungleich Null von v und einem
Element aus dem Bild von ξ(L) schreiben. Weil das Bild von ξ(L) orthogonal zu [a, a] steht,
ist somit

ωa(ṽ, ξ3(L)ṽ) = µ2ωa(v, ξ3(L)v)

für ein µ , 0. Außerdem ist das Zentrum isotrop und es folgt

ωa(ξ(L)ṽ, ξ2(L)ṽ) = µ2ωa(ξ(L)v, ξ2(L)v).

Somit ist der Wert des Terms (95) nur durch die Lie-Algebren-Struktur und symplektische
Form gegeben (also insbesondere invariant unter G-Wirkung). Desweiteren ist er invariant
unter Äquivalenz und definiert somit eine Invariante der G-Orbits. Schließlich entspricht
der Term (95) für ξ = ξ1(l), L = e1 und v = a2 dem Wert l und wir erhalten, dass
(σ1
⊗ (l1 + 1)α3

⊗ σ1, 0, ξ1(l1)) und (σ1
⊗ (l2 + 1)α3

⊗ σ1, 0, ξ1(l2)) genau dann isomorphe
Lie-Algebren definieren, wenn l1 = l2 ist.

Es fehlt noch zu zeigen, dass [σ1
⊗(x1α1+α3)⊗σ1, 0, ξ1(0)] und [σ1

⊗(y1α1+α3)⊗σ1, 0, ξ1(0)]
genau dann im selben G-Orbit liegen, wenn x1 = y1 gilt. Weil sich die Invariante nur durch
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eine unübersichtliche Formel angeben lässt, zeigen wir hier direkt, dass es dann und nur
dann ein (S,U) ∈ G gibt, wenn x1 = y1 gilt. Sei also (S,U) ein Morphismus von Paaren mit

(S,U)∗[σ1
⊗ (x1α

1 + α3) ⊗ σ1, 0, ξ1(0)] = [σ1
⊗ (y1α

1 + α3) ⊗ σ1, 0, ξ1(0)].

Das heißt, es gilt (S,U)∗ξ1(0) = ξ1
τ2,−τ1

(0) und

(S,U)∗γ = σ1
⊗ ((y1 + τ1 + τ2

2)α1
− (2τ4 + τ1τ2)α2 + α3 + τ2α

4) ⊗ σ1 =: γ̃,

wobei γ := σ1
⊗ (x1α1 +α3)⊗σ1. Im Speziellen sei U−1a2 = f a2 + xa1 + z für f , x ∈ R, z ∈ z(a)

und sei Se1 = λe1 für λ , 0. Wir betrachten

1 = ωa(a1, a4) = ωa(ξ1
τ2,−τ1

(0)(e1)a2, (ξ1
τ2,−τ1

(0)(e1))2a2)

= ωa((S,U)∗ξ1(0)(e1)a2, ((S,U)∗ξ1(0)(e1))2a2)

= ωa(ξ1(0)(λe1)U−1a2, (ξ1(0)(λe1))2U−1a2)

= λ3 f 2

und

1 = ωa(a2, [ξ1
τ2,−τ1

(0)(e1)a2, a2])

= ωa(a2, [(S,U)∗ξ1(0)(e1)a2, a2])

= λωa(U−1a2, [ξ1(0)(e1)U−1a2,U−1a2])

= λ f 3.

Es folgt f = λ = 1 und damit erhalten wir

0 = γ(e1, (ξ1(0)(e1))2U−1a2, e1)

= γ̃(e1, (ξ1
τ2,−τ1

(0)(e1))2a2, e1)

= γ̃(e1, τ2a3 + a4, e1) = 2τ2

= 2ωa(a2, (ξ1
τ2,−τ1

(0)(e1))2a2)

= 2ωa(U−1a2, (ξ1(0)(e1))2U−1a2)

= x.

Somit ist

y1 = γ̃(e1, ξ
1
τ2,−τ1

(0)(e1)a2, e1) = γ(e1, ξ
1(0)(e1)U−1a2, e1) = x1

und folglich liegen [σ1
⊗ (x1α1 +α3)⊗σ1, 0, ξ1(0)] und [σ1

⊗ (y1α1 +α3)⊗σ1, 0, ξ1(0)] genau
dann im selben G-Orbit, wenn x1 = y1 gilt. �

Sei nun (γ, 0, ξ) ∈ Z2(R, h3 ⊕ R, ωa)0 und sei das Bild von ξ(e1) nicht orthogonal zu
[a, a]. Dieser Fall ist wie die vorherigen Fälle invariant unter Äquivalenz und G-Wirkung.

70



4.4 Der Fall l = R, a = h3 ⊕R

Wegen der Ausgewogenheit ist ξ(e1) , 0 auf a/z(a) und ξ(e1) = 0 auf z(a).
Weil {a1, a2 + xa1, a3, a4− xa3}, {a1 + xa3, a2 + xa4, a3, a4} und { f−2a1, f a2, f−1a3, f 2a4} für alle

x ∈ R und f , 0 Basen von a sind, bezüglich der Kommutator und symplektische Form
unverändert dargestellt sind, können wir eine Basis von a und eine Basis {L} von l finden,
dass ξ(L) bezüglich dieser Basis gegeben ist durch

0 0 0 0
1 0 0 0
i j 0 0
0 n 0 0


für geeignete n ∈ {1, 0,−1} und i, j ∈ R. Dies zeigt, dass jeder nilpotente Kozyklus, dessen
Bild von ξ(e1) nicht orthogonal zu [a, a] ist, im selben G-Orbit wie

(σ1
⊗ (x1α

1 + x2α
2 + jα3 + y4α

4) ⊗ σ1, 0, ξ1,n
i, j )

liegt für ein x1, . . . , x3, i, j ∈ R, y4 , 0 und n ∈ {1, 0,−1}. Hierbei ist ξ1,n
i, j definiert durch

ξ1,n
i, j = σ1

⊗ α1
⊗ (a2 + ia3) + σ1

⊗ α2
⊗ ( ja3 + na4). (96)

Wieder schreiben wir ξ1,n statt ξ1,n
0,0 .

Lemma 78. Die Kozyklen

(σ1
⊗ (y2α

2 + y4α
4) ⊗ σ1, 0, ξ1,±1), (σ1

⊗ (y2α
2
± α4) ⊗ σ1, 0, ξ1,0)

mit y2 ≥ 0, y4 , 0 bilden ein Repräsentantensystem aller [γ, 0, ξ] ∈ H2(R, h3 ⊕ R, ωa)0/G, für
die das Bild von ξ(e1) nicht orthogonal zu [a, a] ist.

Beweis. Mit Lemma 75 sehen wir direkt, dass die angegebenen Kozyklen nilpotent sind.
Nun berechnen wir als erstes die Äquivalenzklasse von (σ1

⊗ (y2α2 + y4α4) ⊗ σ1, 0, ξ1,n)
für n ∈ {1, 0,−1}. Dafür nutzen wir Gleichung (81)-(83), sowie

τ∗(ξ(L)A) = (σ1
⊗ (−τ3α

1 + τ1nα2) ⊗ σ1)(L)A

und

β0(τL)A = (σ1
⊗ ((τ2n + τ3)α1

− τ1nα2
− τ1α

3) ⊗ σ1)(L)A

und erhalten

(σ1
⊗ (y2α

2 + y4α
4) ⊗ σ1, 0, ξ1,n)τ =

(σ1
⊗ ((−2τ3 + τ2

2 − τ2n)α1 + (y2 + 2τ1n − τ1τ2)α2 + τ1α
3 + y4α

4) ⊗ σ1, 0, ξ1,n
τ2,−τ1

).
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Wir erhalten

[σ1
⊗ (x1α

1 + x2α
2 + jα3 + y4α

4) ⊗ σ1, 0, ξ1,n
i, j ] = [σ1

⊗ (y2α
2 + y4α

4) ⊗ σ1, 0, ξ1,n],

Weil sich x2 schreiben lässt als x2 = y2 − 2 jn + i j. Außerdem gilt

(−1,diag(1,−1,−1, 1))∗(σ1
⊗ (y2α

2 + y4α
4) ⊗ σ1, 0, ξ1,n) = (σ1

⊗ (−y2α
2 + y4α

4) ⊗ σ1, 0, ξ1,n).

Somit liegen [σ1
⊗ (x1α1 +x2α2 + jα3 + y4α4)⊗σ1, 0, ξ1,n

i, j ] und [σ1
⊗ (|y2|α2 + y4α4)⊗σ1, 0, ξ1,n]

im selben G-Orbit. Wenn nun zusätzlich n = 0 gilt, können wir darüber hinaus auch
S = f−3 und U = diag( f−2, f , f−1, f 2) mit f = 8

√
|y4| setzen. Dann ist

(S,U)∗(σ1
⊗ (|y2|α

2 + y4α
4) ⊗ σ1, 0, ξ1,0) = (σ1

⊗ ( f−7
|y2|α

2 + f−8y4α
4) ⊗ σ1, 0, ξ1,0).

An dieser Stelle haben wir gezeigt, dass jeder nilpotente Kozklus, dessen Bild von ξ(e1)
nicht orthogonal zu [a, a] steht, im G-Orbit einer der im Lemma angegebenen Äquivalenz-
klassen liegt. Dieser Kozyklus ist auch eindeutig: Sei dafür nun (S,U) ein Morphismus
von Paaren mit

(S,U)∗[γ, 0, ξ1,n] = [σ1
⊗ (ỹ2α

2 + ỹ4α
4) ⊗ σ1, 0, ξ1,ñ]

für die im Lemma angegebenen Parameter, wobei γ = σ1
⊗ (y2α2 + y4α4) ⊗ σ1 gilt. Das

heißt (S,U)∗ξ1,n = ξ1,ñ
τ2,−τ1

und

(S,U)∗γ = σ1
⊗ (z1α

1 + (ỹ2 + 2τ1n − τ1τ2)α2 + τ1α
3 + ỹ4α

4) ⊗ σ1 =: γ̃

für geeignete z1, τ1, τ2 ∈ R. Wegen 0 = ωa(a1, a3) = ωa(U−1a1,U−1a3) ist U−1a1 = f a1 + z für
f , 0 und z ∈ z(a). Sei wieder Se1 = λe1 für ein λ , 0. Es gilt

ñ = ωa(a1, (ξ
1,ñ
τ2,−τ1

(e1))2a1) = λ2ωa(U−1a1, (ξ1,n(e1))2U−1a1) = λ2 f 2n.

Wegen n, ñ ∈ {1, 0,−1} ist insbesondere n = ñ. (Hier sei angemerkt, dass diese Rechnung
zeigt, dass sign(ωa(a1, (ξ(e1))2a1)) ∈ {1, 0,−1} eine Invariante der G-Orbits ist.) Desweiteren
gilt

1 = ωa(ξ
1,n
τ2,−τ1

(e1)a1, [a1, ξ
1,n
τ2,−τ1

(e1)a1])

= ωa(ξ1,n(e1)U−1a1, [U−1a1, ξ
1,n(e1)U−1a1]) = λ2 f 3.

Für n = ñ = ±1 folgt somit f = λ = 1 und für n = 0 erhalten wir λ2 = f−3 > 0. Wegen
1 = ωa(a1, a4) = ωa(U−1a1,U−1a4) ist U−1a4 = f−1a4 + z̃ für z̃ ∈ [a, a] und wir erhalten

ỹ4 = γ̃(e1, a4, e1) = ((S,U)∗γ)(e1, a4, e1) = λ2γ(e1,U−1a4, e1) = λ2 f−1y4.

Folglich ist für n = ñ = ±1 der Parameter y4 = ỹ4 , 0. Für n = 0 und y4, ỹ4 ∈ {1,−1} gilt
ebenfalls y4 = ỹ4. Insbesondere folgt nun auch für n = 0, dass f = λ = 1 gelten muss und
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4.5 Der Fall l = R2, a = R2

damit

y2 = γ(e1, ξ
1,n(e1)U−1a1, e1) + 2nωa(ξ1,n(e1)U−1a1, (ξ1,n(e1))2U−1a1)

= γ̃(e1, ξ
1,n
τ2,−τ1

(e1)a1, e1) + 2nωa(ξ1,n
τ2,−τ1

(e1)a1, (ξ
1,n
τ2,−τ1

(e1))2a1) = ỹ2.

�

Nun lassen sich Lemma 76 - 78 wie folgt zusammenfassen:

Lemma 79. Die Kozyklen

(σ1
⊗ α3

⊗ σ1, 0, ξ1)

(σ1
⊗ (l + 1)α3

⊗ σ1, 0, ξ1(l)), l < {0,−1}

(σ1
⊗ (y1α

1 + α3) ⊗ σ1, 0, ξ1(0)), y1 ∈ R

(σ1
⊗ (y2α

2 + y4α
4) ⊗ σ1, 0, ξ1,±1)

(σ1
⊗ (y2α

2
± α4) ⊗ σ1, 0, ξ1,0), y2 ≥ 0, y4 , 0

bilden ein Repräsentantensystem von H2(R, h3 ⊕R, α1
∧ α4 + α2

∧ α3)0/G.

4.5 Der Fall l = R2, a = R2

Sei {e1, e2} die Standardbasis von l = R2, {σ1, σ2
} die zugehörige duale Basis von l∗ und

{a1, a2} die Standardbasis von a = R2 und ωa = α1
∧ α2, wobei {α1, α2

} die duale Basis von
a∗ bezeichnet.

Zunächst schauen wir uns Kozyklen mit ξ = 0 an. Für jedes lineare γ : l → Hom(a, l∗)
und jedes ε ∈ C2(l, l∗) erfüllt das Tripel (γ, ε, 0) die Bedingungen (44) - (48), da β = 0, a = R2

abelsch und l = R2 zweidimensional ist. Folglich ist (γ, ε, 0) ∈ Z2(l, a, ωa).

Lemma 80. Ein Kozyklus (γ, ε, 0) ∈ Z2(l, a, ωa) ist genau dann ein nilpotenter Kozyklus, wenn

• γ = 0 und ε , 0 oder

• kerγ0 = {0} gilt.

Beweis. Wegen
z(a) ∩ ker β0 ∩ a

l
ξ ∩ kerγ0 = kerγ0

ist (b) auf Seite 41 genau dann erfüllt, wenn γ = 0 oder kerγ0 = {0}. Wenn γ = 0,
dann gilt Bedingung (a) genau dann, wenn ε , 0 erfüllt ist. Sei nun kerγ0. Wir zeigen,
dass Bedingung (a) gilt: Zunächst sei kerγ0(a1) ∩ kerγ0(a2) = {0}, dann impliziert (a.2),
dass L = 0 ist. Somit gilt (a). Sei nun kerγ0(a1) ∩ kerγ0(a2) , {0}. Dann existiert ein
L0 ∈ kerγ0(a1)∩ kerγ0(a2) mit L0 , 0. Dann gibt es wegen kerγ0 = {0} ein L̃0 , 0, welches
γ0(A)L̃0 , 0 für alle A , 0 erfüllt. Außerdem bilden {L0, L̃0} eine Basis von a und es gilt

{γ(L̃0)A | A ∈ a} = l∗. (97)
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4.5 Der Fall l = R2, a = R2

Sei nun L ∈ l und gelte γ(L) = 0 (a.2) und α(L, ·) = 0 (a.3). Weil α(L, L̃0) = 0 genau dann
gilt, wenn

0 = ωa((γ(L))∗(L̃0),A) − ωa((γ(L̃0))∗(L),A)

= γ(L,A, L̃0) − γ(L̃0,A,L)

= −γ(L̃0,A,L)

für alle A ∈ a gilt, folgt mit Nummer (97), dass L = 0 gilt. Also gilt für kerγ0 = {0} die
Bedingung (a) und es folgt die Behauptung des Lemmas. �

Für (0, ε, 0) ∈ Z2(l, a, ωa)0 können wir genauso wie im Beweis von Theorem 17 eine Basis
{L1,L2} von l finden mit ε(L1,L2) = Z1, wobei {Z1,Z2} die duale Basis von l∗ zu {L1,L2}

bezeichnet. Somit liegt [0, ε, 0] im G-Orbit von [0, σ1
∧ σ2

⊗ σ1, 0].

Sei nun im Folgenden (γ, ε, 0) ∈ Z2(l, a, ωa)0 mit kerγ0 = {0}. Zwei Kozyklen (γ, ε, 0)
und (γ′, ε′, 0) sind genau dann äquivalent, wenn γ = γ′ und

ε′ = ε + τ∗α − ev(γ ∧ τ) (98)

ist für ein τ ∈ C1(l, a) gilt. Wegen τ∗α(e1, e2) = −(γ(e1)τ·)(e2)+ (γ(e2)τ·)(e1) ist Gleichung (98)
äquivalent zu

ε′(e1, e2)(e1) = ε(e1, e2)(e1) − γ(e1, τ(e1), e2) + 2γ(e2, τ(e1), e1) − γ(e1, τ(e2), e1) (99)

ε′(e1, e2)(e2) = ε(e1, e2)(e2) − 2γ(e1, τ(e2), e2) + γ(e2, τ(e2), e1) + γ(e2, τ(e1), e2). (100)

Für jedes A ∈ a lässt sich γ0(A) als Bilinearform auf dem R2 auffassen. Der Raum der
schiefsymmetrischen Abbildungen vonR2

×R2 nachR ist eindimensional. Somit existiert
ein A ∈ a, A , 0 so, dass γ0(A) als Bilinearform auf dem R2 symmetrisch ist.

Zunächst betrachten wir den Fall, dass es ein Ã ∈ a gibt, für das γ0(Ã) nicht symmetrisch
ist. Es existieren also Basen {A1,A2} von a und {L1,L2} von lmit γ0(A1) = Z1⊗Z1 +κZ2⊗Z2

für genau ein κ ∈ {1, 0,−1} und γ0(A2) nicht symmetrisch. Hierbei bezeichnet wieder
{Z1,Z2} die duale Basis von l∗ zur Basis {L1,L2} von l.

Zur linearen Abbildung γ : l→ Hom(a, l∗) können wir γ0(a1) und γ0(a2) bzgl. der Stan-
dardbasis {e1, e2} im Urbildraum l und der zugehörigen dualen Basis {σ1, σ2

} im Bildraum
l∗ durch 2 × 2-Matrizen A und B beschreiben. Wir erhalten dabei

(A) ji := (γ0(a1)(ei))e j (B) ji := (γ0(a2)(ei))e j (101)

für i, j = 1, 2.
Wenn γ0(A) eine nichtausgeartete, symmetrische Bilinearform auf dem R2 ist, können

wir bezüglich γ0(A) konforme Abbildungen betrachten.
Bezeichne CO(2) die Menge aller linearen Abbildungen S : R2

→ R2, die konform
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4.5 Der Fall l = R2, a = R2

bezüglich γ0(a1) = σ1
⊗ σ1 + σ2

⊗ σ2 sind. Es gilt CO(2) = {S : R2
→ R2

| λ2γ0(a1) =

S∗ ◦ γ0(a1) ◦ S, λ , 0}.
Für γ0(a1) = σ1

⊗ σ1
− σ2

⊗ σ2 definieren wir C̃O(1, 1) als die Menge aller linearen
Abbildungen S : R2

→ R2, die λγ0(a1) = S∗ ◦ γ0(a1) ◦ S für ein geeignetes λ , 0 erfüllen.
Die Menge C̃O(1, 1) besteht aus allen linearen Abbildungen

S±(s1, s2) :=

s1 ±s2

s2 ±s1


mit s2

1 − s2
2 , 0. Für ein S ∈ C̃O(1, 1) mit λγ0(a1) = S∗ ◦ γ0(a1) ◦ S bezeichne außerdem

λ(S) = signλ ∈ {1,−1} das Vorzeichen von λ.
Wir wollen nun die Wirkung von G mittels A und B ausdrücken.

Lemma 81. Seien γ, γ̃ : l → Hom(a, l∗) durch (A,B) und (A, B̃) gegeben, wobei B und B̃ nicht
symmetrisch sind. Es existiert genau dann ein Morphismus von Paaren (S,U) mit (S,U)∗γ = γ̃

• für A = id, wenn es ein S ∈ CO(2) und ein λ ∈ R gibt mit B̃ = λA + STBS,

• für A = diag(1,−1), wenn es ein S ∈ C̃O(1, 1) und ein λ ∈ R gibt mit B̃ = λA+λ(S)STBS,

• für A = diag(1, 0), wenn es ein λ ∈ R und ein

S =

x 0
y z

 ∈ GL(2,R)

gibt mit B̃ = λA + x2STBS.

Beweis. Weilγ0(a2) und γ̃0(a2) nicht symmetrisch sind, ist U ein Isomorphismus von (a, ωa)
mit Ua1 ∈ span{a1}. Somit gibt es genau dann ein (S,U) mit (S,U)∗γ = γ̃, wenn es Zahlen
a , 0, b ∈ R und S ∈ GL(2,R) gibt mit

γ̃0(a1) = aS∗ ◦ γ0(a1) ◦ S, γ̃0(a2) = S∗ ◦ γ0(ba1 + a−1a2) ◦ S.

Für γ̃0(a1) = γ0(a1) = σ1
⊗ σ1 + σ2

⊗ σ2 ist a > 0 und S2 = 1
√

a
S ∈ CO(2) eine konforme

Abbildung und es gilt

γ̃0(a2) =
b
a
γ0(a1) + S2

∗
◦ γ0(a2) ◦ S2.

Für γ̃0(a1) = γ0(a1) = σ1
⊗ σ1

− σ2
⊗ σ2 gilt S2 = 1

√
|a|

S ∈ C̃O(1, 1) und

γ̃0(a2) = ±bγ0(a1) + λ(S2)S2
∗
◦ γ0(a2) ◦ S2.

Schließlich ist für γ̃0(a1) = γ0(a1) = σ1
⊗σ1 leicht nachgerechnet, dass γ̃0(a1) = aS∗◦γ0(a1)◦S

genau dann gilt, wenn

S =

x 0
y z

 ∈ GL(2,R)
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4.5 Der Fall l = R2, a = R2

und a = x−2. Daraus folgt

γ̃0(a2) = bx−2γ0(a1) + x2S∗ ◦ γ0(a2) ◦ S

und schließlich die Behauptung. �

Zu γ0(a2) bezeichne γ0(a2)s den symmetrischen und γ0(a2)a den antisymmetrischen
Anteil von γ0(a2). Wir setzen

γa := σ1
⊗ α2

⊗ σ2
− σ2

⊗ α2
⊗ σ1, (102)

γ1
t := σ1

⊗ α1
⊗ σ1 + σ2

⊗ α1
⊗ σ2 + t(σ1

⊗ α2
⊗ σ1

− σ2
⊗ α2

⊗ σ2) + γa. (103)

Mit Lemma 81 lässt sich nun leicht zeigen, dass für jedes γmit γ0(a1) = σ1
⊗σ1 +σ2

⊗σ2

und nicht symmetrisches γ0(a2) ein (S,U) ∈ G und ein t ≥ 0 existiert mit (S,U)∗γ = γ1
t :

Sei γ0(a1) = σ1
⊗ σ1 + σ2

⊗ σ2 und γ0(a2)a = κγa für ein κ , 0. Wir wählen eine konforme
Abbildung S mit det S = κ−1 und S∗ ◦ γ0(a2)s ◦ S = λ1σ1

⊗ σ1 + λ2σ2
⊗ σ2 für geeignete

λ1 ≥ λ2. Außerdem setzen wir λ = −λ1+λ2
2 . Das zeigt, dass es ein (S,U) ∈ G gibt mit

(S,U)∗γ = γ1
t . Dieses t ist eindeutig: Für γ0(a1) = σ1

⊗σ1 +σ2
⊗σ2 und nicht symmetrisches

γ0(a2) seien λ1, λ2 die Eigenwerte des symmetrischen Anteils von γ0(a2) und κ , 0 so
gegeben, dass κγa der antisymmetrische Teil von γ0(a2) ist. Dann ist

1
2
|(λ1 − λ2)κ−1

| (104)

invariant unter Äquivalenz und allen Morphismen von Paaren (S,U), die (S,U)∗γ0(a1) =

σ1
⊗ σ1 + σ2

⊗ σ2 erfüllen. Weil außerdem für γ = γ1
t der Term (104) den Wert t annimmt,

ist t eine Invariante der G-Orbits. Für τ = σ1
⊗ τ1a1 + σ2

⊗ τ2a1, mit τ1, τ2 ∈ R gelten

−γ1
t (e1, τ(e1), e2) − 2γ1

t (e2, τ(e1), e1) − γ1
t (e1, τ(e2), e1) = −τ2

und
−2γ1

t (e1, τ(e2), e2) + γ1
t (e2, τ(e2), e1) + γ1

t (e2, τ(e1), e2) = τ1.

Mit Nummer (99) und (100) folgt somit, dass jedes [γ, ε, 0] mit γ0(a1) = σ1
⊗ σ1 + σ2

⊗ σ2

und nicht symmetrischem γ0(a2) im G-Orbit von [γ1
t , 0, 0] für ein eindeutig bestimmtes

t ≥ 0 liegt.

Für t ∈ R definieren wir

γ0
t = σ1

⊗ α1
⊗ σ1 + t(σ1

⊗ α2
⊗ σ2 + σ2

⊗ α2
⊗ σ1) + γa, , (105)

γ0
± = σ1

⊗ α1
⊗ σ1

± σ2
⊗ α2

⊗ σ2 + γa.. (106)
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4.5 Der Fall l = R2, a = R2

Sei nun γ0(a1) = σ1
⊗ σ1 und gelte

γ0(a2) = aσ1
⊗ σ1 + bσ1

⊗ σ2 + bσ2
⊗ σ1 + cσ2

⊗ σ2 + κ(σ1
⊗ σ2

− σ2
⊗ σ1)

mit a, b, c ∈ R und κ , 0.
Die Fälle c = 0, c > 0 und c < 0 sind invariant unter Äquivalenz und der Wirkung aller

(S,U) ∈ G, die (S,U)∗γ0(a1) = σ1
⊗ σ1 erfüllen.

Für c = 0 setzen wir S = diag(1, κ−1) und λ = −a. Das zeigt, dass es ein (S,U) gibt mit
(S,U)∗γ = γ0

t für ein t ∈ R. Dieses t ∈ R ist auch eindeutig, denn zum einen ist der Wert
von

γ0(a2)s(e1, e2)
γ0(a2)a(e1, e2)

(107)

für γ0(a1) = σ1
⊗ σ1 und nicht symmetrisches γ0(a2) mit γ0(a2)(e2, e2) = 0 definiert, in-

variant unter Äquivalenz und invariant unter allen Morphismen von Paaren (S,U), die
(S,U)∗γ0(a1) = σ1

⊗ σ1 erfüllen. Zum anderen entspricht der Wert von Formel (107) dem
Parameter t für γ = γ0

t .
Seien τ = σ1

⊗ (τ1a1 + τ2a2) + σ2
⊗ (τ3a1 + τ4a2) und γ = γ0

t . Dann gelten

−γ(e1, τ(e1), e2) − 2γ(e2, τ(e1), e1) − γ(e1, τ(e2), e1) = (t − 3)τ2 − τ3

und
−2γ(e1, τ(e2), e2) + γ(e2, τ(e2), e1) + γ(e2, τ(e1), e2) = −(t + 3)τ4.

Somit sind (γ0
t , ε, 0) und (γ0

t , 0, 0) für t , −3 und für alle ε ∈ C2(l, l∗) äquivalent (vergleiche
Nummer (99) und (100)). Außerdem sind die Kozyklen (γ0

−3, ε, 0) und (γ0
−3, ε

′, 0) genau
dann äquivalent, wenn ε(e1, e2)(e2) = ε′(e1, e2)(e2) erfüllt ist. Wir betrachten λ = 0 und
S = diag(x, x−3). Dann ist (S,U)∗γ0

−3 = γ0
−3 und (S,U)∗ε = x−5ε. Damit liegt [γ0

−3, ε, 0] im
G-Orbit von entweder [γ0

−3, 0, 0] oder [γ0
−3, σ

1
∧ σ2

⊗ σ2, 0].
Für c > 0 existiert ein (S,U) ∈ G mit (S,U)∗γ = γ0

+. Dies sehen wir am schnellsten ein,
indem wir

S =

 x 0
−bxc−1 κ−1x−3

 (108)

für x =
4√

cκ−2 setzen und λ geeignet wählen. Zusammen mit den Äquivalenzbetrachtun-
gen ist also [γ, ε, 0] im G-Orbit von [γ0

+, 0, 0].
Analog erhalten wir für negatives c mit Gleichung (108) und x =

4√

−cκ−2, dass [γ, ε, 0]
im G-Orbit von [γ0

−
, 0, 0] liegt.

Sei nun (γ, ε, 0) ein nilpotenter Kozyklus mit γ0(a1) = σ1
⊗ σ1

− σ2
⊗ σ2 und γ0(a2) nicht
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4.5 Der Fall l = R2, a = R2

symmetrisch. Wir definieren

γs1 := σ1
⊗ α2

⊗ σ1 + σ2
⊗ α2

⊗ σ2, γs2 := σ1
⊗ α2

⊗ σ2 + σ2
⊗ α2

⊗ σ1, (109)

γ−1 := σ1
⊗ α1
⊗σ1
− σ2

⊗ α1
⊗ σ2, (110)

Wir können o. B. d. A. γ = γ−1 + aγs1 + bγs2 + κγa mit a, b ∈ R, κ , 0 annehmen. Für
S = S±(0, µ) gilt

λ(S)S∗ ◦ γ0(a2)s ◦ S = −µ2
(
a(σ1
⊗ σ1 + σ2

⊗ σ2) ± b(σ1
⊗ σ2 + σ2

⊗ σ1)
)

und für S = S±(µ, 0) gilt

λ(S)S∗ ◦ γ0(a2)s ◦ S = µ2
(
a(σ1
⊗ σ1 + σ2

⊗ σ2) ± b(σ1
⊗ σ2 + σ2

⊗ σ1)
)
.

Für den antisymmetrischen Tensor γ0(a2)a von γ0(a2) und S ∈ C̃O(1, 1) gilt

λ(S)S∗ ◦ γ0(a2)a ◦ S = λ(S) det(S)γ0(a2)a.

Da die Matrizen S1 = S+(µ, 0) ∈ C̃O(1, 1) und S2 = S−(0, µ) ∈ C̃O(1, 1) die Gleichheit
λ(S1) det(S1) = µ2 bzw. λ(S2) det(S2) = −µ2 erfüllen, existiert für a = b = 0 in (S,U) ∈ G
derart, dass

(S,U)∗γ = γ−1 + γa.

Sei nun a = ±b. Vermöge S = S±(0, µ) bzw. S = S±(µ, 0) können wir o. B. d. A. a = b = 1
annehmen. Zu jedem µ > 0 gibt es eine konforme Abbildung S+(s1, s2) bezüglich γ0(a1)
mit (s1 + s2)2 = 1, deren Determinante den Wert µ annimmt. Wir wählen z. B. b =

−µ+1
2

und a = −b + 1 für µ ≥ 1 bzw. a = −b − 1 für 0 < µ < 1. Damit folgt, dass es ein (S,U) ∈ G
gibt mit

(S,U)∗γ = γ−1 + γs1 + γs2 ± γa.

Sei nun S ∈ C̃O(1, 1), S = S±(s1, s2) mit s2
1 − s2

2 , 0. Wegen

λ(S)S∗ ◦ (σ1 + σ2) ⊗ (σ1 + σ2) ◦ S = sign(s2
1 − s2

2)(s1 + s2)2(σ1
± σ2) ⊗ (σ1

± σ2)

impliziert
λ(S)S∗ ◦ (σ1 + σ2) ⊗ (σ1 + σ2) ◦ S = (σ1

± σ2) ⊗ (σ1
± σ2),

dass S = S+(s1, s2) gilt mit det S > 0 und λ(S) = 1. Folglich gibt es kein (S,U) ∈ G mit

(S,U)∗(γ−1 + γs1 + γs2 + γa) = γ−1 + γs1 + γs2 − γa.

Sei nunγ = γ−1+aγs1+bγs2+κγa mit a , ±b undκ , 0. Zunächst wählen wir S = S+(s1, s2)
mit s2

1a + 2bs1s2 + as2
2 = 0 für a2

− b2 > 0 bzw. bs2
2 + 2as1s2 + bs2

1 = 0 für a2
− b2 > 0. Wir

setzen z. B. s3 = −
√

s2
1 + 1 und s1 als Nullstelle von 2s2

1a + a − 2bs1

√
s2

1 + 1 = 0 für a2 < b2.
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4.5 Der Fall l = R2, a = R2

Dann ist
S∗ ◦ γ0(a2)s ◦ S = µ(σ1

⊗ σ2 + σ2
⊗ σ1)

falls a2 < b2 und
S∗ ◦ γ0(a2)s ◦ S = µ(σ1

⊗ σ1 + σ2
⊗ σ2)

falls a2 > b2 für ein geeignetes µ , 0. Vermöge S±(
√
|µ|, 0) bzw. S±(0,

√
|µ|) erhalten wir,

dass es ein (S,U) ∈ G und ein κ̃ > 0 gibt, für das

(S,U)∗γ = γ−1 + γs2 + κ̃γa

für a2 < b2 und
(S,U)∗γ = γ−1 + γs1 + κ̃γa

für a2 < b2. Außerdem gibt es genau dann ein (S,U) ∈ G mit

(S,U)∗(γ−1 + γs1 + κ1γa) = γ−1 + γs1 + κ2γa

und κ1, κ2 > 0, wenn es eine Abbildung S gibt, die eine konforme Abbildung bezüglich
γ0(a1) = σ1

⊗ σ1
− σ2

⊗ σ2 und eine orthogonale Abbildung bezüglich γ0(a2)s ist und
det(S)κ1 = κ2 erfüllt. Aus der Orthogonalität von S folgt det S = ±1 und wir erhalten
κ1 = κ2 > 0. Es gibt genau dann ein (S,U) ∈ G mit

(S,U)∗(γ−1 + γs2 + κ1γa) = γ−1 + γs2 + κ2γa

für κ1, κ2 > 0, wenn es entweder eine konforme Abbildung S1 bezüglich γ0(a1) gibt, die
orthogonal bezüglich σ1

⊗ σ2 + σ2
⊗ σ1 ist und det(S1)κ1 = κ2 erfüllt, oder wenn es eine

Abbildung S2 ∈ C̃O(1, 1) gibt, die nicht konform bezüglich γ0(a1) ist und

λ(S2)S∗2 ◦ (σ1
⊗ σ2 + σ2

⊗ σ1) ◦ S2 = σ1
⊗ σ2 + σ2

⊗ σ1

und −det(S2)κ1 = κ2 erfüllt. Weil S1 bzw. (σ1
⊗ e1 − σ2

⊗ e2) ◦ S2 orthogonal bezüglich
σ1
⊗ σ2 + σ2

⊗ σ1 folgt det(S1) = ±1 bzw. det(S2) = ±1. Somit erhalten wir κ1 = κ2 > 0.
Mit Gleichung (99) und (100) erhalten wir [γ, ε, 0] = [γ, 0, 0] für jedes ε ∈ C2(l, l∗) und

γ ∈ {γ−1 + γa, γ
−1 + γs1 + κγa, γ

−1 + γs2 + κγa, γ
−1 + γs1 + γs2 ± γa | κ > 0}.

Nun werden wir zeigen, dass die G-Orbit von [γ−1 + γa, 0, 0], [γ−1 + γs1 + κγa, 0, 0],
[γ−1 + γs2 + κγa, 0, 0] und [γ−1 + γs1 + γs2 ± γa, 0, 0] für κ > 0 paarweise verschieden
sind. Dafür bleibt nur noch zu zeigen, dass die G-Orbits von [γ, 0, 0] und [γ̃, 0, 0] für
γ0(a1) = γ̃0(a1) = γ−1(a1) und γ0(a2)s, γ̃0(a2) ∈ {γs1, γs2, γs1 + γs2, 0} mit γ0(a2)s , γ̃0(a2)s

verschieden sind.
Dafür stellen wir fest, dass es für γ0(a1) = σ1

⊗σ1
−σ2
⊗σ2 und γ0(a2)s = σ1

⊗σ1 +σ2
⊗σ2

ein A ∈ a, A , 0 gibt, für das γ0(A)s eine positiv definite Bilinearform definiert. Für
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4.5 Der Fall l = R2, a = R2

γ0(a2)s = σ1
⊗ σ2 + σ2

⊗ σ1 ist γ0(A)s für alle A ∈ a, A , 0 nichtausgeartet, aber auch nicht
positiv definit. Für γ0(a2)s = 0 ist γ0(A)s für alle A ∈ a nicht positiv definit und es gibt ein
A2 ∈ a, A2 , 0 mit γ0(A2)s = 0. Schließlich ist für γ0(a2)s = γs1(a2) + γs2(a2) ist γ0(A)s , 0
für alle A ∈ a und nicht positiv definit und es gibt ein A2 ∈ a, A2 , 0, für das γ0(A2)s , 0
ausgeartet ist. Folglich unterscheiden sich die zugehörigen G-Orbits.

Sei nun (γ, ε, 0) ein nilpotenter Kozyklus und sei γ0(A) für alle A ∈ a symmetrisch.
Dann gibt es ein Ã ∈ a, für das γ0(Ã) Signatur (1, 1) hat. Das heißt, wir können o. B. d. A.
annehmen, dass γ0(a1) = σ1

⊗ σ1
− σ2

⊗ σ2 und γ0(a2) symmetrisch ist mit kerγ0 = {0}.
Die Basistransformationen für γ0(a1) = σ1

⊗σ1
−σ2
⊗σ2 und nicht symmetrisches γ0(a2)

sind auch für symmetrisches γ0(a2) zulässig. Wir müssen also nur noch (γ, ε, 0) für

γ ∈ {γ−1 + γs1, γ
−1 + γs2, γ

−1 + γs1 + γs2}

betrachten. Hierbei entfällt γ0(a2) = 0 wegen kerγ0 = {0}.
Mit Gleichung (99) und (100) erhalten wir [γ, ε, 0] = [γ, 0, 0] für alle ε ∈ C2(l, l∗) und alle

γ ∈ {γ−1 + γs1, γ−1 + γs2, γ−1 + γs1 + γs2}.

Außerdem folgt mit der selben Argumentation wie für γ0(a1) = σ1
⊗ σ1

− σ2
⊗ σ2

und γ0(a2) nicht symmetrisch, dass die G-Orbits von [γ−1 + γs1, 0, 0], [γ−1 + γs2, 0, 0] und
[γ−1 + γs1 + γs2, 0, 0] paarweise verschieden sind. Damit haben wir den Fall ξ = 0 abge-
handelt.

Sei nun ξ , 0. Für (γ, ε, ξ) ∈ Z2(l, a, ωa)0 gibt es immer einen Vektor v1 ∈ l und eine
Darbouxbasis von amit

ξ(v1) =

0 1
0 0

 ∈ Hom(a).

Da ξ(L) nilpotent für alle L ∈ l ist, sind ξ(L) und ξ(v1) linear abhängig in Hom(a). Wir
können also ein v2 , 0 ∈ lwählen mit ξ(v2) = 0 ∈ Hom(a). Es gibt folglich stets eine Basis
{v1, v2} von l und eine Darbouxbasis von amit

ξ(v1) =

0 1
0 0

 ∈ Hom(a) und ξ(v2) =

0 0
0 0

 ∈ Hom(a).

Im Folgenden betrachten wir (γ, ε, ξ0) mit

ξ0 = σ1
⊗ α2

⊗ a1. (111)

Für das Tripel (γ, ε, ξ0) gilt β = 0. Außerdem ist es genau dann ein Kozyklus, wenn
γ(e2)(a1) = 0 ∈ l∗ gilt, weil diese Gleichung äquivalent zu der einzig nichttrivialen Bedin-
gung (46) ist.

Lemma 82. Ein Tripel (γ, ε, ξ0) ∈ Z2(l, a, ωa) ist genau dann ausgewogen (und damit nilpotent),
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4.5 Der Fall l = R2, a = R2

wenn γ(e1)(a1) , 0 gilt und eine der folgenden drei Bedingungen:

γ(e2) , 0 ∈ Hom(a, l∗), γ(e1, a1, e2) , 0 oder γ(e1, a2, e2)2 , ε(e1, e2)(e2).

Beweis. Wegen β = 0 folgt

z(a) ∩ al
ξ0 ∩ ker β0 ∩ kerγ0 = span{a1} ∩ kerγ0.

Somit ist Bedingung (b) auf Seite 41 genau dann erfüllt, wenn γ(e1)(a1) , 0 gilt.
Nun wollen wir auch noch einsehen, dass die drei angegebenen Fälle die Einzigen mit

γ(e1)(a1) , 0 sind, für die auch die Bedingung (a) erfüllt ist. Wegen ada = 0 und β = 0 gilt

L = span{e2} ∩ kerγ ∩ {L ∈ l | ∃A ∈ a : (a.3)-(a.4) gilt}.

Folglich ist Bedingung (a) genau dann erfüllt, wenn γ(e2) , 0 ∈ Hom(a, l∗) oder es zu e2

kein A ∈ a gibt so, dass (a.3) und (a.4) gelten. Letzteres gilt für γ(e2) = 0 genau dann, wenn

α(e2, e1) = ξ0(e1)A und ε(e2, e1) = γ(e1)A (112)

für kein A ∈ a erfüllt sind. Wegen ωa(α(e1, e2), ai) = γ(e1, ai, e2) − γ(e2, ai, e1) = γ(e1, ai, e2)
folgt

α(e1, e2) = γ(e1, a2, e2)a1 − γ(e1, a1, e2)a2 =: x4a1 − x3a2.

Weil zudem ξ0(e1)A in span{a1} liegt, ist die erste Gleichung in (112) äquivalent zu x3 = 0
und A = A1a1 − x4a2 für ein A1 ∈ R. Damit sind die Gleichungen in (112) genau dann
erfüllt, wenn zusätzlich ε(e1, e2)e2 = x2

4 gilt und es folgt die Behauptung. �

Wegen β = 0 und ada = 0 sind (γ, ε, ξ0), (γ′, ε′, ξ0) ∈ Z2(l, a, ωa)0 genau dann äquivalent,
wenn

γ′0(a j)(ei) = γ0(a j)(ei) + τ∗(ξ0(ei)a j) (113)

für i, j = 1, 2 und

ε′(e1, e2) = ε(e1, e2) + τ∗(α(e1, e2)) − ev(γ ∧ τ)(e1, e2) − τ∗ ◦ dξ0τ(e1, e2)

für ein τ ∈ C1(l, a) gelten. Wegen τ∗(α(e1, e2)) = −γ(e1, τ(·), e2) + γ(e2, τ(·), e1) ist

ε′(e1, e2) = ε(e1, e2) − γ(e1, τ(·), e2) + γ(e2, τ(·), e1) − γ(e1, τ(e2), ·) (114)

+ γ(e2, τ(e1), ·) − ωa(τ·, ξ0(e1)τ(e2)).

Insbesondere gilt γ′0(A)(L) = γ0(A)(L) für äquivalente (γ′, ε′, ξ0) und (γ, ε, ξ0), wenn A ∈
ker ξ0(L) ist.
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4.5 Der Fall l = R2, a = R2

Wir definieren lineare Abbildungen

S(a, s3, s4) :=

 1
a2 0
s3 s4

 und U(a, b) :=

a b
0 1

a


bezüglich der Basis {e1, e2} von l und der Darbouxbasis {a1, a2} von a. Es gilt (S,U)∗ξ0 = ξ0

genau dann, wenn S = S(a, s3, s4) und U = U(a, b) mit a, s4 , 0 und s3 ∈ R.
Sei im Folgenden (γ, ε, ξ0) ∈ Z2(l, a, ωa)0 mit γ(e1, a1, e2) , 0. Wir können o. B. d. A.

annehmen, dass γ0(a1) = σ1
⊗ σ2 gilt, da wir anderenfalls γ0(a1) bezüglich der Basis

{e1 + s3e2, s4e2} von l für geeignete s3 ∈ R und s4 , 0 betrachten. Außerdem können wir
leicht nachrechnen, dass

(S(a, s3, s4),U(a, b))∗γ0(a1) = γ0(a1)

genau dann erfüllt ist, wenn s3 = 0 und s4 = a3 gilt. Sei

γ0(a2) = b1σ
1
⊗ σ1 + b2σ

2
⊗ σ1 + b3σ

1
⊗ σ2 + b4σ

2
⊗ σ2

Motiviert durch die Äquivalenzwirkung von C1(l, a), definieren wir die lineare Abbil-
dung γ1,x,y : l→ Hom(a, l∗) durch

γ1,x,y := σ1
⊗ α1

⊗ σ2 + xσ2
⊗ α2

⊗ σ1 + yσ2
⊗ α2

⊗ σ2 (115)

für x, y ∈ R. Mit den Gleichungen (113) und (114) zeigt sich, dass die Äquivalenzklasse
von (γ1,x,y, 0, ξ0) aus allen Kozyklen (γ1,x,y − σ1

⊗ α2
⊗ (τ3σ1 + τ4σ2), ε, ξ0) mit ε ∈ C2(l, l∗)

und τ3, τ4 ∈ R besteht. Außerdem gilt für (S,U) = (S(a, 0, a3),U(a,−ba−1)) mit a , 0 die
Gleichheit

(S,U)∗γ0(a2) = (b + b1a−3)σ1
⊗ σ1 + b2a2σ2

⊗ σ1 + b3a2σ1
⊗ σ2 + b4a7σ2

⊗ σ2. (116)

Somit erhalten wir, dass [γ, ε, ξ0] im G-Orbit von genau einer der Kohomologieklassen

[γ1,λ,1, 0, ξ0], [γ1,1,0, 0, ξ0], [γ1,−1,0, 0, ξ0], [γ1,0,0, 0, ξ0]

mit λ ∈ R liegt.

Sei nun γ(e1, a1, e2) = 0. Dann ist γ(e1, a1, e1) , 0 wegen der Ausgewogenheit von (γ, ε, ξ0).
Wir können o. B. d. A. annehmen, dass γ0(a1) = σ1

⊗ σ1 gilt. Anderenfalls betrachten wir
(S(a, 0, a−2),U(a, 0))∗(γ, ε, ξ0) für ein geeignetes a , 0. Man kann leicht nachrechnen, dass
(S(a, s3, s4),U(a, b))∗γ0(a1) = σ1

⊗ σ1 genau dann erfüllt ist, wenn a = 1 gilt.
Motiviert durch die Äquivalenzwirkung von C1(l, a), definieren wir die lineare Abbil-
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4.5 Der Fall l = R2, a = R2

dung γ1
x,y : l→ Hom(a, l∗) durch

γ1
x,y := σ1

⊗ α1
⊗ σ1 + xσ2

⊗ α2
⊗ σ1 + yσ2

⊗ α2
⊗ σ2 (117)

für x, y ∈ R. Analog zu γ1,x,y erhalten wir, dass (γ1
x,y, ε, ξ

0) und (γ′, ε′, ξ0) genau dann
äquivalent sind, wenn

γ′ = γ1
x,y + σ1

⊗ α2
⊗ (−τ3σ

1
− τ4σ

2)

und
ε′(e1, e2)(e2) = ε(e1, e2)(e2) + xτ4 + τ2

4 + yτ3

für geeignete τ3, τ4 ∈ R gelten.
Damit erhalten wir, dass jedes (γ, ε, ξ0) mitγ0(a1) = σ1

⊗σ1 äquivalent zu einem Kozyklus
(γ1

x,y, tσ1
∧ σ2
⊗ σ2, ξ0) für geeignete x, y, t ∈ R ist, wobei t , 0 wegen der Ausgewogenheit

für x = y = 0 gilt. Es bleibt somit nur noch zu untersuchen, inwieweit die Kohomo-
logieklassen [γ1

x,y, tσ1
∧ σ2

⊗ σ2, ξ0] in verschiedenen G-Orbits liegen. Dafür berechnen
wir

(S(1, s3, s4),U(1, b))∗γ1
x,y = σ1

⊗ α1
⊗ σ1 + (s4x + s3s4y)σ2

⊗ α2
⊗ σ1 + s2

4yσ2
⊗ α2

⊗ σ2

+ (−b + s3x + s2
3y)σ1

⊗ α2
⊗ σ1 + s3s4yσ1

⊗ α2
⊗ σ2 (118)

und (S(1, s3, s4),U(1, b))∗ε(e1, e2)(e2) = s2
4ε(e1, e2)(e2).

Damit zeigt sich, dass [γ1
0,0, ε, ξ

0] im G-Orbit von entweder [γ1
0,0, σ

1
∧ σ2

⊗ σ2, ξ0] oder
[γ1

0,0,−σ
1
∧ σ2

⊗ σ2, ξ0] liegt. Außerdem gibt es für x , 0 genau ein t ∈ R derart, dass
[γ1

x,0, ε, ξ
0] und [γ1

1,0, tσ
1
∧ σ2

⊗ σ2, ξ0] im selben G-Orbit liegen. Schließlich liegt für
x ∈ R, y , 0 die Kohomologieklasse [γ1

x,y, ε, ξ
0] im G-Orbit von entweder [γ1

0,1, 0, ξ
0]

oder [γ1
0,−1, 0, ξ

0]. Insgesamt erhalten wir mittels Gleichung (118), dass jedes (γ, ε, ξ0) mit
((γ0(a1))(e1))(e2) = 0 im G-Orbit von genau einer der Kohomologieklassen

[γ1
0,0,±σ

1
∧ σ2

⊗ σ2, ξ0], [γ1
1,0, tσ

1
∧ σ2

⊗ σ2, ξ0], [γ1
0,±, 0, ξ

0]

mit t ∈ R liegt.

Die Ergebnisse dieses Kapitels können wir nun zum folgenden Lemma zusammenfassen.

Lemma 83. Die Kozyklen

[γ1,t,1, 0, ξ0], [γ1,1,0, 0, ξ0], [γ1,−1,0, 0, ξ0], [γ1,0,0, 0, ξ0], [γ1
0,±1, 0, ξ

0],

[γ1
1,0, tσ

1
∧ σ2

⊗ σ2, ξ0], [γ1
0,0,±σ

1
∧ σ2

⊗ σ2, ξ0], [γ1
κ, 0, 0],

[γ0
t , 0, 0], [γ0

−3, σ
1
∧ σ2

⊗ σ2, 0], [γ0
±, 0, 0], [γ−1 + γa, 0, 0], [γ−1 + γs1 + γs2, 0, 0]

[γ−1 + γs1 + κγa, 0, 0], [γ−1 + γs2 + κγa, 0, 0], [γ−1 + γs1 + γs2 ± γa, 0, 0],

mit t ∈ R und κ ≥ 0 bilden ein Repräsentantensystem von H2
Q(R2,R2, α1

∧ α2)0/G.
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4.6 Nilpotente, symplektische Lie-Algebren der Dimension sechs

Wir fassen abschließend die Rechnungen von Kapitel 4.1 - 4.5 in einer Liste zusammen.
Für die Definition der im Theorem verwendeten Abbildungen siehe die Gleichungen (62)
- (65), (80), (86), (96), (102) - (103), (105) - (106), (109) - (110), (111), (115), (117).

Theorem 20. Jede sechsdimensionale, nilpotente, symplektische Lie-Algebra ist isomorph zu
dγ,ε,ξ(l, a, ωa) für genau eine der folgenden Tripel:
l = R3, a = 0

• ε = −(1 + b)σ1
∧ σ2

⊗ σ3
− bσ1

∧ σ3
⊗ σ2 + σ2

∧ σ3
⊗ σ1, γ = 0, ξ = 0, b ∈ [0, 1],

• ε = −2σ1
∧ σ2

⊗ σ3
− σ1

∧ σ3
⊗ (σ1 + σ2) + σ2

∧ σ3
⊗ σ1, γ = 0, ξ = 0,

• ε = −2σ1
∧ σ2

⊗ σ3
− σ1

∧ σ3
⊗ (zσ1 + σ2) + σ2

∧ σ3
⊗ (σ1

− zσ2), γ = 0, ξ = 0, z > 0,

• ε = −σ1
∧ σ3

⊗ σ2
− σ2

∧ σ3
⊗ σ1, γ = 0, ξ = 0,

• ε = −σ1
∧ σ3

⊗ σ1 + σ1
∧ σ2

⊗ σ2, γ = 0, ξ = 0,

l = R, a = R4 mit ωa = α1
∧ α4 + α2

∧ α3, wobei {α1, . . . , α4
} die duale Basis zur Standardbasis

{a1, . . . , a4} von a bezeichne

• (γ, ε, ξ) = (γ0, 0, ξ1),

• (γ, ε, ξ) = (γ0, 0, ξ±),

• (γ, ε, ξ) = (γ0, 0, ξκ), κ ∈ R

l = R, a = h3 ⊕R = {a1, . . . , a4 | [a1, a2] = a3}mit ωa = α1
∧α4 +α2

∧α3, wobei {α1, . . . , α4
} die

duale Basis von {a1, . . . , a4} bezeichne

• (γ, ε, ξ) = (σ1
⊗ α3

⊗ σ1, 0, ξ1),

• (γ, ε, ξ) = (σ1
⊗ (l + 1)α3

⊗ σ1, 0, ξ1(l)), l < {0,−1},

• (γ, ε, ξ) = (σ1
⊗ (y1α1 + α3) ⊗ σ1, 0, ξ1(0)), y1 ∈ R,

• (γ, ε, ξ) = (σ1
⊗ (y2α2 + y4α4) ⊗ σ1, 0, ξ1,±1), y2 ≥ 0, y4 , 0,

• (γ, ε, ξ) = (σ1
⊗ (y2α2

± α4) ⊗ σ1, 0, ξ1,0), y2 ≥ 0.

l = R2, a = R2, ωa = α1
∧ α2, wobei {α1, α2

} die duale Basis der Standardbasis {a1, a2} von a
bezeichne

• (γ, ε, ξ) = (γ1,t,1, 0, ξ0), t ∈ R,

• (γ, ε, ξ) = (γ1,±1,0, 0, ξ0),

• (γ, ε, ξ) = (γ1,0,0, 0, ξ0),
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• (γ, ε, ξ) = (γ1
0,±1, 0, ξ

0),

• (γ, ε, ξ) = (γ1
1,0, tσ

1
∧ σ2

⊗ σ2, ξ0), t ∈ R,

• (γ, ε, ξ) = (γ1
0,0,±σ

1
∧ σ2

⊗ σ2, ξ0),

• (γ, ε, ξ) = (γ1
κ, 0, 0), κ ≥ 0,

• (γ, ε, ξ) = (γ0
t , 0, 0), t ∈ R,

• (γ, ε, ξ) = (γ0
−3, σ

1
∧ σ2

⊗ σ2, 0),

• (γ, ε, ξ) = (γ0
±
, 0, 0),

• (γ, ε, ξ) = (γ−1 + γa, 0, 0),

• (γ, ε, ξ) = (γ−1 + γs1 + κγa, 0, 0), κ ≥ 0,

• (γ, ε, ξ) = (γ−1 + γs2 + κγa, 0, 0), κ ≥ 0,

• (γ, ε, ξ) = (γ−1 + γs1 + γs2 ± γa, 0, 0)

• (γ, ε, ξ) = (γ−1 + γs1 + γs2, 0, 0).
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