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1 Einleitung

1 Einleitung

In dieser Arbeit beschiftigen wir uns mit symplektischen Lie-Algebren. Das sind Lie-
Algebren g, zusammen mit einer geschlossenen, nichtausgearteten 2-Form w auf g, die
wir symplektische Form nennen. Zwei symplektische Lie-Algebren (g1, w1) und (g2, @2)
heiflen isomorph, wenn es einen Isomorphismus ¢ : g; — g, der Lie-Algebren gibt, der die
symplektischen Formen respektiert, d. h. ¢*w; = w; erfiillt. Symplektische Lie-Algebren
stehen in Bijektion zu einfach zusammenhidngenden Lie-Gruppen mit linksinvarianten
symplektischen Formen. Diese Lie-Gruppen sind interessant, weil sie, sofern sie eine
diskrete kokompakte Untergruppe besitzen, kompakte symplektische Mannigfaltigkeiten
definieren und sich damit viele Beispiele von kompakten non-Kdhler symplektischen
Mannigfaltigkeiten erzeugen lassen (siehe z. B. [24], [3], [1]). Eine interessante Unterklasse
von symplektischen Lie-Algebren sind Kahler, bzw. pseudo-Riemannsche Kéhler Lie-
Algebren, welche z. B. in [8] und [7] untersucht wurden. In [6] wurde gezeigt, dass die
Lie-Algebra g der Lie-Algebra G, welche transitiv auf einen symplektischen, homogenen
Raum M = G/H wirkt, auf kanonische Weise eine geschlossene 2-Form & besitzt, wobei
@ genau dann nichtausgeartet ist, wenn H trivial ist.

Es gibt viele Arbeiten, die in niedrigen Dimensionen eine Liste der symplektischen
Lie-Algebren angeben [22], [10], [5]. In Zusammenhang mit Isomorphiebetrachtungen
in beliebigen Dimensionen tauchen nun mehrere Fragen auf: Wie sehen symplektische
Lie-Algebren aus? Kann man fiir jede symplektische Lie-Algebra eine kanonische Gestalt
finden und wie kann man symplektische Lie-Algebren geeignet auf Isomorphie untersu-
chen, insbesondere wenn sie in der kanonischen Gestalt gegeben sind? Bereits mehrere
Arbeiten haben sich mit dieser Problematik auseinandergesetzt (siehe [18], [9], [8], [2]). Die
Grundidee der Arbeiten ist ein Reduktionsschema. Es wird genutzt, dass fiir jedes isotrope
Ideal einer symplektischen Lie-Algebra (g, w) die symplektische Form w auf g = j*/j eine
symplektische Form w induziert. Umgekehrt wird auch ein Konstruktionsschema ange-
geben, dass eine symplektische Lie-Algebra (g, w) mithilfe zusétzlicher Struktur zu einer
hoherdimensionalen, symplektischen Lie-Algebra erweitert, die wiederum eine Redukti-
on auf (g, w) besitzt. Weil das isotrope Ideal im Allgemeinen nicht kanonisch gewahlt wird,
ist es schwierig, symplektische Lie-Algebren mit diesen Schemata zu klassifizieren. Es ist
namlich moglich, dass Erweiterungen von zwei nicht isomorphen niedrig dimensionalen
symplektischen Lie-Algebren isomorph sein konnen. Zum anderen ist die Darstellung
einer symplektischen Lie-Algebra mit diesen Erweiterungen nicht eindeutig, weil es vom
gewdhlten Ideal abhingt.

Ziel dieser Arbeit ist nun, diese Wahlen auf kanonische Weise vorzunehmen, sodass
man ein gewisses Standardmodell erhdlt und zu jeder Zeit Isomorphie systematisch
daran ablesen kann. Allerdings werden wir dieses Schema nicht auf alle symplektischen
Lie-Algebren anwenden kénnen. Wir werden uns hier zum einen auf symplektische Lie-
Algebren mit ausgeartetem Zentrum beschranken. Das beinhaltet unter anderem auch
nichtabelsche, nilpotente, symplektische Lie-Algebren. Zum anderen untersuchen wir
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metrische, symplektische Lie-Algebren (g, (-, -), @) auf Isomorphie, also symplektische Lie-
Algebren (g, w), die gleichzeitig metrische Lie-Algebren (g, (-, -)) sind. Eine metrische Lie-
Algebra (g, (-, -)) ist eine Lie-Algebra g mit nichtausgearteter, symmetrischer Bilinearform

(-,+) auf g, die ad-invariant ist, d. h.
(X, Y], Z) =<X, [\, Z])

fir alle X, Y, Z € g erfiillt. Zwei metrische, symplektische Lie-Algebren heifsen isomorph,
wenn es einen Isomorphismus der symplektischen Lie-Algebren gibt, der gleichzeitig
eine Isometrie der metrischen Lie-Algebren ist.

Metrische Lie-Algebren stehen in Bijektion zu einfach zusammenhéangenden Lie-Grup-
pen mit biinvarianter Metrik. Sie werden auch fiir die Beschreibung von symmetri-
schen Raumen verwendet, da die Lie-Algebra der Transvektionengruppe eines symme-
trischen Raumes solch eine Struktur besitzt [4, Proposition 1.6]. Metrische Lie-Algebren
sind besonders hilfreich fiir unsere Betrachtungen, weil sie schon umfassend in [15]
behandelt wurden. Mit der Grundidee von [15] wurde in [16] ein Klassifikationssche-
ma eingefiihrt, das sowohl metrische Lie-Algebren, als auch metrische Lie-Algebren
mit Zusatzstruktur berticksichtigt. Insbesondere wurden in diesem Zuge auch metri-
sche Lie-Algebren mit halbeinfachen, schiefsymmetrischen Derivationen in der Notati-
on von (R, {e})-dquivarianten metrischen Lie-Algebren abgehandelt. Gerade dies ist fiir
metrische, symplektische Lie-Algebren von Interesse, da metrische, symplektische Lie-
Algebren in Bijektion zu nilpotenten, metrischen Lie-Algebren mit bijektiven, schiefsym-
metrischen Derivationen stehen. Ziel wird es sein, das in [16] konstruierte Klassifikations-
schema fiir metrische Lie-Algebren mit halbeinfachen, schiefsymmetrischen Derivationen
sinnvoll derart zu erweitern, dass alle metrischen, symplektischen Lie-Algebren damit

klassifiziert werden konnen.

Die Grundidee der vorliegenden Arbeit wollen wir im Folgenden beschreiben. Auf jeder
metrischen Lie-Algebra g mit bijektiver, schiefsymmetrischer Derivation D existiert auf
kanonische Weise ein D-invariantes, isotropes Ideal i von g so, dass i+ /i abelsch ist. Dieses
Ideal ist durch

n—1

N N L

i=i(g) := E gl N gttt 1)
k=0

gegeben (vergleiche [14]). Hierbei bezeichnet gl =g,...,d" := [g,d1] die absteigende
Zentralreihe der nilpotenten Lie-Algebra g und n die kleinste positive Zahl mit g" = {0}.
Fiir eine Defintion fiir nichtnilpotente, metrische Lie-Algebren siehe [15] oder [16]. Wir
setzen a = i+ /i und [ = g/i* und es zeigt sich, dass a eine abelsche, metrische, symplek-
tische Lie-Algebra ist und die Struktur eines trivialen I-Moduls erbt. Weil auflerdem i

isomorph zu I* ist, ldsst sich g auf kanonische Weise durch zwei abelsche Erweiterungen
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von Lie-Algebren mit bijektiven Derivationen
0->If—-g—>H—>0, 0—-a—->Hh—>1-0 2

mit ) = g/i schreiben. Umgekehrt definieren zwei abelsche Erweiterungen wie in (2)
fiir eine Lie-Algebra | mit bijektiver Derivation und einen [-Modul a eine metrische,
symplektische Lie-Algebra, sofern die abelschen Erweiterungen zuséatzliche Kompatibi-
litatsbedingungen erfiillen. Im Allgemeinen wird dann aber das Bild von [* in g ungleich
dem kanonischen, isotropen Ideal sein.

Dieses Konstruktionsschema werden wir unter dem Begriff der quadratischen Erwei-
terung einfithren. Im Allgemeinen ist nicht jede quadratische Erweiterung von [ durch
a mithilfe des kanonischen, isotropen Ideals i(g) gegeben. Darum fithren wir den Begriff
der ausgewogenen quadratischen Erweiterung ein. Wir nennen eine quadratische Erwei-
terung ausgewogen, wenn das Bild von I* in g gleich dem kanonischen, isotropen Ideal
ist. Jede metrische, symplektische Lie-Algebra besitzt auf kanonische Weise die Struktur
einer ausgewogenen quadratischen Erweiterung. Es gibt eine natiirliche Aquivalenzrela-
tion auf der Menge der quadratischen Erweiterungen von [ durch a. Aufierdem definieren
wir eine nicht lineare Kohomologie Hg +(I, Dy, a) von der Lie-Algebra [ mit Werten in a,
in der die in [16] betrachteten Kohomologien HPQ(I, @1, a) mit enthalten sind, und zeigen,
dass die Aquivalenzklassen von quadratischen Erweiterungen von (I, D) durch (a, D,) in
Bijektion zu der zweiten Kohomologie H2Q +(I, Dy, a) stehen. Fiir den Beweis der Bijektion
zitieren wir die fiir uns benotigten Resultate fiir metrische Lie-Algebren mit halbein-
fachen, schiefsymmetrischen Derivationen und passen diese auch fiir nicht notwendig
halbeinfache Derivationen an. Auflerdem werden wir das Standardmodell (dy,), Ds¢) €i-
ner metrischen Lie-Algebra mit schiefsymmetrischer Derivation einfiihren, das fiir jedes
[a,7,6,€] € HZQ +(I, Dy, a) eine quadratische Erweiterung von [ durch a definiert.

Die Aquivalenzklassen ausgewogener quadratischer Erweiterungen von (I, D) durch
(a, D,) werden auf der Ebene der Kohomologieklassen durch Hé +(I, Dy, a), C Hé+(l' Dy, a)
beschrieben. Wir nennen diese Kozyklen ebenfalls ausgewogen. Ausgewogenheit hangt
nur von der Struktur der zugrundeliegenden metrischen Lie-Algebra ab. Somit ldsst sich
[15] fiir die Beschreibung der ausgewogenen Kozyklen benutzen, oder konkret [14] fiir
nilpotente, metrische Lie-Algebren. Die Automorphismengruppe G(I, Dy, a) des Paares
(I, Dy, a) wirkt von rechts auf HzQ (I, Dy, a)p. Insgesamt stehen die Isomorphieklassen me-
trischer, symplektischer Lie-Algebren in Bijektion zu

[T ]I H3.Dyan/GG, Dy ),

(LD)eL aeﬂ[,D]

wobei L ein Reprasentantensystem der Isomorphieklassen von nilpotenten Lie-Algebren
mit bijektiven Derivationen ist und Ajp, ein Reprasentantensystem der Isomorphieklas-
sen von abelschen, metrischen Lie-Algebren mit bijektiven, schiefsymmetrischen Deriva-

tionen (aufgefasst als triviale [-'Moduln). Mithilfe dieses Klassifikationsschemas leiten wir
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folgende Resultate her:

e Es gibt bis auf Isomorphie nur eine einzige metrische Lie-Algebra der Dimension

kleiner acht, die symplektische Formen besitzt.

o Es gibt keine metrische, symplektische Lie-Algebra, deren Metrik einen Index von

eins oder zwei hat, abgesehen von abelschen Lie-Algebren.

e Wir haben alle Isomorphieklassen metrischer, symplektischer Lie-Algebren der Di-

mension kleiner zehn bestimmt und

e wir haben alle Isomorphieklassen nichtabelscher, metrischer, symplektischer Lie-
Algebren mit einem Index von drei berechnet.

Meines Wissens nach existierten diesbeziiglich bislang keine Ergebnisse.

Motiviert von der Herangehensweise an metrische Lie-Algebren wollen wir ein Klassi-
fikationsschema mittels quadratischer Erweiterung fiir symplektische Lie-Algebren her-
leiten, ohne die Existenz einer Metrik fordern zu miissen. Wir beschranken uns dafiir auf
symplektische Lie-Algebren (g, w) mit ausgeartetem Zentrum 3. Dann istndmlich i := 3n3*
ein Ideal von g, das isotrop beziiglich w ist. Aufierdem induziert w eine symplektische
Form w auf j*/i, wodurch {*/i zu einer symplektischen Lie-Algebra wird. Es zeigt sich,
wie fiir metrische, symplektische Lie-Algebren, dass sich g mit (a,w,) = (i*/i, @) und

[ = g/j* mittels zwei nicht notwendig abelschen Erweiterungen
0->IF—-g—>H—>0, 0—-a—->Hh—>1-0 3)

mit h = g/j schreiben lasst. Das ermoglicht uns, auch fiir symplektische Lie-Algebren mit
ausgeartetem Zentrum quadratische Erweiterungen einzufiihren. Wenn fiir eine quadra-
tische Erweiterung das Bild von I in g gleich 3 N 3" ist, dann nennen wir die quadratische
Erweiterung ausgewogen. Natiirlich hat nicht jede symplektische Lie-Algebra ein ausge-
artetes Zentrum, aber z. B. jede nichtabelsche, nilpotente, symplektische Lie-Algebra.
Jede symplektische Lie-Algebra mit ausgeartetem Zentrum besitzt auf kanonische Wei-
se die Struktur einer ausgewogenen quadratischen Erweiterung. Auf der Menge der
quadratischen Erweiterungen von I durch (a, w,) existiert wie fiir metrische, symplek-
tische Lie-Algebren eine natiirliche Aquivalenzrelation, die wir analog zu metrischen,
symplektischen Lie-Algebren in Beziehung zu einer geeigneten 2. Kohomologieklasse
H?(1, a, w,) setzen. Dafiir werden wir das Standardmodell b, . ¢ einer symplektischen Lie-
Algebra einfiihren, das fiir jedes [y, €, £] € H?(1, a, w,) eine quadratische Erweiterung von
[ durch (a, w,) definiert. Die zu ausgewogenen quadratischen Erweiterungen korrespon-
dierenden Kozyklen werden wir ebenfalls ausgewogen nennen und ihre Kohomologie
mit H2(], q, w,q)y bezeichnen. Diese Menge lésst sich explizit charakterisieren. Mithilfe der
Gruppenwirkung der Automorphismengruppe G = G(I, a,w,) des Paares (I, a, w,) auf
H?(1, a,,) erhalten wir eine Bijektion zwischen den Isomorphieklassen symplektischer
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Lie-Algebren der Dimension 21 mit ausgeartetem Zentrum und der Menge

n
H(Rm, (1, a)q)ﬁ/G.

m=1  [a,w.]€lsom(2n—2m)

Hierbei bezeichnet Isom(2n — 2m) ein Reprasentantensystem der Isomorphieklassen von
symplektischen Lie-Algebren der Dimension 2n — 2m. Als Anwendung dieses Klassifi-
kationsschemas berechnen wir auf neuem Wege die Isomorphieklassen symplektischer
Lie-Algebren mit ausgeartetem Zentrum der Dimension kleiner sechs, die bereits aus [21]
bekannt sind.

Schliefslich werden wir das Klassifikationsschema auf nilpotente, symplektische Lie-
Algebren anwenden. Wihrend fiir eine symplektische Lie-Algebra mit ausgeartetem Zen-
trum die abgeleitete symplektische Lie-Algebra j* /i ein nichtausgeartetes Zentrum besit-
zen kann und damit die Klassifikation aller symplektischer Lie-Algebren mit ausgearte-
tem Zentrum einer fixierten Dimension die Kenntnis aller symplektischer Lie-Algebren
niedriger Dimension (also insbesondere auch mit nichtausgeartetem Zentrum) bedarf,
fallt diese Problematik fiir nilpotente, symplektische Lie-Algebren weg. Denn eine nilpo-
tente, symplektische Lie-Algebra hat genau dann ein nichtausgeartetes Zentrum, wenn
sie abelsch ist. Wir bestimmen, wann Kozyklen der 2. Kohomologie H2(1, q, W, )y nilpoten-
te, symplektische Lie-Algebren definieren. Die Kohomologie dieser Kozyklen bezeichnen
wir mit H?(I, a, w,)o und erhalten eine Bijektion zwischen den Isomorphieklassen nichta-
belscher, nilpotenter, symplektischer Lie-Algebren und

n

H H HZ(]Rm/ a, a)a)O/G/
m=1  [a,w.]€N2n—-2m)

wobei A(2n — 2m) ein Reprasentantensystem der Isomorphieklassen (21 — 2m)-dimensio-
naler, nilpotenter, symplektischer Lie-Algebren bezeichnet. Das Klassifikationsschema
fiir nilpotente, symplektische Lie-Algebren bietet mehrere Vorteile. Zum einen konnen
nilpotente, symplektische Lie-Algebren systematisch auf Isomorphie untersucht wer-
den, da das Schema nicht von Wahlen (wie etwa bei [18], [9], [8], [2]) abhdngt. Zum
anderen werden fiir die Klassifikation nilpotenter, symplektischer Lie-Algebren einer
festen Dimension keine anderen Klassifikationen, wie etwa eine Klassifikation aller nil-
potenter Lie-Algebren einer Dimension, benétigt (z. B. in [17] bei der Klassifikation der
6-dimensionalen, nilpotenten, symplektischen Lie-Algebren). Es wird lediglich ein Re-
prasentantensystem der nilpotenten, symplektischen Lie-Algebren niedriger Dimension
verwendet, welches ebenfalls mit diesem Klassifikationsschema bestimmt werden kann.
Auflerdem ist dieses Klassifikationsschema universell fiir alle nilpotenten, symplekti-
schen Lie-Algebren einsetzbar. Es werden keine zusitzlichen Bedingungen an die Lie-
Algebren gestellt.

Exemplarisch leiten wir mithilfe dieses Klassifikationsschemas ein Reprasentantensys-
tem der Isomorphieklassen aller nilpotenten, symplektischen Lie-Algebren der Dimensi-
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on 6 (siehe [17], vergleiche auch [11]) auf neuem Wege her, indem wir die G-Orbits von

(Ir (1) € {(Rr R4), (R/ b3 X R)/ (Rr n4)/ (R3/ {0})/ (RZI RZ)}

und zugehoriger symplektischer Form w, berechnen. Nebenbei werden dadurch kleine
Ungenauigkeiten in [17] behoben.

Diese Arbeit ist wie folgt aufgebaut. In Kapitel 2 werden wir das Klassifikationssche-
ma fiir metrische, symplektische Lie-Algebren konstruieren. Wir fithren den Begriff der
(ausgewogenen) quadratischen Erweiterung in Kapitel 2.1 ein und zeigen, dass jede metri-
sche, symplektische Lie-Algebra auf kanonische Weise die Struktur einer (ausgewogenen)
quadratischen Erweiterung besitzt. Weiterhin definieren wir die Aquivalenzrelation auf
den quadratischen Erweiterungen. Anschlieflend definieren wir in Kapitel 2.2 die qua-
dratische Kohomologie Hf2+(l, Dy, a). Wir definieren auflerdem die Isomorphismen von
Paaren und geben ihre Wirkung auf die quadratische Kohomologie an. In Kapitel 2.3
definieren wir das Standardmodell (d,,)), D5 und geben notwendige und hinreichende
Bedingungen auf der Ebene der zugehorigen Kozyklen an, wann (2, Ds¢) die Struktur
einer (ausgewogenen) quadratischen Erweiterung besitzt. Wir zeigen, dass jede quadra-
tische Erweiterung dquivalent zu einem geeigneten Standardmodell ist (Kapitel 2.4) und
wann Standardmodelle dquivalent sind (Kapitel 2.5). Als Abschluss des Kapitels 2.5 er-
halten wir die Bijektion zwischen Hé +(I, Dy, a) und den Aquivalenzklassen quadratischer
Erweiterungen von [ durch a. In Kapitel 2.6 beschreiben wir die Isomorphie von Standard-
modellen auf der Ebene der zugehorigen Kohomologieklassen und erhalten abschlies-
send das Klassifikationsschema fiir metrische, symplektische Lie-Algebren. Wir werden
in Kapitel 2.7 simtliche nichtabelschen, metrischen, symplektischen Lie-Algebren, deren
Index des Skalarprodukts kleiner als vier ist, bis auf Isomorphie bestimmen. AufSerdem
geben wir ein Reprdsentantensystem aller nichtabelschen, metrischen, symplektischen
Lie-Algebren an, die eine Dimension kleiner als zehn haben.

Ahnlich zu metrischen, symplektischen Lie-Algebren werden wir in Kapitel 3 das Klas-
sifikationsschema fiir symplektische Lie-Algebren aufbauen. Wir definieren die dafiir
verwendeten (ausgewogenen) quadratischen Erweiterungen samt Aquivalenzrelation.
Anschlieflend definieren wir d, . ¢, das Standardmodell symplektischer Lie-Algebren mit
ausgeartetem Zentrum und weisen wie fiir metrische, symplektische Lie-Algebren die
Bijektion zwischen den Aquivalenzklassen quadratischer Erweiterungen und H2(l, a, w,)
nach. Letztere Kohomologie H?(1, a,w,) und auch H%(l, a, wq)y werden in Kapitel 3.5 defi-
niert. In Kapitel 3.6 bestimmen wir notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die
Isomorphie von symplektischen Lie-Algebren auf der Ebene der zugehorigen Kohomo-
logie H%(1, q, @,)y und schliefsen das Kapitel mit dem Klassifikationsschema ab. Exem-
plarisch werden wir in Abschnitt 3.7 alle symplektischen Lie-Algebren mit ausgearte-

tem Zentrum der Dimension vier berechnen. Das Resultat ist bereits bekannt [21] und
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die Rechnungen sind eher als eine Demonstration der Herangehensweise zu verstehen.
Abschlieflend bestimmen wir in Kapitel 4, wann Standardmodelle d, ¢ ¢ nilpotente, sym-
plektische Lie-Algebren sind und erhalten das Klassifikationsschema fiir nilpotente, sym-
plektische Lie-Algebren. Damit klassifizieren wir auf neuem Wege alle nilpotenten, sym-

plektischen Lie-Algebren der Dimension kleiner als acht (Kapitel 4.1 - 4.5).

2 Metrische, symplektische Lie-Algebren

In diesem Kapitel bauen wir das Klassifikationsschema fiir metrische, symplektische Lie-
Algebren auf und werden damit in speziellen Féllen die Isomorphieklassen metrischer,

symplektischer Lie-Algebren bestimmen.

Definition 1. Eine metrische, symplektische Lie-Algebra ist eine Lie-Algebra g, die eine
nichtausgeartete (nicht notwendig positiv definite), symmetrische Bilinearform (-, -) :
g X g = R und eine nichtausgeartete, antisymmetrische Bilinearform w : g X g — R

besitzt, welche
X, [V, Z]) =<{[X,Y],Z) und

do(X, Y, Z) = —([X, Y], Z2) + 0([X, Z],Y) — o([Y, Z], X) = 0
fir alle X, Y, Z € g erfiillen. Wir schreiben kurz (g, (-, -), w).

Definition 2. Ein Isomorphismus ¢ zwischen metrischen, symplektischen Lie-Algebren
(81, -, )1, w1) und (g2, (-, *)2, w2) ist ein Lie-Algebren-Isomorphismus ¢ : g; — gy, der eine
Isometrie ist, d. h. ¢*(-, -)2 = (-, -)1 erfiillt, und der die symplektischen Formen respektiert,
d.h. p*w2 = w;.

2.1 Quadratische Erweiterungen

Ziel dieses Abschnitts ist es, die fiir das Klassifikationsschema fiir metrische, symplekti-
sche Lie-Algebren grundlegenden Begriffe einzufiihren, quadratische Erweiterungen zu
definieren und zu zeigen, dass jede metrische, symplektische Lie-Algebra auf kanonische

Weise die Struktur einer quadratischen Erweiterung besitzt.

Fiir jede metrische, symplektische Lie-Algebra (g, (-, -), w) definiert

eine bijektive, schiefsymmetrische Abbildung D auf g, weil (-, -) nichtausgeartet ist. Hier-
bei heifit D schiefsymmetrisch, wenn (DX, Y) = —(X, DY) fiir alle X, Y € g gilt. Auflerdem
ist D eine Derivation von g, weil @ geschlossen ist. Die Existenz einer bijektiven Deriva-
tion auf g impliziert, dass g nilpotent ist [13, Theorem 3]. Umgekehrt definiert aber auch

jede bijektive schiefsymmetrische Derivation einer nilpotenten metrischen Lie-Algebra g
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durch Gleichung (4) eine symplektische Form auf g. Diese Erkenntnis fassen wir noch

einmal im folgenden Lemma zusammen.

Lemma 3. Metrische, symplektische Lie-Algebren stehen in Bijektion zu nilpotenten, metrischen
Lie-Algebren mit schiefsymmetrischen, bijektiven Derivationen.

Im Folgenden werden wir uns mit metrische Lie-Algebren (g, (-, -)) mit schiefsymme-
trischer Derivation D beschiftigen und abkiirzend diese mit (g, (-, -), D), (g, D) oder auch
g bezeichnen, sofern aus dem Kontext klar wird, dass es sich um metrische Lie-Algebren

mit schiefsymmetischer Derivation handelt.

Definition 4. Ein Isomorphismus (Homomorphismus) ¢ zwischen Lie-Algebren mit De-
rivation (g1, D1) und (g2, D7) ist ein Isomorphismus (Homomorphismus) ¢ : g1 — a2
der Lie-Algebren, der derivationserhaltend im Sinne von D¢ = ¢D; ist. Ein Isomor-
phismus zwischen metrischen Lie-Algebren mit Derivation ist ein Isomorphismus der

Lie-Algebren mit Derivation, der zuséitzlich eine Isometrie ist.

Lemma 5. Fiir jede metrische Lie-Algebra mit Derivation (g, D) ist der halbeinfache Anteil Ds
der Jordanzerlequng der schiefsymmetrischen Derivation D ebenfalls eine schiefsymmetrische

Derivation von g.

Beweis. Wir betrachten hierfiir die Komplexifizierung von D und (, -), falls D nichtreelle
Eigenwerte besitzt. Seien v; und v, aus den Hauptrdumen von D zu Ay und A,. Fiir

gentigend grofses k € R verschwindet

k

(D- (A1 + A2)id )k[vl,vz] = ; (I;)[(D — Ayidy*oy, (D - Azid)'oy .

Somit ist [v1, 2] aus dem Hauptraum zu A1 + A und es gilt Ds[v1, v2] = (A1 + A2)[v1, v2].
Das zeigt nun auch, dass D; eine Derivation ist, denn

Ds[v1,v2] = (A1 + A2)[v1, v2] = [Av1, 02] + [v1, A2v2] = [Dsvy, v2] + [v1, Dsv2].

Weil D schiefsymmetrisch ist, stehen die Hauptraume zu A; und A, mit Ay # —A; or-
thogonal zueinander. Diese Unterrdume werden von Ds invariant gelassen. Somit ist
(Dgv1,v72) +{v1,Dsvp) = 0. Flir A1 = —A; erhalten wir leicht

(Dsv1,v2) + (01, Dsv2) = A{v1,v2) — A1{v1,02) = 0.

Somit ist D schiefsymmetrisch. m]

Definition 6. Sei [ eine Lie-Algebra. Das Tripel (p, a, (-, -)s) heifst orthogonaler I-Modul,
wenn (q, (-, -)) eine abelsche, metrische Lie-Algebra ist und p : [ - Hom(a) eine Darstel-
lung der Lie-Algebra I auf a, die schiefsymmetrisch ist, d. h. {p(L)A1, A2) = —(A1, p(L)A2)
fur alle L € Tund A4, A, € a erfuillt.
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Sei nun zusitzlich Dy eine Derivation auf . Wir nennen (p, a, (-, -)o, D) orthogonaler
([, D;)-Modul, falls D, eine schiefsymmetrische Abbildung auf a und (p, a, (-, -),) ein or-
thogonaler -Modul ist, welcher p(DiL) = [D,, p(L)] fiir alle L € [ erfiillt. Wir werden fiir
orthogonale ([, D;)-Moduln auch abkiirzend (a, D,) schreiben.

Lemma 7. Sei [ eine Lie-Algebra, Dy eine Derivation auf Lund (p, a,{, o, Dy) ein orthogonaler
([, Dy)-Modul. Dann ist (p, a,{-, -)a, Dqs) ein orthogonaler (1, Di;)-Modul, wobei Dy und D, die
halbeinfachen Anteile der Jordanzerlequng von Dy bzw. D, bezeichnen.

Beweis. Wegen Lemma 5 bleibt nur noch

p(DIsL) = [DaS/ P(L)]

fiir alle L € [ zu zeigen. Wir betrachten die Komplexifizierung von D,, D; und p, sofern
D, oder Dy nichtreelle Eigenwerte besitzen. Sei L € [ aus dem Hauptraum zu D; zu A und

A € aaus dem Hauptraum zu D, zu u. Wie im Beweis von Lemma 5 gilt
kL 1k . .
(Do~ (A +wid)fpL)A =Y | ( i)P((DI — Aid) (D, — id)A.
i=0

Folglich verschwindet (D, — (A + 1) id)k p(L)A fiir geniigend grofses k. Somit ist p(L)A ein
Vektor aus dem Hauptraum zu A + u. Also ist Dygp(L)A = (A + p)p(L)A und es gilt

Dasp(L)A = p(L)DosA = Ap(L)A = p(DisL)A.

O

Definition 8. Seien [ eine Lie-Algebra, D; eine Derivation auf [ und (p, a,(:,-), D,) ein
orthogonaler (I, D)-Modul. Eine quadratische Erweiterung von (I, D) durch (a, D,) ist ein
Quadrupel (g, i, 7, p) mit

e g=(g,(,-), D) ist eine metrische Lie-Algebra mit schiefsymmetrischer Derivation,
e i C gist ein D-invariantes Ideal von g und isotrop beziiglich (-, -),

e i: (a,Dy) — (g/i,D) und p: (¢/i,D) — (I,D)) sind Homomorphismen der Lie-

Algebren mit Derivationen, fiir die
0—a KR g/i LN [—=0

eine kurze exakte Sequenz von Lie-Algebren ist. Hierbei ist D die durch D induzierte
schiefsymmetrische Derivation auf g/i. Weiterhin soll die Darstellung p respektiert

werden in dem Sinne, dass

i(p(L)A) = [L,i(A)] € i(a) )
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fiirr alle L € g/i mit p(L) = L gilt. AuBerdem sei im(i) = i*/i und i eine Isometrie aufs
Bild.

Lemma9. Sei (g, D; 1,1, p) eine quadratische Erweiterung von (1, Dy) durch (a, D,). Dann ist auch
(8, Ds; 1,1, p) eine quadratische Erweiterung von (I, Dis) durch (a, D). Hierbei bezeichnen Ds, D
und D die halbeinfachen Anteile der Jordanzerlequng von D, Dy und D,

Beweis. Esist bekannt, dass jeder D-invariante Unterraum auch invariant unter den halb-
einfachen Teil D; der Jordanzerlegung von D ist. Damit kann man dann auch zeigen, dass
i:(a,Dg) = (g/i,D) und p:(a/i, D) — (1,D)) sind Homomorphismen der Lie-Algebren
mit den zugehorigen halbeinfachen Teilen der Derivationen sind. O

Sei i ein isotropes, D-invariantes Ideal einer metrischen Lie-Algebra g mit bijektiver,
schiefsymmetrischer Derivation D, fiir das i* /i abelsch ist. Dann definiert wie in [15, Seite
94] die kurze exakte Sequenz

0 it/idg/id g/it >0 (6)

eine quadratische Erweiterung von g/i*+ durch i*/i mit zugehorigen induzierten Deriva-
tionen.

Bemerkung 10. Dass die Existenz eines geeigneten Ideals auf kanonische Weise eine quadratische
Erweiterung definiert, wurde bereits in [15] gezeigt. Dort wurden metrische Lie-Algebren ohne
weitere Zusatzstruktur untersucht. In [16] wurde die Aussage auf metrische Lie-Algebren mit
Zusatzstruktur, den sogenannten (), K)-dquivarianten metrischen Lie-Algebren, verallgemeinert.
Dies beinhaltet auch metrische Lie-Algebren mit halbeinfachen, schiefsymmetrischen Derivationen
in der Notation der (R, {e})-dquivarianten metrischen Lie-Algebren. Halbeinfachheit der Deriva-
tion ist nicht notwendig, um mit der kurzen exakten Sequenz (6) eine quadratische Erweiterung

zu definieren.

Wir wissen bereits, dass fiir die Beschreibung der Isomorphieklassen metrischer, sym-
plektischer Lie-Algebren nur nilpotente, metrische Lie-Algebren mit bijektiver, schiefsym-
metischer Derivation von Interesse sind. Sei also bis zum Ende dieses Unterkapitels g eine
nilpotente, metrische Lie-Algebra und D eine schiefsymmetrische, bijektive Derivation
auf g.

Von besonderem Interesse werden quadratische Erweiterungen sein, bei denen das

ausgezeichnete Ideal das kanonische, isotrope Ideal

_

.
R 1

i(g) ;= ) o' Nt )
0

>~
Il

ist. Hierbei bezeichnet ¢! := g, ..., " := [g, g 1] die absteigende Zentralreihe der nilpoten-
ten Lie-Algebra g und n die kleinste positive Zahl mit g"” = {0}. Dies ist die Definition des
kanonischen, isotropen Ideals fiir nilpotentes g (vergleiche auch [14]). Fiir eine allgemeine
Definition des Ideals i(g) siehe [15, Definition 3.3].

10
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Dieses Ideal ist fiir alle nilpotenten, metrischen Lie-Algebren gisotrop, es ist D-invariant
fiir alle Derivationen D von g und aufSerdem ist it /i abelsch [15, Lemma 3.4 (d)] [16,
Proposition 2.7]. Wir werden es im Folgenden kanonisches, isotropes Ideal nennen. Man
sieht auch leicht, dassjede Isometrie F : g; — g2 von metrischen, nilpotenten Lie-Algebren
F(i(a1)) = i(gp) erfirllt.

Lemma 11. ([14]) Wenn g eine nilpotente, metrische Lie-Algebra ist und (g,1(g),1,p) eine aus-
gewogene quadratische Erweiterung von (I, Dy) durch (a, D,) ist, dann ist (a, D,) ein trivialer
([, Dy)-Modul, d. h. p ist trivial.

Beweis. Zum einen ist a ein halbeinfacher -Modul [15, Lemma 3.4 (b)]. Zum anderen ist
p(L) fiir alle L € I nilpotent wegen der Gleichung (5). Folglich ist nach dem Satz von Engel
a ein trivialer (I, Dy)-Modul. O

Definition 12. Sei (g, (-, -), D) eine nilpotente, metrische Lie-Algebra mit bijektiver, schief-
symmetrischer Derivation D. Seien aufSerdem [ eine nilpotente Lie-Algebra, D; eine bi-
jektive Derivation auf [ und (a,D,) ein trivialer (I, D;)-Modul mit bijektivem D,. Eine
quadratische Erweiterung (g, 1,7, p) von (I, D;) durch (a, D,) heifst ausgewogen, wenn i das
kanonische, isotrope Ideal i = i(g) ist.

Theorem 1. Jede nilpotente, metrische Lie-Algebra g mit schiefsymmetrischer, bijektiver De-
rivation D besitzt die Struktur einer ausgewogenen quadratischen Erweiterung. Das heifit, es
existieren eine nilpotente Lie-Algebra | mit bijektiver Derivation D, eine abelsche, metrische Lie-
Algebra a mit bijektiver, schiefsymmetrischer Derivation D, die wir als trivialen (I, Dy)-Modul
auffassen, und Lie-Algebren-Homomorphismen i und p derart, dass (g, (), 1, p) eine ausgewogene
quadratische Erweiterung von (I, Dy) durch (a, D,) ist.

Beweis. Wir wihlen als Ideal i(g). Dieses Ideal ist isotrop, D-invariant und i(g)*/i(g) ist
abelsch. Folglich definiert die Sequenz (6) eine quadratische Erweiterung mit Derivation,

die per Definition ausgewogen ist. m|

Wir werden auch den trivialen Fall der ausgewogenen quadratischen Erweiterung von
{0} durch a fiir unsere Betrachtungen zulassen. Dies entspricht der Bedingung i(g) = {0},
welche genau dann gilt, wenn g abelsch ist. Entsprechend besitzt ein nicht abelsches g die
Struktur einer nichttrivialen, ausgewogenen quadratischen Erweiterung.

Auf der Menge der quadratischen Erweiterungen gibt es eine natiirliche Aquivalenz-

relation:

Definition 13. Zwei quadratische Erweiterungen (g;, D;;1;,;,p;), j = 1,2 von (I, Dy) durch
(a, D,) heifsen dquivalent, falls es einen Isomorphismus F : (g1,D1) — (g2, D2) der me-
trischen Lie-Algebren mit Derivation gibt, der i; auf i, abbildet und dessen induzierter
Isomorphismus F : g1 /i1 — ¢2/i> die Bedingungen

Foiy=ip und proF=p

erfullt.

11
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Diese Aquivalenz von quadratischen Erweiterungen werden wir spiter in Beziehung

zu einer geeigneten Kohomologieklasse setzen, die wir in Kaptitel 2.2 einfiihren.

2.2 Kohomologie

Ziel dieses Abschnitts ist es, die Kozyklen einzufiihren, die wir fiir die Beschreibung der
quadratischen Erweiterungen verwenden werden. Mit Hilfe einer Gruppenwirkung auf
den Kozyklen definieren wir anschlieffend die quadratische Kohomologie.

Sei p : | - Hom(a) eine Darstellung der Lie-Algebra [ auf dem Vektorraum a. Bezeich-
ne CP(I,a) = Hom(/\"1,a) den Raum der alternierenden p-linearen Abbildungen auf [
mit Werten in a und (C*([, a), d) den gewohnlichen Lie-Algebra Kokettenkomplex, wobei
d: CP(I,a) — CP*I(1, a) durch

p+1

dt(Ly,...Lpw1) = Z(—l)i+1P(Li)T(L1, o Liye o Lpe)
i=1
+ Z(—l)i+j7([Li, Lil,Ly,...,Li,...,Lj, ... Lpe)

i<j

fur alle T € CP(1, a) definiert ist. AuSerdem bezeichne Z7(, a) und BP(l, a) den Raum der
Kozyklen bzw. Kordander von CP(], a). Fiir den Kokettenkomplex von [ mit der trivialen
Darstellung auf R schreiben wir C*(I).

Definition 14. Sei (p, q, (-, -)) ein orthogonaler [-Modul. Wir definieren eine bilineare Mul-
tiplikation (- A -) : CP(I, a) x CI(I, a) = CP*(I, R) durch

<a A T>(L1, sy Lp+q) = Z Sg”(0)<a(La(1), ceey La(p))r T(La(p+1)r sy La(p+q))>-
[0]€8p+q/SpxS,

Hier ist Sy die symmetrische Gruppe mit k Elementen.

Lemma 15. ([15, Seite 90]) Fiir a € CP(1, a) und t € C(1, a) gilt

d{a A 1) = (da A T) + (=1{a A d7) und (8)
(@ ATY = (1At A Q). (9)

Wir betrachten Paare von Lie-Algebren [ mit Derivationen D; und orthogonalen
([, D;)-Moduln (a, D,). Diese Paare bilden eine Kategorie, deren Morphismen Paare (S, U)
sind, bestehend aus einem Lie-Algebren-Isomorphismus S : I; — I, und einer Isometrie
U:a — ay, die SDy = DS, UD,, = Di,U und U o po(SL) = p1(L)o U fiir alle L € [y
erfiillen.

Wir werden Morphismen dieser Kategorie mit Morphismen von Paaren bezeichnen.

Bemerkung 16. Wenn (S, U) ein ein Morphismus von (1, Dy, a1) nach (Ip, Dy,, az), so ist (S, U)
auch ein Morphismus von (I, Dy, a1) nach (I, Dy, a2), wobei Dy der halbeinfache Teil der

12
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Jordanzerlegung von Dy, bezeichnet und a; = (a;, Dy,,) den orthogonalen (1, Dy,)-Modul mit dem
halbeinfachen Teil Dy, der Jordanzerlegung von Dy, fiir i = 1,2 bezeichnet.

Bemerkung 17. Die Kategorie von Paaren bestehend aus Lie-Algebren und orthogonalen Moduln
wurde bereits in [15] eingefiihrt. Die Morphismen dieser Kategorie wurden ebenfalls abkiirzend als
Morphismen von Paaren bezeichnet und verwendet um unter anderem Formen zuriickzuziehen.
In [16] wurden dann Morphismen von Paaren untersucht, die auch Zusatzstrukturen auf den
Paaren von Lie-Algebren und orthogonalen Moduln respektieren. Ein Morphismus von den Paaren
(1, Dy, a1) nach (1o, Dy, a2) im Sinne unserer Definition, wobei Dy eine halbeinfache Derivation
von 1; und a; = (a;, Dy,,) ein orthogonaler (1;, Dy,,)-Modul mit halbeinfachem D, fiir i = 1,2
sind, entspricht dem Spezialfall der Definition von Morphismen von Paaren (R, {e})-dquivarianter
metrischer Lie-Algebren aus [16].

Sei (S,U) : (I, Dy, a1) — (Io, Dy, a2) ein Morphismus von Paaren. Wir konnen mittels

(S, U) Formen zurtickziehen. Dafiir definieren wir
S Uy : CP(lp, a2) = CP(Iy,a1), (S, U)'a(Ly,...,Ly) = Uoa(S(Ly),...,S(Ly)) und

S, U) : CP(L) — CP(Ly), (S, Uy y(Ly,...,Lp) = Y(S(Ly), ..., S(Ly)).

Lemma 18. ([15, Seite 92]) Die Pullbacks (S, U)* kommutieren mit dem Differential d und es gilt
(S U ant) =S U an (U (10)

fiii’ o € Cp(lz, C(z) undt € Cq(lz, az).

Sei nun [ eine Lie-Algebra, D; eine Derivation auf [ und (a, D,) ein orthogonaler (I, Dy)-
Modul. Dann ist (et efP¢) ein Morphismus von Paaren fiir jedes t € R. Fiir a € CP(l, )

bezeichne nun D°a = %(e_tD [, efDays _o- Wir erhalten

p

D°a(Ly, ..., Ly) = Do(a(Ly, ..., L)) — Za(Ll, ., DiLi,...,Lp).
i=1

Fiir y € CP(I) erhalten wir analog

p
Dy(Ly, ..., Lp) = —Zy(Ll,...,DILi, L)
i=1

Lemma 19. Seien a € CP(l,a), T € C(1, a) und y € CP(1). Dann gilt

DaAT)y=(D°a AT)+{a AD°T), (11

D°dy =dD%y, (12)

D°da = dD°a. (13)

Beweis. Diese Eigenschaften folgen aus den Eigenschaften von (S, U)*. m]

13
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Bemerkung 20. Zuriickziehen und D° kommutieren, d. h. D{(S,U)"y = (S,U)'D3yy und
D3 (S, U)'a = (S, U) D;a.

Nun wollen wir hier eine Kohomologie angeben, die die Derivationen mit berticksich-
tigt. Zu gegebenen Derivationen D; und D, von [ und a bezeichne im Folgenden, sofern
nichts anderes erwdhnt wird, Dj; und D, die halbeinfachen Anteile der Jordanzerlegung

von Dy und D,. Aulerdem sei Do = %(e;tD‘, eéD“)*oc

t=0"

Definition 21. Sei nun p gerade. Wir setzen (wie in [16])
z’éa, ¢r,a) == {(a, y) €CP(l,a)® C*71(1) | da = 0,dy = %m Aa),Dia=0,Dy = o}. (14)

Man sieht leicht ein, dass alle (a,y) € ZPQ(I, ¢y, a) invariant unter den Morphismen von

Paaren
(P, 7Py teR (15)

sind.
Bezeichne Cgl(l, ¢1,a) € CP7L(1, a) ® C72(1) die Menge der Tupel (7, 0), die invariant
unter den Morphismen von Paaren (15) sind. In unserer Notation heifst das, dass (7, 0) die

Bedingungen
Dit=0 und DJo=0 (16)

erfillt.

Lemma 22. ([16, Seite 13], siehe auch [15, Definition 1.1, Lemma 1.2]) Auf C’gl(l, @1, a) wird
durch

1
(11,01)(12,02) = (T1 + T2,01 + 02 + §<T1 A T2)) (17)

eine Gruppenstruktur definiert. Sei (a,y) € CP(l,a) ® C*~(1) und (7,0) € CpQ_l(I, ¢1, ). Dann
definiert

(,7)(1,0) = (a +d7,y +do +((a + %dr) A T) (18)

eine Rechtswirkung von Cgl(l, ¢1, ) auf CP(1, a) & C*L(1), die Zg(l, ¢y, a) invariant lisst.

Damit setzen wir die p-te Kohomologie HPQ(I, @1, a) von [ mit Werten in a als

HY(L ) 1= Z0 (L, )/Ch (1, ).

Fir (a,y) € Zg([, ¢1, a) bezeichne [«, y] die zugehorige Kohomologieklasse.

Bemerkung 23. Die Kohomologie H’é(l, ¢1, a) wurde bereits in [16] untersucht. Sie wurde ein-

gefiihrt um die Aquivalenzklassen quadratischer Erweiterungen (1), K)-dquivarianter metrischer

14
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Lie-Algebren zu klassifizieren. Die hier betrachtete Kohomologie ist nur ein Spezialfall und be-
schreibt die Aquivalenzklassen metrischer Lie-Algebren mit halbeinfachen, schiefsymmetrischen
Derivationen. Darauf werden wir spiter noch genauer eingehen.

Lemma 24. Sei p gerade und (5,¢€),(1,0) € Cgl(l, ¢y, a). Dann definiert
1
(6,€)(t,0) := (6 + D°1,e + D0 + (5 + D7) A 7)) (19)

eine Rechtswirkung von Cgl(l, o1, a) auf Cgl(l, o1, a).

Beweis. Wegen Gleichung (11) gilt

(6,€)((11,01)(12,02)) =(6 + D°(11 + 12), € + D°(01 + 02 + %(u AT2)) + {5 A (T1 + 12))
+ 200 + ) A (1 + )
=(6+ D°(t1 + 12),€ + D°(01 + 02) + (5 A (T1 + T2))
+(D°11 A To) + %(DOTl AT1)+ %(DOTQ A T2>)

:((6, €)(t1, 01))(Tz, 02).

Wegen D;°D° = D°D;° ist aufierdem Dg (6 + D°t) = 0 und
o o 1 o
D;(e+D o+(((§+§D T)AT)) =0

fiir (5,), (1,0) € Cfy ' (, by, ). 0

Definition 25. Bezeichne ZpQ (L Dy, 0) die Menge aller (o, y, 6,€) € ZPQ(I, o1, a)GBC’gl(I, o1, ),
die d6 = D°a und de = D°y — {a A 0) = 0 erfiillen.

Lemma 26. Seip gerade, (o, y,,€) € ZZ(I, o1, a)@Cgl(L ¢, a) und (1,0) € Cgl(l, ¢1, a). Dann
definiert

(a,7,6,€)(7,0) := (@ 7)(x,0), (5,€)(,0)) (20)

:(a +d7,y +do + (o + %dT) A1), 5+ DT, + D°G +{(6 + %D%) A T>)

eine Rechtswirkung von C’é_l(l, 1, 0) auf Z{(1, i, 0) & C’é_l(l, ¢, ), die Z{, (1, Dy, a) invariant
lisst.

Beweis. Sei (a,y,0,€) € Zg+(l, Dy, a) und (7,0) € Cgl(l, ¢y, a). Weil die Gruppenwirkung
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von Cgl (I, ¢y, a) die Kozyklen ZE(I, ¢y, a) invariant ldsst, reicht es, die beiden Gleichungen
d(6+ D°1t) = D°(a + dt) = 0 und
{(a+dt)A(O+D°1)y+d(e+D°c+{(OAT)+ %(D% A T))
—D°(y+da+<a/vr)+%(T/\d’f))zo

nachzuweisen. Die erste Gleichung folgt direkt aus (13). Aufgrund von (8), (11) und der
Kommutativitdt von d und D° ist die zweite Gleichung dquivalent zu

(@ A0y +de—-D°y+{((do—-D°a)AT)=0.

Diese ist fiir (o, ), 6,€) € Z’é +(I, Dy, a) erfiillt. O

Wir setzen die p-te quadratische Kohomologie Hg+(1, Dy, a) von I mit Werten in a als
-1
H},, (LD, a) := Z}, (1, Dy, 0)/C (L i, a).

Auch hier bezeichnen wir die Kohomologieklasse eines (a,y,,€) € zF (I, Dy, @) mit
la,y, 6, €l

Lemma 27. ([16, Seite 13], siehe auch [15, Seite 92]) Sei (S, U) : (I, Dy, a1) — (I, Dy, 2) ein
Morphismus von Paaren, wobei Dy, halbeinfach und (a;, D,,,) orthogonale (1;, Dy,,)-Moduln mit

halbeinfachen Derivationen Dy, fiir i = 1,2 sind. Dann definiert die Zuordnungsvorschrift
(S, Uy (a2, 2) := ((S, Uy a, (S, U)'y2)

einen Pullback von Zg(lz, ¢1,, a2) nach Z’é(ll, ¢, a1).

Lemma 28. Sei (S, U) : (I, Dy, a1) — (Ip, Dy, a2) ein Morphismus von Paaren. Dann definiert

die Zuordnungsvorschrift
(S, U)(az, y2,02,€2) = ((S, U) ay, (S, U)"y2, (S, U)"0y, (S, U)*ez) (21)

einen Pullback von Zg , (I, Dy, a2) nach Z}é (1, Dy, ).

Beweis. Nach Lemma 27 definiert die Zuordnungsvorschrift (21) einen Pullback von
2 (Lo, by, 02) ® C (I, by, a2) mach ZEy (1, i, 1) & Chy ' (W, by, 1) Weil auBerdem (S, L)'
mit dem Differential kommutiert, Gleichung (10) und Bemerkung 20 gelten, folgt

d(s, U)o, = D°(S,U)’'a, =0

und
(S, U)"az A (S,U)*62) +d(S, U)'ex — D°(S, U)"y2 = 0.

Somit definiert (S, U)* einen Pullback von Z’é+(lz, Dy,, ap) nach Zg+(ll, Dy, a1). m]
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2.3 Das Standardmodell

Definition 29. Weil das Zuriickziehen die Gruppenwirkung im Sinne von
(S/ u)*((OZZ/ V2, 62/ 62)(Tr 0)) = ((S/ u)*(aZI V2, 62/ 62))((5/ U)*’T, (S/ U)*CT)
respektiert, definiert

(S/ u)*[OZZ/ V2, 62/ 62] = [(S/ u)*(OCZ, Y2, 52/ 62)]

einen Pullback von H’é+(lz, Dy,, az) nach HpQ+(Il, Dy, ap).

2.3 Das Standardmodell

In diesem Kapitel definieren wir zu jedem («, y, 6,€) € ZéJr(I, Dy, a) das Standardbeispiel
einer metrischen Lie-Algebra mit schiefsymmetrischer Derivation (0, Ds¢). Wir zeigen,
dass dieses Standardmodell sich auf natiirliche Weise als quadratische Erweiterung auf-
fassen lasst und untersuchen auf der Ebene der Kozyklen, wann diese quadratischen
Erweiterungen ausgewogen sind. Dafiir definieren wir die Teilmenge Zé ., Dy, a), von
72, (1, Dy ).

Beispiel 30. Sei (I, [+, ‘];) eine Lie-Algebra und (p, a, (-, -)s) ein orthogonaler [-Modul und
(a,7) € C2(1,a) ® C3(l) gegeben. Wir definieren eine symmetrische Bilinearform (-, -) auf
'@ a®[durch

(Z1+ A1+ L1, Zy + Ay + Loy = Z1(Lp) + (A1, Ap)a + Zo(Ly)

fir alle Z1,7Z, € 1Y, A;,A2 € aund Ly, L, € . Desweiteren betrachten wir eine antisym-
metrische bilineare Abbildung [, ] : F @ a@IXI"@a®[ - '@ ad], die fir alle Z € I,
A,A1,Ay €eaund L, Ly, L, € 1 gegeben ist durch

[, a] =0,
[L1,L2] = y(L1, Ly, ) + a(Ly, L2) + [Ly, L]y,
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2.3 Das Standardmodell

[L,A] = —(A, a(L, ")) + p(L)A,
[A1, A2] = (p()A1, A2),
[L/ Z] = ad*(L)(Z) = _Z([L/]I)

Diese Definition entspricht genau der Definition des Standardmodells aus [15].

Lemma 31. ([16, Seite 9]) Sei (I, Dys) eine Lie-Algebra mit halbeinfacher Derivation Dy und
(p, a,{:,), Dqs) ein orthogonaler (1, Dis)-Modul, wobei Dg halbeinfach ist.

Dann ist dy,(1, 0) := F@a® L[], (-, ) genau dann eine metrische Lie-Algebra mit schiefsym-
metrischer Derivation D o(Dis, Dgs) := —Dy; @ Dos @ Dy, wenn (a,y) in ZZQ(I, ¢y, a) liegt.

Wenn sich [und a aus dem Kontext ergeben, schreiben wir auch d,, fiir d,,, ([, a).

Beispiel 32. Fiir Derivationen D; und D, auf [ bzw. a und (6, €) € C!(I, a) ® C?(I) definieren
wir auflerdem

-D; -5 €
D5,€(D]1 Da) = 0 D, 0
0 0 D

Dabei ist € die eindeutig durch (L1, L) = (€(L1),L2) = (€(L1))(L2) L1,Ly € 1 bestimmte
lineare Abbildung von Inach I und 6" : a — I" die durch (6"A,L) = (A, L) fiir L € [und
A € a gegebenen duale Abbildung von 6. Wenn sich D; und D, aus dem Kontext ergeben,
schreiben wir auch kurz Dj.

Wenn (0, (L, a), Ds (D1, D,)) eine metrische Lie-Algebra mit schiefsymmetrischer De-
rivation ist, dann ist ((0a,, (1, @), Dse(Dy, Dy)), I, i, p) zusammen mit der kanonischen Ein-
bettung i : a — a ® [ und der kanonischen Projektion p : a ® 1 — 1 eine quadratische
Erweiterung von (I, Dy) durch (a, D,), wobei wir 0, ,, (I, a)/I* mit a ® [identifizieren. Im Fol-
genden werden wir diese quadratische Erweiterung ebenfalls mit (4, ([, a), Dg (D1, Dy))
bezeichnen.

Zu gegebenen Derivationen Dy und D, von I und a bezeichne im Folgenden, sofern
nichts anderes erwdhnt wird, Dj; und D, die halbeinfachen Anteile der Jordanzerlegung
von Dy und D,. Entsprechend seien die nilpotenten Anteile mit Dy, und D,,, bezeichnet.
Theorem 2. Sei (I, D;) eine Lie-Algebra mit Derivation Dy und (p, a,{,-), D,) ein orthogona-
ler (1, Dy)-Modul. Dann ist (da,,(1, a), Dse(Dy, Do) genau dann eine metrische Lie-Algebra mit
schiefsymmetrischer Derivation, deren halbeinfacher Anteil der Jordanzerlegung von Dg¢(Dy, Dy)

gleich Doo(Dis, Das) ist, wenn (a,y,0,€) € Zé . (L,Dy, 0) gilt.

Beweis. Nach Lemma 31ist (2, ([, a), Do,0(Dss, Dos)) genau dann eine metrische Lie-Algebra
mit schiefsymmetrischer Derivation, wenn (¢, y) ein Element von Zé([, ¢y, a) ist. Es gentigt
daher zu zeigen, dass Ds(Dj, D,) genau dann eine schiefsymmetrische Derivation von
Dy, ([, a) ist, wenn die beiden Bedingungen

do = D%, (22)
de =Dy —(a A S) (23)
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2.3 Das Standardmodell

gelten und dass Dg(Djs, D,s) genau dann der halbeinfache Teil von D ¢(Dy, D,) ist, wenn
Dg6 = 0 und Dge = 0 gelten. Sei also D eine schiefsymmetrische Derivation auf d,,,. Es
gilt D[L1, Lp] = [DLy, Lo] + [L1, DL;] fiir Ly, L, € [ genau dann, wenn

Di[Ly, L2]y =[DiL1, L] + [L1, DiL2]y,
Dqa(Ly,Ly) = = 6[Ly, Lo]i + a(DiLy, L2) — p(L2)(6L1) + (L1, DiL2) + p(L1)(SL2),
€[Ly, L2]y =Djy(L1, L2, -) + y(DiL1, L2, ) + {OL1, (L2, )y — ad"(L2)(€L1)
6'a(Ly, L2) + (L1, Dila, -) — (0L2, a(Ly, -)) + ad™(L1)(€L2)

furalle Ly, L, € lerfiillt sind. Diese Gleichungen sind dquivalent zu den beiden Bedingun-
gen (22) und (23). Umgekehrt lasst sich fiir (a,y) € Zé(l, ¢1, a) auch leicht nachrechnen,
dass Ds¢(Dy, D,) eine schiefsymmetrische Derivation von D4,y (1, a) ist, wenn Bedingungen
(22) und (23) gelten. Abschliefiend ist Do o(Dj;s, Dys) genau dann der halbeinfache Teil von
Dye(Dy, Dy), wenn

DO,O(DIS/ Das)Dé,e(DIn/ Dan) = D(S,e(DIn/ Dan)DO,O(DIsr Das)

gilt, was wiederum dquivalent zu Dg6 = 0 und Dge = 0 ist. m]

Es sei noch einmal angemerkt, dass fiir die Untersuchung von metrischen, symplekti-
schen Lie-Algebren nur nilpotente, metrische Lie-Algebren mit bijektiven, schiefsymme-
trischen Derivationen betrachtet werden miissen. Darum haben wir bereits ausgewogene
quadratische Erweiterungen nur fiir solche metrischen Lie-Algebren mit Derivation in
Kapitel 2.1 eingefiihrt und werden uns fiir den Rest dieses Unterkapitels im Folgenden

wieder nur auf diese Lie-Algebren beschranken.

Definition 33. Sei [ eine nilpotente Lie-Algebra mit bijektiver Derivation D, sei (a, D,)
ein trivialer (I, D;)-Modul mit bijektivem D, und sei m die kleinste positive Zahl, fiir die
["+2 = 0 ist. Wir definieren die Menge aller ausgewogenen Kozyklen Z2Q(I, ¢, ), als die
Menge aller Kozyklen (a, y) € Zé(l, ¢y, 0), die fir k =0, ..., m die folgenden Bedingungen
erfiillen:

(Ar) Wenn es zu Ly € 3(I) N **1 ein Ag € aund Z € (F*1)* gibt mit
a(L,Lo) =0,
(L, Lo, ") = =(Ao, a(L, ))a + (Zo, [L, ];) als ein Element von (Ik”)*
furalle L €, soist Ly = 0.
(Bx) Der Unterraum a(ker[:, Jigx+1) C aist nicht ausgeartet beztiglich (-, -),.

Bezeichne aufierdem Zé (I, Dy, a), die Menge der Kozyklen (a,7,6,€) € Zé (I, Dy, a) mit
(@,7) € 23, (L by, .
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2.4 Aquivalenz zum Standardmodell

Die Menge ZZQ(I, ¢, a), wird verwendet um auf der Ebene der Kozyklen zu sagen,
wann Standardmodelle nilpotenter metrischer Lie-Algebren ausgewogene quadratische

Erweiterungen definieren. Es gilt:

Lemma 34. ([16], siehe auch [14]) Sei (dq,)(1, @), Doo(Dis, Das)) eine nilpotente, metrische Lie-
Algebra mit bijektiver Derivation. Die quadratische Erweiterung (dq,, (1, a), Doo(Dis, Dqs)) ist
genau dann ausgewogen, wenn (a,y) € Zé(l, ¢y, ) gilt.

Die Eigenschaft ausgewogen zu sein ist eine Eigenschaft der zugrundeliegenden me-
trischen Lie-Algebra und nicht von der Derivation abhédngig. Darum folgt unmittelbar
das folgende Lemma:

Lemma 35. Sei (d4,,(1, a), D5 e(Dy, Dy)) eine nilpotente, metrische Lie-Algebra mit bijektiver De-
rivation und sei (o, ), 6, €) € Zé +(I, Dy, a). Die quadratische Erweiterung (ba,y(l, a), Dse(Dy, Dy))
einer nilpotenten Lie-Algebra | mit bijektiver Derivation Dy durch einen trivialen (I, Dy)-Modul
(a, Do) mit bijektivem D, ist genau dann ausgewogen, wenn (a,y, 6,€) in Z2Q +(I, Dy, a),, liegt.

2.4 Aquivalenz zum Standardmodell

Die Bezeichnung Standardmodell fiir (d,,,, D) ist aus der Tatsache motiviert, dass jede
quadratische Erweiterung von metrischen Lie-Algebren mit schiefsymmetrischer Deri-
vation dquivalent zu (d,,y, Dye) fur ein (o, y,6,€) € ZzQ +(I, Dy, a) ist. Dies werden wir im

Folgenden zeigen.

Sei (g,Ds;1,1,p) eine quadratische Erweiterung der metrischen Lie-Algebra mit schief-
symmetrischer halbeinfacher Derivation (I, Di;) durch einen halbeinfachen orthogonalen
(I, Di;)-Modul (a, D). Weil i ein invariant unter Dj ist, ist auch it invariant unter D;. Da
D; halbeinfach ist und i isotrop, konnen wir ein isotropes Komplement von i+ wéhlen,
welches invariant unter D; ist. Sei s : | — V; ein Schnitt mit fos = id, wobei p : g — |
die Nacheinanderausfiihrung der nattirlichen Projektion 7t von g auf g/i und p ist. Dieser
Schnitt erfiillt Ds o s = s o Di; wegen

ﬁoDsos:ponoDsos:poﬁsonos:Dlsoﬁos:ﬁosoDIS,

Dabei haben wir genutzt, dass p eine Bijektion zwischen [und Vist und p ein Homomor-
phismus von (g/i, 55) nach (I, Dy,) ist. Sei V, das orthogonale Komplement von i @ s(I) in
g. Wir definieren t : a« —» V,; durch

i(A) = HA) +1 € g/i.

Die Abbildung tist eine Isometrie, weili : a — it/ieine Isometrie ist. Auferdem definieren

wir den Isomorphismus p* : I* — i durch

(P'(2),s(L)) :=<(Z,(p os)(L)) = Z(L)
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2.4 Aquivalenz zum Standardmodell

fiir alle Z € I* und L € L. Wir definieren a € C?(], a) und y € C3(I) durch

i(O{(L1,L2)) L= [SLl,SLz] - S[Ll,Lz] +ie g/i, (24)
y(L1, Lo, L3) : = {[s(L1), s(L2)], s(L3))- (25)

Proposition 36. ([16], siehe auch [15, Lemma 2.8 und Beweis]) Es gilt (a,y) € Zé([, oy, a).
Auflerdem ist ¢ :=p* +t+s: ' ®ad — g eine Aquivalenz der quadratischen Erweiterungen
(DD(,)/(II a)/ DO,O(DISI Das)) und (g/ DS/ i/ i/ P)

Proposition 37. Sei (g, D; 1,1, p) eine quadratische Erweiterung von (1, Dy) durch (a, D,). Dann
existiert ein (a,y, 6,€) € Zé +(I, Dy, a) derart, dass die quadratische Erweiterung (dg,, (1, a), Ds )
dquivalent zu (g, D; 1,1, p) ist. Fiir eine ausgewogene quadratische Erweiterung liegt (a, y, 6, €) in
Z‘2~2+(I, Dy, a)p.

Beweis. Wir wihlen (a,y) € Zé(l, @1, a) nach Gleichung (24) und (25) beziiglich der qua-
dratischen Erweiterung (g, Ds; 1,1, p) von (I, Di5) durch (a, Dys). Bezeichne hierbei Ds; den
halbeinfachen Anteil der Jordanzerlegung der Derivation D (entsprechend Di; und D
fiir Dy und D,). Nach Proposition 36 ist ¢ := p* +t+s: @ a@® — g eine Aquivalenz
der quadratischen Erweiterungen mit den halbeinfachen Anteilen der Derivationen von
(®a,y, Do,o(Dis, Das), I, i, p) nach (g, Ds, 1, 1, p). Weiter setzen wir

€(L1, L2) - = (D(s(L1)), s(L2))- (27)

Weil ¢ eine Isometrie ist und D und Ds, schiefsymmetrisch sind, gilt ¢ o D5 = D o ¢

genau dann, wenn

(Do p)L), X) ={(p o Dse)l), X), (28)
(D o @)(A1), H(A2)) = (¢ © Dse)(A1), £(A2)) (29)

furalle L € [, X € gund Ay, Ay € a gilt. Wegen
(poDo (A1) = (pomoDot) A = (poDoilA) = (Dopoi)Ar) =0
liegt (D o t)(A;) fiir alle A} € ain V, @i = it und es gilt

((D o 9)(A1), H(A2)) = (D 0 £)(A1), H{A2)) = (0 0 D 0 £)(A1), i(A2))
= (D 0 i)(A1),i(A2))g/i = {(i © Da)(A1), i(A2))yi
= ((t 0 Do)(A1), H(A2)) = (@ © D) (A1), HA2)).

Hierbei haben wir ausgenutzt, dass i ein Homomorphimus von der Lie-Algebra mit
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2.5 Aquivalenzklassen

Derivation (a, D,) nach (g/1, 5) ist. Indem wir
(foDos)Li)=(poDomos)Ly) = (Diopos)Ly)=DiL)
fiir alle L € [ nutzen, erhalten wir aufierdem

(¢ © Dse)(La), p*(Z2) + H(A2) + s(L2))
= (p"e(L1), s(L2)) + ((t 0 6)(L1), H(A2)) + {(s © Di)(L1), p"(Z2))
= €(L1, L) + (6(L1), A2)a + Zo(Di(L1))
= (D o s)(L1),p"(Z2) + (A2) + s(L2))

furalleL, €1, Ay € aund Z, € I".

Insgesamt ist also ¢ ein Isomorphismus von (b, (l, @), Dse(Dy, Do) nach (g, D), der
Do,o(Dis, Das) auf den halbeinfachen Teil von D abbildet. Also ist (d4,), Dse(D1, Da)) eine
schiefsymmetrische Derivation, deren halbeinfacher Anteil gleich Dy o(Dis, D) ist. Nach
Theorem 2 ist somit («,y,0,€) € Zé +(I, Dy, a) und ¢ eine Aquivalenz der quadratischen
Erweiterungen.

Wenn (g, 1,i,p) ausgewogen ist, dann ist auch (d4,), Dsc) ausgewogen, denn ¢(I) = i.
Somit ist mit Lemma 35 der Kozyklus («, ), 6, €) ausgewogen. m|

2.5 Aquivalenzklassen

Ziel dieses Abschnitts ist es, die Bijektion zwischen Hé +(I, Dy, ) und den Aquivalenzklas—

sen quadratischer Erweiterungen von (I, D;) durch a zu beweisen.

Lemma 38. ([16], vergleiche auch Beweis von Lemma 2.9 in [15]) Sei (1, Dy) eine Lie-Algebra
mit halbeinfacher Derivation und (a, Dqs) ein halbeinfacher orthogonaler (1, Dis)-Modul. Seien
(ai, yi) € Zé +(I, ¢y, a) fiir i = 1,2. Ein Lie-Algebren-Isomorphismus F : dq, 5, (1, @) — gy, (1, a)
ist genau dann eine Aquivalenz der quadratischen Erweiterungen (dg,).(1, @), Doo(Dis, Das)),
wenn
id -7 66— %T*T
F= id T
id

fiir ein (t,0) € C(I, ¢y, ) mit a(-,-) = (3(),-) ist und (a1,y1) = (a2,y2)(1,0) gilt. Hierbei
bezeichnet t* : a — [* die duale Abbildung von 1, definiert durch (t"A,L) = (A, L) fiir A € a
und L €.

Lemma 39. Seien (aj, i, 0i,€i) € Zé .(Dyq) fiir i = 1,2. Die quadratischen Erweiterungen
(®a;,y:, Ds, ;) sind genau dann dquivalent, wenn [a1,y1,01,€1] = [a2,72,02,€2] € Hé+(l, Dy, a)
gilt.

Beweis. Seien (a1,71,01,€1), (a2,72,02,€2) € Z2Q+(I’ Dy, a). Dann ist (g4, Ds, ¢;) €ine qua-
dratische Erweiterung und Dy o(D;
Ds, ¢.(Dy;, D).

.s» Du;5) der halbeinfache Teil der Jordanzerlegung von
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2.5 Aquivalenzklassen

Da fiir eine Bijektion F von (04, ,),, Ds, ¢;) nach (da, 5,, D, ¢,) auch Fo Doo(Dy, , D, ;) o F~!
der halbeinfache Teil der Jordanzerlegung von Ds, ¢, ist, ist eine Abbildung F genau dann
eine Aquivalenz von (dy;,y,, Ds,e;), i = 1,2, wenn es eine Aquivalenz von der quadratischen
Erweiterung (4, ;,, Do,0(Dis, Das)) nach (a,,,,, Do,o(Dis, Das)) ist und F o Dy, ¢, = Ds, ¢, © F

gilt. Ersteres ist nach Lemma 38 genau dann erfiillt, wenn
id -t 6- %T*T
F = id T
id

fiir ein (7, 0) € CY(1, ¢y, a) gilt, wobei (-, -) = (5(),-) und (a1, 1) = (a2, 72)(7, 0). AuBerdem
ist die Bedingung Dy, ¢, o F = F o D, ¢, genau dann erfiillt, wenn

(Ds,,e, ©FL,A) = (F o Ds, ¢, L, A) (30)
<D52/€2 ° ‘FLl/LZ) = <F o D61,€1L1/ L2> (31)

furalle L,L1, L, € lund A € a. Dabei gilt Gleichung (30) genau dann, wenn
01=0+Dgot—10D1 (32)
Gleichung (31) ist d4quivalent zu
€1(L1, L2) =€2(Ly, L2) + D°0(Ly, L2) + (61L1, TL2)
—(tLy, 62L2) + %(T o DiLy,tLy) + %(TLl, T o DiLy),
welches mit Gleichung (32) zu

(01,€1) = (62, €2)(T,0)
fiihrt. O

Bemerkung 40. Mit Lemma 35 und Lemma 39 folgt, dass die Gruppenwirkung von Cé(l, ¢y, a)
auf Zé +(I, Dy, a) die Menga der ausgewogenen Kozyklen Zé +(I, Dy, a), invariant lisst.

Fiir eine nilpotente Lie-Algebra [ mit bijektiver Derivation D; und einen trivialen (I, Dy)-

Modul (a, D,) mit bijektivem D, definieren wir
Hp, (L, Dy, )y := Z,, (1, Dy, )y /Cpy (L, ¢, ). (33)

Theorem 3. Die Aquivalenzklassen von quadratischen Erweiterungen von (1, Dy) durch (a, D)
stehen in Bijektion zu Hé . (L,Dy, ). Auferdem stehen die Aquivalenzklassen von ausgewogenen
quadratischen Erweiterungen in Bijektion zu H2Q (I, Dy, a)y.

Beweis. Sei (g,D;1,i,p) eine quadratische Erweiterung von (I, D) durch (a,D,). Seien
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2.6 Isomorphieklassen metrischer, symplektischer Lie-Algebren

(ai, i, 0i,€i) € 22Q +(I, Dy, a) die durch Gleichung (24), (25), (26) und (27) beziiglich zweier
Schnitte s; : [ — g, i = 1,2 definierten Kozyklen. Nach Proposition 37 sind (da,,),, D, ¢,)
und (Da,,y,, Ds,e,) dquivalent, weil beide zu (g, D;i,i,p) dquivalent sind. Folglich gilt
[a1, 71,01, €1] = [@2, 2, 02, €2] wegen Lemma 39. Die Kohomologieklasse des nach Propo-
sition 37 definierten (a, y, 6,€) € Zé +(I, Dy, a) hdangt somit nicht von der Wahl des Schnitts
s ab. Mit Theorem 2, Proposition 37 und Lemma 39 folgt nun die Behauptung. m]

2.6 Isomorphieklassen metrischer, symplektischer Lie-Algebren

Bisher haben wir eingesehen, dass sich jede Isomorphieklasse von metrischen, symplek-
tischen Lie-Algebren durch ein Standardmodell reprasentieren lasst. Im Folgenden wer-
den wir zeigen, wann zwei Standardmodelle isomorph als metrisch symplektische Lie-
Algebren sind und abschliefSend ein Klassifikationsschema fiir metrische, symplektische
Lie-Algebren angeben.

Proposition 41. ([16], siehe auch Beweis von Lemma 4.1 in [15]) Seien (1;, Dy,) Lie-Algebren mit
halbeinfachen Derivationen Dy und (a;, Dy,,) triviale (I;, Dy,)-Moduln mit halbeinfachen D,
und seien (a;, ;) € ZQQ(I,', b1, a)p fiiri = 1,2. Sei

F: (bal,yl (Ill ap )/ D51,€1) - (baz,yz (12/ (12), D(52,€2)
ein Isomorphismus und F: a1 ®l; = ap ® I der durch F induzierte Isomorphismus. Wir setzen
— —-1
S(L):=(poF)(L), UA):=F (A

fiir L € Iy, A € ap. Dann ist (S, U) ein Morphismus von den Paaren (Iy, Dy, , a1) und (Io, Dy, , az).

Theorem 4. Seien (a;, Vi, 0i,€i) € Zé+(li, Dy, a;)p fiir i = 1,2. Die metrischen Lie-Algebren
mit bijektiven, schiefsymmetrischen Derivationen (dy,,y,(li, a;), Ds, ¢;) sind genau dann isomorph,

wenn es einen Morphismus von Paaren (S, U) : (I, Dy, a1) = (Ip, Dy,, ap) gibt mit
(S, U)'[az, y2,02,€2] = [a1,1,01,€1] € HéJr(Il,Dl], ar)p-

Beweis. Sei (S, U) ein Morphismus von Paaren so, dass (S, U)*(a2, y2, 62, €2) in derselben
Kohomologieklasse wie (a1, 1, 61, €1) liegt. Die Abbildung

@ =diag(S T, ULS):Teyel > Lonwal (34)

definiert einen Isomorphismus von der Lie-Algebra d(s 17y a,,(s,uyy,(l1, a1) mit Derivation
D(s,uys,,s,uye, zur Lie-Algebra g, ,,(l2, a2) mit Derivation Ds, ¢,. Weil (S, U)*(az, y2, 62, €2)
in derselben Kohomologieklasse wie (a1, 1,01, €1) liegt, sind die zugehorigen quadrati-
schen Erweiterungen dquivalent. Insbesondere ist (d(s iy a,,(s,uyy, (11, 01), D(s,uy,,(5,Uyes)
isomorph zu (dg,,y,(l1,a1), Ds, ¢,). Folglich sind auch (dg,,, (11, a1), Ds, ¢, (D1, Dy,;)) und
(0ay,y,(I2, 02), Ds, ¢,(Dy,, Do,)) isomorph.
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2.6 Isomorphieklassen metrischer, symplektischer Lie-Algebren

Gelte nun (a;, y;, 6;,€) € ZZQ+(IZ-, Dy, a))p, i =1,2. Sei

F: (bal,)/1 ([11 01), D61,€1) - (baz,yz (IZ/ (12), D(‘iz,ez)

ein Isomorphismus der metrischen Lie-Algebren. Weil die Kozyklen ausgewogen sind,
gilt F(I}) = I, und F induziert einen Isomorphismus F:a1 @& — ap ®lp. Wir setzen nun

S(L):=(poF)L), U)=F (A)

fir L € [;, A € ap. Wegen Ds, ¢, © F = F o Dg, ., und Proposition 41 ist (S, U) ein Iso-
morphismus von den Paaren (I;, Dy, a;). Damit definiert ¢ nach Gleichung (34) einen
Isomorphismus von der metrischen Lie-Algebra mit schiefsymmetrischer, bijektiver Deri-
vation (ds,uyay,s,tyy, (11, 01), D(s,uys,,(S,tye,) Nach (0a, 9, (12, 42), Ds, ¢, )- Folglich sind die zu-
gehorigen quadratischen Erweiterungen (d(s uyay,s,uyy, (11, 01), D(s,tys,,(5,Uyesr 1/
(0ay,y, (I, a1), D, ey 0,4 p) dquivalent und mit Lemma 39 folgt die Behauptung. O

i,p) und

Bemerkung 42. Weil fiir einen Morphismus von Paaren (S, U) die durch Gleichung (34) defi-
nierte Abbildung ¢ ein Isomorphismus metrischer Lie-Algebren mit Derivation ist und ¢(17) = T}
gilt, folgt mit Lemma 35, dass die Morphismen von Paaren die ausgewogenen Kozyklen von
Zé +(Iz, Dy,, ap) zu ausgewogenen Kozyklen von Zé (1, Dy, ay) zuriickziehen.

Bezeichne G(I, Dy, a) die Menge aller Morphismen von Paaren (S, U) bestehend aus
Automorphismen S auf [ und Isometrien U auf a, die SD; = D{S und UD, = D,U erfiillen.
Wir schreiben auch kurz G, wenn sich (I, Dy, a) aus dem Kontext ergeben.

Als Endresultat dieses Kapitels erhalten wir das folgende Klassifikationsschema. Es
folgt direkt aus Lemma 3, Theorem 1, Proposition 37 und Theorem 4.

Theorem 5. Seien [ eine (nilpotente) Lie-Algebra, D eine bijektive Derivation von L und (a, D)
ein trivialer (I, Dy)-Modul mit schiefsymmetrischer, bijektiver Derivation D, auf a. Die Menge der
Isomorphieklassen von metrischen, symplektischen Lie-Algebren g mit den Eigenschaften

o i(g)*/i(a) zusammen mit der darauf induzierten bijektiven schiefsymmetrischen Derivation

ist isomorph zu (a, D,) als metrische Lie-Algebra mit Derivation und

o g/i(g)* zusammen mit der darauf induzierten bijektiven Derivation ist isomorph zu (1, Dy)
als Lie-Algebra mit Derivation

steht in Bijektion zu den G(1, Dy, a)-Orbits von Hé +(I, Dy, a)p.
Die Menge der Isomorphieklassen von metrischen, symplektischen Lie-Algebren steht in Bijek-
tion zu der Menge

H L[ H2Q+ (I/ DI/ a)b/G(I/ DI/ a)/

(I,DI)GL aeﬂw]

wobei L ein Repriisentantensystem der Isomorphieklassen von nilpotenten Lie-Algebren mit bijek-

tiven Derivationen ist und Ay p, ein Reprisentantensystem der Isomorphieklassen von abelschen,
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metrischen Lie-Algebren mit bijektiven, schiefsymmetrischen Derivationen (aufgefasst als triviale
(1, Dy)-Moduln).

Bemerkung 43. Die Vereinigung wird iiber ein Reprisentantensystem L der Isomorphieklassen
aller Lie-Algebren 1 mit bijektiven Derivationen Dy von | genommen. Dabei sei angemerkt, dass
oft zu einem (I, D) gar kein trivialer (I, Di)-Modul a mit H2Q (I, Dy, a)y existiert. Wir werden
Lie-Algebren 1 mit bijektivem Dy zuliissig nennen, wenn es solch einen trivialen (I, Dy)-Modul
gibt. Die Menge der Isomorphiklassen von metrischen, symplektischen Lie-Algebren steht somit
in Bijektion zu der Menge

[ H3.(Dya)/GQ, Dy a),
(LDELyy a€A D,

wobei L, ein Reprisentantensystem der Isomorphieklassen zulissiger Lie-Algebren mit bijekti-
ven Derivationen ist und Ap, ein Reprisentantensystem der Isomorphieklassen von abelschen,
metrischen Lie-Algebren mit bijektiven, schiefsymmetrischen Derivationen (aufgefasst als triviale
(1, Dy)-Moduln).

2.7 Metrische, symplektische Lie-Algebren in speziellen Fallen

In diesem Abschnitt werden wir metrische, symplektische Lie-Algebren in speziellen Fal-
len mit Hilfe des Klassifikationsschema aus Kapitel 2.6 auf Isomorphie untersuchen.

Eine Basis {a1,...,ap,8p+1,---,8p+4} von a nennen wir orthogonal, falls 4;La; fiir i # j
und {a;,a;)q = —1fliri =1,...,pund{aj,a;)s = 1 fiir j = p+1,...,p+q. In diesem Fall heifdt
(p,q) die Signatur und p der Index von (-, -)o. Mit (-, -), ; bezeichnen wir die nichtausgearte-
te, symmetrische Bilinearform mit Signatur (p, q) auf dem R**Y, fiir die die Standardbasis
vom RF*7 eine Orthonormalbasis ist. Dann nennen wir RP4 := (RP*, ., -), ;) den standard
pseudo-eukidischen Raum. Den Raum R%” werden wir weiterhin mit R" bezeichnen. Fiir
R werden wir héufig auch eine Wittbasis wihlen. Das ist eine Basis {a1,a2} des R? aus

isotropen Vektoren, die (a1,a2)1,1 = 1 erfiillen.

a b
D, = .
b

2, = diag(Dy,,...,D,) fiir zy,...,z, € C die Blockdiagonalmatrix

Furz=a+1ib e C sei

Weiter bezeichne D,

.....

mit den Matrizen D,, bis D, auf der Diagonalen. Weiter sei

b 1
Ny =
furb € R.

Zu einer Basis {d, . .., 0"} von I* bezeichne abkiirzend ¢/ := ¢/ Ao/ und ¢/ := ¢ Ao/ AGE.
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Theorem 6. Die einzige nichtabelsche, metrische Lie-Algebra der Dimension kleiner als acht,
die symplektische Formen zuliisst, ist Dy g1 g2 p03(R3, 0). Ihre symplektischen Formen sind bis auf
Isomorphie durch genau eine der folgenden Derivationen gegeben:

Do(diag(a, b, ¢),0), Doo(diag(Ny, —2b),0), Doo(diag(Dp+ia, —2b),0)

mita<b<cabc#0,d>0unda+b+c=0.

Theorem 7. Die Menge der (d,,,(1, a), Ds (D1, Dy)) mit
[=R3 ae{R? R*)}, D, = Djs und

e D € {diag(a, b, c), diag(Ny, —2b), diag(Dp+ia, —2b)}, (a0, 7, 6,€) = (O, d123,0,0),
o Dy = diag(Dp+is, —b), (@, y,0,€) = (B ®a +02®a,,0,0,0),
[=R3,a=R", D, = diag(s, —s) und
e D € |diag(a, b, ), diag(Ny, —2b), diag(Dy.i4, —2b)}, (@, 7, 6,€) = (0,05'%,0,0),
e D =diag(s—e,e,—s—e), (a,7,5¢€) = (02 ®a; + 0 ®ay,0,0,0),
e D = diag(—s,2s,-3s), (,7,6,€) = (62 ®a; + 0P ®a,0,0' ® ay,0),
e D = diag(3s,-2s,s), (a,7,6,€) = (6> ®a; + 62 ®ay,0,0° ®ay,0),
[=R3, a=R", D, = diag(+s, Fs) und
e D =diag(N.s)2, $%s), (a,7,06,€) = (62 ®a +02 ®a,,0,0,0),

e D€ {diag(is, e, Fs —e), diag(N+s, ¥2s), diag(+s, N=,/2), diag(+s, D;Hid)},
(@,7,6,€)=(0,0'3,0' ®ay,0)

mita<b<ca,b,c#0,a+b+c=0,d,5>0,e¢{0,s,—s} bildet ein Repriisentantensystem der
Isomorphieklassen von nicht abelschen, metrischen Lie-Algebren der Dimension 8 mit bijektiven,
schiefsymmetrischen Derivationen. Hierbei ist {a1,a2} eine Wittbasis fiir a = RY! und eine
Orthonormalbasis fiir a = R? oder R*°. Auferdem bezeichne {c',02,0°} die duale Basis der
Standardbasis des R>.

Theorem 8. Es gibt keine nichtabelschen, metrischen Lie-Algebren vom Index kleiner drei, die

symplektische Formen besitzen.

Theorem 9. Die Menge der (ba,y(IPc%, R?"), Dse(Dy, Dy)) mit
DI € {diag(a/ b, C)/ diag(Nb/ _2b)l diag(Db+id1 _Zb)} ’ Da = Disl,“.,iSn’ (OL, YV, 6/ 6) = (0/ 01231 0/ 0)
und

D = Djgjs,, . is,» D1 = diag(Dyp+ia, —b), (@, 7, 6,€) = (6 ® a1 + 0* ®a,,0,0,0)
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fira<b<cab,c#0,a+b+c=0,d>0,0<s; <sp<...,<s,beschreibt alle nichtabelschen,
symplektischen, metrischen Lie-Algebren vom Index 3 bis auf Isomorphie. Hierbei ist {ay, . .., a2}
eine Orthonormalbasis von a = R** und {c', 6, 0%} die duale Basis der Standardbasis des R3.

Beweis von allen Theoremen. Fiir alle 4-dimensionalen nichtabelschen, nilpotenten Lie-Al-
gebren [ existiert ein m € NN, fiir das I"*! eindimensional ist. Folglich ist Zé (841, Dy,0),
leer fiir jede Derivation Dy von [, weil (A;;) nicht gilt. Fiir [ = R* und a = {0} gibt es zu
jedem y € C3(I) einen Morphismus von Paaren (S, U) mit entweder (S, U)*(0,y) = (0,0)
oder (S, U)*(0,y) = (0,02 Ad® A o*). Beide Kozyklen (0,0) und (0, 6% A 0> A 6*) erfiillen aber
(Ap) nicht. Also ist auch Hé N (R*, Dy, 0)p leer.

Lemma 44. Die Menge der ausgewogenen Kozyklen Z2Q (R, Dy, a), und Z2Q (R?, Dy, a), enthilt
fiir alle bijektiven Derivationen Dy auf R? und alle abelschen, metrischen Lie-Algebren a mit
bijektiver, schiefsymmetrischer Derivation D, keine Elemente.

Beweis. Weil bereits HZQ(IR, ¢1,a) nur aus [0, 0] besteht und folglich fiir alle metrischen
Vektorraume a keine ausgewogenen Elemente besitzt, ist auch Zé . (R, Dy, ) leer. Sei nun
(a,7,6,€) € Zé +(]R2, Dy, a) und sei Dy; zundchst tiber R diagonalisierbar. Das heifdt, es
existiert eine Diagonalbasis {L{,L,} von R? fiir Dy mit DigLy = ALy und DLy = AsLs.
Wegen Dja = 0 ist

0 = {(DZa)(L1, L), a(L1, Lo))
= (Dys(a(L1, L2)) — a(DisLq, Ly) — a(Lq, DisLo), a(L1, Lp))
= (-=a(DisL1, Ly) — a(Ly, DisL2), a(Ly, L))
= —(M + A2)a(Ly, L), a(Ly, Lo)).

Damit ist entweder a = 0 (auch fiir A1 + A, = 0, weil D°a = 0 und D, bijektiv ist) oder
a(RR?, R?) ein eindimensionaler isotroper Unterraum von a.

Sei nun Dy, nicht tiber R diagonalisierbar. Das heifst es existiert eine Basis {L1, L,} von [
mit DLy = aly + bLy und DLy = —bL; +al; fiira, b € R, b # 0. Dann ist analog zu oben

0= <(D;a)(L1/L2)/ a(L1/L2)> = _2a<a(L1/L2)/ a(L1/L2)>'

Fir a # 0 ist 2a # 0 ein Eigenwert von D,;, wegen Da(L,Ly) = 0. Dann ist a(l,1) ein
eindimensionaler isotroper Untervektorraum. Auflerdem ist die 3-Form y auf dem R?
trivial. Also ist stets (Ag) oder (Bp) nicht erfiillt und somit («, y, 6,€) ¢ Z2Q+(]RZ, Dy, a),. O

Weil die Dimension von [ durch den Index beschrankt wird, folgt aus Lemma 44 un-
mittelbar Theorem 8. Es zeigt auflerdem, dass es keine symplektischen, metrischen Lie-
Algebren der Dimension kleiner als 6 gibt.

Bezeichne b3 die die durch [e;, e2] = e3 bestimmte (nilpotente) dreidimensionale Hei-
senbergalgebra.
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Lemma 45. Die Menge der Kozyklen 22Q . (ba, Dy, a) enthiilt fiir alle bijektiven Derivationen Dy auf
der Heisenbergalgebra Yz und alle abelschen, metrischen Lie-Algebren a mit schiefsymmetrischer,
bijektiver Derivation keine ausgewogenen Elemente.

Beweis. Sei (a,y,06,€) € Zé (b3, Dy, ). Ist a(bs, 3(h3)) = 0, so gilt Bedingung (A1) nicht.
Folglich ist (@, 7, 6,€) ¢ Zé . (b3, Dy, a)p.

Sei nun a(hs, 3(b3)) # 0 und sei Dy, tiber R diagonalisierbar. Dann existiert eine Diago-
nalbasis {L1, Ly, L3} von Di; mit [L1, L] = Lz und a(L1, L3) # 0. Das heifst

DLy = ALy, Dily = ALy,  DisLg = (A1 + Ag)Lg,
wobei A1, A2, A1 + Ay # 0ist. Wegen
Dgsa(Ly, L3) = Dya(Ly, L3) + a(DysLy, L3) + a(L1, DisLg) = (2A1 + Ap)a(Ly, L)

ist 211 + A» # 0 und ein Eigenwert von D,,. Folglich muss a(L1, L3) # 0 als Eigenvektor
zu 2A1 + Ay isotrop sein, weil D, antisymmetrisch ist. Aufierdem ist

0 = (Dasar(L1, L), a(L2, L3)) + {a(L1, L3), Dosa(L2, L3))
= (2A1 + A2){a(L1, L3), a(La, L3)) + (A1 + 2A2){a(L1, L3), a(L2, L3))
= 3(A1 + Az){a(L1, L3), a(Lo, L3)).

Weil D, bijektiv ist, folgt A1 + A2 # 0 und somit (a(L1, L3), a(L2, L3)) = 0. Sei nun Dj; nicht
tiber R diagonalisierbar. Dann existiert eine Basis {L1, L, L3} von |, die D;L = aLq + bL,,
DLy = —bLq + aly, Di;Ls = 2als mit a,b # 0 und [L1,L;] = L3 erfiillt, weil das Zentrum
von b3 invariant unter Dy ist.
Wir betrachten
0 =<(Dga(L;, L3), a(Lj, L3))

fiir i, j = 1,2 und erhalten analog zu oben
<a(L1/ L3)/ a(Lll L3)> = <0((L1, L3)/ a(LZI L3)> =0.

Insgesamt steht a(L1, L3) orthogonal auf allen Elementen aus «a(l, 3(I)) und (B;) ist nicht
erfiillt. Somit ist (a, y, 0, €) ¢ Z2Q (I, Dy, a)p. O

Weil Hé +(I, Dy, 0),, fiir jede 4-dimensionale Lie-Algebra [ leer ist und sowohl R, R2 als
auch b3 nicht zuldssig sind, folgt Theorem 6 indem wir Hé . (R3, Dy, 0),/G bestimmen. Fiir
Theorem 7 bleibt H2Q +(]R3, Dy, a),/G mit a € {R?, R, R%%} zu untersuchen und Theorem
9 folgt duch Bestimmung der G-Orbits von Hé +(IR3, Dy, R*"), fiir n € IN.
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Fiir (a,7,06,€) € ZZQ+(]R3, Dy, a), gilt

0=- <(D;)a)(L1/ LZ)/ 0((L3, L4)> - <0[(L1, LZ)/ (Dga)(L??/ L4)> (35)
=(a(DysLy, L2) + (L1, DisL2), a(L3, Lg)) + {a(L1, L2), ®(DysL3, Ls) + (L3, DysLa))

fiir Vektoren Ly, ...,Ls € Iwegen Da = 0 und der Schiefsymmetrie von D,;. AufSerdem
gilt

0 = —((Dga)(Ly, L2), a(Ly, L2)) = {a(DysL1, L2) + a(Ly, DisLa), (L1, L2)). (36)

Lemma 46. Fiir (a,y,0,¢€) € Zé (B3, Dy, a), sind die Bedingungen
e a=0,
e y#0,
o tr(D;) =0

dquivalent.

Beweis. Sei (a,),06,€) € ZzQ +(]R3, Dy, a),. Sei Dy eine bijektive Spur-Null-Matrix und zu-
néchst iiber R diagonalisierbar. Bezeichne {L;, L,, L3} eine Basis aus Eigenvektoren von
Dj; zu den jeweiligen Eigenwerten Ay, A2, A3 # 0. Wir betrachten

0 :<a(DlsLi/ L]) + a(Li/ DlsLj)/ a(Lp/ Lk)) + <0[(L1', L])/ a(DISLPI Lk) + (X(Lp, DISLk)>
=(Ai + Aj + Ap + Ala(Li, Lj), a(Ly, Ly))

(vergleiche Gleichung (35)). Wegen Ay + Ay + A3 = 0 ist (a(l, 1), a([,1)) = 0. Durch (Bp)
ist a([, ) nichtausgeartet beziiglich (-, -), und somit folgt « = 0. Wenn die Spur-Null-
Matrix Dj; nicht tiber R diagonalisierbar ist, dann existiert eine Basis {L1, Ly, L3} von I mit
DiL1 = alq + bLy, DigLy = —bLq + alp und DL3 = —2al3 fiir a,b # 0. Dann konnen wir
wie oben auch die Gleichungen

0 ={a(DiL;, Lj) + a(Li, DisLj), a(Ly, Ly)) + (L, Lj), a(DisLy, Ly) + a(Ly, DisLy))

fir i, j, k,1 € {1, 2, 3} betrachten. Dadurch erhalten wir wieder {a(l, 1), a([, )) = 0 und somit
ist &« = 0 wegen (B).
Sei nun a = 0. Mit (Ag) erhalten wir y # 0. Schliefilich folgt aus y # 0 mit

0 =Dgy = -tr(D)y,

dass Dy eine Spur-Null-Matrix ist. O

Sei (a,y,06,€) € Zé+(IR3, Dy, a),. Wenn Dyg nicht tiber R diagonalisierbar ist, betrach-
ten wir stattdessen die Komplexifizierung der Derivationen und Differentialformen. Be-

zeichne {Ly, Ly, L3} eine Basis aus Eigenvektoren von Dys zu den jeweiligen Eigenwerten

30



2.7 Metrische, symplektische Lie-Algebren in speziellen Fillen

A1, Az, Az # 0. Wir betrachten
0 = (Dge)(Li, Lj) = —e(DisLi, Lj) — €(Li, DisLj) = =(A; + Ape(Li, Lj). (37)

Fiir a = 0 ist dimensionsbedingt @ = 0 und 6 = 0. Also ist D eine Spur-Null-Matrix und
y = ko123 + 0, wobei {0!,02,0°} die duale Basis der Standardbasis des R? bezeichnet.
Weil sich niemals zwei Eigenwerte von Dy, zu Null addieren, gilt € = 0. Wir erhalten also
(a,y,6,€) = (0,ka'?3,0,0) mit k # 0. SchlieBlich ist (k_% id,id) € G(R3, Dy,0) und es gilt

(k_% ld, 1d)*(0, k0'123, 0, O) — (O, 0.123’ 0, 0) (38)

Sei im Folgenden a # {0}. Zunichst betrachten wir (a,y,,€) € Zé +(R3, Dy, a), fiir eine
bijektive Spur-Null-Matrix D;. Dann ist wieder @ = 0,y = ko' A6> A¢® # O und € = 0
wegen Gleichung (37). Nun betrachten wir noch

0 = (Dg0)(L;) = Das(6(L;)) — 0(DrsLi) = DagO(L;) — Aid(L;). (39)

Fiir a € {R?, R?*%} sind die Eigenwerte von D, rein imaginir. Weil die Eigenwerte der
bijektiven Spur-Null-Matrix Di; nicht rein imagindr sein konnen, ist somit 6 = 0. Wegen
(k‘% id,id) € G(R3, Dy, 0) und Gleichung (38) besteht

H2Q+ (RSI DI/ (1)b/G(R3, Dl/ a)

fiir bijektive Spur-Null-Matrizen Dy und a € {R2, R%Y} aus genau einem Element, welches
sich stets durch [0,0'%3,0,0] reprasentieren ldsst. Gleiches gilt, wenn a ein beliebiger
euklidischer Vektorraum gerader Dimension ist.

Sei nun a = RY. Wenn es keine reelle Zahl gibt, die Eigenwert von Dy; = D, und von
Dy ist, folgt 6 = 0 wegen Gleichung (39). Wenn es stattdessen solch eine reelle Zahl gibt,
so ist diese Zahl eindeutig, weil nicht beide Eigenwerte +s # 0 von D, auch Eigenwerte
der bijektiven Spur-Null-Matrix Dy, sein konnen. Somit kann 6([) einen eindimensionalen
Eigenraum von D, aufspannen. Sei 6 # 0. Wenn es keinen Eigenvektor 9 von D; mit
0(9) # 0 gibt, so existiert wegen Gleichung (39) ein Vektor v aus dem Hauptraum zum
Eigenwert +s von Dy mit 6(v) # 0. Insbesondere ist der Hauptraum zum Eigenwert +s
zweidimensional und der Hauptraum zum Eigenwert ¥2s eindimensional. Der Vektor v
ist kein Eigenvektor von D;. Somit gibt es einen Eigenvektor ¥ von Dy mit Div = +s + 7.
Wir definieren T € C'(R3, ¢, R) durch 7(9) = 6(v), t(v) = 0 und t(w) = 0 fiir einen

Eigenvektor w zum Eigenwert ¥2s. Dann ist Djt = 0 wegen Dy = 0 und
D°t(v) = Dyt(v) — ©(3) = —06(v).

Es folgt (0,7, 6,0)(t,0) = (0, y,0,0) und somit sind (0, y, 6,0) und (0, y, 0, 0) d4quivalent. Mit
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dem Morphismus von Paaren (S, U) = (k‘% id, id) erhalten wir wieder
(S, U)*(0,7,0,0) = (0,0'%,0,0).

Sei nun der eindimensionale Unterraum 6(I) von einem reellen Eigenvektor von D
aufgespannt. Dieser Fall ldsst sich nicht auf den Vorherigen zuriickfithren, denn diese
Eigenschaft ist zum einen invariant unter G-Wirkung. Zum anderen ist sie auch invariant

unter Aquivalenz, weil
(6 + D°1)(v) = 6(v) + Dat(v) — ©(Di(v)) = 6(v) + Das7(v) — 1(Di5(v)) = (6 + Dg1)(v) = 6(0)

tiir einen Eigenvektor v von D; gilt. Wir kdnnen einen Eigenvektor v; € [ von D; wéhlen
mit 0(v1) # 0. Weiter ergdnzen wir v; zu einer reellen Jordan-/ Orthonormalbasis {v1, v, v3}
von Dy mit 6(v2) = 6(v3) = 0. Dann folgt y = ko'® # 0. AuBerdem ergdnzen wir aq := 6(v1)
durch a, zu einer Wittbasis von a = R, Wir setzen

(S,U) = (k3 id, diag(k?, k™3)) € G(R?, Dy, RY)

und es folgt
(S, U)*(0,7,6,0) = (0,5'%,6,0).

Dies zeigt also, dass alle (0,7,9,0), fiir die der eindimensionale Unterraum 6(I) durch
einen Eigenvektor von D; aufgespannt wird, im selben G-Orbit liegen. Insgesamt besteht
damit

HZ), (R?, Dy, R'),/G(R?, Dy, R™)

fiir die bijektive Spur-Null-Matrix Dy aus nur einem Element, wenn kein Eigenwert von
Dy, ein Eigenwert von D, ist. Wenn ein Eigenwert von Dy; auch Eigenwert von D, ist,

dann besteht es aus zwei Elementen.

Sei (a,y,0,€) € Zé +(]R3, Dy, a), fiir bijektives Dy mit tr(D;) # 0. Dann ist y = 0. Aufler-
dem ist a # 0.

Sei zundchst a = R?, R?Y. Wegen D2« = 0 hat Dy die Eigenwerte a + is, a — is und —a fiir
ein a # 0, wobei =+is die Eigenwerte von D, sind mit s > 0. Weil D; keine rein imagindren
Eigenwerte hat und sich niemals zwei Eigenwerte zu Null addieren, gilt 6 = 0 und € = 0
(vergleiche auch Gleichung (37) und (39)).

Schauen wir uns nun konkret H2Q (B3, Dy, 0),/G fiir

a -s
—s
Di=|s a p Da:( ]
S

mit s > 0 und a # 0 an. Es gilt a(e;,e2) = 0 wegen Dja = 0 Aufierdem sind a(ey, e3) # 0
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und a(ep, e3) # 0 linear unabhédngig wegen (Ap). Weiterhin stehen a(er, e3) und a(ey, e3)
orthogonal zueinander wegen

0= <0((D[S€1, 63) + a(ell D[s€3), a(ell e3)> = —S<0((€2, 83)/ a(ell E3)>
und besitzen die selbe Linge wegen

0 = {a(Dyseq, e3) + aler, Disez), aler, e3)) + 0 = (a(er, e3), a(Disez, e3) + aler, Dises))

= s{a(e, e3), aez, e3)) — s{a(er, e3), aler, €3)).

Wir normieren die Vektoren {a(eq, e3), a(es, e3)} zu einer Orthonormalbasis {v1,v,} von a.
Dann gilt & = (61%) ® pvy + (6%°) ® pos fiir p # 0 wegen D2 = 0 und mit

(S, U) = (diag(1,1,u7Y),id) € G

erhalten wir
(S, U)*(a,0,0,0) = (c©> ® v; + 6 ®1,,0,0,0).

Folglich lasst sich Hé . (R3, Dy, a),/G durch [613®a; +0%2®a5, 0,0, 0] reprasentieren. Hierbei
bezeichnet {a;, a2} die Standardbasis von a. Fiir einen beliebigen euklidischen Vektorraum

a gerader Dimension mit Orthonormalbasis {a, ..., a2,} erhalten wir analog
H}) (R?, Dy, a)/G = {[0"° ®a1 + 0® ®a2,0,0,0]}.

Sei nun a = RY!. Wegen D2a = 0 und (Bo) erginzen sich zwei Eigenwerte von Dy, zu
s und zwei zu —s, wobei +s die Eigenwerte von D, mit s > 0 sind. Das heif3t insbeson-
dere, dass alle Eigenwerte von Dy reellwertig sind. Weil die Summe zweier Eigenwerte
auflerdem niemals Null ist, erhalten wir € = 0.

Sei zundchst Dy halbeinfach. Weil die Eigenwerte von D reellwertig sind, existiert eine
Basis aus Eigenvektoren {L, L, L3}. Diese Basis ist 0. B. d. A. von der Gestalt, dass sich
die Eigenwerte zu L; und L, zu s addieren und die Eigenwerte zu L, und L3 zu —s. Wegen
tr Dy # 0 ist y = 0 und a(], ) # 0 nicht ausgeartet. Somit ist (L1, L,) ein Eigenvektor von
D, zum Eigenwert s und a(L,, L3) ein Eigenvektor von D, zum Eigenwert —s. Weil aus
tr Dy # 0 folgt, dass sich die Summe der Eigenwerte zu L1 und L3 von +s unterscheiden
ist auBBerdem a(L1, L3) = 0. Wir konnen auflerdem o. B. d. A. {L1, Ly, L3} so wéhlen, dass
{a(L1, Lp), (Lo, L3)} eine Wittbasis von a bildet.

Wenn kein Eigenwert von D; auch Eigenwert von D, ist, so gilt 6 = 0, wegen Gleichung
(39). Wenn es stattdessen so einen Eigenwert gibt, so gilt mit k € R entweder 6 = ko' ®ay,
falls —s ein Eigenwert von Dy ist oder 6 = ko® ® ay, falls s ein Eigenwert von Dj ist, denn
D°6 = 0.Fiir 6 # Osind («, 0,0, 0) und (a, 0, 5, 0) weder dquivalent, noch liegen sie im selben
G-Orbit. Zudem ist (S, U)*(,0,6,0) = (@, 0,k716,0) fiir (S,U) = (diag(k™!, k,k71),id) € G.
Fiir halbeinfaches Dy mit nicht verschwindender Spur besitzt also H2Q +(I, Dy, a),/G
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e keine Elemente, falls sich keine zwei Eigenwerte von D; zu den Eigenwerten von

D, addieren lassen,

e genau ein Element, wenn sich zwei Paare von Eigenwerten von Dy zu den Eigen-
werten von D, addieren, aber kein Eigenwert von D; auch Eigenwert von D, ist
und

e genau zwei Elemente, sonst.

Fiir nicht halbeinfaches D ist
0 = (d6 — D°a)(Ly, L3) = Dya(Lo, L3) — a(L1, L3) = —a(Ly, L3).

Hierbei bezeichnet {L, L, L3} eine Jordanbasis zu Dy mit DiLy = +3L1, Dily = 5L + L1
und D{l3 = ¢%SL3. Wir konnen also leicht einsehen, dass es eine Jordanbasis gibt, fiir die
a(L1, L) ein Eigenvektor zu +sist, a(Ly, L3) ein Eigenvektor zu s und {a(L1, L»), a(Lo, L3)}
eine Wittbasis von R'"1. Weil +s kein Eigenwert von D; ist, folgt 6 = 0 mit Gleichung (39).
Insgesamt besteht also in diesem Fall H2Q +(]R3, D, RY1),/G aus genau einem Element.

Zu diesem Zeitpunkt haben wir fiir jede Derivation D; von [ = R3 und jeden trivia-
len (I, D;)-Modul (a,D,) mit a € {0, R?, R}, R?>?,R?",} und bijektivem D, die G-Orbits
von H2Q +(]R3, Dy, a), bestimmt. Durch Wahl von Reprasentanten der Konjugationsklassen

von Derivationen auf [ und a folgen die Theoreme. O

3 Symplektische Lie-Algebren mit ausgeartetem Zentrum

Motiviert von der Herangehensweise an metrische, symplektische Lie-Algebren werden
wir in diesem Kapitel ein Klassifikationsschema fiir symplektische Lie-Algebren aufbau-
en. Doch zunéchst wiederholen wir noch einmal die Definition einer symplektischen
Lie-Algebra.

Definition 47. Eine symplektische Lie-Algebra (g, w) ist eine reelle Lie-Algebra mit einer
antisymmetrischen nichtausgearteten Bilinearform w : g X g — R, die geschlossen ist, d.
h.

do(X,Y,Z) = (X, Y], Z) + w([X, Z], Y) — ([Y, Z], X) = 0

fir alle X, Y, Z € g erfiillt. Wir bezeichnen w als symplektische Form von g.
Ein Isomorphismus zwischen zwei symplektischen Lie-Algebren (g1, 1) und (g2, @2)
ist ein Isomorphismus ¢ : g; — g2 von Lie-Algebren, der ¢*w; = w erfiillt.

Jede symplektische Lie-Algebra mit nichtausgeartetem Zentrum 3 ldsst sich schreiben
als (6, w) = (3, whx;) ® (31, wlyxye). Hierbei ist 3+ ein Ideal von g wegen dw = 0 und
hat als Lie-Algebra ein triviales Zentrum. Eine Klassifikation von symplektischen Lie-

Algebren mit nichtausgeartetem Zentrum reduziert sich somit auf die Klassifikation von
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symplektischen Lie-Algebren mit trivialem Zentrum. In dieser Arbeit werden wir uns auf
symplektische Lie-Algebren mit ausgeartetem Zentrum beschréanken, was z. B. nichtabel-

sche, nilpotente, symplektische Lie-Algebren mit einbezieht.

3.1 Quadratische Erweiterungen von symplektischen Lie-Algebren

Wir fithren nun fiir symplektische Lie-Algebren den Begruiff der quadratische Erweite-
rung ein und zeigen, dass jede symplektische Lie-Algebra mit ausgeartetem Zentrum die
Struktur einer ausgewogenen quadratischen Erweiterung besitzt. Wir definieren aufier-

dem die Aquivalenzrelation quadratischer Erweiterungen.

Fiir jedes zentrale, isotrope Ideal j C 3 einer symplektischen Lie-Algebra (g, w,) ist auch
i+ ein Ideal von g, weil dw, = 0 gilt. Auerdem induziert w, eine symplektische Form
@ auf der Lie-Algebra i*/i. Diese Erkenntnisse motivieren die Untersuchung folgender

quadratischer Erweiterungen:

Definition 48. Eine quadratische Erweiterung einer abelschen Lie-Algebra [ durch eine

symplektische Lie-Algebra (q, [+, -]o, wa) ist ein Tupel (g, i, i, p), wobei
o g=(g,[, ]y wy) eine symplektische Lie-Algebra ist,
e i C 3 ein beziiglich w, isotropes Ideal ist,

e i und p Lie-Algebren-Homomorphismen sind, die eine kurze exakte Sequenz von
Lie-Algebren
0 abalibioo0

bilden, imi = j*/j gilt und i : a — j*/j ein Isomorphismus der symplektischen

Lie-Algebren ist.
Wir nennen eine quadratische Erweiterung ausgewogen, wenn i = 3 N 3.

Theorem 10. Jede symplektische Lie-Algebra (g, [+, ‘15, wg) besitzt die Struktur einer ausgewoge-
nen quadratischen Erweiterung auf kanonische Weise.

Beweis. Bezeichne j das wy-isotrope Ideal j := 3N 3*. Dann ist
0— 1—L> g KN g/i—0

eine kurze exakte Sequenz, wobei ¢ und 7 die kanonische Einbettung und Projektion

bezeichnen. Weil auch i+ ein Ideal von g ist, muss auch /i eines in g/j sein und
P R
0-i/i>a/i>e/it >0

ist eine kurze exakte Sequenz, wobei i und p die kanonische Einbettung bzw. Projektion
bezeichnen. Nun setzen wir
a:=i"/i, L:=g/i"
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Es ist klar, dass a eine symplektische Lie-Algebra ist. AufSerdem folgt aus

a)g([g/ g]/ I) C a)g([gr I]/ g) = 0/

dass [ abelsch ist. O

Bemerkung 49. Symplektische Lie-Algebren § mit nichtausgeartetem Zentrum besitzen die
Struktur einer trivialen, ausgewogenen quadratischen Erweiterung von {0} durch g. Entsprechend
besitzt jede symplektische Lie-Algebra mit ausgeartetem Zentrum die Struktur einer nichttrivialen,
ausgewogenen quadratischen Erweiterung. Umgekehrt, besitzt die zugrundeliegende symplekti-
sche Lie-Algebra g einer nichttrivialen, ausgewogenen quadratischen Erweiterung (g,i,1,p) ein
ausgeartetes Zentrum.

Definition 50. Zwei quadratische Erweiterungen (g, ix, ix, px), K = 1,2, von [ durch a
heiflen dquivalent, wenn es einen Isomorphismus @ : g; — g der symplektischen Lie-
Algebren gibt, der j; auf j, abbildet und

Doij=ip, pro®@=p;
erfiillt. Hierbei bezeichnet @ : g1/i; — g2/i» die durch ® auf den Quotienten induzierte

Abbildung.

3.2 Faktorsystem

In diesem Abschnitt fithren wir die Notation eines Faktorsystems ein. Faktorsysteme
beschreiben Erweiterungen durch nichtabelsche Lie-Algebren [20] (siehe auch [19], [12],
[23]), welche wir spiter fiir symplektische Lie-Algebren mit ausgeartetem Zentrum be-
notigen werden.

Definition 51. Sei[eine Lie-Algebra und seien U, V, W -Moduln. Weiterseim : UXV — W
eine [-dquivariante bilineare Abbildung, d. h. L - m(u,v) = m(L - u,v) + m(u, L - v) fiir alle
Lel,ue Uundo e V.Es gibt ein natiirliches Produkt

m(-A-): CP(LU)x CI(L, V) = CPH(L, W), (11,72) = m(T1 A T2),
das durch

m(a A T)(L].I R Lp+q) = Z Sg”(a) m(a(LU(l)/ sty LU(p))/ T(La(p+l)/ sty Lo(p+q)))
[01€Sp+4/SyxS,

definiert ist. Hierbei bezeichnet Sy die symmetrische Gruppe einer k-elementigen Menge.

Beispiel 52. Sei [ eine Lie-Algebra, (a,[-,‘]o, wa) eine symplektische Lie-Algebra sowie
ein trivialer -Modul. Weiter sei ) ein trivialer [-Modul und C!(a, b) als trivialer -Modul
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aufgefasst. Wir betrachten die bilineare Abbildung
ev:Cla,bh)xa—bh ev(f,A):= f(A).

Dann erhalten wir die Multiplikationen
o ev(- A): CP(L,CY(a, b)) x C7(1, a) — CP*9(1, ),
o wo(-A-):CP(L,a) X CI(T, a) = CPH(I,R) und
o [ A-]a:CP(La) x CI(I, @) — CPH(L, a).

Definition 53. Sei £ : | - Hom(a) linear, a ein trivialer [-Modul und sei (C*(I, a), d) der
zugehorige Kokettenkomplex. Wir betrachten &£, : CP(I,a) — Cp”([, a), definiert durch
T — ev(& A 7). Wir definieren das kovariante Differential dg : CP(I, a) — CP*1(1, a) durch

det = &Ep +d: CP(La) — CPTL(L, a).

Fiir das kovariante Differential gilt

p+1
()L, - Lpsr) = ) (DM EQ)TLa, o, Ly L)
i=1

+ Z(_l)i+jT([Lil L]]/ Ll/ .. -/Ei/ ce /Ej/ . -/Lp+1)

i<j
(siehe [20]).

Bemerkung 54. Die Abbildung d; ist kein Differential im eigentlichen Sinne. Dies wurde bereits
in [20] gezeigt. Nach [20] erfiillt ndmlich die Abbildung genau dann dg o dg = 0, wenn & ein
Lie-Algebren-Homomorphismus ist.

Hier sei angemerkt, dass jedes lineare & : | — Hom(a) dariiber hinaus eine lineare
Abbildung &1 - gl(CY(a,1*) durch

EWL)f = fo&l)

definiert.

Definition 55. Seiim Folgenden a eine Lie-Algebra. Wir nennen (&, &) € C!(1, gl(a))®C?(1, a)
ein Faktorsystem, wenn im & C bder(a), d& + %[5 A &] = ad oa und dsa = 0 gilt. Hierbei

bezeichnet der(a) den Raum der Derivationen auf a.

3.3 Das Standardmodell

In diesem Kapitel definieren wir das Standardmodell der quadratischen Erweiterung ei-
ner abelschen Lie-Algebra [ durch eine symplektische Lie-Algebra (a, w,). Wir beschreiben
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notwendige und hinreichende Bedingungen auf der Ebene der Kozyklen fiir die Existenz
eines solchen Standardmodells und wann Kozyklen ausgewogene quadratischen Erwei-

terungen beschreiben.

Zu einer linearen Abbildung f : a — [" sei die duale Abbildung f* : [ — a durch
(f(A)L) = wa(f*(L), A) gegeben.

Definition 56. Sei (q, [, ‘]o, @) eine symplektische Lie-Algebra und [ eine abelsche. Des-
weiteren fassen wir den Dualraum [* von [ ebenfalls als abelsche Lie-Algebra auf. Seien
y : I = Hom(a, ') linear, € eine 2-Form auf [ mit Werten in I und & : [ — gl(a) linear. Im
Folgenden bezeichne g die 2-Form auf a mit Werten in [, die durch

B(A1, A2) = —wa(&()A1, A2) — wa(A1, E(1)A2) (40)
fir alle A1, A; € a definiert ist. Auflerdem setzen wir
Bo(A) = B(A, ) (41)

fiir alle A € a. Die Abbildung fy entspricht g, welches als lineare Abbildung von a nach
Hom(a, I*) aufgefasst wird. Mit o € C2(I, a) bezeichnen wir im Folgenden die Abbildung

a(Ly, Lo) = (y(L1))"La = (y(L2))"L1. (42)

Nun definieren wir auf dem Vektorraum [* @ a @ [ eine alternierende bilineare Abbildung
['r ] = ['/ '])/,6,5 : (I>e Dad I)Z - @ adldurch

[, F@a@l]: =0,
[A1,Az] - = B(A1, A2) + [A1, A2l €T @ q,
[LA]: = y(L)A + EL)A) € T @ a,
[L1,Lo]: = e(Ly, Lo) + a(Ly, Ly) € T @ g,

fur alle A,A1,A> € aund L,L1,L, € 1. Auflerdem betrachten wir eine alternierende,
bilineare Abbildung w : (I ® a®)> — R, die fiir alle Z;,Z, € I, A, Ay € aund Ly, L, € [
gegeben ist durch

W(Z1 + A1+ L1, Zy + Ay + L) = Z1(L2) + wa(A1, A2) — Zo(Ly).

Fiir weitere Betrachtungen wollen wir noch etwas Notation einfithren. Wir definieren

&o : a = Hom(l, a) und yp : a = Hom(l, I*) durch
So(A)L = &(L)A,  yo(AL = p(L)A (43)

fir alle A € aund L € 1. Wir werden Klammern weglassen, wenn sich aus dem Kon-
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text die korrekte Klammerung ergibt, z. B. £(L)A statt (£(L))(A). Auch werden wir fiir
((¥(L1))(A))(L2) vereinfacht y(L1, A, Ly) schreiben. Mit a[5 bezeichnen wir auflerdem den
Ié := ker &p. Falls £ eine Darstellung ist, so entspricht alé genau dem Raum der
Invarianten a'.

Raum a

Definition 57. Seien [ eine abelsche Lie-Algebra und (q, [, -], @,) eine symplektische Lie-
Algebra, die als trivialer -Modul aufgefasst wird. Bezeichne Zz(I, a,w,) die Menge von
Tripeln (y, €, &) linearer Abbildungen y : I - Hom(q,I*), € € C*(,,I') und & : | —» Hom(a),
die die folgenden Bedingungen fiir alle L, L1, Lo, L3 € [und A;, A; € a erfiillen:

(&, @) ist ein Faktorsystem, (44)
B(E(L)A1, Az) + B(A1, E(L)A2) = ((L)[A1, A2l (45)
déy+ﬁooa=0, (46)
ev(y Aa) =0, (47)
€(L1,L2)Ls + €(Ly, L3)L1 + €(L3, L1)Ly = 0. (48)

Hierbei sind @ and p wie in Gleichung (42) und Gleichung (40) definiert.

Wir werden die Elemente von Z%(l, a, w,) in Analogie zu metrischen, symplektischen

Lie-Algebren ebenfalls Kozyklen nennen.

Theorem 11. Das Tripel D, ec(l,0) := ('@ a® L[, -], w) ist genau dann eine symplektische
Lie-Algebra, wenn (y,€,&) € Z2(1, 0, w,) gilt.

Beweis. Der Vektorraum [* @ a ® [ wird genau dann zu einer Lie-Algebra, wenn [-, -] die
Jacobi-Identitit erfiillt. Wir definieren

Jac(X, Y, Z) := [[X, Y], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z, X], Y]

fir X,Y,Z € ' ® a ® . Die wie oben definierte Abbildung [, -] erfiillt offensichtlich
Jac(Z,X1,X3) = 0 fiir alle Z € 1", X1, X, € I' ® a ® . Wir zeigen im Folgenden, dass die
restlichen Jacobi-Identitdten dquivalent zu den Bedingungen (44)-(47) sind. Wegen

Jac(A1, Az, L) =[[A1, A2], L] + [[A2, L], A1] + [[L, A1], A2]
=[[A1, A2]o, L] - [E(L)A2, A1] + [E(L)A4, A2]
= — &(D)[A1, A2]a — (VL)AL Azla — [E(L)A2, A1]a — B(E(L)A2, A1)
+ [E(L)A1, Az]a + B(E(L)A1, A2)

fiir alle Ay, Az € o, L € list die Gleichung Jac(A1, A2, L) = 0 dquivalent zu Bedingung (45)
und &(L) € der(a). AuSerdem ist Jac(A1,A», A3) = 0 fir alle Ay, Ay, A3 € a erfiillt, wenn
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&(L) fur alle L € I eine Derivation auf a ist, denn

Jac(A1, Az, A3) = [[A1, Azl As] + [[A2, As], A1l + [[As, A1, A2l
= [[A1, Azle, As] + [[A2, Asle, A1] + [[A2, As]a, Ad]
= B([A1, Az]a, A3) + B([A2, Asla, A1) + B([A3, A1]a, A2)
= Y (aEOAL Asly, As) + wal[A, Al E()A3))

cycl(A1,A2,A3)

und

0 = —dwa(E()A1, Az, A3) - dwa(Ar, E()Az, A3) = dwa(A1, Az, E()As)
=) (@ullEOAL Aslo, As) + wallA1, E() A2l As) + wal[A1, Azle, E()A3)).

cycl(Ay,A2,A3)

Mit

[[A,L1], Lo] + [[L1, L2], Al + [[L2, A], L1] = =[&(L1)A, Lo] + [a(L1, L2), A] + [E(L2)A, Lq]
=E(L2)E(L1)A + (Y(L2))(E(L1)A) + [a(Ly, L), Ala
+ B(a(Ly, L2), A) = E(L1)E(L2)A — (p(L1))(E(L2)A)

erhalten wir, dass Jac(A,L1,L;) = 0 genau dann fiir alle A € a, L1,L> € [ gilt, wenn
%[5 A €] = adoa ist und Bedingung (46) gilt. Schliefdlich ist Jac(Li, Lo, L3) = O fiir alle
L1,Ly, L3 € ldquivalent zu dca = 0 und Bedingung (47), wegen

Jac(Ly, Lo, L) = Y lally,Lo)Lsl= Y (=ya)a(ly, L) - (&(Ls))(a(La, L2)).
cycl(Ly,Lo,L3) cycl(Ly,Ly,L3)

Insgesamt ist (I ® a ® [, [-,-]) genau dann eine Lie-Algebra, wenn die Gleichungen (44) -
(47) gelten.

Weiterhin ist die Lie-Algebra (I ® a @ [,[-,-]) mit der alternierenden Bilinearform w
genau dann symplektisch, wenn @ geschlossen ist. Die oben definierte Abbildung w
erfiillt offensichtlich

do(,F'ead[I'vad)=w((®adII'dad ], ) col®aql)=0
und dw(a, a, a) = dw,(a, a, a) = 0. AuBlerdem gilt dw(a, a,1) = 0 und dw(a, [,T) = 0 wegen

_dw(A]JAZI L) = a)([AllAZ]/ L) + a)([L/ Al]/ AZ) + C‘)([AZ/ L]/ Al)
= w([A1, Az2]a + (A1, A2), L) + w(E(L)A1 + ((L))A1, A2) — w(E(L)A2 + (Y(L)A2, A1)
= B(A1, A2)L + wa(E(L)A1, A2) + wa(A1, E(L)A2) = 0.
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und

_da)(Al Ll/ LZ) = a)([A/ Ll]/ LZ) + a)([Lll LZ]IA) + a)([LZI A]/ Ll)
= —w(&(L1)A + (y(L1))A, L2) + w(a(L, La) + €(Lq, L), A) + w(E(L2)A + (y(L2))A, L1)
= _V(LLA/ LZ) + V(LZ,A/ Ll) + a)a(a(Llle)l A) =0

furalle A,A1,Ay € aund L, L1, Ly € 1. Somit miissen wir zeigen, dass dw(Ly, Ly, L3) = 0 fiir
alle Ly, Ly, L3 € [ dquivalent ist zu chcl(Ll,Lz,Ls) €(L1, Lp)L3 = 0 und dies folgt direkt aus

~doly L la) = Y (o, L)+ el L), La)) = Y e(ly,Lo)la.
Cy'Cl(Ll ,Lz,L3) Cycl(Ll ,Lz,Lg,)

O

Wir identifizieren d), ¢ ¢(I, a)/I" mit a®l. Aufserdem bezeichnei: a — a®lundp : a®l — 1
die kanonische Einbettung und Projektion.

Mit Theorem 11 erhalten wir unmittelbar, dass (0, (1, a),I', i, p) genau dann eine qua-
dratische Erweiterung von [ durch (a, w,) ist, wenn (y, €, &) ein Element von Z2(1, 0, w,) ist.
Im Folgenden werden wir die quadratische Erweiterung (b, ¢ «(1, a), ', , p) abkiirzend mit

Dy ¢&(1, a) bezeichnen.

Definition 58. Wir nennen ein Tripel (y,€, &) von Z2(1, a, wq) ausgewogen, wenn es den

folgenden zwei Bedingungen genitigt:

(a) Die Menge L aller Elemente L € |, fiir die es ein A € a gibt so, dass die Gleichungen
ady(A) +&(L) =0 (a1), p(@L)+po(A)=0 (a.2),

a(l,-) = &(A) (a3) and e(L,) =y0(A) (a4)
gelten, enthalt nur den Nullvektor.
(b) Der Unterraum 3(a) N ker fp N alé N ker yp von a ist nichtausgeartet beziiglich w,.
Bezeichne Z%(], a, w,)y die Menge aller ausgewogenen Tripel von Z2(1, a, w,).

Es zeigt sich, dass ausgewogene Tripel auch ausgewogene quadratische Erweiterungen

definieren.

Theorem 12. Die quadratische Erweiterung d,, ¢ £ (1, a) ist genau dann ausgewogen, wenn (y, €, &)
ein Element von Z2(1, a, w,)y ist.

Beweis. Es bleibt nur noch zu zeigen, dass [* = 3 N 3 genau dann gilt, wenn beide
Bedingungen in der Definition erfiillt sind. Zunéchst zeigen wir aber, dass die erste
Bedingung dquivalent zu 3 C I' ® a ist: Das Zentrum 3 ist genau dann eine Teilmenge von
I'®a, wennfiralle A+L A" +L" € a®ldie Giltigkeit der Gleichungen [A+L, A’] = 0 und
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[A+L,L"] = 0 die Gleichheit L = 0 impliziert. Diese Implikation ist genau dann erfiillt,
wenn die erste Bedingung gilt.
Die zweite Bedingung gilt genau dann, wenn 3 N a nichtausgeartet beziiglich w, ist. Es

ist auch nicht schwer einzusehen, dass 3 C I & a die Gleichheit
GNnaNnGNa:=3nanzt

impliziert.

Jetzt konnen wir das Theorem beweisen. Gelte 3N3+ = . Dann ist [' eine Teilmenge von
3" und somit 3 eine Teilmenge von I' @ a. Folglich gilt die erste Bedingung. AuSerdem gilt
auch 3N 3" Na = {0} und damit erhalten wir die zweite Bedingung. Umgekehrt gelte nun
die Bedingung (a) und Bedingung (b). Dann ist 3 C I @ a somit I c 3N (I* ® a)* € 3N 3*.
AuBerdem gilt 3N 3 Na=(GNa)N(3Na)t = {0} und wir erhalten 3 N 3*- C I* und wir
haben die Behauptung gezeigt. m]

3.4 Aquivalenz zum Standardmodell

Die Bezeichnung Standardmodell fiir b, . ¢ ist analog zum metrisch, symplektischen Fall
aus der Tatsache motiviert, dass jede quadratische Erweiterung von symplektischen Lie-
Algebren dquivalent zu D, ¢ ¢ fiir ein (, €, &) € Z2(1,a, w,) ist. Dies werden wir im Folgen-
den zeigen.

Theorem 13. Zu jeder quadratischen Erweiterung (g,1i,i,p) von | durch a gibt es ein Tripel
(y,€¢) € ZZ(I, a, wa) S0, dass (g, 1,1, p) dquivalent zu b},,erg(l, a) ist. Fiir eine ausgewogene qua-
dratische Erweiterung (g, 1,1, p) gilt auflerdem (y, €, &) € 71, q, a)a)ﬁ.

Beweis. Sei V| ein isotropes Komplement von j* und V, ein orthogonales Komplement
von | ® Vi. Dann ist i+ = | ® V,. Wir konnen einen Vektorraum-Isomorphismus s : [ — V|
mit p o s = id wiahlen, wobei p : ¢ — [ die Nacheinanderausfithrung von der natiirlichen
Projektion 7 : ¢ — g/i mit p ist. Auflerdem konnen wir eine lineare Abbildung t : a — V,
durch

i(A) = n(t(A)) = HA) +i € it /i

definieren.
Weil (X) = 0 fiir alle X € i+ gilt, konnen wir die duale Abbildung p* : I = gzup: g — [
durch
wg(p*Z,s(L)) = Z((p o s)(L)) = Z(L)

fiir alle Z € I, L € [ definieren. Diese Abbildung ist ein Isomorphismus von [* nach j: Weil
wir bereits wissen, dass [* und i abelsche Lie-Algebren sind, bleibt nur noch zu zeigen,
dass p* bijektiv ist. Gelte dafiir p*(Z) = 0 € j. Dann ist Z(L) = wq(p*Z,s(L)) = 0 fiir alle
L € I. Somit ist Z = 0 € I* und p* injektiv. SchliefSlich zeigt der Dimensionsvergleich
dimj = codim j* = dim V| = dim[ = dim I' die Bijektivitit.
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3.4 Aquivalenz zum Standardmodell

Wir definieren &, y und € durch

(E(L)A) = [s(L), HA)]g +1, (49)
P ((Y(L)A) = [s(L), H(A)]q — HEL)A), (50)
€(L1, L2) := wy([s(L1), s(L2)]g, 5())- (51)

Es ist leicht zu sehen, dass diese Definitionen korrekt sind.
Als Néchstes zeigen wir niitzliche Fakten tiber § and a: Zunéchst betrachten wir

p(BlAL, A2)) = —p(a(EOAL A2) = p(walAr, £()A2)
= — p'(@a(HEWAD), HA2)) = p' (g (A1), HE()A2)))
=" (g (P (V) A1) = [5(), Ay, HA)))
+ ' (@g(H(AD), P (7(DA2) = [5(), HA)]y)
= — '@y (I5(), Ay, H(A2))) + ' (0a([5), HA]g, HAL)
=p"(wq([t(A1), HA];, 5()

fur alle A1, A, € a. Hier haben wir
wa(A1, A2) = wjri(i(A1), i(A2)) = wy(t(A1), H(A2))
fiir die zweite Gleichheit ausgenutzt. Mit

n([#(A1), A2y = H[A1, Azla)) = [t(Ar), 7t (Ao)]yyi = [i(A1), i(A2)]y
= [i(A1),i(A2)]g/i — [i(A1),i(A2)]g/; = O

folgt [t(A1), t(A2)]g — t([A1, Az2]a) € i. Weiterhin ist t([A1, A2]q) € V, und damit orthogonal
zu V. Wir erhalten

P (B(A1, A2)) = [t(A1), H(A2)]s — H([A1, Az2]a) (52)
fiir alle A1, A € a. Nun betrachten wir

wg(t(a(Ly, L2)), H(A)) = wa(a(Ls, L2), A)
=y(L1,A,L2) — (L2, A, L)
= wy([s(L1), H(A)]g — H(E(L1)A), 5(L2))
— wy([s(L2), H(A)]g — H(E(L2)A), s(L1))
= wg([s(L1), H(A)]g, 5(L2)) — wy([s(L2), H(A)]g, 5(L1))
= wy([s(L1), s(L2)]g, £H(A))

firalle A € aund Ly, L, € 1. Weil p*(e(L4, L)) in i liegt, ist es orthogonal zu V,. AufSerdem
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3.4 Aquivalenz zum Standardmodell

ist [s(L1),s(L2)]q — p*(e(L1, L2)) € V4, weil zum einen

wq([s(L1), s(L2)lg = p"(e(L1, L2)), (L)) = wy([s(L1), 5(L2)]g, S(L)) — €(L1, L2)(L) = O

fir alle L1, L, L € 1 gilt und somit [s(L1),s(L2)]g — p"(e(L1,L2)) orthogonal zu V| ist.
Zum anderen ist [s(L1),s(L2)]g — p*(e(L1, L2)) auch orthogonal zu j, da j isotrop ist und
wq([g, a], i) = 0. Wir erhalten damit

ta(L1, L2)) = [s(L1),s(L2)]q — p"(e(L1, L2)) (53)

furalleLq,[, € L.

Lemma 59. Die lineare Abbildung
O:(U'@ad [, ]yee) = (@[ ])P:Z+A+ L p'(Z) +HA) +s(L)

ist ein Lie-Algebren-Isomorphismus.

Beweis des Lemmas. Sei ®(Z + A + L) = 0. Zunéchst einmal gilt L=fo®P(Z+A+L)=0.
Auflerdem folgt mit der Injektivitdt von i aus i(A) = mo®(Z + A) = 0, dass A = 0 gilt. Weil
auch p" injektiv ist, erhalten wir Z + A + L = 0. Das zeigt, dass @ injektiv ist. Dal @ a® |
und g die gleiche Dimension haben, ist @ bijektiv.

Nun wollen wir einsehen, dass ® den Kommutator erhilt: Da sowohl I* als auch | im

Zentrum liegen, ist
O, F@adl]) =0=[D(T), D" dad])],
Sei A,A1,A; € aund L, Ly, L, € 1. Mit den Formeln (52) und (53) fiir § und « folgt nun

D([A1, A2]) = P(B(A1, Az) + [A1, Az]a)
=P (B(A1, A2)) + H{([A1, Az]o)
= [1(A1), H(A2)]g — H([A1, Azla) + £([A1, A2]a)
= [D(A1), D(A2)]q,

(L, A]) = P(L)A + E(L)A)
=P (Y(LDA) + HE(L)A)
= [s(L), {(A)]g — HE(L)A) + HE(L)A)
= [D(L), D(A)]g
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3.5 Aquivalenzklassen

und schliefdlich

O([Ly, L2]) = D(e(Lq, L) + a(Ly, L2))
= p'(e(L1, Lo)) + t(a(Ly, Lo))
= [s(L1),s(L2)]g
= [D(L1), D(L2)]g-

O

Zu diesem Zeitpunkt haben wir nachgewiesen, dass (g, [+, *]g, wg) und (I'®@ad], [, -], P wy)

isomorph sind. Es bleibt ®*w, = w zu zeigen, was aus den folgenden Betrachtungen folgt:

bt q)*wg(leZZ) =0= C()(Zl, ZZ)

D'wy(Z,A) =0 = w(Z,A)

O'w0y(Z, L) = wgp*(2),5(L)) = Z(L) = w(Z, L)

D wy(A1, Az) = wy(E(A1), H(A2)) = wa(A1, A2) = w(A1, A2)

O wy(A, L) = wy(HA), (L) = 0 = w(A, L)
o O'wy(Ly, Ly) = wy(s(L1),5(L2)) = 0 = w(Ly, Ly).

Weil ("®@a®], [, ], e, w) eine symplektische Lie-Algebra ist, liegt (7, €, &) in Z2(1, a, wy).
Auflerdem erhalten wir, dass @ : 0, c:(l,a) — g eine Aquivalenz der quadratischen
Erweiterungen g und d, ¢ (1, a) ist, denn es gilt zum einen i(A) = n(t(A)) = ®(A) und zum
anderen p(P(L)) = p(s(L)) = Lfiiralle A€ aund L € L.

Fiir { = 3N 3+ ist @ eine Aquivalenz von d, ¢« nach (g, j, i, p) mit ®(I) = j. Somit ist auch
(y,€, &) ausgewogen. ]

3.5 Aquivalenzklassen

In diesem Abschnitt definieren wir die zweite quadratische Kohomologie von abelschen
Lie-Algebren mit Werten in symplektischen Lie-Algebren. Wir werden aufserdem zeigen,
dass die Menge der Aquivalenzklassen von quadratischen Erweiterungen der abelschen
Lie-Algebra [ durch die symplektische Lie-Algebra (a, w,) in einer eins-zu-eins-Beziehung
zu H?(1, a, w,) steht.

Definition 60. Wir nennen ¢ : | — [I* selbstadjungiert, wenn ¢ = ¢~ gilt, d. h. (6(L1))(L2) =
(6(L2))(Ly) fur alle Ly, Ly € L. Es sei hier noch einmal erwahnt, dass die duale Abbildung
" fur 7 : [ - a durch

Tra—>T, T(A)L = wy(tL,A)

definiert ist.
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3.5 Aquivalenzklassen

Definition 61. Fiir ein 7 € C!(],a) und ein Tripel (y,¢€, &), bestehend aus linearen Abbil-

dungen y : | - Hom(a, I*), € € C?(,I*) und & : | — Hom(a), definieren wir

(y,e8)t=(+7T oé—-T oadsot—fpor, (54)

e+Ta—ev(yAT)—7T odsT+ %ﬁ(r AT), &—ad,o1). (55)

Hierbei ist die lineare Abbildung 7* : Hom(a) — Hom(a, [) durch (*¢)(A) = 7°(¢(A)) fiir
alle ¢ € Hom(a) und A € a gegeben.

Lemma 62. Die quadratischen Erweiterungen d, ¢ (I, a) und dy &:(1, @) sind genau dann iqui-
valent, wenn es ein T € C1(1, a) gibt mit (y,¢, &)t = (', €', &').

Beweis. Die quadratischen Erweiterungen d,, ¢ ¢([, a) und d,/ ¢/ (1, a) sind genau dann dqui-

valent, wenn es einen Isomorphismus ¢ der Lie-Algebren gibt der beziiglich ' @ a® [ von

der Form
Y c b
Q= id 7
id

firlinearet: [ = a,b: 1= Fundc: a — I".ist und ¢*w = w erfiillt.
Hierbei ist ¢*w = w dquivalent zu ¢ = id, ¢ = v* und b = 6 + $7°7 fiir ein selbstadjun-

giertes 6 wegen

Z(L) = w(@(Z), p(L)) = (P(2))(L),
0 = w(@(A), (L)) = w(A + cA, L + 7L + bL) = —(T"(A))(L) + (c(A)(L)

und

0 = w(p(L1), p(L2)) = w(Ly + L1 + bLy, Ly + TLy + bLo)

(b(L1)(L2) = (b(L2))(L1) — (T"7(L1))La.

Da eine Aquivalenz ¢ von b, £(I, a) nach d,, o = (I, a) den Kommutator erhélt, gilt

[A1, Az]a + (A1, A2) = [p(A1), p(A2)]y er,er = P([A1, A2y e )
= QD([ALAZ]a + ,B(ALAZ))
= [AllAZ]a + T*([AllAZ]ﬂ) + ﬁ(AllAZ)

fur alle A1, A; € a. Auflerdem ist

DA+ (DA +[1(L), Ala + p'(z(L), A) = [L + (L), Aly e, = [@(L), p(A)yr 60
= Q([L, Alye.c) = p(E(LA + y(L)A) = EL)A + T (E(D)A) + y(L)A
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3.5 Aquivalenzklassen

und

a’ (L1, Lo) + €' (L1, L2) + (&'(L1))(tL2) + (" (L1))(zL2) — (& (L2))(TL1)
— (' (L2)(tL1)) + [tL1, tLo]a + B'(TL1, TL2)

=[Ly + 1Ly, Ly + ’L'Lz]yf,ef,gl

=[p(L1), p(L2)]) e, = P([L1, Laly .0

=@(a(Ly, L2) + €(L1, L2))

=a(L1,Ly) + t°(a(L1, L2)) + €(L1, Lo).

Schliefslich liefert ein Koeffizientenvergleich die Aussagen

&'(DA = &(L)A - [t(L), Al
Y (DA = y(L)A + T (E(L)A) — B (1(L), A)
= y(DA + T(E(D)A) = T(((adq 0T)(L))(A)) = ((Bo © T)L)(A)

und

€'(L1,L2) = = y'(L1)(tL2) + y'(L2)(tL1) — B’ (tL1, TL2) + T*(a(L1, L2)) + (L1, L2)
= — y(L1)(tL2) — wa(7(-), E(L1)TL2) + T°([TL1, TL2]a) + B(TL1, TL2) + Y(L2)(TL1)
+ wa(1(+), &(L2)TL1) + T'(a(Ly, L2)) + (L1, Lo).

Somitist (y,€, &)t = (', €, &).
Umgekehrt konnen wir fiir (y, €, &)t = (), €', &’) direkt nachrechnen, dass

id T o6+ %T*T
Qr = id T
id

fiir jedes selbstadjungierte 5 : [ — [* den Kommutator erhilt.

Bemerkung 63. Die Abbildung ¢+ ist genau dann eine Aquivalenz von dy ¢ ¢ nach v, o e,
wenn (y,€,&)t = (y', €, &) gilt. Weil aufSerdem @r,0 0 Q1,0 = Qr,+1,,5 fiir das selbstadjungierte
g = %T;Tl - %T;Tz gilt, ist somit ((y, €, E)t1)T2 = (v, €, E)(T1+712). Das zeigt, dass Gleichung (54)
eine Gruppenwirkung von C'(1, a) auf der Menge aller Tripel bestehend aus linearen Abbildungen
y : 1 = Hom(q,I"), € € CX(I,I*) und & : | — Hom(a) definiert. Auflerdem folgt mit Theorem 11
und Theorem 12, dass diese Gruppenwirkung von C1(1, a) die Mengen Z*(1, a, wq) und Z2(1, a, @)y

invariant lisst.

Wir definieren

HZ(I/ a, a)a) = ZZ(I/ a, wa)/cl (I/ (1) und HZ(II a, Cl)a)ﬁ = ZZ(II a, a)(l)ﬁ/cl (Ir (1)
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3.6 Isomorphieklassen symplektischer Lie-Algebren

Analog zu metrischen, symplektischen Lie-Algebren werden wir hier H%(1, q, w,) als die
quadratische Kohomologie der abelschen Lie-Algebra I mit Werten in der symplektischen
Lie-Algebra (a, w,) bezeichnen.

Korollar 64. Die Kohomologieklasse des nach den Gleichungen (49)-(51) definierten Tripels
(v, €, &) hiingt nicht von der Wahl des Schnittes s ab.

Beweis. Zu zwei Schnitten s1,s, : [ — V| bezeichne (y1,€1,&1), (V2,€2,&2) € Z2(1, a,wq)
die zugehorigen Kozyklen, welche nach den Gleichungen (49)-(51) definiert sind. Dann
sind D, ¢, &, (1, @) und d,, ¢, &, (1, a) dquivalent, weil beide quadratischen Erweiterungen zu
(8,1,1,p) dquivalent sind. Mit dem vorherigen Lemma gilt also [y1, €1, &1] = [y2,€2,&2]. O

Als abschlieflendes Resultat dieses Abschnitts erhalten wir:

Theorem 14. Die Aquivalenzklassen von ausgewogenen quadratischen Erweiterungen einer
abelschen Lie-Algebra | durch eine symplektische Lie-Algebra (a, w,) stehen in Bijektion zu den
Elementen von H(1, a, w,). Auflerdem stehen die Aquivalenzklassen ausgewogener quadratischer
Erweiterungen in Bijektion zu H?(1, a, Wa)y-

3.6 Isomorphieklassen symplektischer Lie-Algebren

Ziel ist es nun die Isomorphieklassen symplektischer Lie-Algebren mithilfe eines Klassifi-
kationsschemas zu beschreiben. Dafiir zeigen wir, wann Standardmodelle symplektischer

Lie-Algebren isomorph sind.

Wir wiederholen noch einmal das Zurtickziehen von Formen mittels linearer Abbildun-
gen. Seien S: [; = [ und U : a; — q; lineare Abbildungen. Wir kénnen Formen zurtick-
ziehen. Dafiir definieren wir (S, U)* : CP(Ip, ap) — CP(I3, a1) und (S, U)* : CP(Ip) — CP(Ly)
durch

(S, U)'a(Ly,...,Ly) =Uoa(SLy,...,SLy), (S, U)y(Ly,...,Ly) =y(SLy,...,SLy).

Seien S : [; = b und U : a — a; Lie-Algebren-Isomorphismen mit U'w,, = wq,. Wir
definieren einen Pullback (S, U)* von Hom(lz, Hom(ay, [5)) & C2(Ip, [}) ® Hom(l;, Hom(ay))
nach Hom(l;, Hom(ay, [})) & C2(Ly, [}) ® Hom(l;, Hom(a;)) durch

(S U)(y,e,8) = ((SU)y, (5 U)e (S U)E)
mit
o (S Uyy(@L)(A) = S"(y(SL)UA)),
o (S,U)e(Ly,Ly) = S*(e(SLy, SL2)),

o (S UyE(L)A = (UESL)IUA).
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3.6 Isomorphieklassen symplektischer Lie-Algebren

Sei (S, U) ein Morphismus von Paaren und (), €, &) € Z%(1,a, w,). Dann gilt

wa(((S, U)"y(L1))"(L2) = ((S, L)y (L2)) (L1), A)

= (S W)y L))AN(L2) = (S, L)y L)) A)(La)
= (Y(SL))YUA)(SL2) — ((/(SL2))(U " A))(SL1)
= wa((¥(SL1))"(SL2) = (¥(SL2))"(SL1), U'A)

= wo(U o a(SLy,SLy), A)

und

—wa(UE(SHUT A, A) — wa(A1, UE(SHU T Ar)
= —wa(E(SHU A1, U Ag) — wo(U-1A1, E(S)U T Ay)
= S'B(U 1A, U 1Ap)

fir alle Ly,L, € ; und A, Ay,A2 € a;. Das zeigt, dass die zu dem Tripel (), €’,&") =
(S, )y, (S, U)e, (S, U)*E) zugehorigen Abbildungen o’ und f’ durch

a'(L1,Ly) = U o a(SLy, SLy) (56)
und
B (A1, A2)(L1) = BU™ Ay, U™ A2)(SL1) (57)
gegeben sind. Damit ldsst sich leicht zeigen, dass Gleichung (45) fiir (), €’, &’) gilt:

B'(&'(L1)A1, A2)(L2) + B'(A1, &' (L1)A2)(L2)
= U E (L) A1, U Ap)(SLy) + BU ' Ay, U & (L1)A2)(SLo)
= y(SLy, [U™ A1, U™ Azle, SLo)
=7'(L1,[A1, A2lo, L2).

Die anderen Gleichungen (44) und (46)-(48) lassen sich analog mit Gleichung (56) und
(57) tur (), €', &) zeigen. Damit bildet (S, U)* den Raum der Kozyklen Z%(lp, ap, wWg,) auf

Z%(1y, a1, g, ) ab. Weil auBerdem das Zuriickziehen die Gruppenwirkung im Sinne von

(S, U)((y,€,&)1) = (S, U) (v, €, (S, U)'7)

respektiert, definiert die Abbildung (S, U)*[y,€,&] = [(S, U)*(y, €, &)] einen Pullback von
HZ(IZI aa, a)az) nach H2(Il, a1, Wq, )

Lemma 65. Seien (ax, ik, ix, px) ausgewogene quadratische Erweiterungen von Iy durch (ai, wq,)
fiir k = 1,2. Die symplektischen Lie-Algebren g1 und g, sind genau dann isomorph, wenn es einen

Vektorraum-Isomorphismus S : Iy — Ip und einen Isomorphismus U : (a2, wq,) — (a1, wq,) der
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3.6 Isomorphieklassen symplektischer Lie-Algebren

symplektischen Lie-Algebren gibt, so dass die quadratischen Erweiterungen (g1,11,11 0 U, S o p1)

und (82, iz, 2, p2) dquivalent sind.

Beweis. Die Riickrichtung ist trivial, weil jede Aquivalenz von quadratischen Erweite-
rungen per Definition ein Isomorphismus der zugrundeliegenden symplektischen Lie-
Algebren ist. Sei also nun F : g1 — ¢ ein Isomorphismus der symplektischen Lie-
Algebren. Wegen F(j;) = i» and F(ill) = izl induziert der Isomorphismus F einen Iso-
morphismus F:a1/i1 = 62/ip, der ker p2 = I_S(ker p1) erfiillt. Nun definieren wir S : [; — [
und U : ap — a; durch

S(L) = (2o (D), HolU=F oi

fiir p1(L) = L. Es ist nicht schwer einzusehen, dass S ein Vektorraum-Isomorphismus und
U ein Isomorphismus der symplektischen Lie-Algebren ist. Damit wird F zu einer Aqui-
valenz zwischen den quadratischen Erweiterungen (g1, {1,711 © U, S o p1) und (a2, i2, i2, p2)

von I durch (a2, @y, ). O

Theorem 15. Sei (y;,€;,&i) € ZZ(I,-, a,-,a)a,.)ﬂ fiir i = 1,2. Die symplektischen Lie-Algebren
Dy 61,61 (ln, a1) und dy, ¢, £, (o, a2) sind genau dann isomorph, wenn es einen Vektorraum-Isomor-
phismus S : Iy = lp und einen Isomorphismus U : (a2, w,,) — (a1, @4, ) gibt mit

(S, u)*[’)/ZI €, 52] = [)/1, €1, ‘51]

Beweis. Wir wissen bereits durch das vorhergehende Lemma, dass die symplektischen
Lie-Algebren d,, ¢, ¢ (I, 1) und d,, ¢, 5,(I2, a2) genau dann isomorph sind, wenn es einen
Vektorraum-Isomorphismus S : [; — [, und einen Isomorphismus U : a; — a; der
symplektischen Lie-Algebren gibt so, dass die Erweiterungen (Dw,el,él (11, a1), Ij, ijol, Sopy)
und (y, ¢, 5, (2, @), 5, i2, p2) dquivalent sind.

Wir definieren einen Schnitt § : [, — D), ¢ ¢ (I1,a1) von S o iy als die Nacheinander-
ausfithrung von S~1 mit der kanonischen Einbettung s : [; — ), ¢ ¢ (I, a1). Hierbei
bezeichnet f; die kanonische Projektion von 0, ¢, £ (I3, a1) auf I;. Nun ist der zu dieser
quadratischen Erweiterung (dy, ¢, ¢, (11, 1), [},iy o U,Sopy) von I durch a; und diesem
Schnitt 5 assozierte Kozyklus durch

(S7L U (1,1, &)

gegeben (siehe (49) - (51) ). Mit Lemma 62 erhalten wir schliefllich die Behauptung. O

Bemerkung 66. Mit Theorem 12 und Theorem 15 folgt nun, dass Paare (S, U) ausgewogene
Kozyklen Z%(lp, ap, Wq,) auf ausgewogene Kozyklen Z2(ly, aq, wq,) zuriickzieht.

Fiir abelsche Lie-Algebren [ und symplektische Lie-Algebren (a, w,) sei G(I, a, w,) die
Menge aller Paare von Vektorraum-Automorphismen S auf [ und Automorphismen U
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3.7 Symplektische Lie-Algebren mit ausgeartetem Zentrum der Dimension vier

auf (a, w,). Wenn aus dem Kontext klar wird, fiir welches (I, a, w,) die Automorphismen
betrachtet werden, schreiben wir kurz G statt G(I, a, w,).

Wir schliefien dieses Kapitel mit dem folgenden Klassifikationssatz ab. Dieser Satz folgt
direkt aus Theorem 10, Theorem 13 und Theorem 15.

Theorem 16. Die Menge der Isomorphieklassen von symplektischen Lie-Algebren,
o deren Ideal i = 3 N 3+ n-dimensional ist und
o fiir die (i*/i, ) isomorph zu (a, w,) ist

steht in Bijektion zum Orbitraum
H*(R", a, wa)y/G.

Bezeichne Isom(2n) ein Reprisentantensystem der Isomorphieklassen von symplektischen Lie-
Algebren der Dimension 2n. Es besteht eine Bijektion zwischen der Menge der Isomorphieklassen
von symplektischen Lie-Algebren der Dimension 2n mit ausgeartetem Zentrum und der Menge

n

H H H2(R", 0, q)4/G.

m=1  [a,w.]elsom(2n—2m)

3.7 Symplektische Lie-Algebren mit ausgeartetem Zentrum der Dimension
vier

In diesem Abschnitt bestimmen wir alle 4-dimensionalen symplektischen Lie-Algebren
mit ausgeartetem Zentrum. Diese Lie-Algebren sind bereits bekannt. Unsere Rechnungen
sind hier eher als Demonstration der Herangehensweise zu verstehen.

Im Folgenden bezeichne, wenn nicht anders erwdhnt, {e;, ..., e} die Standardbasis der
k—dimensionalen, abelschen Lie-Algebra [ = RF und {d%,..., 0"} die zugehorige duale
Basis von [*.

Eine Basis {v1, wy, ..., v,, wy,} der 2n-dimensionalen symplektischen Lie-Algebra (a, w,)
heifst Darbouxbasis, wenn w,(v;, w;) = 1 fiirallei = 1,...,1n und wq(v;, vj) = wa(w;, wj) =0
furallei, j=1,...,ngilt.

Wir werden eine Lie-Algebra beschreiben, indem wir eine Basis und die nicht ver-
schwindenden Kommutatoren von Basisvektoren angeben. Wenn alle Basisvektoren in
den angegebenen Kommutatoren auftauchen, dann werden wir die Basisvektoren nicht
noch einmal zusétzlich angeben. Mit dieser Konvention definieren wir a; = {[a1,a2] = a2}.
Die Lie-Algebren R? = spani{aj, az} und a; werden mit w, = al A a?, wobei {a!, a?} die
duale Basis von {a1, a2} bezeichnet, zu symplektischen Lie-Algebren.

Fiir Vektorraume U und V werden wir auSerdem Hom(U, V) mit U* ® V identifizieren.

Theorem 17. ([21, Proposition 2.4]) Jede 4—dimensionale symplektische Lie-Algebra mit ausge-
artetem Zentrum ist isomorph zu d, ¢ £(1, a, w,) fiir genau einen der folgenden Tripel:
[=R? (0, ws) = (a3, a® A a?) und
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3.7 Symplektische Lie-Algebren mit ausgeartetem Zentrum der Dimension vier

e (y,6,&) =(x0'®al ®d!,0,0)
=R, (a,w,) = (R%,a' A a?) und
o (y,6¢) = 0,0,6' ® (a' ®a; — a? ®ay))
e (1,6,8)=(0,0,0'® (' ®a — a’®ay))
e (v,€8) = (c'®a'®c!,0,0' ®a’®@ay)
[=R? (a,w,) = 0 und
e (y,6,8)=(0,0' Ad*>®7',0).

Beweis. Es ist zunédcht leicht einzusehen, dass die im Theorem angegebenen Tripel ausge-
wogen sind.

Wegen Theorem (16) geniigt es H*(], a, wq)y/G flir
(Lo, wd) € {(R2,0), (R, R?, @' A %), (R, @z, @' A 0?)]

zu untersuchen. Sei als erstes a = {[a1, 4] = a2} mit w, = a! A a® und sei [ = R. Weil [
eindimensional ist, ist ein Tripel (), €, &) genau dann ein Element von Z2(1, 0, w,), wenn
&(e1) eine Derivation von a ist und Gleichung (45) gilt. Aufierdem sind y und & eindeutig
durch ihren Wert an der Stelle e; bestimmt, € = 0 und a = 0. Es ist £(e1) genau dann eine
Derivation von a, wenn &(e1) = &yl ® ap + Ena’ @ ap fiir &o1,E» € R gilt. Auflerdem ist
Gleichung (45) dquivalent zu

—wa(m, EX(e1)a2) = —wa(EX(e1)m, a2) — 2wa(E(e1)ar, E(e1)az) — walar, EX(e1)az) = y(er, a, €1).

Ein Tripel (y,€,&) € Z%(l,a,w,) ist genau dann ausgewogen, wenn es keinen Vektor
A € keryg Nker &, A # 0 gibt mit fo(A) = y(e1).

Sei nun (y,0,¢) € Z%(1,q, @q)y- Dann ist (y,0,&) dquivalent zu (ko' ® a! ® ¢1,0,0) fiir
ein ¥ € R\{0} vermoge 7 = o' ® (Exar — &r1az). Wir haben hier 7 € C'(1, a) so gewdhlt,
dass ad, ot = ¢ gilt. SchliefSlich liegt [ko! ® a! ® ¢!,0,0] im selben G-Orbit wie entweder
[0! ® a! ® 61,0,0] oder [-0! ® a® ® ¢!,0,0]. Wir setzen hierfiir (S, U) = (|x|"/?,id) und
erhalten

(S, U) (ko' ®@a' ®¢',0,0) = (x| 'o' @ a' ® 61,0,0).

Fir (y,0,¢) € Z2(I, a, a)a)ﬁ ist das Vorzeichen von
y(e1,a1,e1) + walar, E(er)ar)wq(ar, E(er)az) (58)

invariant unter Aquivalenz und G-Wirkung. Hierbei wird ausgenutzt, dass U genau dann
ein Isomorphismus von (a, w,) ist, wenn U = al ® (a1 + ur1a2) + a* ®ap fiir ein upy € R gilt.
Gleichung (58) zeigt nun, dass [c!'®a'®c!,0,0]und [-6! ®a' ®c!,0,0] in verschiedenen
G-Orbits liegen.
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4 Nilpotente, symplektische Lie-Algebren

Sei nun a = R? mit w, = a! A @ und wieder [ = R. Wie zuvor lisst sich in diesem
Fall zeigen, dass (y,€,&) genau dann in ZZ(I, 0, w,) liegt, wenn € = 0 und Gleichung
(45) gilt, welche dquivalent ist zu tr (e;) = 0. Damit folgt f = 0, « = 0 und £ und y sind
eindeutig durch ihren Wert an der Stelle ¢; bestimmt. Es ist auch nicht schwer einzusehen,
dass (7,0,&) € Z2(1,a,w,) genau dann ausgewogen ist, wenn ker y(e;) N ker &(eg) = {0}.
Dies erhalten wir, weil Bedingung (b) genau dann gilt, wenn ker y(e;) N ker £(eq) nicht
ausgeartet ist und fiir ker y(e1) Nker &(e1) = R? die Bedingung (a) nicht gilt. Insbesondere
ist £ # 0 fiir ein ausgewogenes (y, 0, &).

Sei zundchst £(eq) bijektiv. Dann sind (y, 0, £) und (0, 0, £) 4quivalent. Wir wahlen dafiir
7 € CI(1, ) so, dass wa(T-, &(e1)") = —y(e1) gilt. So ein T existiert, weil &(e;) bijektiv und w,
nichtausgeartet ist. Dann folgt (y,0, &)t = (0,0, &) wegen

y(er) — 7" o &(e1) — T oadg ot — fo o T = y(e1) + walT, E(e1)).

Desweiteren liegen [0,0,&] und [0, 0, &2] genau dann im selben G-Orbit, wenn es eine
reelle Zahl A € R\{0} gibt, so dass A&(eq) und &x(e1) konjugiert zueinander beziiglich einer
Matrix mit Determinante eins sind. Somit erhalten wir, dass jedes [y, 0, &] € HZ(I, a4, Wq) im
G-Orbit von entweder [0,0,0' ® (a! ® a1 — a®> ®ay)] oder [0,0,0' ® (a! ®a; — a? ®ay)] liegt.

Sei nun &(e;) nicht bijektiv. Weil die Spur von &(eq) verschwindet, ist somit &(eq) nilpo-
tent. Wegen der Ausgewogenheit konnen wir also 0 # v1 € ker &(eg) und vy € kery(e)
wahlen mit wq(v1, v2) = 1. Bezeichne s # 0 diejenige relle Zahl, welche &(e1)v, = svq erfiillt.

Beziiglich der Basis {v1, v2} in a ist also 5(%61) gegeben durch

01

0 0)
Damit sehen wir, dass (y,0, &) im selben G-Orbit liegt wie (xo! ® a! ® 61,0,0' ® a® ® a7)
fiir ein geeignetes x # 0. Dartiber hinaus ist sogar

S, Uy (el @xal®c!,0,0' ®a’?®a)) = (' ®@a' ®',0,0' @ a? ®ay)

mit S = V/x und U = diag(¥/x, 1/ V/x) fiir alle x # 0.

Sei als letztes (0,¢,0) € Z%(I,a, w,) fiir [ = R?> und a = 0. Wegen der Dimensionen der
Raume ist (0,€,0) genau dann ein ausgewogener Kozyklus in Z2(1,0,w,), wenn € # 0
gilt. Wir kénnen also ein Z; # 0 im Bild von € wahlen. Weiterhin wéhlen wir L; € [und
L, € ker(Z1) so, dass Z1(L1) = 1 und €(L1, Lp) = Z1. Folglich liegt (0, €, 0) im selben G-Orbit
wie (0, dl A% ® 01,0). m]

4 Nilpotente, symplektische Lie-Algebren

Wihrend eine Klassifikation aller symplektischen Lie-Algebren mit ausgeartetem Zenrum
einer bestimmten Dimension mittels quadratischer Erweiterungen die Kenntnis aller Iso-
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4 Nilpotente, symplektische Lie-Algebren

morphieklassen samtlicher symplektischer Lie-Algebren niedriger Dimension benétigt
und daher auch auf die Klassifikation der symplektischen Lie-Algebren mit nichtausge-
artetem Zentrum angewiesen ist, lassen sich nilpotente, symplektische Lie-Algebren sehr
gut nur mit der Hilfe von quadratischen Erweiterungen klassifizieren. Wir passen das
Klassifikationsschema fiir nilpotente, symplektische Lie-Algebren an. In [17] wurde eine
Klassifikation fiir die 6-dimensionale, niplotente, symplektische Lie-Algebren angege-
ben. Wir werden hier mithilfe dieses Klassifikationsschemas die Klassifikation auf neuem

Wege herleiten und damit kleine Ungenauigkeiten in der Liste in [17] beheben.

Lemma 67. Jede nilpotente symplektische Lie-Algebra (g, w) mit nichtausgeartetem Zentrum ist
abelsch.

Beweis. Wenn das Zentrum 3 einer symplektischen Lie-Algebra g nichtausgeartet ist, dann
ist g die direkte Summe von der abelschen symplektischen Lie-Algebra 3 und der sym-
plektischen Lie-Algebra 3t mit trivialem Zentrum. Weil aber g nilpotent ist, ist auch 3+

nilpotent und somit 3+ = {0}. Also ist g eine abelsche Lie-Algebra. O

Lemma 68. Sei (y,¢,&) € Z2(l, q, wa)y Die symplektische Lie-Algebra dy, . «(1, a, w,) ist genau
dann nilpotent, wenn a nilpotent ist und

E(La) - &(lLn)=0 (59)

fiireinn € NundalleLy,...,L, € list.

Beweis. Seid := D, (1, a, w,) nilpotent. Weil a isomorph zur nilpotenten Lie-Algebra /e
ist, ist auch a nilpotent. Wegen d"*! = 0 fiir ein 7 > 0 erhalten wir auflerdem

E(L1) -+ &Ln)A = [Ly, [ . [Ln, AT ... 11 = 0

furalleLy,...,L, € lund alle A € a. Somitist £(L1) - -- &(L,) = 0 € gl(a). Sei nun umgekehrt
a™ = {0} fur ein m > 0 und gelte Gleichung (59). Zundchst sehen wir, dass »2 = [d, d] eine

Teilmenge von a @ I" ist. Fiir k € IN gilt auflerdem

2 (&mav | 1E@e&mau | €0, [0, & Oal]u---Ula,...[a,a] ... )L

i+j=k-1 i+j+p=k-2
Folglich ist ""*2 in I* enthalten und schliellich "3 = {0}. Somit ist d nilpotent. m]

Definition 69. Zu einer abelschen Lie-Algebra [ und einer nilpotenten symplektischen
Lie-Algebra a bezeichne Z*(I, 0, wa)o C Z*(l, a,w,)y die Menge der Kozyklen (y, ¢, &), die
Gleichung (59) erfiillen. Wir werden diese Kozyklen als nilpotente Kozyklen bezeichnen.
Weiter definieren wir H%(I, 0, wa)o C H?(l, 0, w,); als die Menge der Kohomologieklassen
nilpotenter Kozyklen.
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4.1 Der Fall1 = R3, a = {0}

Theorem 18. Die Menge der Isomorphieklassen nichtabelscher, nilpotenter, 2n-dimensionaler,
symplektischer Lie-Algebren steht in Bijektion zu der Menge

]j [ H®"qw/G,

m=1  [a,w,]eA2n—2m)

wobei (2n — 2m) ein Reprisentantensystem der Isomorphieklassen (2n — 2m)-dimensionaler,
nilpotenter, symplektischer Lie-Algebren bezeichnet.

Theorem 19. Jede 4—dimensionale nilpotente symplektische Lie-Algebra ist isomorph zu genau
einer der folgenden:

o R*= spaniay, ..., a4} mit w = al Aa? +ad Aad,
— _ _ G 1A 2 23 A
o 1y :=1{[ag,m] = ap, [ag,a7] = a3} mit w = a* A a® + & A a* oder
— _ o 1A A 2 3
e hsdR:={ay,...,a4 | [m, @] =az} mitw =a" Aa™+a” Aa°,
wobei {a, . .., a*) die duale Basis von {a, ..., as} bezeichnet.

Beweis. Weil (g, a' Aa? +a® Aa*) und (h3 @8R, al Aot + a2 Aa®) 4—dimensionale nilpotente
symplektische Lie-Algebren mit eindimensionalem bzw. zweidimensionalem Ideal 3N 3+
sind, folgt die Behauptung direkt aus Theorem 17. m]

Im Folgenden wollen wir die 6-dimensionalen nilpotenten symplektischen Lie-Algebren
bis auf Isomorphie bestimmen. Aufgrund der vorherigen Betrachtungen wissen wir, dass
es gentigt, die G-Orbits von

HZ(RSI {0}r 0)0/ Hz(]R2; Rz, 0(1 A 0(2)(),

Hz(]R/ ]R4/ Cl)a)Or HZ(R/ b3 52 IR,, CUa)O und HZ(]R/ Ty, a)a)OI

wobei w, wie in Theorem 19 gegeben ist, zu untersuchen.

4.1 DerFall [ = R3, a = {0}

Sei {e1, e, e3} die Standardbasis von | = R3. Sei a = {0}. Bezeichne {c!,0?,0°} die duale
Basis von [*. Weiter ist {v;7 = ep Ae3,vp = e3 A ey, U3 = €1 A ey} eine Basis von [ A L Zu
e € C%(1, ') definieren wir M, € Mat(3, R) durch (M);j = €(vj)(e;).

Lemma 70. Jedes Element von H>(IR?,0,0)0/G lisst sich von genau einem (0, €, 0) mit

1 11 1 z 0 1 01
M, € b , 1 =z 1 -1 0 , 0 1|(bel0,1,z>0
-1-b -2 -2 0 0

repriisentieren.
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4.1 Der Fall1 = R3, a = {0}

Beweis. Wir beweisen das Lemma, indem wir H*(R3, 0)y bestimmen und die Wirkung von
G darauf beschreiben.

Bedingt durch die Dimension von a besteht Z(IR?,0)y aus allen Tripeln (0, ¢,0), die
Bedingung (48) und Bedingung (a) auf Seite 41 erfiillen. Da [ dreidimensional ist, ist
Bedingung (48) dquivalent zu

€(eq, e2)(e3) + e(ez, e3)(e1) + €(es, e1)(e2) = tr(Me) = 0. (60)

Bedingung (a) wiederum gilt genau dann, wenn L = 0 das einzige Element von [ ist,

welches
e(L,L)y=0€er (61)

fir alle L € [ erfillt. Gleichung (61) gilt fiir L = A1eq + Azep + Azez mit A1, A3, A3 € R genau
dann, wenn e(L,e;) =0 € I" fiirallei = 1, ..., 3 gilt. Dies ist wiederum dquivalent zu

—A2€(v3) + Aze(v) =0 € ¥, Ae(vs) — Aze(v1) =0€l’, —Aie(vn) + Are(v1) =0 €I,

Damit ldsst sich einsehen, dass Bedingung (a) genau dann gilt, wenn M, mindestens 2
linear unabhédngige Spalten besitzt.

Zwei Tripel (0,€1,0) und (0, €2,0) sind genau dann dquivalent in Z?(R3,0)o, wenn sie
gleich sind. Als nédchsten Beweisschritt wollen wir die Wirkung von G mittels M, be-
schreiben. Hier sei angemerkt, dass G = Aut(l) gilt. Daher werden wir im Folgenden fiir
Elemente von G die Bezeichnung S statt (S, U) verwenden.

Lemma 71. Zwei Kohomologieklassen [0, €,0] und [0, €’,0] in H%(R3,0) liegen genau dann im
selben G-Orbit , wenn fiir ein c # 0 € R die Matrizen M¢ und cMe konjugiert zueinander sind.

Beweis. Seien €,€’ € C2(I,I*) gegeben. Sei die lineare Abbildung S : I — [ bijektiv und
beziiglich der Basis {e1, e2, e3} gegeben durch S = (s;;); j=1,2,3- Dann ist

€(Sei, Sej)(Sex) = e(s1jer + -+ - + s3jes, syjer + - -+ + s3je3)(Sex)

= Z (SriStj — Srjsti)€(er, er)(Sex)

1<r<t<3

3
=Z Z Suk(Sristj — srsti)e(er, er)(ew)

u=1 1<r<t<3

und mit der Cramerschen Regel folgt nun, dass (0,€’,0) = S*(0, €, 0) genau dann gilt, wenn
M, = det(ST)STM.571".

Wegen der ungeraden Dimension von [ folgt daraus unmittelbar die Behauptung des

Lemmas. O
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4.2 Der Falll=R",a =1y

Schliefslich folgt mit den obigen Betrachtungen und mit Lemma 71, dass H 2(1, a)o/G sich
beschreiben ldsst, durch alle Spur-Null-3 x 3-Matrizen mit einem Rang von mindestens 2
modulo Konjugation und modulo Multiplikation mit reellen Zahlen ungleich Null. Das

liefert uns das im Lemma angegebene Reprasentantensystem. m]

42 DerFall1=R", a=mny

Sei a = 1y := {[ag,a1] = a2, [a4,22] = a3} mit w, = a' A a® + a® A a?, wobei {al, ..., a%) die

duale Basis von a* bezeichnet.
Lemma 72. Die Menge Z2(R", ny, w,) besitzt keine nilpotenten Kozyklen.

Beweis. Zunéchst berechnen wir einige Eigenschaften von nilpotenten Derivationen von
4. Nilpotente Derivationen D bilden das Zentrum 3(ny) = span{az} auf die Null ab, weil
dieses eindimensional ist. Weiterhin folgt mit

Day = Dlay, a1] = [Day, a1] + [a4, Daq] € span{az, a3}

und der Nilpotenz von D, dass Da; in span{as} liegt. Aufierdem folgt nun Da; € span{ay, a3}
wegen
0 = [Day, a2] + [a1, Daz] = [Day, a2].

Somit ist das Bild der nilpotenten Derivation D in span{a,, a3} enthalten.
Seinun(y,0,¢&) € Z2(R", ny, @,) mitnilpotentem &(L) fiir alle L € R". Dann gilt fo(a3) = 0.
Mit Bedingung (45) folgt aufierdem

0 = B(&(L)az, as) + p(az, E(L)ag) — y(L)[az, a4]
= —wo(E()é(L)az, as) — wa(E(L)az, E(-)as) — wa(&E()az, E(L)as) — wq(az, E(-)&(L)as) + y(L)as
= y(L)as

furalleL € R". Alsoistas € ker yo. Das zeigt nun aber auch, dass (y, 0, £) nicht ausgewogen
ist, da
()N ag N ker o N ker yy = span{as}

ausgeartet ist und somit Bedingung (b) nicht gilt. ]

4.3 DerFall =R, a = R*

Bezeichne {e;} die Standardbasis von | = Rund {a3, a2, a3, a4} die Standardbasis von a = R?.

2 a3, a*) die duale Basis von I* und a*. Bezeichne

Bezeichne dariiber hinaus {¢!} und {a', &
w, die symplektische Form a® A a2 + a® A a* des R*.
In diesem Abschnitt berechnen wir ein Reprédsentantensystem fiir H?(R, R*, wa)o/G.

Dafiir setzen wir yY : | - Hom(a, I) als

)/0 =o' ®al®@d. (62)
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43 DerFalll=R,a=R*

Weiterhin definieren wir die linearen Abbildungen &, &+, £* : | = Hom(a) durch

& =0'®d?®a, (63)
Ei:ol®a3®u1ial®a2®a3und (64)
5":01®(a4®a1+a2®a3+a3®a4+a3®1ca1) (65)

fir x € R.

Lemma 73. Jedes Element von H*(R, R*, w,)o/G lisst sich durch die Kohomologieklasse von
genau einem der folgenden Kozyklen reprisentieren:

(7/0/ 0, él)/ (7/0/ 0/ éi)/ (7/0/ 0/ EK), x € R.

Diese Menge bildet also ein Repriisentantensystem von HX(R, R*, a! A a® + a3 A at)o/G.

Beweis. Zundchst einmal rechnen wir nach, dass die Elemente der Menge tatsdchlich
nilpotente Kozyklen sind. Dafiir gentiigt es zu zeigen, dass die Bedingung (45) und die
Bedingungen (a) und (b) auf der Seite 41 fiir die angegebenen Tripel gelten, weil [ eindi-
mensional ist, a abelsch und die Homomorphismen &1(L), £+(L) und &¥(L) fiir alle L € [
nilpotent sind. Bedingung (a) gilt fiir alle angegebenen Tripel, da schon (a.1) die Gleich-
heit L = 0 impliziert. AuSerdem lassen sich auch Bedingung (45) und (b) fiir die Tripel

leicht nachweisen, indem wir

0 fir 51,
B=R(@ AP Fa*rat)®c! firé,,

ka? A a® ® ol fur &¢

nutzen.

Wir zeigen nun, dass die Kohomologieklasse eines beliebigen nilpotenten Kozyklus
im G-Orbit einer im Lemma angegebenen Kohomologieklasse liegt. Sei also (y, €, &) ein
nilpotenter Kozyklus. Weil | eindimensional ist, gilt e = 0 und a = 0. Es gilt £(e1) # 0, da
anderenfalls fiir £ = 0 auch g = 0 gilt und somit aus der Giiltigkeit von (b) folgt, dass
3(a@) N alg N keryo N ker By = ker yo nichtausgeartet ist und somit auch y = 0 gilt. Aber fiir
& = 0 und y = 0 sehen wir, dass (a.1) - (a.4) fiir jedes L € [ mit A = 0 gilt und somit (a)
nicht erfillt ist.

Weiterhin ist ker £(e1) Nim &(eq) # {0} isotrop. Um das einzusehen, wéhlen wir Vektoren
v1, 02 € ker E(e1) Nim &(e1). Bezeichne v; Urbilder von v; unter &(eq) fiir i = 1,2. Damit ist

— _ 1 - — 1 _ —
wa(v1,12) = wa(&(e1)v1, E(e1)02) = _Eﬁ(‘z(el)vaZ)(el) - 55(01,5(61)02)(81) =0,
wegen Bedingung (45). Insbesondere ist

im &(eq) # ker E(e), (66)
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43 DerFalll=R,a=R*

da anderenfalls alé = ker &(e1) C ker fp und somit
()N aES Nkeryo Nker By = ker &(eg) N ker y(eq) # {0}

isotrop wire.

Sei nun zusétzlich aIé dreidimensional. Das bedeutet, dass &(e1) ein eindimensionales
Bild hat. Wir wollen zunichst einsehen, dass f = 0 ist. Daftir stellen wir fest, dass der
mindestens 2-dimensionale Unterraum im(&(e1))* N ker &(eq) in ker By enthalten ist. Weil
insbesondere im &(e;) € im(&(e1))* N ker &(eq) im Kern von fy liegt, enthilt ker fy einen
2-dimensionalen isotropen Unterraum. Da aber der aus Dimensionsgriinden nichttriviale
Unterraum ker £(e1) N ker y(e1) N ker By nichtausgeartet ist, ist ker By nicht 2-dimensional
und enthilt somit den ganzen Raum. Also ist f = 0. Insbesondere ist wegen (b) auch
y # 0 und ker &(eg) N ker y(e1) ein 2—dimensionaler nichtausgearteter Unterraum von
a = R*. Wir koénnen also v3,v4 € ker &(e1) N ker y(e1) wahlen mit wq(v3,v4) = 1. Wegen
B = 0ist &(eq) schiefsymmetrisch beziiglich w,. Somit ist das Bild von &(eq) orthogonal zu
span{vs, v4} C ker &(e1) und insbesondere gilt im &(eq) € ker y(e1) wegen (b). Wir wihlen
0 # v; € im&(er). Dann ist v; ¢ kery(e1). Weiter wéahlen wir v, € kery(e;) so, dass v,
orthogonal zum nichtausgearteten Unterraum span{vs, vs} = ker &(er) N ker y(er) liegt
und wq(v1,v2) = 1 gilt. Es ist £(e1)vp = Av; flir ein A # 0. Nun sind y, € und & beztiglich
der Basis {L := e;/A} von [ und der Darbouxbasis {v1, v, v3, 4} von a gegeben durch

yL)=x'®Z, e€=0, &L)=1v*®0

fiir ein geeignetes x # 0. Hierbei ist {v!,1%,v?,v*} die duale Basis von a* beziiglich

{v1, V2, v3,v4) und {Z1} die duale Basis zu {L}. Es existiert also zujedem (y,€,&) € Z2(1,a,wq)o
mit dreidimensionalem ag ein (S,U) € G so, dass (S, U)*(y,¢€,&) = (x°,0,&;) ist fiir ein
x # 0 gilt. Aufierdem liegen auch [xyo, 0,&1] und [7/0, 0, &1] im selben G-Orbit. Dies ldsst
sich direkt mittels (S, Uy) = (x2/5, diag(xl/ 5 x71/5,1,1)) einsehen.

Sei (y, 0, &) nun ein nilpotenter Kozyklus mit zweidimensionalem alé. Wegen Bedingung
(66) ist &(eq)? # 0. AuBBerdem sind afg = ker &(e1) und im &(eq) isotrope Unterrdume wegen
Bedingung (45): Sei hierfiir v; € ker £(e1) Nim &(eq) = im(&(e1)?), v2 € im &(eq) ein Urbild

von v1 unter &(e1) und vy € ker &(eq). Dann ist
Wa(v1,04) = @a(v1,04) + 20a(02, E(1)04) + Wa(03, E(e1)*04) = 0

und

_(Ua(ULUZ) = wa(01/772) + za)a(UZI vl) + a)a(vf)’/ é(el)vl) = 01

wobei hier v3 ein Urbild von v, unter £(e;) bezeichnet. Insbesondere gilt
aI‘E Nkeryo Nker By = 0. (67)

Wir fixieren also ein v1 # 0 im Bild von &(e1)?. Dann ist v; ¢ ker o wegen Bedingung (67)
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undim(&(eq)?) = ker &(e;)Nim &(eq) C ker Po. Weiter fixieren wir ein v, € ker y(e1)Nim &(eq)
mit &(e1)v2 = v1. Weil w, nichtausgeartet ist, ist der von ker &(e1) und im &(eq) aufgespannte
dreidimensionale Untervektorraum von a nichtisotrop. Somit existiert ein Vektor aus dem
Kern von &(ep), der nicht orthogonal auf v, steht. Dann gibt es auch ein v3 € ker y(e1) mit
&(e1)vs = vp und wqa(v2,v3) = 0. Schlieflich wihlen wir ein vy € span{vy, v3}*- N ker &(eq)
mit wq(v2,v4) = 1. Beztiglich der Darbouxbasis

_ sign(b) . 1 N sign(b) _ |b|
01 = = :

01, Uy = —=03, 03 . 0y, Vg4 =

1bl |bl 14 sign(b)

(o

von a, wobei b := wq(v1,v3) # 0 ist, und beziiglich der Basis {e;} von [ = R sind nun y, €

und & gegeben durch
y(e1) = ' @c! + yv4 ®7Z1, €=0, &)= +17 Q@03 +1° @0

fiir ein geeignetes x # 0 und i € R. Hierbei ist (v1,...,v*} die duale Basis zu {71, . .., Ta).
Wie im vorherigen Fall ist es moglich, die Basen zu reskalieren. Wir setzen S = 1/+/x
und U = diag(+/x,1/4/x,1,1). Damit ist

(S, Uy (o ® (xa' + ga4) ®0%,0,E) = (0t @ (o + ya4) ®d',0,&L)

fiir ein y € R. SchliefSlich liegen [o'®(al+ ya4)®al, 0,&+]und [yo, 0, £+] im selben G-Orbit.
Dafiir rechnen wir zum einen nach, dass

1 2 2 2 1
(7/0, 0, éi)(al ® (igyaz + gyzﬂg,)) = (ol ® (@' + gyzaz ¥ gy()f’ + gya4) ®d',0, Ei)
gilt: Fiir ein 7 = 0! ® (Toa2 + T3a3) mit 75 = J_r%y und 73 = i%yz gilt namlich
T = (-1t + 130t @ ¢l

Auflerdem ist

T (E4(D)A) = 0" (D)2 + T30 (@ (A + @2 (A)ag)o”
= o' W)’ (A)0" = ((~0' ® 120’ @ ")(D))(A)

und

((Bo © DILNA) = B(1L, A) = 6" (L)(120° F T20* — 130°)(A)0”
= ((0‘1 [ ("C20(3 * T2a4 - T30(2) ® 01)(L))(A)
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Somit gilt

y0+%*o£i—%*oadGOT—ﬁOOT:al®(a1—272a3+f3a21120z4)®01
2 2 1
=o' ®@ =+ §y2012 F 5y013 + gyofl) ®a.

Auf der anderen Seite gilt fiir S = 1 und

L0 #3y 3y

0o 1 0 0
U= 5

0 3y 1 0

0 #3y 0 1

die Gleichheit
2 2 1
S, U) (' ® (o' + ya4) ®0',0,&) = (0" ® (a! + gyzaz F gya3 + gya4) ®d',0,&L).

Somit liegen [0'® (a! + ya4) ®0',0,&,] und [)/0, 0, £+] im selben G-Orbit.
[

£ eindimensional. Dann ist 5(61)3 # 0. Wir wahlenvq,...,v4 € a

Als letzten Fall sei nun a
mit &(e1)v; = vi—1. Da

3(a) N al5 Nkeryo N ker By = ker y(e1) N span{v;}
nichtausgeartet ist, folgt v; ¢ ker y(e1). Wegen Bedingung (45) gilt

wq(v1,02) = —P(&(e1)v2, v3)(e1) — B(v2, E(e1)vs)(er) = 0, (68)

wao1,05) = 3 B(E(Er)o2, 09)(er) = 5Blo2, EC1)) = 0. ©9)

Somit steht im(&(e1))® = ker &(er) N im(e;) orthogonal auf dem Bild von &(L) Wegen Be-
dingung (45) gilt aufserdem

wa(v2,13) = —wq(v1,04) # 0. (70)

Insbesondere kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass w.(v{,v4) = +1. Wir wihlen nun
{01 := v1,Tp := U4 — J—;vz, U3 := U3 F gvl,m := +vp — evy} als Darbouxbasis von a und
{L = +e1} als Basis von I, wobei e = wq(v2,v4) und f = wa(v3,v4) gilt. Dann folgt

(L) =V @03+ @ (ko +04) +1v*®7; und y(L,5,,L) #0

fir ein geeignetes ® € R. Hierbei ist {v1,...,v*} die duale Basis von a* zu {3y,..., 7).
Das zeigt, dass [y, 0, £] im G-Orbit von [xyo, 0, & liegt, denn die Aquivalenzklasse von
(xyo, 0, &%) besteht aus allen Tripeln (y,0, & e Z2(I, a, a)a)ﬁ, die y(e1)(a1) = xo! erfiillen: Sei
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hierfir t = o' ® (t1a1 + - -+ + T4a4). Dann gilt

2

T = (110% — ot + 130 — 140°) ® 0! (71)

und

T (EX(L)A) = o' (L)(110% — 1oa' + 130* — 140%)(@%(A)az + aP(A)ay + a®(A)Ray + a*(A)ay)o!
= o' (L)(—140?% + 130° — To(Ra® + a*))(A)o? (72)

= ((01 ® (—1402 + (13 — T2R)® — Toa*) ® al)(L))(A)
Aufderdem ist

((Bo © T)(L))(A) = B(1L, A) = o (L)(R120° — RT307)(A)0" (73)
= ((01 ® (1%’[26(3 - 1%’[30(2) ® 01)(L))(A)

und es folgt

xy0+’~[*o£’€—%*oada07—ﬁoo¢:

3

ot ® (xa! + (—14 + 13R)a% + (13 — 212R)a® — Trat) ® 6.

Schlieflich ist
(k, diag(k™>, k3, k, k™) (1), 0,&5) = (0,0, &)

fiir k = *k2 und k := {/x.

Im letzten Schritt wollen wir nun zeigen, dass keine Kohomologieklassen zweier ver-
schiedener Kozyklen der im Lemma angegebenen Menge im selben G-Orbit liegen. Da
die Aquivalenz zweier Kozyklen (yo, 0,%), (yo, 0,&) € Z’(R, R*, w,) die Gleichheit & = &
impliziert, gentigt es zu zeigen, dass zum einen [7/0, 0,&+]und [7/0, 0, &_]und zum anderen
[yo, 0,&*]und [yo, 0, &F] fiir k¥ # ® nicht im selben G-Orbit liegen.

Fiir ein (y,0,¢) € Z2(1,a, wq)o mit 2—dimensionalem a! wihlen wir einen Vektor v € a

mit £2(e1)v # 0 und ein L # 0 in [ und betrachten das Véorzeichen von wq(&2(L)v,v) # 0.
Dieses Vorzeichen ist unabhingig von der Wahl von v, da das Bild von &(eq) orthogonal
zu ker &(e1) N im &(eq) steht und somit w,(E2(L)3, 7) fiir jedes & € a mit £2(e1)d # 0 ein po-
sitives Vielfaches von wq(£2(L)v, v) ist. Offensichtlich ist das Vorzeichen auch unabhéangig
von der Wahl von L # 0 und invariant unter Aquivalenz. Somit ist das Vorzeichen nur
durch die Lie-Algebren-Struktur und die symplektische Form definiert und eine wohlde-
finierte Invariante der G-Orbits. Wegen wa(éi(el)az, a2) = £1 liegen folglich [H°,0,&+]und
[7/0, 0, &{_] in verschiedenen G-Orbits.

Sei nun (y,0,&) € Z2(1,a,wq)o und &3(e1) # 0. Wir wihlenein L # 0 € Rund ein v € a
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mit &3(e;)v # 0 und betrachten

wa(EX(L)v, 0)y (L, (E(L))*(v), L)*7
Ci)a((f3 (L)o, 0)8/7

(74)

Der Wert von (74) ist unabhédngig von der Wahl v: Sei hierfiir 7 € a mit E3(e)d # 0.
Weil &3(L) ein eindimensionales Bild hat, folgt ¢ = pov + 0 fiir ein u # 0 und 9 € im &(L).
AufSerdem ist

wo(EX(L)0,0) = wa(pE(L)v, o),

da im(&(L))® = ker &(L) N im &(L) orthogonal zum Bild von (L) steht. Weiterhin ist
@a(EX(L)3,7) = wo(E(L)pv + EX(L)D, po + 0)

= wo(EX (LYo, po) + wo(EX (L), 0) + wo(EX(L)D, po)
= wa(E¥(L)uo, o)

wegen Gleichung (70). Insgesamt gilt also

wa(EX(L), 0)y(L, (E3(L)0), L)*7  ,wa(&X(L)o, 0)u?7y(L, (E3(L)v), L)*7
o ENL)D, 077 ‘” 1157 wo(E(L)o, 0877

Es lasst sich auch direkt nachrechnen, dass der Wert von Term (74) unabhéngig von der
Wahl von L # 0 ist. Folglich ist der Wert von Gleichung (74) nur durch die Lie-Algebren-
Struktur und die symplektische Form gegeben (also insbesondere invariant unter G-
Wirkung). Dariiber hinaus ist Term (74) invariant unter Aquivalenz, weil Elemente aus
dem Bild von &(e1)® im Kern von By liegen (vergleiche Gleichung (68) und (69)). Da
insbesondere fiir (1,0, &¥) der Term (74) gleich « ist, ist x eine Invariante der G-Orbits
und folglich bildet die im Lemma angegebene Menge ein Reprédsentantensystem. m]

44 DerFallI=R,a=0)3dR

Bezeichne weiterhin {e;} die Standardbasis von R und {c!} die zugehorige duale Basis. Sei
dartiber hinaus {44, . .., a4} eine Basis von h3 ® R mit [a1,a2] = a3 und wq = al Aa*+a? AP,
wobei {a!, ..., a%) die zugehorige duale Basis bezeichnet.

In diesem Abschnitt werden wir H2(R,h3 @ R, w.)9/G berechnen. Im Wesentlichen
kénnen wir genauso wie fiir a = R* argumentieren, nur ist die Wahl einer Basis von h3 &R
deutlich stirker reglementiert. So muss die Basis die symplektische Form erhalten und
der Kommutator weiterhin die oben angegebene Gestalt haben. Dies macht es schwierig,
ein Tripel (y, €, &) direkt beziiglich einer geeigneten Basis in eine schéne Form zu bringen.
Auf der anderen Seite sind auch nilpotente Derivationen von hz @R von ganz bestimmter
Gestalt.
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Fiir 1, k2 € {1}, b,¢,1, j,m,n,l € R definieren wir

kibe  1b® 0 0
2
P —xpc= —x1bc 0 0
E;zf(b/cl L]mn, l) = . ' .
! ] 0 I
m n 00

Lemma 74. Eine lineare Abbildung & : R — dex(a) erfiillt genau dann Bedingung (59) im
Lemma 68, wenn &(eq) = 52(5, ¢, i,j,m,mn,l) fiir k1, k2 € {1}, b,¢,1,j,m,n,l € Rist.

Beweis. Wegen | = R gilt Bedingung (59) genau dann, wenn &(e;) eine nilpotente De-
rivation ist. Sei also &(e;) eine nilpotente Derivation. Da Derivationen die abgeleitete
Lie-Algebra und das Zentrum jeweils auf sich abbilden, sind spanfez} und spanies, es}
invariant unter &(ep). Fiir ein nilpotentes &(e1) verschwinden samtliche Eigenwerte und
die Spur. Somit ist

a d
e —a
&(er) = . . .

mit a®> = —de > 0.
Umgekehrt folgt durch direktes Nachrechnen, dass £(eq) = ézf(b, c,i,j,m,n,l) eine nil-

potente Derivation fiir k1, k2 € {1}, b,c,i, j,m,n, | € R ist. O
Wir konnen nun beschreiben, wann ein Tripel (), €, £) ein nilpotenter Kozyklus ist.

Lemma 75. Ein Tripel (y, €, &) ist genau dann ein nilpotenter Kozyklus, wenn y = o' ® (xja! +
xoa? + x30° + xpat) @ 0!, € = 0 und E(ey) = Eff (b,c i, j,m,n,l) gilt, wobei die Parameter eine

der folgenden Bedingungen erfiillen:
e [#0,c=0,x3 =m(l+ 0% # 0,
e [=0,(bc)#(0,0), x3 = —k1bc(i + 1) + xk2b>m + 12¢%], x1bx3 + K20x4 # 0.

Beweis. Zundchst einmal ist ein Tripel (y, €, &) mit &(ep) = 52 (b,c,i,j,m,n,l) genau dann
ein Kozyklus, wenn Gleichung (45) gilt, weil die restlichen Bedingungen (44) und (46) -
(48) fiir [ = R trivial sind. Insbesondere ist € = 0.

Weil &2(e1)a C spanfas, a4} orthogonal auf as € ker &(eq) N 3(a) steht, ist Bedingung (45)

dquivalent zu

B(&(er)ar, az) + Blay, E(er)az) = y(er)as, (75)
B(E(e1)A, as) + B(A, E(e1)as) = 0 (76)

fiir alle A € spanfay, a2}. Da auflerdem E%(e1)A fur alle A € spaniay, az} orthogonal auf a4
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steht und &£2(e1)as = 0 gilt, ist Gleichung (76) wiederum dquivalent zu
2wq(E(e1)A, E(er)as) = 0 (77)
fur alle A € span{ay, ay}. Schliefilich erhalten wir
x3 = —k1bc(i + n) + m(l + 1b%) + chzj

aus Gleichung (75) und c/ = 0 aus Gleichung (77).
Fiir ein (y, €, &) € Z2(R, b3 ® R, wo) mit &(e1) = £2(b, ¢, 1, j,m, n, 1) ist

spanias}, furl#0
3@ na = ) (78)
spani{as,ag}, firl=0.

Seil # 0. Dann ist ¢ = 0 und somit a3 € ker . Folglich ist Bedingung (b) auf Seite 41
genau dann erfiillt, wenn die erste Bedingung des Lemmas gilt. Betrachten wir nun den
Fall I = 0. Wegen fBo(a3) = (k2c?a! + x1bca?) ® o' und Po(ag) = (—k1bcal — Kpb?a?) ® o' fiir
I=0ist

span{as, a4}, furl=0,b=c=0,
spanias, as} Nker fg = (79)
span{x1bxs + kacxy}, furl=0,(b,c) # (0,0).

Folglich ist 3(a) N alg Nker yp Nker By genau dann nichtausgeartet, wenn die zweite Bedin-
gung des Lemmas gilt. Schliefilich impliziert Bedingung (b) (siehe Seite 41) die Bedingung
(a), weil stets aus (a.1) die Gleichheit L = 0 folgt. Damit haben wir das Lemma bewie-

sen. O

Es ist leicht nachzurechnen, dass die lineare Abbildung

1 X
1
Ux,p,q,k):a—a, Ulx,pqk) =
q 1 —x
k p+kx 1

fir alle x, k, p, q € R ein Isomorphismus von (a, w,) ist.

Sei (7,0, &) ein nilpotenter Kozyklus mit £(e;) = 0 auf a/3(a). Diese Eigenschaft ist in-
variant unter Aquivalenz und G-Wirkung. Es gilt zudem &(e1) # 0 auf 3(a) wegen der
Ausgewogenheit.

Fir alle x € R und f # 0 ist {f2ay, fax + xa1, flaz, f?a4 — fxas} eine Basis von aq,
beziiglich der Kommutator und symplektische Form durch [ f ~2q,, far+xm] = f ~1g3 und
wq = v AvE+12 A13 gegeben sind, wobei {1V, ... ., vt} die zugehorige duale Basis bezeichnet.
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Deshalb konnen wir durch geeignete Basiswahl £(eg) fiir ein geeignetes m # 0 durch

0 00 O
0 00 O
+ = 0 m
m 0 0 O
darstellen.
Dadurch motiviert definieren wir
5},].:al®a1®(ia3+a4)+01®a2®ja3+01®a4®a3 (80)

firi,j € R. Fur i = j = 0 schreiben wir &L statt 5(1)0. Wir erhalten, dass ein nilpotenter
Kozyklus mit (e1) = 0 auf a/3(a) im selben G-Orbit liegt wie

[0} ® (x1a! + x00% + a® + xa*) ® 61,0, 511,]‘]

fur ein x1,x2,x4,1,j € R.

Lemma 76. Die Kohomologieklassen aller nilpotenten Kozyklen (y,0, &) mit &(e1) = 0 auf a/3(a)
liegen im G-Orbit von [o' ® a® ® 61,0, &].

Beweis. Zunéchst folgt mit Lemma 75 unmittelbar, dass (01 Ra*®d!,0, 51) ein nilpotenter
Kozyklus ist.

Bevor wir nun einen Morphismus von Paaren angeben, der die Kohomologieklasse
0! ® (x1a! + x20” + a® + x4a*) ® 61,0, cf}/j] auf [c! ® a® ® 61,0, £'] abbildet, bestimmen wir

die Aquivalenzklasse von (¢! ® a® ® 01,0, &Y. Fiir 7 = 0! ® (11a1 + - -+ + T404) ist

3 —130% - 4l @0l (81)

T = (Tloc4 + T
Auflerdem ist

(ad, oT)(L) = oM (L)[T1a1 + -+ + T4, ]o = o (L)(T10* — 12a") ® a3 (82)

= (o' ® (110% — 12a!) ® a3)(L)
und damit folgt

([7L, Aly) = (16 + 120° — 130° — T401) ® 0" ) (0 (L)(T103(A) — 122 (A))az)  (83)
= (o' ® (1120° — 1301 ® 0" )(L))(A).
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Weiterhin gilt

TEDA) = ' (L)((ma* + 10’ - 1307 - T4a") @ 0 (@' (A)as + a*(A)as)  (84)
= o' (L)(t1a'(A) + T2a*(A))0"
= ((cf1 ® (t10! + o0t ® 01)(L))(A)

und mit 8 = —(a? A a*) ® ¢! folgt
BooT= ol ® (140 — 1) ® ol (85)
Somit erhalten wir

(c'®a’®c!,0,EHT = (0! @ (11 + T%)(Xl — (1172 + T0)@? + a® + 2120*) ® 61,0, ‘f%z,—n)'

Die Aquivalenzklasse von (' ®a’®d',0, &) besteht also aus allen Kozyklen (7,0, &l ),

T2,
fiir die y(e1)a; = (11 + T%)Gl und j(e;)ag = 2720" gilt. Sei nun

1,0,8) = (0' ® (x1a' + 20 + & + x0*) ® 0,0, 511,]‘)'

Wir setzen S = 1 und U = U(0,p,0,k) mitk =i — x4 und p = 3(x; + j — x4k — §x2). Damit
folgt
(SW'(7,0,8) = (7,0,&, 1)

mit j(e1)a; = (11 + T%)Gl und y(e1)as = 2750t fiir 1) = %x4 und 71 = %(xl —j — xak — T%).
Insgesamt folgt also
S U ly,0,él =o' ®a’®a',0,8'].

O

Sei nun (y,0,&) € Z2(R, b3 ® R, w,)o mit &(er) # 0 auf a/3(a) und im(&(ey)) orthogonal
zu [a,a]. Die Menge dieser Kozyklen ist invariant unter Aquivalenz und G-Wirkung.
Dartiber hinaus ldsst sich dieser Fall in zwei separate Fille unterteilen: {(e;) = 0 auf
3(0) und &(eq) # 0 auf 3(a). Beide Falle sind ebenfalls invariant unter Aquivalenz und
G-Wirkung.

Wegen im(&(e1))L[a, a] liegt £(e1)a; im Zentrum von a. Somit ist E(ey)az # 0 auf a/3(a)
und wegen der Ausgewogenheit ist zudem &(e)a; ¢ [a,a]. Fiir alle k € R und f # 0 ist
{f~2a1 + kay, faz, fas, f?a4} eine Basis von a, beziiglich der Kommutator und symplekti-
sche Form durch [f 201 + kay, fao]l = f gz und we = v AVE+1V2 AV gegeben sind, wobei

1

{v1,...,v* die zugehorige duale Basis bezeichnet. Deshalb kénnen wir eine Basis von a

finden, dass

0 m 0O
0O 0 0O
&er) = . 0
m 0 0 O
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fiir ein geignetes m # 0 gilt. Dies zeigt, dass das nilpotente [y, 0, £] im selben G-Orbit liegt,
wie [0 ® (xja! + xpa% + (I + 1)a® + x4a*) ® 61,0, é}j(l)] furein I # —1 und x1,x2,x4,1,j € R.
Dabei ist 5}].(1) definiert als

51.1,].(1) =d'®a'® (i3 + 1) +0' ®a*® (a1 + jaz) + o' ®a* ® las. (86)
Fiir i = j = 0 schreiben wir &!(]) statt ‘E(l),o(l)‘
Lemma 77. Die Menge aller Tripel [y,0,&] € H?(R,b3 @ R, wa)o/G mit &(er) # 0 auf a/3(a)
und im(&(e1))L[a, a] wird von

@ (l+1a’®c!,0,E4), ©@'®Ga +a®)®dt,0,£40), 1¢{0,-1},y1eR (87)

reprisentiert.

Beweis. Wieder folgt mit Lemma 75, dass die angegeben Kozyklen nilpotent sind. Nun un-
tersuchen wir als erstes den Kozyklus (¢'®(I+1)a’*®d?, 0, £1(1)) auf Aquivalenz. Sei hierfiir
T =o' ® (1141 + - - - + T4a4). Wir berechnen

T*(él(l)) =o' @ (110! — 140° + Tzla4) ®o (88)

BooT= ol ® (ta(l + 1)0(2 —1o(l + 1)0(4) ® Ol, (89)

analog zu den Gleichungen (84) und (85). Mit den Gleichungen (81)-(83) und (88)-(89)
erhalten wir

(@' ®(+1)a’®d',0,& (D)t
=(o' ® (11 + )a' = (141 +2) + TyT2)a® + (1 + 1)’ + 122 + DaP) ® ",0,&L, . (1)

72,71

fur I ¢ {0,1}. Vollig analog ist

(@' ®(a' +a’)®d',0,E10)T =

(0! ® (1 + 1 + o' — @y + iT)e? + & + 10*) ® 61,0, &L, ., (0).

T2,~T1

Damit kénnen wir nun auch einsehen, dass [0 ® (x1a! +xpa2 + (I+1)a® + x,0*) @07, 0, E}j(l)]
fiir [ ¢ {0, —1} im selben G-Orbit liegt wie [¢! ® (I + 1)a® ® ¢',0, E'(])]. Wir setzen dafiir
S=1und U = U(x, p, g, x) mit

X = m(l - X4) (90)
p= %(—(i—x)x—(i—lx—x)2+j—X4x—x1 —(l+1)x2) ©1)
g= %((i = (L+ Dx)(ix = X2 = p+ pl = ) — X1 + X2 — x4p)- (92)
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Dann ist

SU) (0,8 = (0! ® (11 + D)’ = 1120? + (1 + 1)a® + 122 + Dat) ® 0',0,EL, . (1)

T2,-T1
fir

T=@{-x)x—p+pl—j (93)
Tp=i—({+1)x. (94)

Fiir | = 0 wahlen wir stattdessen p = 0 und setzen die Parameter x und g wie in den
Gleichungen (90) und (92). Damit erhalten wir analog

S W) (0' ® (ma' +x0” +a° + x4a*) ®0",0,&] (0) =

(@' ® (y1a! + a®) ®t,0,E10)) (110! + 120°) ® 0!

fiir 71 und 7, (sieche Nummer (93) und (94)) und y; = —(i—x)x—(i—x)>+j—xgx+x1 —x% € R.
Als Folgerung erhalten wir, dassjedes [y,0,&] € H?(1, a, wy)o mit &(eq) # 0 auf a/3(a) und
im(&(er))L[a, a] im G-Orbit der Kohomologieklasse eines der im Lemma angegebenen
Kozyklen liegt.
Es bleibt noch einzusehen, dass dieser Kozyklus eindeutig ist. Dafiir wihlen wir fiir
&(e1) # 0auf3(a)ein L €1, L # 0 und ein v € a mit &(e)%v # 0 und betrachten

wa(v, E(LYv)wa(E(L)v, E(LY*0) . (95)

Offensichtlich ist dieser Wert unabhédngig von der Wahl von L # 0. Er ist aber auch
unabhédngig von der Wahl von v: Da 53(61) = [a, a] eindimensional ist, ldsst sich jedes
0 € amit &3(e1)? # 0 als die Summe aus einem Vielfachen ungleich Null von v und einem
Element aus dem Bild von £(L) schreiben. Weil das Bild von &(L) orthogonal zu [a, a] steht,

ist somit
wa(0, E(L)D) = pPwq(v, E(L)0)

fir ein p # 0. Aufierdem ist das Zentrum isotrop und es folgt
wa(&(L)8, EX(L)D) = prwa(&(L)0, E(L)D).

Somit ist der Wert des Terms (95) nur durch die Lie-Algebren-Struktur und symplektische
Form gegeben (also insbesondere invariant unter G-Wirkung). Desweiteren ist er invariant
unter Aquivalenz und definiert somit eine Invariante der G-Orbits. Schliellich entspricht
der Term (95) fiir & = &X), L = e; und v = ap dem Wert [ und wir erhalten, dass
(' el + Da®®ct,0,EH)) und (0! ® (I + 1)a® ® 61,0, & (l2)) genau dann isomorphe
Lie-Algebren definieren, wenn [ = I ist.

Es fehlt noch zu zeigen, dass [o'®(x;al +a2)®0!, 0, £1(0)] und [o' ®(y1 ' +a®)®0?, 0, £1(0)]

genau dann im selben G-Orbit liegen, wenn x1 = y; gilt. Weil sich die Invariante nur durch
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eine unitibersichtliche Formel angeben ldsst, zeigen wir hier direkt, dass es dann und nur

dann ein (S, U) € G gibt, wenn x1 = y; gilt. Sei also (S, U) ein Morphismus von Paaren mit
(S, U)[o! ® (x1a' + a®) ®6',0,E10)] = [0! ® (y1a! + a®) ® 6,0, £1(0)].

Das heif3t, es gilt (S, U)*€1(0) = ‘E%z,—n (0) und

S Uy= ol® ((y1 +11 + T%)al —Qu+ 1)’ +a® + nat) @t = 7V,

wobeiy = 0! ® (x1a! +a®)®c!. Im Speziellen sei Ula, = fao+xa;+zfir f,x € R,z € 3(a)
und sei Se; = Aeq fiir A # 0. Wir betrachten

1 = wa(a1,a4) = wa(EL, _, (0)(e1)az, (E1, ., (0)(e1))*az)
= wa((S, U)*E1(0)(e1)az, ((S, U)*E1(0)(e1))?a2)
= wa(E10)(Ae)) U az, (E1(0)(Aer))> U Lan)
— A3f2

und

1 = waaz, [&}, ¢, (0)(e1)az, a2])
= wa(az, [(S, U) &' (0)(e1)az, a2))
= Aawa(U az, [£1(0)(e)U "az, U a3))
= Af°.

Es folgt f = A = 1 und damit erhalten wir

0 = y(er, (E'(0)(e1))*U az, e1)
= J(e1, (&1, ¢, (0)(e1))*az, €1)

= J(e1, T2a3 + ag, e1) = 272

= 2wq(a2, (&1, ¢, (0)(e1))*a2)
= 2wo(U a2, (£1(0)(e1)*U ' a2)

= x.
Somit ist
y1 = Pler, &, ., (0)(er)az, e1) = y(e1, E'0)(e))U ' az,e1) = x1

und folglich liegen [0! ® (x1a! + @) ®d?,0, £1(0)] und [0! ® (y1a! +a®) ® 6,0, £1(0)] genau
dann im selben G-Orbit, wenn x; = y; gilt. m]

Sei nun (y,0,&) € Z%(R, b3 ® R, w,)o und sei das Bild von &(ey) nicht orthogonal zu

[a, a]. Dieser Fall ist wie die vorherigen Falle invariant unter Aquivalenz und G-Wirkung.
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Wegen der Ausgewogenheit ist £(e1) # 0 auf a/3(a) und &(eq) = 0 auf 3(a).

Weil {a1, ar + xaq, a3, a4 — xaz}, {a1 + xaz, ar + xay, a3,a4} und {f‘zal,faz, f‘lag, f2a4} fiir alle
x € Rund f # 0 Basen von a sind, beziiglich der Kommutator und symplektische Form
unverandert dargestellt sind, konnen wir eine Basis von a und eine Basis {L} von I finden,

dass &(L) beziiglich dieser Basis gegeben ist durch

0000
1000
i j 00
0n 00

fiir geeignete n € {1,0, -1} und i, j € R. Dies zeigt, dass jeder nilpotente Kozyklus, dessen
Bild von &(eq) nicht orthogonal zu [a, a] ist, im selben G-Orbit wie

(o' ® (x1a' + xp0% + ja3 + y40z4) ®0',0, 53}”)
liegt fiir ein x1,...,x3,i,j € R, y4 # 0und n € {1,0, —1}. Hierbei ist 5}’].” definiert durch

5}']?1 =0'®@a'® (@ +im3) +0' ®a*® (jas + nay). (96)
Wieder schreiben wir & statt Eé’g.

Lemma 78. Die Kozyklen
(0" ® (120* + yaat) ®0',0,€M*), (o' @ (y20® £ at) ® 3,0,

mit yp > 0, yg4 # 0 bilden ein Reprisentantensystem aller [y,0,&] € HA(R, b3 ® R, wa)o/G, fiir
die das Bild von &(eq) nicht orthogonal zu [a, a] ist.

Beweis. Mit Lemma 75 sehen wir direkt, dass die angegebenen Kozyklen nilpotent sind.
Nun berechnen wir als erstes die Aquivalenzklasse von (o' ® (yzocz + y4a4) ®c!,0,&0m)

fir n € {1,0, —1}. Dafiir nutzen wir Gleichung (81)-(83), sowie
T(EL)A) = (o' ® (130" + Tina®) ® o')(L)A
und
Bo(TL)A = (0! ® (ton + 13)a! — Tyna® — 112%) ® 0)(L)A
und erhalten

(' ® (y20* + yaa*) ®d',0, V") =

1,11 ).

(a1 ® ((—273 + T% — Tzn)()él + (y2 + 211 — 71’52)0(2 + Tla3 + y4a4) ®al,0, ‘Srz,—ﬁ
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Wir erhalten
[0! ® (ol + x00? + ja3 + y4a4) ®d',0, 53,}71] =[o'® (yzaz + y4a4) ®dl,0,&M,
Weil sich x; schreiben ldsst als x, = y, — 2jn + ij. Aufierdem gilt
(-1,diag(1,-1,-1,1)) (' ® (12a” + yaa*) ® ", 0,EM") = (0" ® (—y20” + yaa*) ® 0,0, EM").

Somit liegen [o'®(x1at +x002 + jac3 + y4a4) ®d,0, 53’].”] und [0'® (|y2|a2 + y40c4) ®cl,0,&]
im selben G-Orbit. Wenn nun zusétzlich n = 0 gilt, konnen wir dariiber hinaus auch
S=f3und U = diag(f2 f, !, f*) mit f = {/|lya| setzen. Dann ist

(S, U)' (0" ® (Iy2la? + yaa*) ® 6,0,E0) = (o' ® (f " [yale® + fBysa*) ® 6,0, EM0).

An dieser Stelle haben wir gezeigt, dass jeder nilpotente Kozklus, dessen Bild von &(eq)
nicht orthogonal zu [, a] steht, im G-Orbit einer der im Lemma angegebenen Aquivalenz—
klassen liegt. Dieser Kozyklus ist auch eindeutig: Sei dafiir nun (S, U) ein Morphismus
von Paaren mit

(S, U)'[y, 0, = [0' ® (20® + Jaa*) ® 0',0,17]

fiir die im Lemma angegebenen Parameter, wobei y = ¢! ® (y2a? + y4a*) ® ¢! gilt. Das
heiflt (S, U)*&V = £ und

T2,~ 11

S uyy = o' ® (z1a! + (2 +211n — T1T)a? + 11 + 940/*) ®o! = y

fiir geeignete z1, 71, T2 € R. Wegen 0 = wq(a1,a3) = w (U ay, U lag)ist U™y = faq +z flr
f # 0und z € 3(a). Sei wieder Se; = Ae; fiir ein A # 0. Es gilt

fi = walar, (E3) o, (e)’m) = Nwa(U ar, (£ (e)* U 'ay) = A2f*n.

Wegen n, 71 € {1,0, -1} ist insbesondere n = 7i. (Hier sei angemerkt, dass diese Rechnung
zeigt, dass sign(wa(a1, (£(e1))?a1)) € {1,0, —1} eine Invariante der G-Orbits ist.) Desweiteren
gilt

1= wo&) (e)ay, [ar, £ (e1)a])

= wo(E"(e)U " ay, (U ay, & (e)U ay]) = A £°.

Fiir n = 1 = £1 folgt somit f = A = 1 und fiir n = 0 erhalten wir A?> = =3 > 0. Wegen
1 = wa(ar, as) = wo(U  ay, U lay) ist U ay = f‘1a4 + Z fur Z € [a, a] und wir erhalten

s = 7(e1, ag,e1) = (S, U)'y)(e1, ag, 1) = A*y(er, U ay, e1) = A2f Ly,

Folglich ist fiir n = 1 = +1 der Parameter ys = 4 # 0. Fiir n = 0 und y4, 71 € {1, -1} gilt
ebenfalls y4 = #/4. Insbesondere folgt nun auch fiir n = 0, dass f = A = 1 gelten muss und
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damit

y2 = y(er, E¥(e1)U  ay, e1) + 2ncwqo(EV" (e1)U " a, (£ (e1))* U 'ay)

= J(er, £, (e)ar, e1) + 2nwo(Ex_. (e)ar, (£, (e1))’m) = Ta.

Nun lassen sich Lemma 76 - 78 wie folgt zusammenfassen:

Lemma 79. Die Kozyklen

(c'®a’®®d!,0, 51)

@' ®l+Da’®d",0,&'1), le{0,-1)

(@' ® (! +a®)®01,0,E40), v eR

(0! ® (y20? + ysat) @ 61,0, £V

(@' ®(a? +a*)®0,0,EW0), 1, >0,y4#0

bilden ein Reprisentantensystem von H* R, b3 ® R, al A a* + a? A a®)o/G.

4.5 Der Fall | = R?, a = R?

Sei {e1, ey} die Standardbasis von [ = R?, {0}, 02} die zugehorige duale Basis von [ und
{a1,a,) die Standardbasis von a = R2 und w, = a! A a?, wobei {a!, a2} die duale Basis von
a* bezeichnet.

Zunichst schauen wir uns Kozyklen mit £ = 0 an. Fiir jedes lineare y : | - Hom(a, I)
und jedes € € C2(1, I*) erfiillt das Tripel (y, €,0) die Bedingungen (44) - (48),daf = 0,a = R?
abelsch und [ = R? zweidimensional ist. Folglich ist (y,€,0) € ZZ(I, a, Wq).

Lemma 80. Ein Kozyklus (y,¢€,0) € Z2(l, a, w,) ist genau dann ein nilpotenter Kozyklus, wenn
e y=0unde #0oder
o kerygo = {0} gilt.

Beweis. Wegen
3(a) Nker o N alé N ker yo = keryp

ist (b) auf Seite 41 genau dann erfiillt, wenn y = 0 oder keryy, = {0}. Wenn y = 0,
dann gilt Bedingung (a) genau dann, wenn € # 0 erfiillt ist. Sei nun ker . Wir zeigen,
dass Bedingung (a) gilt: Zunéchst sei ker yo(a;) N ker yp(a2) = {0}, dann impliziert (a.2),
dass L = 0 ist. Somit gilt (a). Sei nun keryg(a1) N ker yo(a2) # {0}. Dann existiert ein
Lo € ker yo(ar) Nker yo(a2) mit Ly # 0. Dann gibt es wegen ker g = {0} ein Lo # 0, welches
v0(A)Lo # 0 fiir alle A # 0 erfiillt. Auerdem bilden {Lo, Lo} eine Basis von a und es gilt

oAl Aca=T. (97)
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Sei nun L € [ und gelte (L) = 0 (a.2) und a(L,-) = 0 (a.3). Weil &(L, L) = 0 genau dann

gilt, wenn

0 = wa((y(L))'(Lo), A) — wa((¥(L0))*(L), A)
= )/(L, A/ i0) - ‘)/(10/ A/ L)
= _y(iO/ A, L)

fiir alle A € a gilt, folgt mit Nummer (97), dass L = 0 gilt. Also gilt fiir ker yp = {0} die
Bedingung (a) und es folgt die Behauptung des Lemmas. m]

Fir (0,¢,0) € Zz(I, a, wq)o konnen wir genauso wie im Beweis von Theorem 17 eine Basis
{L1,L>} von | finden mit e(L1,Ly) = Z1, wobei {Z1,Z,} die duale Basis von I* zu {L1, Ly}
bezeichnet. Somit liegt [0, €, 0] im G-Orbit von [0, ol Ad?®ct,0].

Sei nun im Folgenden (y,€,0) € Z2(l,a,w.)o mit keryy = {0}. Zwei Kozyklen (y,¢,0)
und ()’, €’,0) sind genau dann dquivalent, wenn y = 3" und

€ =e+Ta—-ev(y A1) (98)

ist fiir ein T € C'(1, a) gilt. Wegen T*a(e, €2) = —(y(e1)7-)(e2) + (y(e2)T-)(e1) ist Gleichung (98)

dquivalent zu

€'(e1,e2)(e1) = €(e1, e2)(e1) — y(e1, T(er), e2) + 2y(ez, t(er), e1) — y(e1, (e2), e1) (99)
€'(e1,e2)(e2) = €(e1, e2)(e2) — 2y(e1, T(e2), €2) + y(e2, t(e2), e1) + y(e2, (e1), €2).- (100)

Fiir jedes A € a ldsst sich yo(A) als Bilinearform auf dem R? auffassen. Der Raum der
schiefsymmetrischen Abbildungen von R? X R? nach R ist eindimensional. Somit existiert
ein A € a, A # 050, dass y9(A) als Bilinearform auf dem R? symmetrisch ist.

Zunichst betrachten wir den Fall, dass es ein A € a gibt, fiir das y9(A) nicht symmetrisch
ist. Es existieren also Basen {A;, A2} von aund {Ly, Ly} von Imit yo(A1) = Z1®Z1 +kZ2®Z,
fiir genau ein « € {1,0,-1} und y¢(A2) nicht symmetrisch. Hierbei bezeichnet wieder
{Z1,Z>} die duale Basis von I* zur Basis {L1, L} von L.

Zur linearen Abbildung y : [ = Hom(a, [) kénnen wir y(a1) und yo(az) bzgl. der Stan-
dardbasis {ej, e2} im Urbildraum [ und der zugehorigen dualen Basis {01, 6%} im Bildraum
[* durch 2 x 2-Matrizen A und B beschreiben. Wir erhalten dabei

(A)ji == (yola)(e))ej (B)ji := (yo(az)(e))e; (101)

furi, j=1,2.

Wenn 7(A) eine nichtausgeartete, symmetrische Bilinearform auf dem R? ist, kénnen
wir beziiglich yo(A) konforme Abbildungen betrachten.

Bezeichne CO(2) die Menge aller linearen Abbildungen S : R? — R?, die konform
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beziiglich yo(a1) = 0! ® o + 02 ® 02 sind. Es gilt CO(2) = {S : R? - R? | A?yp(m) =
S*oyp(ar) oS, A # 0}

Fiir yo(a;1) = o' ® 0! — 02 ® 0 definieren wir CO(1,1) als die Menge aller linearen
Abbildungen S : R? — R?, die Ayg(a1) = S* o yo(a1) o S fiir ein geeignetes A # 0 erfiillen.
Die Menge CO(1, 1) besteht aus allen linearen Abbildungen

S*(s1,82) := (Sl isz)

Sy x5

mit s% - s% # 0. Fiir ein S € CO(1,1) mit Ayg(a1) = S* o yo(a1) o S bezeichne auflerdem
A(S) = sign A € {1, -1} das Vorzeichen von A.
Wir wollen nun die Wirkung von G mittels A und B ausdrticken.

Lemma 81. Seien y,7 : | —» Hom(a, ') durch (A, B) und (A, B) gegeben, wobei B und B nicht
symmetrisch sind. Es existiert genau dann ein Morphismus von Paaren (S, U) mit (S, U)*y =7

o fiir A =id, wenn es ein S € CO(2) und ein A € R gibt mit B =AA+STBS,
e fiir A = diag(1, -1), wennesein S € CO(1,1) und ein A € R gibt mit B = AA+A(S)STBS,

o fiir A = diag(1,0), wenn es ein A € R und ein

s:[x O]eGL(2,IR)
y zZ

gibt mit B = AA + x*STBS.

Beweis. Weil yp(a2) und yo(a2) nicht symmetrisch sind, ist U ein Isomorphismus von (a, @,)
mit Ua; € span{a;}. Somit gibt es genau dann ein (S, U) mit (S, U)*y = 7, wenn es Zahlen
a#0,beRund S € GL(2, R) gibt mit

Jo(a1) =aS o yo(a1) oS, Jolax) = S* o yo(bay +a'ay) o S.

Fiir yo(a1) = yo(@1) = o' ® 0! + 0 ® 0% ista > 0und Sy = %S € CO(2) eine konforme
Abbildung und es gilt

b .
Vo(az2) = a)/o(bh) + 52" o yp(az) 0 S.

Fiir yo(a1) = yo(a1) =o' ® 0! —0?® 02 gilt S, = ﬁs e CO(1,1) und

Yo(az) = +byo(ar) + A(S52)S2" o yo(az) o Sa.

Schliefdlich ist fiir yo(a1) = yo(a1) = ol®al leicht nachgerechnet, dass yo(a1) = aS*oyo(a1)oS
genau dann gilt, wenn

s:[x O)EGL(Z,]R)
y V4
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und a = x~2. Daraus folgt

Vo(a2) = bx2yo(m) + x*S" o yo(az) o S
und schliefilich die Behauptung. m]

Zu yo(a2) bezeichne yo(a2); den symmetrischen und y¢(a2), den antisymmetrischen
Anteil von y(az). Wir setzen

Va = o' ®a’ Qo> —02®a2®01, (102)

y} = 01®a1®01+02®0¢1®02+t(ol®a2®al—02®a2®02)+ya. (103)

Mit Lemma 81 ldsst sich nun leicht zeigen, dass fiir jedes y mit yg(a;) = d®c! + 02 ®d?
und nicht symmetrisches yo(a2) ein (S,U) € G und ein t > 0 existiert mit (S, U)*y = y}:
Sei yo(a1) = d ®c! + 02 ® 0% und v0(a2), = Ky, fiir ein k¥ # 0. Wir wihlen eine konforme
Abbildung S mit detS = k1 und S* o vo(az)s 0 S = Aol ® ol + 102 ® o2 fiir geeignete
A1 = Ay Auflerdem setzen wir A = —@. Das zeigt, dass es ein (S,U) € G gibt mit
S uyy = y}. Dieses t ist eindeutig: Fiir yo(a1) = 0! ® 0! + 02 ® 0 und nicht symmetrisches
yo(az) seien Ay, A; die Eigenwerte des symmetrischen Anteils von yo(a2) und « # 0 so
gegeben, dass k), der antisymmetrische Teil von y(az) ist. Dann ist

%ml — A7 (104)

invariant unter Aquivalenz und allen Morphismen von Paaren (S, U), die (S, U)*yo(a1) =
o' ® 0! + 02 ® 0? erfiillen. Weil auferdem fiir y = y! der Term (104) den Wert t annimmt,

ist t eine Invariante der G-Orbits. Fiir 7 = ¢! ® 1141 + 0% @ Toa1, mit 11,72 € R gelten

—yX(e1,T(e1), e2) — 2y} (e, t(er), e1) — Y (er, T(ea), e1) = —12

und

—2y1(e1, t(e2), €2) + YL (e2, T(ea), e1) + v (e, T(er), e2) = 1.

Mit Nummer (99) und (100) folgt somit, dass jedes [y, €,0] mit yo(a1) = 0! ® 0! + 02 ® 02
und nicht symmetrischem y(a2) im G-Orbit von [)/},0, 0] fiir ein eindeutig bestimmtes
t > 0 liegt.

Fiir t € R definieren wir

y?:al®a1®al+t(ol®a2®02+02®a2®01)+)/a,, (105)
VW =d'®al®d +?®a’®0% +,.. (106)
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Sei nun yo(a;1) = ol ® ¢! und gelte
vo(az) = ac' @ ¢! + b ® 02 + ba® ® 6! + co?* ® 0% + k(0! ® 6% — X @ 0')

mita,b,c € Rund « # 0.

Die Félle c = 0, ¢ > 0 und ¢ < 0 sind invariant unter Aquivalenz und der Wirkung aller
(S, U) € G, die (S, U)*yo(a1) = o' ® ¢! erfiillen.

Fiir ¢ = 0 setzen wir S = diag(1,x~!) und A = —a. Das zeigt, dass es ein (S, U) gibt mit
S Uyy = y‘t) fiir ein t € R. Dieses t € R ist auch eindeutig, denn zum einen ist der Wert

von

yo(az)s(e1, e2)

yo(az)a(e, e2) (107)

fiir yo(a1) = o' ® ¢! und nicht symmetrisches yo(az) mit yo(az)(ez,€2) = 0 definiert, in-
variant unter Aquivalenz und invariant unter allen Morphismen von Paaren (S, U), die
(S, U)'yo(a1) = 0! ® ¢! erfiillen. Zum anderen entspricht der Wert von Formel (107) dem
Parameter ¢ fiir y = Y.

Seien T = 0! ® (1141 + T2a2) + 0% ® (1341 + T442) und y = y?. Dann gelten

—y(e1, (1), €2) — 2y(e2, t(e1), e1) — y(er, t(ea), e1) = (t —3)T2 — T3

und

=2y(e1, t(e2), e2) + y(e2, t(e2), 1) + y(e2, tle1), e2) = —(t + 3)14.

Somit sind (y?, €,0)und (7/?, 0,0) fiir t # —3 und fiir alle € € C?(],I) dquivalent (vergleiche
Nummer (99) und (100)). Aufierdem sind die Kozyklen ()/93,6, 0) und ()/93, €’,0) genau
dann dquivalent, wenn e(ey, e2)(e2) = €'(e1, e2)(e2) erfiillt ist. Wir betrachten A = 0 und
S = diag(x, x73). Dann ist (S, Zl)")/(l3 = 7/93 und (S, U)'e = x %e. Damit liegt [y93, €,0] im
G-Orbit von entweder [7/93, 0,0] oder [7/93, ol A d?®02,0].

Fiir ¢ > 0 existiert ein (S, U) € G mit (S, U)*y = . Dies sehen wir am schnellsten ein,

indem wir

s:[ * 10 3] (108)

—bxc™! klx
fiir x = Vex2 setzen und A geeignet wihlen. Zusammen mit den Aquivalenzbetrachtun-
gen ist also [y, €,0] im G-Orbit von [y(l, 0,0].
Analog erhalten wir fiir negatives ¢ mit Gleichung (108) und x = V4 —cx~2, dass [y, €,0]
im G-Orbit von [)/9, 0,0] liegt.

Sei nun (y, €, 0) ein nilpotenter Kozyklus mit yo(a1) = 0! ® 6! — 0> ® 62 und y(a2) nicht
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symmetrisch. Wir definieren

Vsl = R ®c +0’®a*®5%, Vs2 1= I RPP®F+*®a*®d!, (109)
7/_1 =0 ®al®c! —?®al @ (110)

Wir konnen o. B. d. A. y = y‘l +ays + bysy + Ky, mita, b € R, x # 0 annehmen. Fiir
S =5%0,pu) gilt

A(S)S o yo(az)so S = —yz(a(a1 Q0 +02®0) +b(0' ®@c*+0°® 01))
und fiir S = 5*(u, 0) gilt
A(S)S o yo(az)so S = y2(a(ol ®c' +0°®0%) b0 ®c*+5%® 01)).
Fiir den antisymmetrischen Tensor y¢(42), von yo(a2) und S € CO(1,1) gilt
A(S)S* 0 Yo(az)a o S = A(S) det(S)yo(@r)a-

Da die Matrizen S; = S*(u,0) € CO(1,1) und S, = S7(0, ) € CO(1,1) die Gleichheit
A(S1) det(S1) = p2 bzw. A(S;) det(Sz) = —yz erfiillen, existiert flira = b =0in (S, U) € G
derart, dass

S, Uy =y +y,.

Sei nun a = +b. Vermoge S = 5*(0, ) bzw. S = S*(u, 0) konnen wiro. B.d. A.a=b =1
annehmen. Zu jedem u > 0 gibt es eine konforme Abbildung S*(s1,s2) beztiglich yo(a1)
mit (s; + s3)? = 1, deren Determinante den Wert p annimmt. Wir wéhlen z. B. b = - 2+1

unda =-b+1flirpy>1bzw.a=-b—-1fiir 0 < u < 1. Damit folgt, dass es ein (S, U) € G

gibt mit
(S/ U)*V = )/_1 +Vs1 +Vs2 £V
Seinun S € CO(1,1), S = §*(s1,5,) mit S% - S% # 0. Wegen

AS)S o (0! +0?)® (0! +0?) 0 S = sign(s? - sg)(sl +5))% 0! £ %) ® (6! + 0?)

impliziert
AS)S* o (0' +02) @ (c! +0%) 0 S = (0! £ ) ® (6! £ 6?),

dass S = 5*(s1,52) gilt mit detS > 0 und A(S) = 1. Folglich gibt es kein (S, U) € G mit
(S, U)*()/_l T Ys1 T V2t Va) = 7_1 +Vs1 + V2~ Va-

Seinuny = 7/‘1 +ays+bys+xy, mita # £bund x # 0. Zundchstwihlenwir S = S*(s1, 52)
mit s7a + 2bs1s + as3 = 0 fiir a% — b > 0 bzw. bs] + 2as1s; + bs = 0 fiir a* — b* > 0. Wir

setzen z. B. 53 = — \/s7 + 1 und s; als Nullstelle von 25%11 +a—2bsy \[s3 +1 =0 fiir a? < b2
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Dann ist
S oyoa)soS=u(c' ®c*+d*®0")

falls a2 < b? und

S* o yp(a)s o S = (o' @' +0* ®d?)

falls a® > b? fiir ein geeignetes u # 0. Vermoge S*( \/m, 0) bzw. 5*(0, \/M) erhalten wir,
dass es ein (S, U) € G und ein & > 0 gibt, fiir das

(SI U)*V = )/_l T Vs2 + kVa

fiir a2 < b? und

SUy =y +ya+ &,

fiir 4> < b?. Auflerdem gibt es genau dann ein (S, U) € G mit

(S, U) (Y7 +ys1 +Kk1Ya) = Y+ ve1 + KaYa

und «x1, k2 > 0, wenn es eine Abbildung S gibt, die eine konforme Abbildung beziiglich
yo(a1) = o' ® ¢! — 6% ® 0% und eine orthogonale Abbildung beziiglich y¢(a2)s ist und
det(S)x; = x erfiillt. Aus der Orthogonalitdt von S folgt detS = +1 und wir erhalten
K1 = k2 > 0. Es gibt genau dann ein (S, U) € G mit

SUY(y t +yo+K1ya) =Y+ Y+ K2V

fiir k1, k2 > 0, wenn es entweder eine konforme Abbildung S; beziiglich yo(a1) gibt, die
orthogonal beziiglich 0l ® 62 + 02 ® ¢! ist und det(S51)x1 = xy erfullt, oder wenn es eine
Abbildung S, € CcO(1,1) gibt, die nicht konform beztiglich yo(a;) ist und

)\(SZ)SEO(01®02+02®01)052 =0'®c*+0*®@0c"

und —det(S2)ky = Ky erfiillt. Weil S; bzw. (6! ® e; —6?°®ey) 0 Sy orthogonal beziiglich
0! ® 02 + 02 ® ¢! folgt det(S1) = +1 bzw. det(S;) = +1. Somit erhalten wir x; = x > 0.
Mit Gleichung (99) und (100) erhalten wir [y, €,0] = [y, 0, 0] fiir jedes € € C2(1, 1) und

yely vy, v v ya +kva, v Ay kv, v+ ya + Y2 £ 7a | k> 0

Nun werden wir zeigen, dass die G-Orbit von [7/‘1 +7v4,0,0], [7/‘1 + Va1 + €74,0,0],
[)/‘1 + V52 + k),,0,0] und [)/‘1 + ¥s1 + Ys2 £ 74,0,0] fiir k > 0 paarweise verschieden
sind. Dafiir bleibt nur noch zu zeigen, dass die G-Orbits von [y,0,0] und [,0,0] fiir
yo(ar) = Jola) = y~H(ar) und yo(az)s, Jo(@2) € {ys1, Vs2, Vst + Vs2,0) mit po(az)s # Fo(az)s
verschieden sind.

Dafiir stellen wir fest, dass es fiir yo(a1) = ol ®o! —02®0% und vo(a2)s = ol @c! + 02 ®o?
ein A € a, A # 0 gibt, fiir das yo(A)s eine positiv definite Bilinearform definiert. Fiir
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vo(az)s = ol ®0?+ 0% ® ol ist y0(A)s fir alle A € a, A # 0 nichtausgeartet, aber auch nicht
positiv definit. Fiir yo(a2)s = 0 ist yo(A)s fiir alle A € a nicht positiv definit und es gibt ein
Ap € a, Ay # 0 mit y9(Az)s = 0. Schliefslich ist fiir yo(a2)s = ys1(a2) + Ys2(a2) ist yo(A)s # 0
fiir alle A € a und nicht positiv definit und es gibt ein A, € a, Ay # 0, fiir das yo(Az)s # 0

ausgeartet ist. Folglich unterscheiden sich die zugehorigen G-Orbits.

Sei nun (y,¢€,0) ein nilpotenter Kozyklus und sei yo(A) fiir alle A € a symmetrisch.

Dann gibt es ein A € q, fiir das yo(A) Signatur (1, 1) hat. Das heif}t, wir konnen o. B. d. A.

annehmen, dass yo(a1) = ol ®o! - 0% ®¢? und yo(a2) symmetrisch ist mit ker yy = {0}.
Die Basistransformationen fiir y¢(a1) = 0! ® ¢! — 6> ® 62 und nicht symmetrisches y(a2)

sind auch fiir symmetrisches yq(a2) zuldssig. Wir miissen also nur noch (y, €, 0) fiir

yely T v,y vy s + sl

betrachten. Hierbei entfillt yo(a2) = 0 wegen ker yo = {0}.

Mit Gleichung (99) und (100) erhalten wir [y, €,0] = [y, 0,0] fiir alle € € C?(I, ') und alle
yely v,y v,y Hya +yal

Auflerdem folgt mit der selben Argumentation wie fiir yo(a1) = ol ® ¢! — 6% ® o>
und yp(a2) nicht symmetrisch, dass die G-Orbits von [7/‘1 +v41,0,0], [7/‘1 + v52,0,0] und
[)/_1 + Y51 + Vs2,0,0] paarweise verschieden sind. Damit haben wir den Fall £ = 0 abge-
handelt.

Sei nun & # 0. Fiir (y,€,&) € ZZ(I, a,wq)o gibt es immer einen Vektor v; € [ und eine
Darbouxbasis von a mit

&(vy) = (8 (1)) € Hom(a).

Da &(L) nilpotent fiir alle L € [ist, sind &(L) und &£(vp) linear abhingig in Hom(a). Wir
konnen also ein v, # 0 € [ wéahlen mit £(v2) = 0 € Hom(a). Es gibt folglich stets eine Basis
{v1, v} von 1 und eine Darbouxbasis von a mit

0

&(v1) = (O 0

(1)] € Hom(a) und &(vp) = (0 8] € Hom(a).

Im Folgenden betrachten wir (y, €, &%) mit
d=c'®a’®a. (111)

Fiir das Tripel (y,¢,&% gilt B = 0. AuBerdem ist es genau dann ein Kozyklus, wenn
y(e2)(a1) = 0 € I* gilt, weil diese Gleichung dquivalent zu der einzig nichttrivialen Bedin-
gung (46) ist.

Lemma 82. Ein Tripel (), €, &% e Z2(1, a, wy) ist genau dann ausgewogen (und damit nilpotent),
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wenn y(e1)(a1) # 0 gilt und eine der folgenden drei Bedingungen:
y(e2) # 0 € Hom(a,I*), y(er,a1,e2) 20 oder y(e1,a2,e2)* # €(er, e2)(e2).
Beweis. Wegen 8 = 0 folgt
3(a) N ago N ker Bp N keryp = span{a;} N ker yo.

Somit ist Bedingung (b) auf Seite 41 genau dann erfiillt, wenn y(e1)(a1) # 0 gilt.
Nun wollen wir auch noch einsehen, dass die drei angegebenen Fille die Einzigen mit
y(e1)(a1) # 0 sind, fiir die auch die Bedingung (a) erfiillt ist. Wegen ad, = 0 und g = 0 gilt

L = span{e;} Nkery N{L € | JA € a: (a.3)-(a.4) gilt}.

Folglich ist Bedingung (a) genau dann erfiillt, wenn y(ez) # 0 € Hom(a, ') oder es zu e;
kein A € a gibt so, dass (a.3) und (a.4) gelten. Letzteres gilt fiir y(e2) = 0 genau dann, wenn

aler,e1) = A und (e, e1) = plen)A (112)

fiir kein A € a erfiillt sind. Wegen wq(a(e1, e2),a;) = y(e1,ai,e2) — y(ez, ai,e1) = y(e1,ai,€2)
folgt

aler, e2) = y(e1,az,e2)a1 — y(e1, a1, e2)ax =: X441 — X307.

Weil zudem &%(e1)A in span{a; } liegt, ist die erste Gleichung in (112) 4quivalent zu x3 = 0
und A = Aja; — x4a, fiir ein A1 € R. Damit sind die Gleichungen in (112) genau dann

erfullt, wenn zusétzlich (e, ep)ep = xi gilt und es folgt die Behauptung. m]

Wegen = 0 und ad, = 0sind (y, €, &Yy, o', €, &% e Z2(1, a, wo)o genau dann dquivalent,

wenn
Yo@p)e) = yo@j)(e) + T(£%(ei)ay) (113)
furi,j=1,2und
€'(e1,e2) = €(ey, 2) + T (aler, e2)) — ev(y A T)(e1,e2) = T° o doT(er, €2)
fiir ein T € CY(1, a) gelten. Wegen 7*(a(ey, €2)) = —y(e1, T(-), €2) + ¥(ea, T(*), e1) ist

€'(e1,e2) = €(e1, e2) — y(e1, (), e2) + y(ea, 7(:), e1) — y(e1, T(e2), ) (114)

+y(e2, T(e1), -) — walT:, E2e1)T(e2))-

Insbesondere gilt y{(A)(L) = yo(A)(L) fiir dquivalente (), €', &%) und (y,€, &%), wenn A €
ker £0(L) ist.
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Wir definieren lineare Abbildungen

53 5S4

10 b
S(a,s3,54) := (”‘2 ] und U(a, b) := [g 1)
a

beziiglich der Basis {e1, €2} von [und der Darbouxbasis {a1, a2} von a. Es gilt (S, Uy &l =&°
genau dann, wenn S = S(g, s3,s4) und U = U(a, b) mita, sy # 0 und s3 € R.

Sei im Folgenden (y, €, &% € Z2(1, a, wq)o mit y(e1,a1,e2) # 0. Wir konnen o. B. d. A.
annehmen, dass yo(a1) = o! ® o2 gilt, da wir anderenfalls y((a1) beziiglich der Basis
{e1 + s3e2, 5462} von [ fiir geeignete s3 € R und sy # 0 betrachten. Auflerdem konnen wir
leicht nachrechnen, dass

(S(a, s3,84), U(a, b)) yo(a1) = yo(a1)
genau dann erfiillt ist, wenn s3 = 0 und s4 = a3 gilt. Sei
vo(az) = bio' @ 6! + by0® @ 0! + b30! ® 02 + byo? ® 7

Motiviert durch die Aquivalenzwirkung von C!(1, a), definieren wir die lineare Abbil-
dung y1,y : | = Hom(a, I') durch

Vixy = d'®a'®o® +x0*®a* @0 +yo* ®a* ®o? (115)

fiir x, y € R. Mit den Gleichungen (113) und (114) zeigt sich, dass die Aquivalenzklasse
von (y1,x,y,0, &% aus allen Kozyklen (y1,x,y — ol ® a? ® (130" + 1402),¢€, &) mit e € C3(1, 1)
und 73,74 € R besteht. Auerdem gilt fiir (S,U) = (S(a,0,4%), U(a, —ba~')) mit a # 0 die
Gleichheit

(S, U)*yo(az) = (b + bia~%)o! @ 0! + bya?0® @ o' + b3a’ot ® 0% + bya’ 0? ® 62 (116)
Somit erhalten wir, dass [y, €, &Y im G-Orbit von genau einer der Kohomologieklassen

11,08, 11110081, [11-10,0,&°],  [¥100,0,&°]

mit A € R liegt.

Seinun y(e1,a1,e2) = 0. Dann ist y(e1,a1,e1) # 0 wegen der Ausgewogenheit von (), €, &9y,
Wir konnen o. B. d. A. annehmen, dass yo(a1) = 0! ® ¢! gilt. Anderenfalls betrachten wir
(S(a,0,a72), U(a, 0)*(y, €, &Y) fiir ein geeignetes a # 0. Man kann leicht nachrechnen, dass
(S(a, s3,54), U(a, b))*yo(a1) = o' ® ! genau dann erfiillt ist, wenn a = 1 gilt.

Motiviert durch die Aquivalenzwirkung von C!(1, a), definieren wir die lineare Abbil-
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dung yy, : [ = Hom(a, I') durch
y}c,y =0 ®a'®c' +x?*®a’ @’ +y02®a2®02 (117)

fir x,y € R. Analog zu y1,,, erhalten wir, dass ()/}C,y, €,&% und (y’,e’,éO) genau dann

dquivalent sind, wenn
’

Yy = y}c,y +o0'®a’ ®(-130!

- T4G2)

und

€'(e1,€2)(e2) = €(er, e2)(e2) + XT4 + 75 + Y13

fiir geeignete 73,74 € R gelten.

Damit erhalten wir, dassjedes (y, €, & %) mityg(a1) = o'®o! dquivalent zu einem Kozyklus
()/}W, to! A o2 ®0?, &) fiir geeignete x, y,t € R ist, wobei t # 0 wegen der Ausgewogenheit
fir x = y = 0 gilt. Es bleibt somit nur noch zu untersuchen, inwieweit die Kohomo-
logieklassen [y}cly, tal A 02 ® 02, &0] in verschiedenen G-Orbits liegen. Dafiir berechnen

wiIr

(5(1,s3,s4), U(1, b))*y}(/y =o' ®at®c! + (sax + S3S4]/)02 R’ + siyo2 ®a’® o’

+ (=b +s3x + sgy)a1 Ra’®o + 5354]/01 ®a’ ® o’ (118)

und (S(1,53,54), U(1, b))*€e(e1, e2)(e2) = s3e(er, e2)(e2).

Damit zeigt sich, dass [7/(1],0, €, &%) im G-Orbit von entweder [7/(1),0' o' A 0% ® 02, &% oder
[y(lm, -0l A 0?2 ® 02, EY] liegt. Auflerdem gibt es fiir x # 0 genau ein t € R derart, dass
[)/91(,0, €,&% und [7/%,0' tal A 0% ® 02,&% im selben G-Orbit liegen. Schliefilich liegt fiir
x € R, y # 0 die Kohomologieklasse [y}(,y,e, &Y] im G-Orbit von entweder [7/(1),1,0, &9
oder [y(l) /0 &0]. Insgesamt erhalten wir mittels Gleichung (118), dass jedes (), €, &Y) mit
((yo(al))/(el))(ez) = 0 im G-Orbit von genau einer der Kohomologieklassen

Voo 20" Ad®®0%, &L, [y o ta' Aa®®0%, &%,y 4,0, &%)
mit f € R liegt.

Die Ergebnisse dieses Kapitels konnen wir nun zum folgenden Lemma zusammenfassen.

Lemma 83. Die Kozyklen

[Vl,t,lf 0/ EO]/ [7/1,1,0/ 0/ 50]/ [7/1,—1,0/ O/ 50]/ [7/1,0,0, 0/ EO]/ [y(ljlili O/ EO]/

[yig to' Ao ®0%,E, [ygg 20" Ao® ®0%, &%, [y, 0,0],

[7/?/ OI O]/ [’)/93/ Gl A 02 ® 02/ 0]/ [)/(i; OI O]/ [V_l + YVa, 0/ 0]/ [)/_l + Vs1 + Vs2, OI O]
[y~ +ys1 + 570, 0,00, [y~ + 2 +%4,0,01, [y ™ + ys1 + ys2 £ 4,0,0],

mit t € R und x > 0 bilden ein Reprisentantensystem von Hé(]RZ, R?, al A a?)y/G.
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4.6 Nilpotente, symplektische Lie-Algebren der Dimension sechs

Wir fassen abschlieffend die Rechnungen von Kapitel 4.1 - 4.5 in einer Liste zusammen.
Fiir die Definition der im Theorem verwendeten Abbildungen siehe die Gleichungen (62)
- (65), (80), (86), (96), (102) - (103), (105) - (106), (109) - (110), (111), (115), (117).

Theorem 20. Jede sechsdimensionale, nilpotente, symplektische Lie-Algebra ist isomorph zu
D, ¢c(l, a, w,) fiir genau eine der folgenden Tripel:
[=R%a=0

ez—(1+b)01/\02®a3—b01/\a3®02+02/\a3®01,y20,520,b€[0,1],

e c=-2'A0?®0*-0c'AP® (! +0%)+0?° AP ®0l,y=0,£=0,
° 6:—201/\02®03—01/\a3®(zal+02)+02/\03®(01—zoz),y:O,E:O,z>O,

e=-0'AdP®0%-0c?Ad’®0c!,y=0,E=0,

e c=-—0'AP®c +0' A?®0%y=0,E=0,

[=R, a=R*mit wg = a' Aa* +a? A ad, wobei |, ..., a%) die duale Basis zur Standardbasis

(a1, ...,a4) von a bezeichne
* (1,68 =00:¢),
° (.68 =0"0¢),
e (7,68)=0%0¢&%, xeR

[=R,a=b®R ={ay,...,a4 | [a1,a2] = a3} mit w, = a' Aa* +a? Aa®, wobei {a), ..., a%) die
duale Basis von {aq, ..., a4} bezeichne

* (y68=("®a’®d",0,,

o (1,68 = ®(+Dad®d!,0,E4(0), 1¢1{0,-1},

o (r,68) =("®a' +a’)®d',0,E10), yieR,

o (7,68 =(0"®pa? +ysat)®0',0,E1), 1220, ¥4 #0,
* (y,68)=(0"®@a*+a")®d",0,EY), y=0.

[=1R% a=R% w, =a Aa?, wobei (', a?} die duale Basis der Standardbasis {a1,a} von a

bezeichne
hd (% €, g) = (Vl,t,b 0/ 50)/ te ]R/
hd (yl €, g) = (yl,il,O/ OI 50)/

° (yl €, 5) = (7/1,0,0/ 0/ EO)/
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° (7,68 =4.,,0E,

o (1,68 =(gto' N?®0%E), tER,
* (7,68 =y 0" Ad*®0% ),

* (7,68 =(r00), x>0,

* (68 =04,00), teR,

e (7,68 ="' Ad?®0%0),

e (1,68 =200,

* (68 =0"+700),

e (v,6,8) =y +va +xy,0,0), x>0,
e (v,6,8) =G +v0+xy,0,0), x>0,
° €8 =" +ya+y2+ya00)

L4 ()// e/ CE) = (‘}/_1 + ‘)/Sl + )/52/ 0/ 0)
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