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0.2 Mathematisch

Dimension des Zustandsraumes

Anzahl der Messungen zu Zustidnden

Anzahl der Anfangswerte zu Zusténden

Anzahl der Messwerte

Dimension des Parameterraumes

Vektor der Zeitpunkte

Vektor der Messwerte m; € R™ zu Zeitpunkten t;
Parametervektor

Vektor der Zusténde des Systems zum Zeitpunkt ¢;
vektorielle Funktion der Zustandsvariablen
Zielfunktion

rechte Seiten der Differentialgleichung
Zielfunktional der optimalen Steuerung

K- dimensionale Steuerfunktion
Hamilton-Funktion

abgeschlossene Kugel mit Radius » um den Mittelpunkt x
Intervall von tg bis tps in R

Menge der stiickweise konstanten Abbildungen
vom Intervall I in den RK

sprachliche Abkiirzungen

ODE gewohnliche Differentialgleichung
(aus dem Englischen ordinary differential equation)

AW/AWP  Anfangswert/Anfangswertproblem

u. d. N. unter der Nebenbedingung

ZF Zielfunktion/Zielfunktional

LGS Lineares Gleichungssystem

LOP Lineares Optimierungsproblem

NLOP Nichtlineares Optimierungsroblem

SLP Sequentielle lineare Optimierung
(aus dem Englischen sequential linear programming)

It. Iterationen

GL Gleichung

AOS Aufgabe der optimalen Steuerung

KKT Karush-Kuhn-Tucker

o. B. d. A. ohne Beschrinkung der Allgemeinheit



Kapitel 1
Einleitung

Parameter sind zur Beschreibung verédnderlicher Systeme sehr wichtig. In der
Medizin spiegeln die Vitalparameter, wie beispielsweise Korpertemperatur, Atem-
frequenz oder auch EKG!-Werte, die Grundfunktionen eines Patienten wider
und sind Grundlage wichtiger Entscheidungen beziehungsweise Diagnosen und
daraus resultierenden Therapien.

In der Musik entscheiden die Parameter Frequenzen iiber die Klangfarbe
eines Tonsatzes. Die Tondauern und Lautstérken tragen nicht unerheblich zum
Empfinden von Musik bei.

In téglichen Untersuchungen des Wassers aus Aufbereitungsanlagen entschei-
den mikrobiologische Parameterwerte, wie die Anzahl der Krankheitserreger
Escherichia Coli oder Enterokokken auf 100 ml dariiber, ob ein Wasser als
Trinkwasser freigegeben wird oder nicht.

In der Mathematik spielen Parameter in Aufgabenstellungen eine Rolle, in
denen es darum geht, ihren Wert aus einer Modellgleichung und einer Reihe von
Messwerten zu bestimmen. Nicht alle Parameter sind von vornherein bekannt
oder aus Voruntersuchungen gegeben, beziehungsweise mit wenig Aufwand durch
Messgeriate zu erfassen. Einige Parameter erfordern eine aufwendigere Bestim-
mung aus vorgenommenen Untersuchungen und erhobenen Messdaten. Diese
Aufgabe steht im Fokus dieser Arbeit und wird im Folgenden konkretisiert.
Zunichst soll jedoch formal definiert werden, was unter einem Parameter zu
verstehen ist.

Definition 1.1. Wir definieren:

e Fine Konstante c ist ein in jedem Fall fester Wert, der sich nicht dndert,
wohingegen

e cin Parameter P einen beliebigen, aber fiir einen betrachteten Fall festen
Wert besitzt, der im ndchsten Fall aber einen anderen Wert haben kann.

e Im Gegensatz dazu ist eine Variable v(t) jederzeit variierbar, auch inner-
halb eines betrachteten Falles.

Die Arbeit befasst sich mit diesem in der Mathematik allgegenwértig auftre-
tenden Problem der Parameterbestimmung aus Messdaten. Gegeben ist eine

IElektrokardiogramm



2 Einleitung

Anzahl M von Messpunkten (¢;,m;) mit ¢ = 1,...,M und ein mathema-
tisches Modell, das den Zusammenhang zwischen der Zeit ¢ und der gemessenen
GroBe z(t) beschreibt. Unbekannt und daher aus den Messdaten zu bestimmen,
sind die K Parameter P;, j = 1,..., K, wobei in dieser Arbeit ausschliefllich
der Fall untersucht wird, dass die Anzahl K der zu bestimmenden Parame-
ter kleiner ist als die Anzahl M der Messwerte. Des Weiteren wird hier die
zusétzliche Schwierigkeit betrachtet, dass die Zustandsfunktion z(t) nicht in
analytischer Form gegeben ist. Sie liegt als eine die zu untersuchende Grofle
beschreibende gewohnliche Differentialgleichung (ODE) @(t) = h(z(t), P) vor.
Zum eigentlichen Problem der Parameterbestimmung aus Messdaten kommt
also die addquate Losung der gegebenen ODE hinzu. An manchen Stellen wird
in der Arbeit die Schreibweise z(t, P) dquivalent zu z(t) verwendet, wenn die
Abhéngigkeit der Zustandsfunktion vom Parameter betont werden soll und
wenn es dem Verstédndnis dient. Nicht zuletzt soll die Determinierung des besten
Parametervektors definiert werden. Der optimale Parametervektor sei der Vek-
tor, der die Abweichungen der Losungen der Zustandsdifferentialgleichungen
zu den Messwerten beziiglich einer gegebenen Form minimiert, wobei dieser
optimale Parametervektor nicht eindeutig sein muss.
Zusammenfassend stellt sich die Aufgabe wie folgt dar:

Aufgabe (0). Gegeben seien
o M Messwerte m; zu Zeitent;, i =1,...,. M mit 0 <ty <ty <...<t,

e und eine Zustandsdifferentialgleichung mit h : R™ x RE — R,
L(t) = h(x(t), P), (1.1)

die das Verhalten der zu untersuchenden Grofie x(t) beschreibt, eventuell
mit gegebenem Anfangswert x(ty) = xo.

Die Aufgabe lautet: Bestimme einen Parametervektor P* = (Pf,..., Py) aus
dem Zuldssigkeitsbereich Dp, der die Zielfunktion f(P) mit

f(P) = ”(x(thp) - mi)i:l,,,,,MHRan (12)
mianimiert. Soweit nichts anderes angegeben ist, sei Dp = RE.

Die Arbeit gliedert sich wie folgt: In Kapitel 2 werden die Problemstellun-
gen erliutert, die im Laufe der Arbeit immer wieder zu Anwendungszwecken
und zum Vergleich der Lésungsmethoden herangezogen werden. Zunéchst wird
ein akademisches, also kiinstlich erzeugtes Problem betrachtet, dessen exak-
te Losung bekannt ist und mit den erzeugten optimalen Losungen verglichen
werden kann, um deren Giite zu beurteilen.

Problem (A). FEine in der Zustandsfunktion und im Parameter lineare Diffe-
rentialgleichung mit gegebenem Anfangswert, vgl. Abschn. 2.1.

Des Weiteren wird ein aus [EK05] ibernommenes biologisches Problem, das
Wachstumsverhalten der Hefe Schizosaccharomyces kephir, untersucht, genauer:



Problem (B). Eine in der Zustandsfunktion und den Parametern nichtlineare
Differentialgleichung ohne gegebenen Anfangswert, vgl. Abschn. 2.2

Im Fokus steht auflerdem ein Problem aus der physikalischen Optik [ReSc]:

Problem (C). Ein in den Zustinden lineares und in den Parametern nichtlin-
eares Differentialgleichungssystem mit Anfangswerten in Abhdingigkeit von den
Parametern, vgl. Abschn. 2.3.

Abschlieflend komme ich auf das in [Schr06] untersuchte Problem der en-
zymkinetischen Gleichung zuriick, die Bestimmung der Ratenkonstanten in der
durch Alkoholdehydrogenase katalysierten Umwandlung von Alkohol:

Problem (D). Ein in den Zustinden nichtlineares und in den drei Parame-
tern lineares Differentialgleichungsystem mit gegebenen Anfangswerten, vgl. Ab-
schn. 2.4.

Bei dieser Problemstellung trat eine Eigenschaft der ODE als besondere
Schwierigkeit hervor, die als Steifheit bezeichnet wird. Anforderungen an die
Differentialgleichung, die die Losbarkeit und Eindeutigkeit der Losung gewéhr-
leisten, sowie einige Bemerkungen zu Losungsmethoden und der Besonderheit
der Steifheit von Differentialgleichungen werden in Kapitel 3 aufgegriffen.

An dieser Stelle kehren wir gedanklich zur Entstehung der Optimierungsauf-
gabe zuriick. Die urspriingliche Zielsetzung ist die Bestimmung der Parameter
P, so dass

x(ti,P)—mi:Q Vi:1,...,M, (1.3)

gilt. Die Aufgabe ist also die Losung eines Gleichungssystems. Am Anfang
dieses Kapitels wurde bereits auf die unterschiedliche Handhabung der Prob-
leme beziiglich der Gréf8enverhéltnisse von K und M hingewiesen. Die Losbarkeit
des Gleichungssystems leitet sich aus der Anzahl M der gegebenen Messdat-
en und der Anzahl K der zu bestimmenden Parameter ab. Man unterscheidet
hierbei die folgenden drei Problemklassen:

(i) Die Anzahl M der Messwerte ist kleiner als die Anzahl K der zu bestim-
menden Parameter. Das Problem ist unterbestimmt. Es 148t sich keine
eindeutige Losung fiir das Problem angeben.

(ii) Die Anzahl M der Messwerte ist gleich der Anzahl K der zu bestim-
menden Parameter. Das Problem ist unter bestimmten zusétzlichen Be-
dingungen eindeutig Iosbar.

(iii) Die Anzahl M der Messwerte ist grofer als die Anzahl K der zu bestim-
menden Parameter. Das Problem ist iiberbestimmt und hat im Allge-
meinen keine Losung.

Aus den eben beschriebenen Problemklassen resultieren unterschiedliche Heran-
gehensweisen und Methoden zur Bestimmung der Parameter. Unterbestimmte
Gleichungssysteme treten dann auf, wenn zu wenig Informationen zur Losung
der Aufgabe gegeben sind. Sofern sich die gegebenen Gleichungen nicht wider-
sprechen, gibt es unendlich viele Losungen. Es ist aber auch mdoglich, dass
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gegebene Gleichungen redundant sind. Das heifit, die Gleichungen enthalten
keine weiteren Informationen zur Bestimmung der Parameter, die nicht schon
in den tiibrigen Gleichungen enthalten sind. Mathematisch handelt es sich um
das Vorhandensein von Vielfachen einer Gleichung. Anstelle des im Allgemeinen
nicht 16sbaren iiberbestimmten Gleichungssystems wird dann eine neue Prob-
lemstellung formuliert:

Minimiere f(P) := |[(z(t;, P) — ms)i=1,...m||-

In der Anwendung hat man es urspriinglich hiufig mit einem iiberbestimmten
Gleichungssystem zu tun. Diese Aufgabenstellung war schon Gegenstand zahl-
reicher Untersuchungen und auch diese Arbeit wird sich auf dieses iiberbe-
stimmte Parameterbestimmungsproblem fokussieren. Uberbestimmte Gleichungs-
systeme und deren Losungsmethoden werden in Kapitel 4 kurz beschrieben.
Nach der Betrachtung von Normalengleichungen fiir die Euklidische Norm im
linearen Fall und Linearisierung bei nichtlinearen Problemen, wird die sequen-
tielle lineare Optimierung zur Umsetzung der Problemstellung mit Betragssum-
men- und Tschebyschev-Norm vorgestellt. Im Anschluss daran folgt die Bestim-
mung eines Startparametertupels mittels der Losung von Gleichungssystemen
mit M = K. Weitere Methoden zur Gewinnung von Parameterstartwerten wer-
den angegeben und auf unsere Probleme angewandt.

In Kapitel 5 wird ein Modellalgorithmus zur Minimierung richtungsdifferen-
zierbarer Zielfunktionen diskutiert. In diesem Modellalgorithmus wird zun#chst
die Zustandsdifferentialgleichung mit geeigneten Routinen fiir ein Startpara-
metertupel gelost, bevor anschlieBend iiberpriift wird, ob die notwendigen Opti-
malitdtsbedingungen erfiillt werden. Iterativ wird dann nach einem verbesserten
Parametertupel gesucht.

In Kapitel 6 wird eine neue Herangehensweise betrachtet, in der das Para-
meterbestimmungsproblem als Optimalsteuerproblem definiert wird. Die Para-
meter gehen als konstante und spéter als stiickweise konstante Steuerungen auf
dem Intervall [tg,t5s] in die Aufgabe der optimalen Steuerung ein. Dies wird
erreicht, indem das Intervall zunéchst nicht weiter unterteilt wird. In spéteren
Untersuchungen werden dann durch die Segmentierung des Intervalls, auf dem
jeweils die Parameter als konstant angenommen werden, die stiickweise kon-
stanten Steuerungen implementiert. Das Zielfunktional ist in diesem Fall vom
verallgemeinerten Mayer-Typ, das heift, es hdngt von mehreren Zustandswerten
x(t;) zu Zeitpunkten t; ab. Durch die Beschrinkung auf stiickweise konstante
Steuerungen ist das Pontrjaginsche Maximum-Prinzip in der urspriinglichen
Form nicht mehr anwendbar. Es wird ein entsprechendes notwendiges Opti-
malitétskriterium definiert.

In Kapitel 7 werden drei vorhandene Programmpakete zur direkten Losung
von Optimalsteuerproblemen vorgestellt und hinsichtlich des neuen Denkansat-
zes zur Parameterbestimmung untersucht. Bei den Programmpaketen handelt
es sich um ein Direktes Mehrschieffverfahren, OC-ODE und OCPID-DAE, sowie
um die Direkte Kollokationsmethode, implementiert in DIRCOL. Direkte Me-
thoden sind Verfahren, welche die Steuerung, und im Fall der Direkten Kolloka-
tion auch die Zustandsgleichung, diskretisieren und die Optimalsteueraufgabe



so durch ein nichtlineares Optimierungsproblem approximieren. Das hat den
Vorteil, dass keine Uberpriifung von Optimalitéitsbedingungen fiir das Steuer-
problem erforderlich ist.

Im Anschluss an diese Darstellung wird in Kapitel 8 die in Kapitel 6 vor-
gestellte notwendige Optimalitdtsbedingung fiir stiickweise konstante Funktio-
nen genutzt, um die optimalen Parameter zu verifizieren. Die Losung erfolgt mit
Hilfe von Adjungierten. Es handelt sich folglich um einen indirekten Ansatz.
Im letzten Abschnitt wird eine These diskutiert, wonach Parameter nun als
stiickweise konstante Funktionen zugelassen werden, mit einer Unterteilung
des Zeitabschnitts [tg, tps] in Teilintervalle. Dieses eroffnet eine Moglichkeit zur
Diskussion der Korrektheit des Modells.

Im Anhang der Arbeit findet man Ausziige aus erstellten Programmen sowie
ausgewéhlte numerische Ergebnisse.
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Kapitel 2

Die Aufgabenstellung

Wir konkretisieren zunéchst die in Kapitel 1 beschriebene Aufgabenstellung:
Aufgabe (0). Gegeben seien

o M Messwerte m; € R*, 0 < @ <n, zu Zeiten t; >0, i = 1,..., M, mit

i # t; fiir i # j
e und eine Zustandsdifferentialgleichung
L(t) = h(x(t), P), (2.1)

mit rechter Seite h : R® x REK — R", die das Verhalten der zu unter-
suchenden Grofie x(t) € R™ in Abhdngigkeit von einem Parametervektor
P = (Py,...,Px) € Dp beschreibt.

o FEventuell ist ein Anfangswert x(to) = xo € R™ gegeben, anderenfalls gehe
er als zusdtzlicher Parameter in die Problemstellung mit ein.

Bestimme einen Parametervektor P* = (Pyf,..., Pj) aus dem Zuldssigkeits-
bereich Dp, der die Zielfunktion f(P),

F(P) = [[(z(ti, P) — mg)i=1,... M |lgaxa (2.2)
manimiert. Dann ist f : R — R.

Um alle moglichen gegebenen Informationen auszunutzen, sollen hier noch
einige Bemerkungen zur obigen Aufgabenstellung gemacht werden.

Bemerkung 2.1.

e Die obige Aufgabenstellung (0) umfasst Problemstellungen, in denen die
rechte Seite der ODE von der Zeit t abhingt, h(t,z(t), P), also h : R x
R" x RE — R", da diese durch die Einfihrung einer zusitzlichen Zu-
standsvariablen r(t) = t mit §(t) = 1 und r(ty) = to in eine autonome
ODE iiberfiihrt werden konnen.
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o i
.-‘f,x'; g
o ) Abbildung 2.1: Darstellung der Eukli-
dischen, der Betragssummen- und der
\\ = ,flll Tschebyschev-Norm vm Einheitskreis.

e Die Aussage 1 < f < n bei m; € R™ beschreibt den Umstand, dass
nicht in jedem Fall Messungen zu allen Zustandskomponenten mdglich
sind und daher nicht fir alle x(t), | = 1,...,n, Messdaten vorliegen.
Dies impliziert, dass in diesem Fall auch die Zielfunktion nur tber die
Komponenten der Zustandsfunktion definiert wird, zu denen Messdaten
vorliegen:

f(P) = || (z(t:) - mli)le[, i=1,..,M [[RAxas, (2.3)

wobei I = {l |1 € {1,...,n}, 3 my} die Indexmenge der Zustinde be-
zeichnet, zu denen Messdaten vorhanden sind.

e Dieselbe Anmerkung betrifft die Bezeichnung z(tg) = xo € R™, welche
den Fall beschreibt, dass nicht fir alle n Differentialgleichungen ein An-
fangswert gegeben ist. Sind 0 < 7 < n Anfangsbedingungen gegeben, wer-
den die iibrigen n—n unbekannten Anfangswerte als zusdtzliche Parameter
aufgenommen.

e In der obigen Aufgabenstellung wurde die Norm nicht weiter spezifiziert.
Wir wollen im Folgenden nur drei verschiedene Typen von Normen betrach
ten, die Euklidische (l2), die Betragssummen- (l1) und die Tschebyschev-
Norm (lx).

M
113 = S lett) - mill3s
=1

M
-l = Y llet) — millps
i=1

[l = max, flo(t) = miles

Dabei werden auch die inneren Normen jeweilig ersetzt.

Die [,-Norm entsteht beispielsweise, wenn man Boxcar-Funktionen zur Mo-
dellierung der Wahrscheinlichkeitsdichte von Unsicherheiten benutzt. Die Is-
Norm ist die quadratische Abweichung. Die robuste [,,-Norm bewertet Aus-
reifler stérker, vgl. Abb. 2.1. Selbstverstiandlich ist in den Zielfunktionen eine
Wichtung der Fehler mittels Vorfaktoren moglich.

In den folgenden Abschnitten werden die einzelnen Probleme ausfiihrlicher
dargestellt und, falls bekannt, die Losung der Probleme hergeleitet.
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2.1 Problem (A). Ein akademisches Beispiel

Zur Motivation der Betrachtung eines akademischen, also kiinstlich erzeugten
Problems sollen zunéchst drei in der Numerik fundamentale Begriffe angeben
werden. Numerische Verfahren beinhalten fiir gewthnlich folgende Schwierigkeit.
Sie diskretisieren ein urspriinglich stetiges Problem, um dann mit in Rechnern
moglichen Gleitkommazahlen das Problem zu 16sen. Dies impliziert aber, dass
im Regelfall nicht die exakte Losung eines Problems reproduziert wird, son-
dern nur eine Néherung dessen, was die Losung des stetigen Problems darstellt.
Die oben beschriebene Diskretisierung erzeugt Fehler, deren Ausmafl mit der
Konsistenz bewertet wird.

Definition 2.2. Gegeben sei ein kontinuierliches Problem mit exakter Lisung
x(t). Die numerische Lisung fiir eine Schrittweite h > 0 sei xp(t). Dann heifst
ein numerisches Verfahren konsistent, falls eine Funktion o(h) existiert, fir die
limp_,go(h) = 0 gilt, so dass

Hx(th) - mh(th)H < O’(h) Vth = nh. (2.4)
Das Verfahren hat die Konsistenzordnung ¢, falls o(h) = O(h?).

Hinzu kommen unvermeidliche Rundungsfehler durch die Verwendung von
Gleitkommazahlen im Rechner. Sowohl Diskretisierungs- als auch Rundungs-
fehler konnen sich mit dem Algorithmus fortpflanzen und anwachsen, was selbst-
versténdlich unerwiinscht ist. Die Fortpflanzung von Fehlern jedweder Art wird
mittels Stabilitdtsanalyse bemessen.

Definition 2.3. Seix(t) ein gegebenes mathematisches Problem in Abhdngigkeit
von den Eingabedaten t. T sei eine Vorschrift zur Losung des Problems und t
eine gestorte Eingabe. Das Verfahren heifit stabil, falls es eine Konstante o € R
gibt, so dass

l=() — 2(B)|| < roe (2.5)

gilt mit der Maschinengenauigkeit € und einer Konstanten k. Folglich ist ein
numerisches Verfahren stabil, wenn es unempfindlich gegeniiber Stérungen in
den Fingabedaten ist.

Bei der Stabilitdt und der Konsistenz handelt es sich um Eigenschaften
des Algorithmus. Nun wollen wir zu einer Eigenschaft des gestellten Problems
kommen.

Definition 2.4. Die Konstante k in der vorigen Definition quantifiziert die
Kondition, die Abhdngigkeit der Losung eines Problems von den Eingangsdaten,
und ist definiert als

la(t) — =) 26

Kk = lim sup ,

1 It — |

wobei wie zuvor x(t) das mathematische Problem in Abhingigkeit der Eingabe-
daten t, und t die gestorten Eingabedaten bezeichnen.
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Diese drei beschriebenen Phinomene lassen sich anhand eines akademischen
Beispiels nachvollziehen, dessen exakte Losung bereits bekannt ist. Wir fiihren
dazu folgende Problemstellung ein.

Problem (A). Gegeben sei die Zustandsdifferentialgleichung
x(t) = P-x(t), (2.7)

mit gegebenem Anfangswert x(0) = 1 in einem Parameter P, sowie 5 Mess-
werte.

Diese Differentialgleichung 148t sich analytisch l6sen. Die Losung hat die
Form

z(t)=C e (2.8)

mit der Integrationskonstanten C, fiir welche sich aus der Anfangsbedingung
der Wert C' = 1 ergibt. Fiir ein beliebiges, aber festes P kann man somit an
diesem akademischen Beispiel die Konsistenz des ODE-Losers iiberpriifen.
Setzt man voraus, dass P = 2 der optimale Parameter ist, so kann man
mithilfe der Losung
x(t) = e* (2.9)

“Messwerte” generieren.

t;]025 05 1 2 3
mi | Ve e € e €

Tabelle 2.1: Messwerte Problem (A).

Nun besteht die Moglichkeit anstelle der Differentialgleichung zunéchst mit

der Losung (2.9) einen Algorithmus zur Parameterbestimmung zu testen. Dabei
kann man dokumentieren, ob und nach wievielen Iterationen ein Algorithmus
den optimalen Parameter P = 2 findet und wie sich der Algorithmus bei ver-
schieden guten Startwerten verhélt.
Anschliefend 148t man den selben Optimierungsalgorithmus mit einer Kom-
ponente zum Losen von Differentialgleichungen fiir die Zielfunktion mit ODE
laufen und vergleicht die Ergebnisse. Um das eigentliche Verhalten des Algo-
rithmus bei Parameterbestimmungsproblemen zu beurteilen, konnen in einem
weiteren Schritt die Daten verrauscht werden.

2.2 Problem (B). Das Wachstum der Hefe Schizo-
saccharomyces kephir

In diesem Abschnitt wollen wir aus Messdaten, die das Wachstumsverhalten
einer Hefe beschreiben, Wachstumsparameter bestimmen. Bei der Hefe handelt
es sich um die Schizosaccharomyces kephir, deren Wachstum bereits in [EK05]
untersucht wurde.

Zunichst werden stetige Modelle eingefiihrt, wobei ihrer Formulierung mit-
tels gewohnlicher Differentialgleichungen, der Analyse und ihrer Interpretation
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besondere Aufmerksamkeit gezollt wird. Durch verschiedene Annahmen kann
das Modell vereinfacht werden. Im Folgenden bezeichne N(t) die beobachtete
Hefezelldichte zur Zeit t. Angenommen, wir konnten in einer Zeiteinheit beo-
bachten, wie sich eine Hefezelle teilt, die Tochterzellen sich teilen und so weiter.
Dann definieren wir die Reproduktionsrate der Hefe pro Zeiteinheit durch den
Parameter # > 0. Das Absterben von Zellen lassen wir aufler Acht und erhal-
ten

N(t+ At) =~ N(t) +# - N(t) - At,

das heifit,
N(t+ At) — N(t)
~ - N(t).
s (t)
Im Limes gilt
dN
— = -N. 2.10
p (2.10)

Durch Trennung der Variablen und Integration folgt
t dN t
/ —:/ Hds, also In N |h= 2" -t
o IV 0

beziehungsweise In N(t) —In N(0) = ¢ -t, In N(t) =% -t+a,

wobei a = In N(0) ist. Dies erkldrt die in der Biologie hdufige Beobachtung,
dass der Logarithmus-Plot von N (¢) fir konstante Wachstumsraten % linear
in der Zeit ist.

Die Losung der Differentialgleichung (2.10) ist

N(t) = Ny-e”

und beschreibt das sogenannte Malthus-Gesetz, wobei Ny = N(0) die GroBe der
Anfangspopulation bezeichnet. Eine Reproduktionsrate .# < 0 kennzeichnet
hingegen eine abnehmende Population.

Die Wachstumsrate kann auch direkt von den Ressourcen abhéingen. Angenom-
men, es ist

H(C)=w-C, w>0,

mit der Néhrstoffkonzentration C. o Einheiten N#hrstoffe werden zur Produk-
tion einer Einheit Populationszunahme konsumiert. Dann kénnen Hefewach-
stum und N&hrstoffverbrauch durch zwei Differentialgleichungen beschrieben
werden:

N
_ddt — #(C)-N=w-C-N (2.11)
dcC dN

Dieses Differentialgleichungssystem kann leicht gelost werden. Aus (2.12) ergibt
sich nach Integration

C(t)=—a-N(t)+Cy (2.13)
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mit Cy = C(0) + a - N(0). Substitution von (2.13) in (2.11) liefert
dN
dt
das logistische Wachstum. Nach Annahme ist #(N) =w - (Cp —a - N(t)). Das
Wachstumsgesetz ist mit dem eigentlichen Wachstumsparameter r = wCy und
der tragenden Kapazitit B = %

N _, (1 - E) N. (2.14)

=w-(Cp—a-N)N,

dt B
ODE (2.14) wird spéter in das Parameterbestimmungsproblem eingehen. Sie
hat mit der Anfangspopulation Ny = N(0) die Lésung
B Ny B
 No+(B—Ng)-e "t

N(t) (2.15)

Wir betrachten jetzt:
Problem (B). Gegeben sind

o 10 Messwerte,

ti | 144 16 288 304 32 48 72 928 1248 1408
m; | 12 1,02 168 228 1,92 264 48 564 576 5,76

Tabelle 2.2: Messwerte Problem (B). t; Zeit in Stunden, N; Menge der
Hefezellen (ohne Mapeinheit).

e und eine in der Zustandsfunktion nichtlineare Differentialgleichung
i=r(l— %)x, (2.16)

ohne gegebenen Anfangswert x(0) = xo (der Anfangswert geht in diesem
Problem als Parameter mit ein), mit einer Lisung in Abhdngigkeit der
drei Parameter P = (B, xg, T).

o Die Aufgabenstellung lautet:

Aoin f(P) = min [|(x(t:) —mi)i=1...]) (2.17)

Es gibt hier zusétzliche Anforderungen an die Parameter. Der Definitions-
bereich der Parameter ist eine Teilmenge von R?, Dp C R3. Die Beschrinkung
des Definitionsbereiches fiir P resultiert aus der biologischen Interpretation
der Parameter. Diese erfordert die Positivitédt aller Parameter, P; > 0 fiir alle
ji=1,2,3.

Die in [EKO05] angegebene Losung N (t) ist
B 5,8
= 1+ ¢247550—0.06069-

N(t) (2.18)

Die angegebene Kurve approximiert die Messdaten hinreichend gut. Man ent-
nimmt aus [EK05] und (2.18) fiir die gesuchten Groflen Ny, B und r, dass r =
0.06069 und B = 5.8 ist. Folglich ist (B/Ny—1) = 11.8876 und Ny = 0.450045.
Die in dieser Arbeit ermittelten Werte werden mit diesen Angaben verglichen.
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Abbildung 2.2: Graphi-
sche Darstellung der Mess-
werte fiir Problem (B) mit
der in [EK05] angegebenen
25 50 75 100 125 150 Lésungskurve (2.18).

2.3 Problem (C). Ein Problem aus der Optik

Gegeben sei ein Problem aus der nichtlinearen Optik, welches bereits von S. Rentzsch!
und W. Schmidt? untersucht wurde. Dabei ist eine Funktion z(t) gegeben, die

ein physikalisches Verhalten beschreibt, sowie 17 Messpunkte. Aufgabe soll es
sein, die Parameter A, B, C' und D zu bestimmen.

Zeit t; | Messwert m;
0.0 20.308¢01 Aus den Messdaten der Tab. 2.3 wurden
50 -0.298¢01 mit gegebenen Anfangswerten
10.0 -0.274e01
150 | -0.221e01 Ap= -T7.08 (2.19)
20.0 -0.181e01 By= 40 (2.20)
25.0 -0.122e01 Co= —0.0645 (2.21)
35.0 -0.586¢00
40.0 -0.432e00 fiir die Funktion
45.0 -0.295¢00 o oy
55.0 -0.172e00 z(t)=A-e""+B-e
65.0 | -0.911e-01 _ _
85.0 0.103e-01 nach 4 Iterationen die Parameter
105.0 0.934e-01
A= —-7.232 2
125.0 0.156e00 7.2327395
165.0 | 0.272¢00 B = 39388302
185.0 0.273e00 C = —0.064499989
D = —0.095999546

Tabelle 2.3: Messdaten wvon
Frau  Sabine  Rentzsch  zur bestimmt.
physikalischen Optik.

Aufgabe in dieser Arbeit soll es nun sein, diese Ergebnisse zu iiberpriifen,
gegebenenfalls zu verbessern und eine Methode anzugeben, wie eine Start-
schatzung fiir die Parameter gewonnen werden kann. Zunéchst muss dazu die

!Universitit Jena, Institut fiir Physikalische Optik (1938-2002)
2Universitit Greifswald, Institut fiir Mathematik und Informatik
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gegebene Funktion z(¢) in eine ODE iiberfiihrt werden. Dies geschieht nach
folgendem Ansatz: Die Funktion x(t) = Ae®! + BeP! erinnert an die Losung
linearer ODEs zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten

i+ i + Bz = 0. (2.23)

M wenn A reelle Losung der charakteristischen

Diese hat die Losung z(t) = e
Gleichung

Mtal+6=0 (2.24)

ist. Und nach dem Superpositionsprinzip wire demnach auch
z(t) = meMt + npet?t

Losung mit zwei verschiedenen reellen Wurzeln A; und Ao des charakteristischen
Polynoms. Da C und D verschiedene reelle Wurzeln der charakteristischen Glei-
chung (2.24) sein miissen, also

A=C)YA=D) =X\ +a)+5,

ist x(t) = n1e®t + neeP? demnach Losung der Differentialgleichung (2.23) mit
mit « = —(C'+ D) und = CD.

Die Konstanten 7 und 72 werden aus den Anfangswerten x(ty) = z¢ und
&(to) = @ bestimmt. Mit tp = 0 sind 2(0) = A+ B und #(0) = AC + BD die
Anfangswerte des Anfangswertproblems zweiter Ordnung,

Z—(C+ D)t +CDz =0.

Das zugehorige eindeutig l6sbare Anfangswertproblem erster Ordnung erhélt
man dann mit dem Ansatz 1 = x und 7o = & = 2.

Somit haben wir unsere nichtlineare Funktion z(t) = Ae®* + BeP* in ein
Anfangswertproblem erster Ordnung der Form

T = X9, xl(O) = A+ B, (225)
To = (C + D)xz — CDuxq, xg(O) = AC + BD, (226)

umgewandelt.

2.4 Problem (D). Das enzymkinetische Problem

In [Schr06] wurde die folgende enzymkinetische Aufgabenstellung untersucht,
die nun hier erneut aufgegriffen und verifiziert oder verbessert werden soll.

Enzyme sind Katalysatoren biologischer Systeme, die spezifisch ein Sub-
strat binden, die Reaktionsenergie heruntersetzen und nach der Umsetzung des
Substrats in ein Produkt wieder unverédndert aus der Reaktion hervorgehen.
Angenommen, bei der Produktbildung handelt es sich um einen irreversiblen
Prozess, dann kann die Reaktion wie folgt dargestellt werden:

P
Enzym + Substrat = Komplex LN Enzym + Produkt.
P3
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FEin Enzym e verbindet sich mit einem Substrat s, sie bilden einen Enzym-
Substrat-Komplex ¢ und kénnen anschlieend wieder in Enzym e und Substrat s
oder Enzym e und Produkt p zerfallen.

Die Konzentrationen der einzelnen Stoffe zur Zeit ¢ seien e(t), s(t), ¢(t) und
p(t). Wir machen die plausible und konventionelle Annahme, dass die Rate zur
Bildung von ¢ proportional ist zur Konzentration von e und s. Wir nehmen eben-
falls an, dass der Zerfall von ¢-Molekiilen in Enzym und Substrat oder Enzym
und Produkt proportional zur Konzentration von ¢ ist. Aus der Kombination
unserer Annahmen und der Verwendung der Ratenkonstanten als Proportiona-
litatsfaktoren, die hier mit P;, P, und P3 bezeichnet werden, erhélt man somit
das nichtlineare Differentialgleichungssystem

%(t) = Pre(t)s(t) — (P + P3)c(t) (2.27)
%(t) = —Pie(t)s(t) + (P + P3)c(t) (2.28)
%(t) —  _Pie(D)s(t) + Pse(t) (2.29)
%(t) — PQC(t) (230)

Um das zeitliche Verhalten der Konzentrationen zu beobachten, legen wir An-
fangsbedingungen fest. Sinnvoll ist hier

e(0) = eg, s(0) = sg,c(0) = 0,p(0) =0,

wobei davon ausgegangen wird, dass die Reaktion zu Beginn der Beobachtung
startet und zuvor noch kein Komplex oder Produkt vorhanden ist. Wir haben
somit ein klassisches Anfangswertproblem.

Das Enzym e geht als Katalysator unverdndert aus der Reaktion hervor.
Addieren der Gleichungen (2.27) und (2.28) liefert

de de

— 4+ —=0.
dt * dt
Dabher ist ¢(t) 4 e(t) = const. = ey und folglich
e(t) = ep — c(t). (2.31)
Ebenso gilt
de ds  dp
dt  dt dt
und daher
c(t) = so — s(t) — p(t). (2.32)

Durch Einsetzen von (2.31) und (2.32) und sinnvolles Umformen kénnen wir
das System von vier nichtlinearen Differentialgleichungen und vier Anfangsbe-
dingungen auf ein System von zwei nichtlinearen Differentialgleichungen mit
zwei Anfangsbedingungen reduzieren:

ds

= (&) = —Pi(eo = so + 5(t) +p(t))s(t) + (P2 + P3)(s0 — 5(t) — p(t))

%(t) = Py(sp — s(t) — p(t))
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mit den Anfangsbedingungen
s(0) = s0,p(0) = 0.

In einem Laborexperiment wurde diese Reaktion am Beispiel der Alkoholde-
hydrogenase untersucht, welche die Umwandlung von Alkohol und NAD™ zu
Acetaldehyd, NADH und h™ katalysiert. Es wurden {iber eine Periode von 2000
Sekunden Messwerte fiir die Produktkonzentration genommen, aus denen ver-
sucht wurde, die Reaktionskonstanten P = (Py, P, P3) zu bestimmen.

Wir schreiben x1(¢) und x5(t) fiir die Zustandsvariablen Substratkonzentra-
tion und Produktkonzentration und halten fest:

Problem (D). Gegeben seien
e 2000 Messwerte, jedoch lediglich fir die zweite Zustandsvariable,

e cin in den Zustinden nichtlineares Differentialgleichungsystem

( T ) _ ( —Pi(eg — X10 + z1 + z2)x1 + (P2 + P3)(X10 + 21 + 22)
ty )\ Po(Xio— 1 — x2)

(2.33)
mit gegebenen Anfangswerten x1(0) = X0 sowie x2(0) = 0 und ein-
er gegebenen Konstante Eg, in Abhdngigkeit der drei Parameter P =
(Py, P2, P3). Fiir die drei Parameter wird abermals die Positivitit gefor-
dert, da negative Ratenkonstanten keine sinnvolle Interpretation zulassen.

Die Aufgabe lautet:

(PI{IIgIQI}PS)f(P) (PI%?PS)II(xz(t@) Ma;)i=1,...2000]| (2.34)

Die Aufgabenstellung kann durch eine zusétzliche Nebenbedingung erweitert
werden, wenn die Michaelis-Menten-Konstante Ky = PQPLIP?’ bekannt ist. Dieser
Fall wird hier jedoch nicht betrachtet.

Das Problem verfiigt iiber eine Besonderheit. Die ODE ist fiir gewisse Pa-
rameterkonstellationen steif. Dieses wird im folgenden Kapitel 3 kurz umrissen,
nachdem grundlegende Voraussetzungen an die Zustandsdifferentialgleichungen
erarbeitet wurden, welche die Losbarkeit der Differentialgleichung gewéhrleisten.



Kapitel 3

Mathematische Grundlagen

Die spéter vorgestellten numerischen Methoden benutzen die partiellen Ableitun-
gen der Zielfunktion f(P), vgl. (1.2), nach den Parametern P;, j =1,..., K,

of af \"
(22" o)

Dies setzt die Differenzierbarkeit der Funktion beziiglich der Parameter voraus.
Deshalb werden in diesem Kapitel Grundlagen der Stetigkeit und Differenzier-
barkeit der Losung x (¢, P) der ODE (1.1) beztiglich P kurz dargestellt. Ausfiihr-
liche Untersuchungen findet man beispielsweise in [Heu95]. In der Darstellung
lehnt sich das Kapitel jedoch weitestgehend an [De94].

3.1 Anforderungen an die Differentialgleichung

Wir betrachten zunéchst ein gewthnliches Anfangswertproblem

z(t) = ph(t,x) , x(to) = xo, (3.2)

mit stetiger Abb. h : R x R" — R" auf einem offenen Gebiet U C R x R".
B(z,r) € R™ bezeichne die abgeschlossene Kugel mit Radius 7 um den Mit-
telpunkt z. Da U offen ist, gibt es einen Zylinder

ZO = [to — To,to +T0] X B(I‘Q,To) cU.
Da Zy beschrankt ist, existiert ein

M = sup ||b(t,z)|| < oo.
(t,l’)EZQ

Bekanntlich folgt allein schon aus der Stetigkeit und der Beschranktheit der
Funktion h(t,z) die Existenz mindestens einer Losung der ODE (3.2). Eine
gute Darstellung fiir ODEs erster Ordnung findet man in [Heu95]. Wir lassen
hier jedoch den mehrdimensionalen Fall zu und argumentieren analog.

Sei Z = [ty — %,to + %] x B(wg,m0) C Zy, vergleiche Abb. 3.1.
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)(_1A
x2 (tx(1)
77

(t_o';(t_o)) Abblldung 31 Zyllnder ZO
mit  einbeschriebenem  Sicher-
. . Ty g
2 20 heitszylinder Z und T' = 2 fiir

x € R2.

T T T T T :’t
to-T0  toT to tO+T  tO0+TO

Definition 3.1. Man nennt Z einen Sicherheitszylinder fir (3.2), wenn jede
Lésung x : I — R™ des Anfangswertproblems mit I C [to—T,to+T] in B(xg,ro)
eingeschlossen bleibt.

Angenommen, die Lésung = entweicht im Intervall [¢o,to + 1] aus Z. Es sei
7 der erste Moment, fiir den dies auftritt, das heif3t

T =1inf{t € [to, to + T; ||z (t) — zo|| > 70}-

Dann gilt ||z(t) — zo|| < ro fiir t € [to, 7[. Da (t,2(t)) € Z C Zy fur t € [to, 7],
folgt [|z(t)[| = [[b(t, =(£))]| < M und
/ z(u)du
to

also 7 —tg > ro/M. Folglich kann fiir T' < r¢/M keine Losung auf [tg — T, to+ T
aus Z entweichen. Daher ist Z ein Sicherheitszylinder, wenn T' < min(7p, ro/M)
gewiahlt wurde.

ro = ||lz(7) — wo| = < M(1 — 1),

Bemerkung 3.2. Wenn Z C Zy ein Sicherheitszylinder ist, dann erfillt jede
Lésung x von (3.2) mit x : [to — T,to +T] — R™ die Bedingung ||z(t)|| < M,
das heif$t, x besitzt eine Lipschitz-Konstante M.

Die Existenz einer Lipschitz-Konstanten ist gleichbedeutend mit der Ex-
istenz einer eindeutigen Losung von (3.2). Der zugehorige Satz von Picard-
Lindelsf fiir ODEs erster Ordnung mit Beweis ist ebenfalls in [Heu95] aufgefiihrt.

3.2 Parameterabhingige gewo6hnliche Differential-
gleichungen

Die eben getroffenen Aussagen zur Existenz mindestens einer und sogar genau
einer Losung werden im Anschluss auf parameterabhingige ODEs {ibertragen.

3.2.1 Stetigkeit
Betrachten wir nun eine gewthnliche Differentialgleichung

i(t) = h(t,z, P) (t,z,P) e U, U offen (3.3)
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mit Anfangswert z(tg) = . Die Funktion h : U C R x R" x RE — R” sei
stetig auf U. Bezeichne

i(t) = h(t,x, P) (t,x) € Up, (3.4)

die ODE fiir ein festes P € R¥, wobei Up C R x R™ die Punkte beinhaltet, fiir
die (t,z, P) € U gilt. Die Beweise der folgenden Sitze kénnen in Biichern der
Analysis wie [Heu04], [De94] und [Wa02] nachgelesen werden. Sei (to, zo, FPo) €
U fest. Da U ein offenes Gebiet ist, besitzt der Punkt eine kompakte Umgebung

VO = [to — To,to +T0] X B(xo,ro) X B(PQ,OCQ) cU.

Sei M = supy, ||A]|. Dann ist fiir jedes feste T' < min(Tp, ro/M) und fiir jedes
P € B(Py, o)
C= [t() —T,tg —|—T] X B(xo,T()) CcUp

fiir die Losungen von (3.4) ein Sicherheitszylinder. Der Existenzsatz von Cauchy-
Peano-Arzela bedingt dann

Satz 3.3. Die Lésung z(t, P) ist mit vorstehenden Bezeichnungen fir jedes
(t,P) € [to + T,tg — T x B(Py,ap) definiert und besitzt als Wertebereich

B(.%'o,?“o).

Es soll jetzt angenommen werden, dass h einer lokalen Lipschitz-Bedingung
beziiglich x geniigt, das heifft, dass es eine neue Konstante & > 0 gibt, so dass

Ih(t.21. P) = h(t,22, P)]| < kllas ]
erfiillt ist
V(t,P) € [to — T,to + T] x B(Py,a9) und Vai,29 € B(xg,70).

Satz 3.4. Wenn h auf U stetig ist und beziiglich x einer lokalen Lipschitz-
Bedingung geniigt, dann ist die Losung z(t, P) auf [to — T,to + T] x B(Py, )
stetig.

Wenn B(t,x,P) einer lokalen Lipschitz-Bedingung beziiglich P geniigt, so
geniigt x(t, P) auch einer lokalen Lipschitz-Bedingung beziiglich (¢, P).

3.2.2 Differenzierbarkeit

Der Einfachheit halber nehmen wir P € R an.

Satz 3.5. Sei h auf U stetig und habe dort stetige partielle Ableitungen fL;J und
h's. Dann gehirt x(t, P) auf [to—T, to+T] x B(Py, ap) zur Klasse C' der einmal
stetig differenzierbaren Funktionen und besitzt gemischte partielle Ableitungen,

die stetig sind, und es gilt
0 dr 0 Ox

dP 9t ~ dtOP’
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Der Satz lifit sich leicht auf den Fall P € R¥ erweitern. Es geniigt, alle
Variablen P; bis auf eine festzuhalten, um

0 Oz 0 Oz

oP;, 0t 0t 0P,

nachzuweisen.

Satz 3.6. Gehire h zur Klasse C° und besitze partielle Ableitungen ﬁ’m] und

ﬁ;i aus C*. Dann ist die Losung x(t, P) des zu (3.4) gehorenden Anfangswert-
problems aus der Klasse C511,

Beweis. Vgl. [De94]. O

3.3 Differentielle a-priori Sensitivitéitsanalyse

In der Parameterschitzung ist ein wesentlicher Faktor die Sensitivitiat der Ziel-
funktion beziiglich der Parameter. Diese beschreibt, wie sich die Werte der
Zielfunktion bei kleinen Anderungen in den Parametern verhalten. Man erhiilt
dadurch Auskunft, in welchen Gréflenordnungen die Parameter gestort werden
miissen. Ist eine Funktion in einem Parameter sehr sensitiv, erfolgen grofle, ist
sie weniger sensitiv, geringere Zu- bzw. Abnahmen der Funktionswerte. Ins-
besondere kénnen Parameter, fiir die die Zielfunktion nicht sensitiv ist, nicht
aus Messwerten bestimmt werden. Das numerische Verfahren wird in diesem
Fall keine aussagekriftigen Losungen fiir einen derartigen Parameter liefern.

Zur Ermittlung der Parametersensitivititen werden iiblicherweise differen-
tielle Sensitivitatsuntersuchungen oder Monte-Carlo-Simulationen durchgefiihrt.
In dieser Arbeit wird ausschlieflich die erste Methode verwendet, welche die
Sensitivitdt der Zielfunktion mittels der Bestimmung der partiellen Ableitun-
gen bzgl. der Parameter bestimmt. Die Zustandsfunktion geht jedoch in den
Wert der Zielfunktion ein, d.h. ihre Sensitivitdt ist implizit in der Sensitivitit
der Zielfunktion enthalten. Aus diesem Grund werden ebenso die Sensitivitaten
der Zustandsfunktionen mit untersucht. Ist die Zustandsfunktion unempfindlich
gegeniiber Storungen in den Parametern, so iibertrigt sich diese Eigenschaft auf
die Zielfunktion. Der Ablauf der differentiellen Sensitivitdtsuntersuchung stellt
sich wie folgt dar:

Algorithmus 3.7. Differentielle Sensitivititsanalyse
(i) Bestimme den Wert der Zielfunktion fiir normale Parameterwerte.
(ii) Store die zu untersuchenden Parameter um einen bestimmten Betrag A.

(iii) Die Sensitivitit S ergibt sich aus der Anderung der Zielfunktionwerte pro
Auslenkung des Parameters und kann definiert werden als

f(P)—f(P+A)

S¢(P,A) = A .
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(iv) Nach Berechnung der Sensitivititen fir alle Parameter, wird eine Ver-
gleichbarkeit der Einflussgrifsen durch Normierung der Sensitivititen er-
reicht.

In [Wi03] und [Wi06] wird ausfiihrlich die Wahl des zu stérenden Betrages
diskutiert und eine Auslenkung um die Standardabweichung empfohlen. Da
im hier betrachteten Fall keine Standardabweichungen gegeben sind bzw. auch
nicht fiir zu bestimmende Parameter anzugeben sind, wurden nach Ermessen
sinnvolle Werte als Auslenkungen gewihlt. Diese sind bei den jeweiligen Pro-
blemen und entsprechenden Tabellen aufgefiihrt.

3.3.1 Analyse der Differentialgleichung

Wir benutzen im Folgenden die verkiirzte Schreibweise
I’(t,]DZ +APZ) = x(t,Pl,... 7Pi—17pi +APi7Pi+17"' 7PK)

fiir in der i-ten Komponente ausgelenkte Parametervektoren. x(P) beschreibe
den Zustandswert fiir ungestortes P. Die Anderung der Zustandsfunktion ist
dann in erster Ndherung

z(t, P, + AP;) —z(t,P) ~ @(t, P)AP,.
oPp;
Im Wesentlichen entsprechen die Sensitivitdten den Gradienten nach den Pa-
rametern, die im Folgenden zunéchst auf die Zustandsfunktion und anschlieflend
auf die Zielfunktion angewandt werden.
Wir betrachten zunéchst Problem (A) mit der Losung (2.9). Die partielle

Ableitung von x nach P ist

g—;(t, P) = tel. (3.5)
Fiir t > 0 ist (3.5) positiv. Abweichungen AP in P gehen mit dem Faktor (3.5)
exponentiell ein. Die Evolutionsfunktion x(t) der ODE (2.8) ist sensitiv im
Parameter. Numerische Werte sind in Tab. A.1 im Anhang dargestellt. Die

Anderung von z bei Stérung AP ist
z(t, P+ AP) — x(t, P) = ePHAPIE _ Pt — (PEAPE _ 1), (3.6)

Den Faktor ¢ in (3.5) erhélt man bei Division durch AP und Grenzwertiiber-
gang AP — 0 nach Anwendung der Regel von 1’'Hospital.

Auch fiir Problem (B) betrachten wir die analytische Losung (2.15). Fiir
nicht bekannte analytische Losungen kann der Gradient numerisch mittels ein-
seitiger oder zentraler Differenzenquotienten bestimmt werden, wie nachfol-
gend fiir Problem (D) gezeigt wird. Die partiellen Ableitungen in Problem (B)
beziiglich B, Ny und r sind

Ox No(Ng — e ™)
B~ (No+(B— No)e )2’
ox B2e~rt
Ny ~ (No+ (B=Ny)e )2’
o (NoB? — N2B)te

ar — (No+ (B— Ng)e )2
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Hier ist die Schlussfolgerung aus der Ableitung nicht ganz so einfach. Bei
genauerer Betrachtung ergibt sich die nachstehende Abschéitzung. Beurteilt wer-
den soll, welcher Parameter bei gleicher Auslenkung die Funktion am meisten
beeinflusst. Sei dazu ¢t > 0, beliebig aber fest, sowie A > 0 fiir alle Parameter
gleich. Mit den a-priori Annahmen iiber die Gréflenordnungen der Parameter

B > Ny (37)
1>Ny > r (3.8)
ro> 0 (3.9)

gilt:
(i) Wegen (3.7) und Ny > 0 ist
B%* > NyB?* — N2B > 0.

Fiir ¢t > 1, wegen e~ " > 0 fiir alle 7, und wegen des gleichen Nenners ist
somit gezeigt, dass x(t) in r sensitiver ist als in Np.

(ii) Wegen (3.9) gilt

|Ng — e~ "| < 1, also auch Ng|Ng — e~ ™| < Ny,

woraus No(No — e ") < B? folgt. Die Funktion z(t) ist sensitiver in Ny
als in B.

Diese Aussagen spiegeln auch die numerisch ermittelten Werte in Tab. 3.1 wider.
Die Zustandsfunktion weist fiir obige Annahmen und ¢ > 1 die grofite Sensi-
tivitdt in 7 auf. Kleine Anderungen in 7 verursachen gréfiere Anderungen in
x(t). Am wenigsten wirken sich Auslenkungen in B aus. Hier sind gréere AB
notwendig, um z(t) signifikant zu beeinflussen. Bei t < 1 ist der Einfluss von Ny
wie zu erwarten stérker. In B ist x(¢) fiir kleine ¢ fast nicht sensitiv, vgl. Tab. 3.1.

normierte
Zeit | B | No | 7 ZF-Wert | ||x(t, P, + AP;) — z(t, B;)|| | Sensitivitdt | bzgl.
70 ) 0.5 ] 0.05 | 3.9315
5.1 1 0.5 0.05 | 3.9912 0.0597 0.5809 B
) 0.6 | 0.05 | 4.0935 0.1620 1.8670 No
) 0.5 | 0.15 | 4.9988 1.0673 58.8110 r
05 |5 0.5 1 0.05 | 0.5114
5.1 1 0.5 0.05 | 0.5114 3.E-05 0.0099 B
5 0.6 | 0.05 | 0.6133 0.1019 1.0201 Ny
5 0.5 | 0.15 | 0.5348 0.0234 0.2295 r

Tabelle 3.1: Anderungen der Zustandsfunktion x(t) in Problem (B) fiir die Zeiten
t=70>>1undt=0.5<1 bei jeweils gleicher Auslenkung AP; = 0.1 suksessive im
Vergleich.

Einfacher ist die Betrachtung der Sensitivitidten in Problem (C). Fiir das
in A lineare 1 ist die Abweichung bei Stérung um AA
63:1

z1(t, A+ AA) —x1(t, A) = AAC = AA- 8—A(t, P),
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ZF ZF-Wert | ||f(Pi+ A) — f(P)|| | normierte Sensitivitét
f(P) 0.9818

f(A+A) 0.9647 0.0171 1.7349
f(B+A) 0.9942 0.0124 1.2190
F(CH+A) 3.0476 2.0658 1.4315E02
f(D+A4) 0.5684 0.4134 52.4178

Tabelle 3.2: Anderung von f(P) fir Problem (C) mit der Euklidischen Norm und

A = 0.01, sowie numerisch bestimmte Sensitivitit.

analog fiir B. Beziiglich C' verhilt sich die Funktion wie im Problem (A)
21(t,C 4+ AC) — x1(t,C) = APt (At — 1),

analog fiir D. Die Faktoren fiir x5 konnen durch ebensolchen Ansatz bestimmt
werden. Numerische Ergebnisse sind in Tab. A.3 im Anhang dargestellt.
In Problem (D) ist die analytische Losung nicht bekannt. Wir haben

h(z(t), P) = ( —Pi(eo — X1o + 1(t) + 22(t))w1(t) + P3(X10 — 1(t) — 22(1))
’ PQ(XlO — ml(t) — xg(t))
(3.10)

Die Sensitivitéiten werden hier ausschliefSlich fiir die Zielfunktion numerisch be-
stimmt. Tab. A.4 im Anhang zeigt die Ergebnisse bei Stérungen in den Param-
etern P;, P, und Ps.

Die Zustandsfunktionen der Probleme (A)-(D) sind sensitiv in den Parame-
tern. Die Konsequenzen fiir die Losbarkeit der Aufgabenstellungen beschreibt
der néchste Abschnitt.

3.3.2 Die Zielfunktion

Aus der Sensitivitdt der Zustandsfunktionen folgt die Sensitivitit der Zielfunk-
tionen, wenn die Zustdnde an den Zeitpunkten ¢; ausgewertet werden, fiir die
sie sensitiv in den Parametern reagieren. Die Untersuchung der Verinderung
der Zielfunktionen bei Auslenkung in den Parametern erfolgte hier nur noch
numerisch durch die Approximation

of  f(P+AP)— f(P)
oP;, AP,

mit AP, = Pv/e,

wobei € die Maschinengenauigkeit ist. Exemplarisch seien hier in Tab. 3.2 nur
die Ergebnisse fiir Problem (C) dargestellt. Die Tabellen mit den einzelnen Ab-
weichungen fiir Problem (A), (B) und (D) findet der Leser im Anhang, vgl.
Tab. A.1, A.2 und A.4. Dabei konnten keine Unterschiede in der Verwendung
der drei Normen, Euklidische Norm, Tschebyschev- und Betragssummennorm
festgestellt werden. Alle in der Arbeit betrachteten Problemstellungen sind sen-
sitiv in ihren Parametern. Die Bestimmbarkeit der unbekannten Parameter ist
damit theoretisch gewéhrleistet.
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3.4 Steife Differentialgleichungen

Bei der Untersuchung von Problemen aus Naturwissenschaft und Technik treten
in der Praxis haufig steife Differentialgleichungen auf. Diese ODEs beschreiben
Probleme, die zumeist aus sehr unterschiedlichen Komponenten bestehen. Die
Definition dieser Probleme ist schwierig und wird in vielen Lehrbiichern unter-
schiedlich dargestellt. Es heben sich jedoch einige Aussagen deutlich hervor.

Steife Differentialgleichungen werden durch das Verhalten ihrer Losungen
gekennzeichnet, die sich aus sehr unterschiedlichen Anteilen zusammensetzen.
Gut ersichtlich ist das bei linearen Differentialgleichungssystemen

B(t) = Az(t), Ae R,

deren Losung sich als Linearkombination aus Termen der Form 7 exp(&t) zusam-
mensetzt, wobei £ ein Eigenwert der Jacobi-Matrix ist. Sind die Eigenwerte ne-
gativ und im Betrag sehr unterschiedlich, so strebt ein Term sehr viel schneller
gegen Null als der andere.

Des Weiteren teilt sich die Zeitachse bei den Losungen der ODEs in einen
schnell verdnderlichen Zeitabschnitt, die transiente Phase, und einen sich sehr
langsam adndernden lingeren Abschnitt.

Zunichst will ich aber eine formale Definition fiir die Eigenschaft Steifheit
bei linearen Differentialgleichungen aus [HRS97| geben.

Definition 3.8. Gegeben sei ein lineares autonomes Differentialgleichungssys-
tem

z(t) = A - x(t).
Das Differentialgleichungssystem heifst steif, wenn die negativen Realteile der
Eigenwerte der Matriz 24 betragsmdflig sehr unterschiedlich sind. Als Maf der
Steifheit des Systems eignet sich somit der Quotient des betragsmdfig grifsten

negativen Realteils der Figenwerte & und des betragsmdjig kleinsten negativen
Realteils der Eigenwerte &,

w wird Steifigkeitsquotient genannt.

In unserer Aufgabenstellung befassen wir uns ausschlieflich mit autonomen
Differentialgleichungen, bei denen die Matrix 2f von den zu bestimmenden Pa-
rametern abhingt, A(P) € R™*".

In einer fiir uns niitzlichen Variante definieren wir also:

Definition 3.9. Das lineare parameterabhingige Differentialgleichungssystem
@(t) = A(P)z(t) heift steif fir die Parameterkonstellation P, wenn die nega-
tiven Eigenwerte der Matriz A(P) sehr unterschiedlich sind.

Beispiel 3.10. Wir betrachten Problem (C) mit dem Parametertupel (A, B, C, D) =
(3, 3, =1, —100). Das Differentialgleichungssystem lautet

<§;>:<—?00 —1101><§;>’ <2§8§>=<_§03>. (3.12)
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t |0 0.01 0.1 1
z1(t) 6 4.0737  2.7146 1.1036
3-exp(—t) |3 29701  2.7145 1.1036

3-exp(—100¢) | 3 1.1036 1.3620e —04 1.1160e — 43

Tabelle 3.3: Erster und zweiter Summand der Komponente x1(t) der Zustandsfunktion
aus Bsp. 3.10.

6

5 3*exp(-t)
S 3*exp(-100*t) .
sS4 3*exp(-t)+3*exp(~100°1) | Abbildung 3.2: Zu sehen
‘§ sind der oben beschriebene
9 schnell verdnderliche  Ab-
§ schnitt bis t < 0.1 und ein
N L langsamer verdnderlicher

Abschnitt ab t = 0.1 fir die
S 02 02 0% 03 .  Losung (3.13) der steifen
Zeitt ODFE (5.12).

Die Matriz A hat die beiden negativen Figenwerte —1 und —100. Der Steifigkeits-
quotient der Matriz fiir diese Parameterkonstellation ist sehr grofS, ndamlich
w = 100. Die Differentialgleichung ist fir die Parameter (A, B, C, D) =
(3, 3, —1, —100) steif. In der Losung der Differentialgleichung

z1(t) = 3exp(—t)+ 3exp(—100t) (3.13)
x9(t) = —3exp(—t)— 300exp(—100t) (3.14)

findet sich das oben beschriebene Verhalten wieder, dass sich die Lisung aus sehr
unterschiedlichen Teilen zusammen setzt, vgl. dazu Tab. 3.3. Die beiden Kom-
ponenten der Zustandsvariablen x1(t) dndern sich sehr unterschiedlich schnell.
Wihrend 3 - exp(—t) nur langsam abfillt, trigt 3 -exp(—100t) schon fiirt = 0.1
nichts mehr wesentlich zur Summe von x1(t) bei. In Abb. 3.2 sind die aktive
und transiente Phase ersichtlich.

Dass das Differentialgleichungssystem jedoch nicht fiir alle Parametertupel
steif ist, zeigt Abb. 3.3 fiir die Parameter (3, 2, —1, —2) und das resultierende

3*exp(-t)
é ar 2*exp(—2*t)
§ 3 3*exp(—t)+2*exp(—2*t)<
5° | Abbildung 3.3: Bei der
Rl {1 Lisung (3.16) der nicht-
steifen  ODE  (8.15) ist
0O 012 0‘_4 016 018 1 kein schnell wverdnderlicher

Zeit t Abschnitt auszumachen.



26 Mathematische Grundlagen

Differentialgleichungssystem

() -( % 2)(2) (29)-(2),  ew
mit der Losung

xz1(t) = 3exp(—t)+ 2exp(—2t), (3.16)
x2(t) = —3exp(—t)— 4dexp(—2t). (3.17)

In nichtlinearen ODE-Systemen versucht man, die Steifheit mit Hilfe einer
Linearsierung zu erfassen und betrachtet die Approximation
. Oh
&= h(zx+ Az, P) = h(z,P) + . (z, P)Az (3.18)
x
mit (%) € R™". Gl. (3.18) kann als neue in Az lineare ODE mit Inhomogeni-
tat h(x, P) aufgefasst werden. Somit ist Def. 3.9 anwendbar mit 2A(P) = (%)
J
und 4,7 = 1,...,n. Fir in den Zustéinden nichtlineare Systeme wie in Pro-
blem (D) definieren wir also analog:

Definition 3.11. Ein System wird an einer Stelle (Z, P) steif genannt, wenn
die Jacobi-Matrixz J = g—g(f, P) Realteile &1, . . ., &, k < n, negativer Eigenwerte
besitzt, so dass

~ in |&]. 3.19
max || >> min [&] (3.19)

Parameter | P = (1000, 8000, 28000) | P = (5500, 1000, 23000)

«a -3.6486E04 -2.6671E04
Ié; 1.3312E09 7.1132E08
& -0.0156E00 -0.0146E00
& -7.2971E04 -5.3341E04

Tabelle 3.4: FEigenwerte von Problem (D) fiir zwei verschiedene Parameterkonstella-
tionen P bei t = 0.

Nach Def. 3.11 ist Problem (D) fiir bestimmte Parameterkonstellationen
P und gewisse Zeitpunkte ¢ steif, wie aus Tab. 3.4 entnommen werden kann.
Dort wurden die Eigenwerte der Jacobi-Matrix fiir die in [Schr06] ermittelten
Parameterquadrupel und den Zeitpunkt ¢ = 0 berechnet. Es ist

J(z, P) = ( ~Haleo = Xo +E§§2(t) Feal) = h _Plxi(]tgl — B > . (3.20)

Die Eigenwerte von (3.20) an der Stelle ¢ = 0, d.h. (z1(0),z2(0)) = (X10,0)
sind

§12 = %(Oé +/)
mit
a = —P(Xio+e)—P— P (3.21)
B = (Pu(X1w0+eo) + Po+ P3)* — 4P Pyeq. (3.22)
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Aus den betragsméflig sehr unterschiedlichen negativen Eigenwerten der Jacobi-
Matrix von Problem (D) zum Zeitpunkt ¢ = 0 kann auf Steifheit des Problems
geschlossen werden.

Wie unzureichend die oberen Definitionen 3.8 und 3.9 sind, zeigt die An-
wendung auf Problem (C). Die ODE des physikalisch-optischen Problems in
Abschnitt 2.3 ist linear in den Zustéinden. Allerdings ist die dem numerischen
Verhalten nach zu urteilen steife ODE fiir die Parameterkonstellation

A= -7 (3.23)
B= 4 (3.24)
C=-02 (3.25)
D =—0.7 (3.26)

nach obiger Definition nicht steif. Die Zustandsfunktionen z (t) und z2(t) zeigen
den in Abb. 3.4 dargestellten Verlauf. Nach Konstruktion der ODE sind C' =
—0.2 und D = —0.7 die Eigenwerte der Matrix A. Thr Quotient hat den Wert
u = 3.5. Nach Def. 3.8 und 3.9 ist die ODE nicht steif, zeigt jedoch den
geschilderten Charakter einer schnell verdnderlichen, transienten Phase und
daran anschlieffend einen langsam verdnderlichen Abschnitt. Die in einigen

1
g ON
s
% -1f O
= (0 Abbildung 3.4: Bei der
T _o| 2 .
g 2 Lsg. des Problems (C) fir
2l die Parameter (3.23)-(3.26)
ist ein schnell verdnderlicher
45 s 100 50 Abschnitt ersichtlich, welcher
Zeit t steife ODEs charakterisiert.

Lehrbiichern verwendete Def. 3.8 ist also genau genommen nicht ausreichend
zur Charakterisierung steifer Differentialgleichungssysteme und Anfangswert-
probleme. Es gibt Beispiele, deren Steifheit nicht auf einem betragsméfig grofien
Eigenwert beruht, sondern auf einem extrem langen Integrationsintervall, vgl.
[HW96], Seite 151. Dies trifft auch fiir unser Problem (C) zu, wie der vergrofierte
Ausschnitt 3.5 von Abb. 3.4 zeigt.

Abbildung 3.5: Bei der Lsg.
des Problems (C) fir die
Parameter (8.28)-(3.26) ist
ein  schnell wverdnderlicher
Abschnitt nicht ersichtlich,
wenn die Integration der
0 s 5 s 20 ODE lediglich tber ein sehr
Zeit t kleines Intervall erfolgt.

Zustandsfunktionen

Wir haben gesehen, dass fiir unterschiedliche Parameterkonstellationen ein
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Problem mehr oder weniger steif sein kann. Ein Differentialgleichungssystem
ist nicht per se steif. Es hiangt bei unseren Anforderungen maflgeblich von der
Parameterzusammenstellung ab. Die Parameterwahl ist im Vorfeld der Auf-
gabenstellung jedoch nicht immer ersichtlich. Es ist angebracht, numerische
Differentialgleichungsloser fiir steife Differentialgleichungen zu verwenden. Diese
sogenannten steifen Integratoren werden deshalb im néchsten Abschnitt einge-
hender betrachtet.

3.4.1 Integratoren

Die Eigenschaft der Steifheit von Differentialgleichungen wirkt sich auf das
Verhalten der Zustandsgleichung bei der numerischen Losung aus. Explizite
Integrationsverfahren miissen hier in den schnell veréinderlichen Phasen mit
sehr kleinen Schrittweiten arbeiten, um die geforderte Genauigkeit zu erfiillen.
Die aufwendigeren impliziten Verfahren kénnen hier von Vorteil sein, wenn sie
eine Schrittweitensteuerung umsetzen. In schnell verdnderlichen Phasen werden
kleine Schrittweiten, in sich nur langsam &ndernden Phasen gréflere Schrittwei-
ten zugelassen.

Steife Probleme sind also besser mit aufwendigeren impliziten Verfahren
zu 16sen, in denen die Schrittweite steuerbar ist. Die Schrittweite wird dann
je nach Steifheit der Differentialgleichung in einer Umgebung klein oder etwas
grofer gewihlt. Dazu ist eine Detektion der Steifheit erforderlich. Zwei Ver-
fahren bieten sich dazu an. Zum einen kann das Produkt aus der Schrittweite
und dem dominantesten Eigenwert und seine Nidhe zum Stabilitdtsbereich eines
Verfahrens Aufschluss geben. Zum anderen ist eine direkte Schétzung der Eigen-
werte der Jacobi-Matrix des Systems niitzlich.

In den MATLAB-Programmen werden die steifen Integratoren odelss und
ode23tb verwendet. odel5s verwendet Formeln variabler Ordnung aus den nu-
merischen Differentiationsformeln, wahlweise aus BDF, und erfiillt hohe Genauig-
keitsanforderungen. In ode23tb ist hingegen ein implizites Runge-Kutta-Verfah-
ren umgesetzt worden. Hat man geringere Genauigkeitsanforderungen ist es
effizienter als odelbs. Bei hohen Genauigkeitsanforderungen ist es jedoch unge-
eignet, vgl. [MAT].



Kapitel 4

Parameterbestimmung mittels
LOsung von
Gleichungssystemen und
linearer
Optimierungsaufgaben

Dieses Kapitel untersucht die Moglichkeit, die Aufgabenstellung mit Eukli-
discher, Betragssummen- und Tschebyschev-Norm mittels Losung von Glei-
chungssystemen und Optimierungsaufgaben anzugehen. Dabei erfolgt im ersten
Abschnitt die Anwendung von Normalengleichungen auf Probleme, die durch
Linearisierung von in Parametern nichtlinearen Zustandsfunktionen entstehen.
Im zweiten Abschnitt wird die Umsetzung der Tschebyschev- und Betragssum-
mennorm als lineare Optimierungsaufgabe betrachtet. Abschliefend wird die in
der Arbeit verfolgte Strategie zur Bestimmung von Startparametern erklirt.

4.1 Aufgaben mit Euklidischer Norm

Eine in der Anwendung einfache Herangehensweise zur Parameterbestimmung
in Problemen mit in den unbekannten Parametern linearen Funktionen ist die
Berechnung mittels Normalengleichungen. Bei dieser Form der Ausgleichsrech-
nung wird aus der Forderung, dass die Funktionswerte x(t;) mit den Mess-
werten m; zu den Zeitpunkten ¢; iibereinstimmen durch Multiplikation mit der
transponierten Matrix ein lineares Gleichungssystem erzeugt. Diese auch als
Methode der kleinsten Quadrate bekannte Methode soll im Folgenden auch auf
die in Parametern nichtlinearen Funktionen angewandt werden. Dazu gehen wir
wie folgt vor:

Wir linearisieren die Zustandsfunktion z(¢) durch Taylorapproximation er-
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ster Ordnung

x(t; P) =~ Z(t; P) := z(t; PO)—i—aa—;l(t; PY)(P,—PY)+.. —|—68T(t P%(Pg—PY)
(4.1)

im Parameter P um einen festen Parameterstartpunkt P°. Man erhilt die Op-
timierungsaufgabe: Minimiere

FO(P) = II(a(ts; P°) mﬂrz tuPO Pi—P))y 3 (42)

Im Fall der Euklidischen Norm handelt es sich um die ndherungsweise Aus-
gleichsaufgabe der Form
min [/ AP — B[}

mit
8P1 (tlaPO) a?gK(tl;PO) mq —x(tl;P)
o = : : , b= : ,
%(tM;PO) a(33”;(1?1\4;P0) mpyr — x(tar; P)
(4.3)
und
AP = (P —PY,...,Px — PY)T. (4.4)
Sie kann bekanntermaflen mit Hilfe der Normalengleichungen
AT AP = a7 Th (4.5)

gelost werden.

Satz 4.1. Das lineare Ausgleichsproblem
m}in |/ AP — bl|2

besitzt mindestens eine Losung AP*. Das Residuum r := o/ AP* — b ist ein-
deutig bestimmt und geniigt der Gleichung «/Tr = 0. Jede Losung AP* ist auch
Lésung der Normalengleichungen und umgekehrt.

Beweis. Den Beweis dieser bekannten Aussage findet man zum Beispiel in
[St05]. O

Aus der Losung AP wird dann die nichste Ndherung P = P? + AP be-
stimmt, um die eine neue Taylorapproximation durchgefiihrt wird. Dabei ist die
Matrix f in jeder Iteration ¢ mit P* neu zu berechnen.

Der Algorithmus ist wie folgt:

Algorithmus 4.2. [teratives Lineares Ausgleichsproblem
(i) Ermittle gute Startniherung P°.

(ii) Solange Abbruchkriterium nicht erfillt ist:
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(a) Lose die Normalengleichungen o/7 .o/ AP = o/ Tb.
(b) Bestimme neue Niherung P*T1 = P* + AP.
(c) Setze P* = P**1. Gehe zu (ii).

Als Abbruchbedingung im Alg. 4.2 dienen die nachstehenden Bedingungen:

e |[Pt! — P'|| < ep. Die normierte Anderung in den Parametern muss
einem Mindestwert entsprechen.

e ; < MaxlIt. Dabei handelt es sich um die Angabe einer maximalen Itera-
tionszahl.

e |/ AP — b|| < ep. Ein hinreichend guter Parametervektor wurde gefun-
den.

Die Darstellung der Normalengleichungen wird etwas umfassender bei Be-
riicksichtigung von z(t;; P) € R™ in Aufgabe (0). Fiir n = 1 ist </ bereits eine
Matrix, vgl. (4.3). Fiir n > 1 ist o/ ein Tensor der Dimension n x M x K, b eine
Matrix n x M. Sei fir n > 1 die Funktion ¢(&1,...,&) fir & >0i=1,..., M,
reell mit

(&, €m) >0 fir &+ .+ &y >0, (4.6)

Fiir die Euklidische Norm || - ||2 im R™ gelte

2

(€1 bar) = SN &2, ||xuzs=<§jx%> . VXER'.  (48)
i=1

Das gesuchte P* ist Losung der Optimierungsaufgabe: Minimiere iiber P

ol z(tr, P) —maq 2, | (tar, P) — mar [[2). (4.9)

Die Methode der kleinsten Quadrate (4.8) kann im Falle einer beziiglich P
affinen Funktion
z(t; P) = go(t) + G(t) - P (4.10)
praktisch geldst werden, indem man die notwendige Bedingung eines Extremums
benutzt, dass die erste Ableitung der Funktion ¢ in P verschwinden muss.
n n
o1, €0r) = Z (zi(t1, P) — mi1)2 + ...+ Z (zitar, P) — muu)2 (4.11)
i=1 i=1
Op 1
or,
Falls x(t, P) beziiglich P nicht affin ist, kann man ein Quasi-Newton-Verfahren
anwenden. Sei P° irgendeine bekannte Néherung. Unter giinstigen Umstéinden
gilt (4.1) mit || P — PY ||<< 1 und fiihrt wie oben zur niiherungsweisen Aus-
gleichsaufgabe: Minimiere {iber P

0 fir i=1,.., K (4.12)

el Z(tr, P) —ma ll2, .. [| #(tar, P) = mar [|2)
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mit zugehoriger Minimumstelle P*. Wir fithren die folgende verkiirzte Schreib-
weise ein:

i(tj;; P)—mj = x(t;; P°) —m; ti; PYAP =: X; + G(t;) AP (4.13)

O
+ 55
— | x|+ @) | ar | (4.14)

Die Ermittlung von P* beziehungsweise AP = P* — P? erfolgt im Fall von (4.8)
M
. . 2
min - ¢(AP) := Z | X5+ G(t;) - AP |l

wie folgt: Sei h ein beliebiger Vektor (wie AP), € eine reelle Zahl. Dann gilt fiir
eine Minimumstelle von ¢

O(AP) < ¢(AP +€-h) Ve, Vh
Daher ist fiir alle € und alle h

d6(AP +¢-h
%!Eo = 2. Z ‘b, X; + G(t)) - AP)

— hZGT (X; +G(t;) - AP)) =
= Z(G( j)h X +G(t;)- AP) =0 Vh

= ZGT )(X; +G(t;) - AP) =

= ZGT(tj)G(tj) -AP:ZGT(t]) X
J J

Satz 4.1 erlaubt eine Iteration wie in Algorithmus 4.2.

Der Algorithmus hat den Nachteil, dass er nur fiir im Sinne der Taylor-
approximation gute Startndherungen die Losung P* approximiert. Diese sind
jedoch nicht immer gegeben. Ein erster Startparametervektor Py kann durch
Losung eines Gleichungssystems ermittelt werden, welches aus K Gleichungen
mit eingesetzten Messstellen und deren Messwerten besteht

x(tiup) = My,

(4.15)
CE(tiK,P) = miK,

mit i; € {1,...,M}. Wir werden auf die Ermittlung von Startnéherungen in
Abschn. 4.3 noch im Detail eingehen. Numerische Ergebnisse dieser Anwendung
findet man in Abschn. 4.4

Der Algorithmus ist in dieser Form nicht fiir die Betragssummen- und
Tschebyschev-Norm anwendbar. Ein Verfahren, welches auch diese beiden Nor-
men zulésst, wird im nichsten Abschnitt beschrieben.
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4.2 Tschebyschev- und Betragssummennorm mittels

Optimierung
Seien o, || - || jeweils fiir Tschebyschev- und Betragssummennorm
@(51,"'551\4) max 5‘7’ H X ||_ max | Xi |? (416)

=1,...M =1,...,n
(€1, s Err) = Z@, =31l (4.17)
=1

(4.16) und (4.17) fihren unter gleichen Bedingungen wie in (4.12), den notwendi-
gen Optimalitdtsbedingungen erster Ordnung, zu linearen Optimierungsauf-

gaben.
Die Verwendung der Tschebychev-Norm liefert die Optimierungsaufgabe
K
i AP) := X; AP | . 4.1
mip  G(AP) = max  max | X I;Gm % | (4.18)

Sei AP, eine obere Schranke fiir die | X;; — S35, Gix(t;) - APy |, also auch fiir
+(Xi; — Zle Gik(tj) - APy). Diese obere Schranke zu minimieren, bedeutet
(4.18) zu minimieren. Die Aufgabe lautet:

Minimiere H(APy, APy, ..., APg) = AP, (4.19)
u. d. N. AP, + Z Gik(t]’) AP, > Xij
APy —ZGik(tj)‘APk > —Xij

Vi=1,...,n,¥j=1,..., M.

Wenn (APy, AP, ..., APk) eine Losung von (4.19) ist, ist AP = (APy,...,APyg)
die Minimumstelle von ¢ und Py der Minimalwert. Wie vorher ist dann P* =
P + AP die Losung der niherungsweisen Ausgleichsaufgabe.

Fiir die [;-Norm ergibt sich folgendes: Die linearisierte Optimierungsaufgabe

min ¢(AP) ZZ]X” ZGM - AP (4.20)

7=11i=1

fithrt bei Einfithrung von M zusétzlichen Variablen APy, ..., APy, welche
obere Schranken fiir |X;; — S_r_ | Gir(t;) - APy bilden, ebenfalls zu einer neuen
Optimierungsaufgabe mit zusétzlichen Parametern und zusétzlichen Unglei-
chungsnebenbedingungen. Gelte fiir alle j =1,..., M,

K
APOJ‘ > ‘XZJ _ZGik(tj) AP]J, Vi= 1,...,7”[,, (421)
k=1
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was gleichbedeutend ist mit

K
Apoj + Z G- AP, > Xija (422)
k=1
K
Apoj - ZGZk APk > _Xija Vi= 1,...,7”[,, (423)
k=1
so ist
n K
1=1 k=1

Die urspriingliche Optimierungsaufgabe (4.20) kann also ersetzt werden durch:

M
MMMWB¢@%UHA%MAHWWA%):§)ﬂ%jM%)

j=1
u. d. N. APQJ‘ + 2521 Gik(t]‘) - AP, > Xij
APy — Y iy Gi(t;) - AP > =X

Vi=1,....n,Vj=1,..., M,

wobei der Faktor n in der Zielfunktion weggelassen werden kann.

Wenn (AP, ...,APy, APy, ..., APk) eine Losung von (4.25) ist, ist AP =
(APy,...,APg) die Minimumstelle von ¢ und Z]M:1 Py; der Minimalwert. Wie
vorher ist dann P* = P + AP die Losung der niherungsweisen Ausgleichsauf-
gabe.

Der Aufwand zur Lésung der Optimierungsprobleme fiir die l- und die ;-
Norm in einem Iterationsschritt kann anhand der zu lésenden Anfangswertprob-
leme abgeschétzt werden. Dabei sind in jedem Optimierungsschritt fir n = 1
bei der Tschebyschev-Norm (K + 1)(K+2), und bei der Betragssummennorm

2

K 4+ 1 Anfangswertprobleme zu lésen, um die partiellen Ableitungen g—é flir
k = 1,..., K, bereitzustellen, vgl. [ScSc07]. Dieser Aufwand erhoht sich bei
n > 1 um den Faktor n, da es sich in diesem Fall bei den Anfangswertproble-

men um ODE-Systeme handelt.

4.3 Zur Wahl des Parameterstartwertes

Zur Losung der Aufgabe (0) wurden in den vorhergehenden Kapiteln bereits
zwei Algorithmen besprochen. Diese Methoden benétigen einen moglichst guten
Parameterstartwert. Nur wenn der Startwert nahe genug an der Losung ist,
konvergieren die numerischen Verfahren. In [Schr06] wurde zur Emittlung eines
Startparameters auf einer Gitterstruktur nach geeigneten Parametervektoren
gesucht. Eine andere Variante ist die Wahl einer Anzahl von Messwerten mittels
Ausdiinnen. Mit Hilfe der Messwerte wird ein Parameterstartwert durch Losung
des anschliefend aufgestellten Gleichungssystems erzeugt.
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4.3.1 Swuche in Gitterstrukturen

Einem Muster folgend werden verschiedene Parametertupel gewédhlt und hin-
sichtlich des Wertes ihrer Zielfunktion untersucht. Dies kann entweder geordnet
nach einer festen Struktur, zumeist in einem Gitter, oder durch Generierung
von Zufallszahlen erreicht werden. Besonders im Fall von wenigen Parametern
kann man sich so schnell einen Uberblick iiber geeignete Startwerte verschaffen.

Die Suche nach einem Startparametertupel ist im Fall von Problemen mit
nur zwei Parametern sehr iibersichtlich, da es sich anschaulich um die Kontur
der Zielfunktion im R?® handelt. Ausgehend von einer Anzahl von Parameter-
tupeln mit niedrigem Funktionswert werden anschlieBend weitere numerische
Optimierungsverfahren angewendet. Im Fall von mehr als zwei Parametern und
je nach Feinheit des Gitters kann die Anzahl der Rechnungen aber explosionsar-
tig ansteigen. Beispielsweise sind im enzymkinetischen Modell nur 3 Parame-
ter, die Reaktionskonstanten P, P, und Pj, zu bestimmen. L4t man aber pro
Parameter 1000 Parameterpunkte zu, so hat man bereits fiir 10° Gitterpunk-
te beziehungsweise Parametertripel die Differentialgleichung zu 16sen und die
Abweichung zu den Messwerten zu bestimmen. Fiir Probleme mit grofier Pa-
rameteranzahl sowie kleiner Gitterweiten empfiehlt sich daher die Verwendung
von Parallelrechnern.

4.3.2 Ausdiinnen

Wir betrachten zunéchst den Fall, dass z(¢) als Funktion, und nicht in Form
einer Differentialgleichung, vorliegt. Die Anzahl der zu approximierenden Pa-
rameter sei K, d. h. P = (Py,...,Pg). Es kénnen dann K Messzeiten mit
zugehorigen Messwerten in die gegebene Gleichung eingesetzt werden. Die Losung
P= (]51, . ,]5K) des so entstandenen Gleichungssystem

CE(til,P) = My,

x(tiK;P):ml-K ijE{l,...,M},\V/jzl,...,K

soll dann als Startparametertupel dienen. Im Allgemeinen gilt jedoch M >> K,
es sind viel mehr Messpunkte als Parameter gegeben, und es ist zu iiberdenken,
wie man die Messpunkte geschickt wéhlt, um die Losbarkeit des Gleichungssys-
tems zu gewéhrleisten, sowie eine gute Startndherung der Parameter zu erhal-
ten. Das nicht in jedem Fall eine brauchbare Anfangsndherung erhalten wird,
zeigt das folgende Beispiel:

Beispiel 4.3. Wir betrachten das Problem (B) in Abhdngigkeit von drei Param-
etern und wdhlen zur Berechnung einer Startndiherung die ersten drei Messwerte

Zeit t; | 144 16 2838
|

Messwert m; | 1.2 1.02 1.68

Dann erhalten wir als Losung des nichtlinearen Gleichungssystems mittels
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der MATLA B-Routine fsolve das Parametertripel

B = 1.049809251722504,
No = —0.000020309069588,
r = 0.693719839706546.

Diese Losung ist als Startparametertripel jedoch gdnzlich ungeeignet, da eine
negative Ausgangskonzentration von Hefe weder zuldssig noch biologisch sinnvoll
15t.

Die Wahl der K Messwerte trigt also entscheidend zum Erhalt einer guten
Anfangsnéherung der Parameter bei. Die im folgenden Abschnitt kurz beschriebe-
nen Ausdiinnungsalgorithmen werden ausfiihrlich in [IsO1] und [Is02] behandelt.

Univariates Ausdiinnen

Gegeben sei ein Intervall [a, b] und eine Folge T = (¢1,...,ty) von Punkten in
[a, b] mit
a=t1 <ta<...<tpyr=b,

fiir die fiir eine unbekannte Funktion z : [a,b] — R Messwerte myq,...,mps
gegeben sind. Wir nehmen an, es gelte x(t;) = m; fir ¢ = 1,..., M. Fiir jedes
n, K <mn < M suchen wir eine Teilmenge S = (s1, ..., s,) von T so, dass

a=t1281<82<...<8n=t]\/[:b,

und so, dass der stiickweise lineare Interpolant L(x, S) zu den Daten {(s, z(s)) :
s € S} dicht zu den Daten {(¢,x(t)) : t € T'} ist in dem Sinne, dass der Fehler

E(S;T;m) = max |L(x,S)(t;) — my|

t, €T

relativ klein ist zu Fehlern korrespondierend zu anderen Teilmengen von 7" mit
Kardinalitdt n. Der Autor nimmt davon Abstand, die Punkte ¢; und ¢js zu
entfernen, um zu gewihrleisten, dass E(S;T;m) wohldefiniert ist.

Definition 4.4. Fin Punkt s; € S, 1 < i < n ist entfernbar, wenn

e(si) = j_nin e(sg)-

Die Ausdiinnung wird folgendermaflen umgesetzt:
Algorithmus 4.5. Ausdinnung
(i) Setze Tpy =T

(ii) Firi=M,M —1,...,K + 1: Ermittle einen entfernbaren Punktt in T;
und setzte T,_1 =T; \ t.
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Wir erhalten als Ergebnis eine hierarchische Folge von Teilmengen von T,
maximal im Fall K = 2 bis zu

a,b=T,CcIT3C...CTy="1T.

In [Is01] werden verschiedene erwartete-Fehler-Mafe vorgestellt, die unterschiedlich
die Dichte der Punkte und die Werte an den unterschiedlichen Punkten fiir
ihr Mafl gewichten. Wir beschrinken uns hier lediglich auf die drei folgenden
Ansiitze.

(i) Nicht-adaptives Ausdiinnen
6(82‘, S) = (SZ' - Si—l)(si—f—l - Si).

Die Wegnahme eines Punktes beruht nur auf der Dichte der Punkte in S
und ist unabhéngig von den Messwerten m.

(ii) Adaptives Ausdiinnen 2
e(si, S) = [L(z, {si-1, si41})(s1) — mal.

Der erwartete Fehler hingt vom Funktionswert ab. L(z, S) ist die stiickweise
lineare Interpolierende zu den Daten {(s,z(s)) : s € S}.

(iii) Adaptives Ausdiinnen 1

e(si, S) = e |L(x, {si-1,si41})(t;) — my].

Der erwartete Fehler beriicksichtigt zusétzlich zu s; bereits entfernte Punk-
teteT,tgS.

Es sollen noch zwei theoretische Aspekte beleuchtet werden:

Bemerkung 4.6. Fir jedes i € 2,...n—1, und t € [s;_1,8;41) N T st der
Fehler bei der linearen Interpolation zwischen s;—1 und s;4+1 gegeben durch

Lz, {si-1,5i41}) () —=m(t) = (t = si—1)(sit1 — Dx[si—1, 1, sita],

wobei xla,b, c] den gewdhnlichen zweiten Differenzenquotienten der Funktion x
auf der Abszisse a, b, ¢ bezeichnet.

Satz 4.7. Ist © ein quadratisches Polynom, dann sind die adaptiven Algorith-
men AT1 und AT2 nicht-adaptiv. Ein Punkt s; € S ist genau dann entfernbar,
wenn

max t—58;-1)(S;4.1 —t) = min max s—ti_1)(tiz1 — S
te[si+1,si_1]ﬁT( i—1)(Si41 — 1) 1<j<nte[sﬂ_ﬁsj_mT( j—1)(tj41 — 5)

in AT1 gilt, und
(8i = si—1)(Si41 — 8i) = min (sj — sj-1)(sj11 — 55)

1<j<n

mn AT2 ist.
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Beweis: Der gewohnliche zweite Differenzenquotient x[a, b, ¢] ist fiir alle a,
b, ¢ eine Konstante. Die zu erwartenden Fehler e(s;) kénnen nach Skalierung
auf

max  (t —s;—1)(si+1 —t) und
t€[8i+1,si,1]ﬂT

(5i — 5i—1)(8i41 — 54)

reduziert werden.

4.4 Ausgewihlte numerische Ergebnisse

4.4.1 Ergebnisse Iterative Lineare Ausgleichsprobleme

In diesem Abschnitt sind Ergebnisse dargestellt, welche durch iteratives Losen
linearer Ausgleichsprobleme erhalten wurden. Es sei an die Argumentation erin-
nert, dass Aufgaben mit Funktionen z(t) linear in den Parametern fiir die Euk-
lidische Norm unter anderem mit Normalengleichungen gelést werden konnen.
Der nichtlineare Fall wird hier in den Parametern linearisiert und kann dann
ebenso mit Normalengleichungen gelést werden. Iterativ wird dann der Param-
etervektor, um den die Zustandsfunktion linear approximiert wurde, verbessert.

Problem (A)

Wir betrachten zunichst Problem (A), welches im Programm Abschn. C.1
umgesetzt ist. Fiir dieses akademische Beispiel mit nur einem Parameter wur-
den mit diesem Algorithmus ganz passable Ergebnisse erhalten, vgl. Tab. A.5
im Anhang. Auch fiir verhéltnisméflig weit vom optimalen Wert entfernte Para-
meterstartwerte wurde der optimale Parameter gefunden. Dabei ist die Anzahl
der Iterationen fiir grofler geschéitzte Startwerte sehr viel geringer als fiir klein-
er gewahlte, welche noch nach einer vertretbaren Anzahl an Durchlaufen gegen
den optimalen Parameter konvergieren.

Problem (B)
Mit der ersten Nitherung (B°, N{,7°) = (6.00595, 0.77812, 0.03593) erhiilt man

(BY, Ng, v1)T = (5.64788, 0.512354, 0.0500326).

(Zum Erhalt einer ersten Néherung sei der Leser auf den folgenden Abschn. 4.4.3
verwiesen.) Die oben beschriebene Vorgehensweise wurde im Programm C.1
umgesetzt mit einem Schleifendurchlauf von 20. Tabelle 4.1 enthélt die Ergeb-
nisse fiir das Problem (B) mit der Euklidischen Norm. Abb. 4.1 zeigt die nach 20
Iterationen ermittelte Losung im Vergleich zur in[EK05] angegebenen Losung.
Bei der Auswertung der Iterativen Ausgleichsprobleme im MATLAB-Programm
ergaben sich Schwierigkeiten, welche hier kurz erldutert werden sollen.

Startnaeherung P = (6.000000 , 0.500000 , 0.060000)
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Durchlauf | Parameter B | Parameter Ny | Parameter r
0 6.00594997 0.778119981 0.0359300002
1 5.64785957 0.512335539 0.050033126
2 5.95461893 0.550666749 0.0491292514
3 5.95002508 0.548374474 0.0493489541
4 5.95135975 0.549008131 0.0493036918
5 5.95111227 0.548891187 0.0493122675
6 5.95115948 0.548913598 0.0493106358
7 5.95115042 0.548909426 0.049310945
8 5.95115232 0.548910201 0.0493108816
9 5.95115185 0.548910022 0.0493108965
10 5.95115185 0.548910081 0.0493108928
11 5.95115185 0.548910081 0.0493108891
12 5.95115185 0.548910081 0.0493108965
13 5.95115185 0.548910081 0.0493108928
14 5.95115185 0.548910081 0.0493108891
15 5.95115185 0.548910081 0.0493108965
16 5.95115185 0.548910081 0.0493108928
17 5.95115185 0.548910081 0.0493108891
18 5.95115185 0.548910081 0.0493108965
19 5.95115185 0.548910081 0.0493108928
20 5.95115185 0.548910081 0.0493108891

Tabelle 4.1: Ergebnisse der Euklidischen Norm mittels Ausgleichsrechnung fiir Prob-
lem (B).

P(1)= P(2)= P(3)= n= ZF =
5.9272 0.1291 0.0525 1 0.4142
5.2894 -0.2694 0.0907 2 0.3657

Warning: Failure at t=3.319900e+01. Unable to meet integration
tolerances without reducing the step size below the smallest value
allowed (1.136868e-13) at time t. Attempting to evaluate the
solution outside the interval [0.000000e+00, 3.319900e+01] where
it is defined.

Error in ==> xintP1DeltaP=deval(soll,t);

Das Problem hat Definitionsliicken. Der Nenner darf nicht Null werden. Bei
der obigen Parameterkonstellation wird der Nenner jedoch fiir ¢ = 33.199 gleich
Null. Deshalb wird die Losung der ODE dort abgebrochen. Beim anschlielenden
Zugriff auf spétere Zeitpunkte fiihrt dies zu einer Fehlermeldung.

Problem (C)

In Tab. 4.2 sind die fiir das Problem (C) mit der von Rentzsch und Schmidt
ermittelten Startniherung P° = (—7.08, 4.00, —0.0645, —0.0960) errechneten
FErgebnisse des Prog. C.1 dargestellt. Dabei zeigt sich eine interessante Ent-
wicklung. Bis zur 7. Iteration, in der fiir das Problem (C) mit den in [ReSc]
gegebenen Startwerten der kleinste Zielfunktionswert ermittelt wird, springen
die Werte fiir P; und P, zwischen negativen und positiven Betréigen. Dieser
Ubergang der Parameter P; und P, ist nur durch die Symmetrie der Parameter
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Abbildung 4.1: Lésung
mit (B, Ny, ) =
(5.9512, 0.5489, 0.0493)  (griin)

im  Vergleich zur in [EKO05]

25 50 75 100 125 150 angegebenen Kurve (schwarz).
It P(1) P(2) P(3) P(4) | ZF Exit
1 | -2.856191e+01 | 2.551499e+4-01 | -1.113849e-01 | -4.584536e-02 | 2.196552¢-01
2 5.792632e+00 | -8.846753e+00 | -1.124051e-01 | -4.025908e-02 | 2.026977e-01
3 2.700920e+-00 | -5.752172e+00 | -1.291844e-01 | -5.028377e-02 | 2.107533e-01
4 | 6.138376e+00 | -9.197352e+4-00 | -7.903393e-02 | -7.372587e-02 | 2.145173e-01
5 | -9.740888e+01 | 9.437667e+01 | -2.517886e-01 | -9.939556e-02 | 2.286963e-01
6 3.879522e-01 | -3.468109e+-00 | -2.550161e-01 | -1.043856e-01 | 1.993884e-01
7 | -1.942845e+00 | -1.137430e+00 | 7.844720e-02 | 7.971359e-02 | 1.987751e-01
8 | -1.108445e+01 | 1.111403e+01 | 8.664403e-02 | 7.863117e-02 | 2.733506e+-06 a
9 | -1.149912e+4-01 | 1.155424e+01 | 8.272188e-02 | 8.297470e-02 | 3.322550e+-04 b
10 | -1.216905e+4-01 | 1.216166e+01 | 8.271902e-02 | 8.271196e-02 | 5.060752e+07 C
a) Matrix close to singular or badly scaled. Results may be inaccurate. RCOND = 2.996659-18.

b) Matrix close to singular or badly scaled. Results may be inaccurate. RCOND = 6.820261e-17.
¢) Matrix close to singular or badly scaled. Results may be inaccurate. RCOND = 8.715284¢-22.

Fuklidischen Norm
und Schmidt

Tabelle 4.2:  Ergebnisse  fiir Problem (C) mit der
mittels Ausgleichsrechnung  fiir die Startwerte wvon Rentzsch

PY = (—7.08, 4.00, —0.0645, —0.0960).

in Problem (C) zu erklédren. Betrachtet man die Paare A und C sowie B und D
genauer, vgl. (2.25), (2.26), so erkennt man, dass die ODE in diesen Parametern
vertauschbar ist. Paarweise lassen sich A durch B und C durch D ersetzen und
man erhélt die gleiche Problemstellung. Dieser Fakt ist ebenfalls ein Hinweis
auf die nicht eindeutige Losbarkeit des Parameterbestimmungsproblems. Ein
weiteres Problem ist ab der 8. Iteration zu beobachten. Die in den Normalenglei-
chungen entstehende Matrix &/ wird singulér, eine in der Numerik wohlbekannte
Erscheinung. Hiufig versucht man daher die Normalengleichungen zu umgehen
und andere numerische Verfahren wie die Orthogonalisierung, vgl. [St05], zur
Losung des linearen Ausgleichsproblems zu verwenden.

Wir betrachten die Ergebnisse fiir leicht gestorte Startwerte aus [ReSc,
welche mit P’ = (7.0, 4.0, —0.06, —0.09) in Tab. 4.3 gegeben sind. Auch
hier kann ein Wechsel der Parameter P; und P, von der ersten zur zweiten
Iteration beobachtet werden. Ab Iteration 5 erhalten wir fiir die Matrix o/ der
Normalengleichungen einen schlechten Konditionswert, der zum Versagen des
Algorithmus fiihrt.

Noch kritischer wird die Anwendung des oben beschriebenen Algorithmus,
wenn die Startwerte nicht in einer kleinen Umgebung des optimalen Parame-
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It P(1) P(2) P(3) P(4) | ZF Exit
1 | -2.484825e+01 | 2.179319e+01 | -1.032769e-01 | -6.301703e-02 | 2.144713e-01

2 2.391661e+01 | -2.697596e+01 | -1.177453e-01 | -4.689421e-02 | 2.122395e-01

3 5.331187e+00 | -8.384153e+00 | -1.160697e-01 | -5.161553e-02 | 2.169195e-01

4 7.304146e+00 | -1.036098e+01 | -9.780606e-02 | -6.961505e-02 | 2.151893e-01

5 1.618626e+02 | -1.649204e+02 | 2.010641e-01 | -2.742636e-01 | 2.067930e-01

6 | -1.413736e+01 | -1.444920e+03 | 2.323141e-01 | -1.627426e+01 | 2.861213e+36 a
7 -5.748637e-01 | -1.444920e+4-03 | 2.313375e-01 | -1.627426e+4-01 | 6.573239e+37 b
8 -5.748637e-01 | 6.030796e+02 | 2.293844e-01 | -2.742636e-01 | 8.689913e+34 C
9 | -1.340489e+00 | 3.339080e+03 | 2.281027e-01 | -2.117636e-01 | 3.475760e+36 d
10 | 2.665951e+01 | 1.262191e+405 | 2.132101e-01 4.757364e-01 | 1.063249e+39 e
a) Matrix close to singular or badly scaled. Results may be inaccurate. RCOND = 2.633729e-26.

b) Matrix close to singular or badly scaled. Results may be inaccurate. RCOND = 3.508368e-29.

¢) Matrix close to singular or badly scaled. Results may be inaccurate. RCOND = 2.366436¢-28.

d) Matrix close to singular or badly scaled. Results may be inaccurate. RCOND = 1.731124e-27.

e) Matrix close to singular or badly scaled. Results may be inaccurate. RCOND = 2.185263¢-30.

Tabelle 4.3: Ergebnisse fiir Problem (C) mit der Euklidischen Norm mittels Ausgle-
ichsrechnung fiir die gestérten Startwerte P° = (=7.0, 4.0, —0.06, —0.09).

ter liegen, vgl. Tab. 4.4. Der Start im Punkt P° = (-10, 10, —0.1, —0.1)
liefert einen sofortigen Abbruch. Auch hier ist der Konditionswert der Matrix

It | P(1) | P(2) | P(3) | P4) |  zF
1 | 19079 | -1.908150e+04 | 1.733650e+03 | 1.733588¢+03 | 3.928226¢+00

Tabelle 4.4: Ergebnisse fiir Problem (C) mit der Euklidischen Norm mittels Ausgleichs-
rechnung fiir die Startwerte P° = (—10.0, 10.0, —0.01, —0.1).

2/ schlecht.

Warning: Matrix is close to singular or badly scaled.
Results may be inaccurate. RCOND = 7.723946e-20.

Der Abbruch des Verfahrens hat hier allerdings einen anderen Ausloser. Wie
die folgende Ausgabe zeigt, wird die ODE nicht {iber das volle Zeitintervall in-
tegriert. Bei t = 0.3962 kann auch mit odel5s eine Schrittweite unter dem Mini-
malwert von 8.881784e-16 nicht umgesetzt werden, worauf die Losung der ODE
abgebrochen wird. Beim anschlieSenden Zugriff auf den Wert der Zustandsfunk-
tion an dieser Stelle entsteht ein Fehler. Das lineare Optimierungsproblem kann
nicht korrekt aufgestellt werden.

Warning: Failure at t=3.962060e-01. Unable to meet integration tolerances

without reducing the step size below the smallest value allowed
(8.881784e-16) at time t.

Error using ==> Attempting to evaluate the solution outside the interval
[0.000000e+00, 3.962060e-01] where it is defined.

Error in ==> xintP1DeltaP=deval(soll,t);

Der Algorithmus konvergiert nur fiir ’gute’ Startndherungen.
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Problem (D)

Im Fall des Problems (D) erhalten wir aus den Normalengleichungen ein linea-
res Gleichungssystem der Grofe M? = (2001)2, welches mit einfachen Matlab-
Routinen nicht mehr praktisch losbar ist. An dieser Stelle sind parallele nu-
merische Verfahren zur Losung hochdimensionaler LGS zu verwenden, vgl. [RR07].

4.4.2 Tschebychev-Norm mit sequentieller linearer Optimierung

Priasentiert werden hier die Ergebnisse fiir die Tschebyschev-Norm bei Prob-
lem (B). Die Ergebnisse fiir die anderen Probleme findet der Leser in Ab-
schn. A.3 im Anhang.

Problem (B)

Die fiir die Tschebyschev-Norm erhaltenen Ergebnisse zeigt Tab. 4.5.

Durchlauf | 0 | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 |---]| 10
B 6.00595 | 6.2236 | 6.2607 | 6.2608 | 6.2608 | 6.2608 | --- | 6.2608
No 0.77812 | 0.7047 | 0.7091 | 0.7091 | 0.7091 | 0.7091 | --- | 0.7091
r 0.03593 | 0.0413 | 0.0410 | 0.0410 | 0.0410 | 0.0410 | --- | 0.0410
quadr.Abw | 1.6445 | 0.7542 | 0.7776 | 0.7775 | 0.7775 | 0.7775 | --- | 0.7775

Tabelle 4.5: Ergebnisse der Tschebyschev-Norm mittels sequentieller linearer Opti-
mierung fir Problem (B)

Dass der Algorithmus nicht fiir alle Startschiatzungen den optimalen Para-
meter liefert, zeigen Tab. 4.6 und die folgende Ausgabe. Bei Linearisierung in
(5.0, 0.4, 0.05) versagt der Algorithmus nach zwei Iterationen, da auf einen
Wert der Zustandsfunktion zugeriffen wird, der nicht ermittelt werden konnte.

It. | B | No | r|  ZF-Wert | Abbr.
1 ‘ 6.196564e+00 ‘ 1.165768e-01 ‘ 5.001110e-02 ‘ 3.231622¢-01 ‘ 1

2 | 6.063418e4-00 | -2.782098e-01 | 9.450075e-02 | 3.524224e-01 1

Tabelle 4.6: Ergebnisse der Tschebyschev-Norm mittels sequentieller linearer Opti-
mierung fir Problem (B) bei schlechtem Startwert. 1 = Optimization terminated.

Warning: Failure at t=3.292048e+01. Unable to meet integration
tolerances without reducing the step size below the smallest value
allowed (1.136868e-13) at time t.

Error using ==> deval

Attempting to evaluate the solution outside the interval
[0.000000e+00, 3.292048e+01] where it is defined.

Error in ==> xintP1DeltaP=deval(soll,t);

4.4.3 Bestimmung der Startparameter mittels Ausdiinnen

Zuerst wird fiir das oben beschriebene Verfahren ein Startvektor PY von Para-
meterwerten benétigt, der aus einem Gleichungssystem aus Zeitpunkten t; mit
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zugehorigen Messwerten m; ermittelt wird, wobei ¢ = 1,...,n mit n Anzahl der
zu ermittelnden Parameter.

Auf die Darstellung der Ergebnisse fiir Problem (A) wird hier verzichtet,
da nur ein Parameter zu bestimmen ist. Wird die Anzahl der Messwerte auf
einen Messwert reduziert, so handelt es sich bei ungestorten Messwerten um den
trivialen Fall, dass der optimale Parameter sofort aus der Gleichung e’’* = m;
bestimmt werden kann.

Problem (B)

Als Startvektor ist die Losung eines Systems von drei Gleichungen z(t;) = m;
anzunehmen:

Ny - B

No+ (B —Ny)-e ™t - (4.26)
No-B

No+(B—No)-emta % (4.27)
No- B

0 = m3. (4.28)

Ny + (B — NQ) ce T3

Die Zeitpunkte tq, to, t3 konnen sehr verschieden gewéhlt werden. Fiir das
hier beschriebene Beispiel wurden zunéchst willkiirlich £; = 14.4, t5 = 32 und
t3 = 140.8 mit den zugehorigen Messwerten aus Tab. 2.2 verwendet. Man
erhélt 3 nichtlineare Gleichungen, die in MATLAB(© mithilfe eines Newton-
Gauss-Verfahrens und verschiedenen Starttripeln die Losung (BO,N(?,’I“O) R~
(6.00595, 0.77812, 0.03593) liefern. Diese kann u.a. in Algorithmus 4.2 als An-
fangsparametervektor verwendet werden. Wie in Abschn. 4.3.2 jedoch bereits
beschrieben, kénnen bei ungeschickter Startparameterwahl unzuléssige Startwerte
erhalten werden. Eine Verbesserung erhilt man durch Anwendung der dort
beschriebenen Verfahren, wie die folgenden Ergebnisse zeigen.

Die Anwendung der Ausdiinnungs-Algorithmen ergab folgende Auswahl,
vgl. Tab. 4.7. Aus den verbleibenden Messpunkten wurde durch Losung des

Zeit 14.4 | 16.0 | 28.8 | 30.4 | 32 48 | 72 | 92.8 | 124.8 | 140.8
Messwert, 1.2 | 1.02 | 1.68 | 2.28 | 1.92 | 2.64 | 4.8 | 5.64 | 5.76 5.76
Algorithmus Reihenfolge der Ausdiinnung
NAT 2 3 1 4 7 5
AT2 2 4 5 3 7 6 1
AT1 2 4 5 3 7 6 1

Tabelle 4.7: Die Messpunkte und ihre Reihenfolge der Entnahme fiir Problem (B) mit
den Algorithmen NAT, AT2 und ATI.
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nichtlinearen Gleichungssystems

BN,
T U (B Ny eriad
m; = B No 1<j<10
! q+ (B —No)-e "4’ ’ 7
BN,
mio =

¢+ (B —Np)-e 71408’

eine Anfangsniherung fiir die Parameter berechnet. Das Ergebnis ist in Tabelle 4.8
dargestellt.

Algorithm B Ny r quad. Abweichung
NAT 5.765504315 | 0.5347236284 | 0.06558044169 3.294766125
AT2 6.084524369 | 0.7976208197 | 0.03386141205 2.051564354
AT1 5.796789525 | 0.6485024173 | 0.05060534950 0.974532337

Tabelle 4.8: Startparameterwerte B, Ny und r fiir Problem (B), die durch Ldsung
eines nichtlinearen Gleichungssystems bestimmt wurden, welches aus den, mit den Al-
gorithmen NAT, AT2 und AT1 bestimmten, verbleibenden Messpunkten entsteht, sowie
quadratische Abweichung der Ldésung zu den Messwerten.

Problem (C)

Die mit den Ausdiinnungs-Algorithmen NAT, AT1 und AT?2 erhaltenen Ergeb-
nisse sind in Tab. 4.9 dargestellt. Die anschlieBende Bestimmung von Startpa-

Zeit | 0] 5 [10]15 |20 |25 |30 35|40 | 45| 556585105125 165 | 185
Alg. Reihenfolge der Ausdiinnung

NAT 1[6]2[11]3][8[4]5 7]9]13] 10 12

AT?2 10[13]9[11 5 [12] 2 41813616

AT1 9 7]10]12] 5 2 (114|136 ] 1 ]38

Tabelle 4.9: Die Messpunkte und ihre Reihenfolge der Entnahme fir Problem (C)
mit den Algorithmen NAT, AT2 und ATI1. Der Ubersichtlichkeit wegen wurde auf die
Darstellung der Messwerte verzichtet. Sie kénnen aus Tab. 2.3 entnommen werden.

rametern aus den resultierenden Gleichungssystemen erfolgte mit der fsolve-
Routine aus MATLAB. Die Ergebnisse sind in den Tab. 4.10, 4.11 und 4.12
dargestellt. Allerdings sollen die numerischen Ergebnisse hier ausfiihrlicher disku-
tiert werden. Hinter der fsolve-Routine verbirgt sich ein Loser fiir nichtlineare
Gleichungssysteme, bei dem es sich, je nach Einstellung um den Gauss-Newton-
und den Levenberg-Marquardt-Algotihmus oder um Large-Scale-Methoden han-
delt. Als Abbruchkriterium dienen der fsolve-Routine die Anzahl maximaler
Iterationen, MaxlIter, und maximaler Funktionsauswertungen, MaxFunEvals,
sowie die Norm des Funktionswerts des Gleichungssystems, TolFun. Standard-
méafig ist MaxIter auf 15000 eingestellt, MaxFunEvals wird basierend auf der
Problemgréfie mit verschiedenen Faktoren berechnet, vgl. [MAT]. Die Ab-
bruchkriterien stehen fiir
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Abbruch | A° | B° O DO A B C D
1 -7 4 -0.05 | -0.05 -3.137 0.0574 -0.047 | 0.0084
2 -10 10 -0.1 -0.1 -730.9732 | 729.0239 | -0.0759 | -0.0761
2 10 10 0.1 0.1 -1.5401 -1.5401 | -0.0527 | -0.0527
2 -10 | 1-10 | -0.1 0.1 -1.5402 -1.5402 | -0.0527 | -0.0527

Tabelle 4.10: Problem (C). Dargestellt sind die Losungen des aus NAT resultierenden
Gleichungssystems erzielt mit fsolve fiir verschiedene Anfangspunkte.

Abbruch | A° | B° o DY A B C D
2 -7 4 -0.05 | -0.05 || -306.3513 | 303.3455 | -0.0667 | -0.0671
2 -10 | 10 -0.1 -0.1 || -757.1979 | 757.0655 | -0.0934 | -0.0940
2 10 10 0.1 0.1 -1.5448 -1.5448 | -0.0420 | -0.0420
2 -10 | 1-10 | -0.1 0.1 -3.5296 -3.5296 | -0.0669 | -0.0669

Tabelle 4.11: Problem (C). Dargestellt sind die Lisungen des aus AT2 resultierenden
Gleichungssystems erzielt mit fsolve fiir verschiedene Anfangspunkte.

1: Optimierung erfolgreich. Funktion zu einer Losung x konvergiert.

2: Optimierung abgebrochen. Maximale Anzahl von Funktionsauswertungen er-

reicht.

Bei Abbruch des Algorithmus mit 2 wurde die Anzahl der Iterationen suksessive
erhoht. Wurde trotzdem keine erfolgreiche Optimierung erlangt, sind die Ergeb-
nisse des ersten Abbruch dargestellt. Die Auswertung der Startwertgewinnung
1a8t folgende Schlussfolgerung zu:

e Fiir den Erfolg der iterativen Ausgleichsrechnung sind sehr gute, das heift

nahe am optimalen Parameter liegende, Startparameter notwendig. Dies
erfordert die Kenntnis der Groflenordnungen und Groflenverhéltnisse der
Parameter zueinander. Sind diese nicht bekannt, ist die Bestimmung op-
timaler Parameter schwierig.

Die Ausdiinnung und anschlieende Losung eines Gleichunggsystems stellt
ein Werkzeug zur Erzeugung dieser erforderlichen sehr guten Startparme-
ter zur Verfiigung. In den jeweils ersten beiden Zeilen der Tab. 4.10, 4.11
und 4.12 ist aus der Losung der entsprechenden Gleichungssysteme eine
gute Néherung zu erkennen, wobei sich die Giite in der Reihenfolge der
Ausdiinnungsalgorithmen NAT, AT1, AT1 verbessert.

Allerdings zeigen die jeweils letzten zwei Zeilen der Tab. 4.10, 4.11 und
4.12 das bei der Nullstellenbestimmung und deren Algorithmen bekannte

Abbruch | A° | B° o DO A B C D
2 -7 4 -0.05 | -0.05 || -437.8425 | 434.8395 | -0.0621 | -0.0625
2 -10 | 10 -0.1 -0.1 || -331.9920 | 331.8751 | -0.1103 | -0.1128
2 10 10 0.1 0.1 -1.5699 -1.5699 | -0.0344 | -0.0344
2 -10 | 1-10 | -0.1 0.1 -2.4321 -2.4321 | -0.0611 | -0.0611

Tabelle 4.12: Problem (C). Dargestellt sind die Lisungen des aus AT1 resultierenden
Gleichungssystems erzielt mit fsolve fiir verschiedene Anfangspunkte.
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Problem. Die Existenz mehrerer Nullstellen kann nicht ausgeschlossen
und eine Konvergenz zu einer Nullstelle nicht garantiert werden. Aus
den Ergebnissen fiir Problem (C) ld8it sich jedoch entnehmen, dass bei
unbeschrankten Parametern zumindest durch die Vorgabe der Vorzeichen
gute Startndherungen erzeugt werden koénnen.

Problem (D)

Da der Datensatz des enzymkinetischen Problems 1819 Messpunkte umfasst,
wird davon Abstand genommen die Reihenfolge der Entnahme, welche in der
index-Liste gespeichert wird, hier darzustellen. Wir beschrdnken uns auf die
Ausgabe der Messpkt-Liste fiir K = 3 mit zugehoriger Nummer-Liste:

>> AT2thinning(3)

Nummer = 1 65 1819
ans = 1.0e+03 x*
0 0
0.071500000000000 0.000246951612903
2.000900000000000 0.000451483870968

Das resultierende nichtlineare Gleichungssystem wurden in MATLAB imple-
mentiert, vgl. Abschn. C.2.2 im Anhang.

>> NewtonEnzym
ans = 0 0.014241374279533 0.280222437368966

Warning: Matrix is singular to working precision.
> In NewtonEnzym at 53
Warning: Matrix is singular, close to singular or badly scaled.
Results may be inaccurate. RCOND = NaN.
> In odelbs at 674
In NewtonEnzym>x at 22
In NewtonEnzym at 55

Fazit: Offenbar weichen die fiir Parameter P=[500;900;36000] berechneten Werte
z(t, P) noch stark von den Messwerten m ab:

x(t,P)=[0.000000000000000 0.014241374279533 0.280222437368966]
m = [0.021000000000000 0.246951612903226 0.451483870967742]

Dennoch versagt das Newton-Verfahren schon im ersten Schritt. Bei der Losung
der steifen Differentialgleichung werden Werte sehr unterschiedlicher Groéflen-
ordnung erhalten. Ebenso sind die Werte in der Jacobimatrix sehr klein. Die
Inverse kann vermutlich nicht ohne Probleme berechnet werden.



Kapitel 5

Ein Modellalgorithmus fiir
richtungsdifferenzierbare
Funktionen mit
Schrittweitensteuerung

Dieses Kapitel beschiéftigt sich mit dem Entwurf eines Modellalgorithmus, basie-
rend auf einem Abstiegsverfahren. Die Besonderheit ist dabei die Berticksichti-
gung der Eigenschaften der Betragssummen- und Tschebyschev-Norm und der
daraus resultierenden Einschrdnkungen hinsichtlich der Differenzierbarkeit. In
der Darstellung lehnt sich das Kapitel an [We92]. Wir betrachten wieder die
Aufgabe

min f(P), P € RE, (5.1)

mit f(P) := go F(P), wobei F eine glatte Abbildung ! ist, F: RX — RM und
g konvex, g(-) = | - ||, g : RM — R, also
in ||[F'(P)].
min | F(P)|
Es seien ein Anfangswertproblem #(t) = h(z(t), P) mit z(t9) = xo und Mess-
werte (t;,m;), i = 1,..., M, gegeben. Die Funktion F'(P) sei die vektorielle

Funktion .
F(P)= (Cﬂ(tl,P) —ma,...,x(ty, P) — mM) ,

wobei z(t;, P) € R die Losung der Differentialgleichung
z(t) = h(z(t),P) mit z(tg) = xo
zum Zeitpunkt ¢; ist?. Weitere Voraussetzungen sind:

(i) Mit einem gegebenen P? € R¥ (Startpunkt des Iterationsverfahrens) ist
die Niveaumenge Lo = {P € R : f(P) < f(P")} kompakt.

IMit glatt bezeichnet man hinreichend oft differenzierbare Funktionen.

Natiirlich sind auch Differentialgleichungssysteme mit x(t;) € R™ moglich. Dann muss
aber die Norm entsprechend angepasst werden. Wir belassen es hier der Ubersichtlichkeit
halber beim eindimensionalen Fall.
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(ii) Die Abbildung F : RE — RM ist auf einer offenen Obermenge von Lg
stetig differenzierbar.

(iii) Die Funktionalmatrix F”(-) ist auf L Lipschitz-stetig, das heifit es existiert
eine Konstante v < 0 mit

|F'(P) — F'(P)||garxx <A||P — Pllgx fiir alle P, P € L.

Als Normen betrachten wir wieder

e die Betragssummennorm |y||; = Zf\il il

e die Euklidische Norm ||yl = \/Zi]\il y?

e und die Tschebyschev-Norm ||y|lcc = max lyil.
=1,

5.1 Notwendige Optimalitidtsbedingungen erster Ord-
nung

Fiir stetig differenzierbare Funktionen f : RX — R definiert man stationire
Punkte P* als Punkte, in denen die erste Ableitung verschwindet, das heifit:

T
PP = 95 = (P ) P ) =

wobei 0 = (0,...,0)” € RX. Im Fall der Euklidischen Norm kénnen wir dem-
nach als notwendige Optimalitédtsbedingungen erster Ordnung formulieren:

Satz 5.1. Gegeben sei eine diskrete lo-Approximationsaufgabe der Form

M M
Minimiere f(P) = |[F(P)llz =Y (F(P))> = (x(t;, P) —m;)?, PR,
i=1 =1

mit einem Anfangswertproblem & = h(t,x, P), z(ty) = zo und Messpunkten
(t;,m;) fiiri=1,...,M. Die Losung x(t, P) sei in P* € RE stetig differenzier-
bar. Dann gilt: Ist P* eine lokale Lisung der lo-Approximationsaufgabe, so ist
P* auch stationdrer Punkt der ls-Approximationsaufgabe, das heifit es gilt

M
F1(PY) =2 [F(P)) v F(P)" =0.
i=1

Da wir jedoch Funktionen f(P) betrachten, bei denen die stetige Differen-
zierbarkeit nicht gelten muss, wollen wir uns zunéichst auf die Richtungsdif-
ferenzierbarkeit von f beschrinken. Wir definieren also:

Definition 5.2. e Die Abbildung g : RM — R heifit in y € R™ in Richtung
d € RM richtungsdifferenzierbar, wenn

td) —
J (s d) = Tim 9y +td) — g(y)
t—04 t
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existiert. g'(y; d) wird dann die Richtungsableitung von g in y in Richtung
d genannt. Ist g sogar in jede Richtung d € RM richtungsdifferenzierbar,
so nennt man die Abbildung ¢'(y;-) : RM — R die Gateaux-Variation von
g iny.

o Ist f: REK — R in P* in jede Richtung d € RE richtungsdifferenzierbar
mit Gateauz-Variation f'(P*;-), so heifst P* ein stationirer Punkt von f
oder eine stationire Losung von f, wenn f'(P*;d) > 0 fiir alle d € R¥.

Die Richtungsdifferenzierbarkeit wird im folgenden Satz fiir g(-) = || - |1
gezeigt:

Satz 5.3. Sei g : RM — R durch g(y) := |yl = Zf\il lys| definiert. Dann ist
g in jedem y € RM richtungsdifferenzierbar, die Gateaua- Variation ist in jeder
Richtung d durch

g yid) = > ldil+ Y sign(y;)d; (5.2)
J€J(Y) 3¢ ()
mit J(y) :={j € {1,...,M} :y; =0} gegeben.

Beweis. Wir nehmen 0.B.d.A. y # 0 an (fiir y = 0 ist gerade ¢'(0;d) =
Zi]\il |d;]). Sei eine Richtung d € RM vorgegeben. Es gilt |y; + td;| — |y;| = |td;|
fiir alle j € J(y). Daher ist

gly+td) —gly) Sy +tdi] — M il

t t
_ |td;| ly; + tdj| — |y,
- Z t + Z t
i€ (y) i¢J(y)
= Y ldil+ D sign(y;)d;,
JeJ(y) J¢J(y)
woraus nach Grenziibergang ¢t — 04 die Behauptung folgt. O

Die Richtungsdifferenzierbarkeit der Zielfunktion f folgt dann aus der Ver-
kettung einer richtungsdifferenzierbaren mit einer stetig-differenzierbaren Funk-
tion.

Satz 5.4. Mit der Abbildung F : RE — RM sei f: RX — R durch
M
f(P):=goF =|F(P)|i=)_|F(P)
i=1

definiert. Dann gilt: Ist F in P* € RX stetig differenzierbar®, so ist f in P*
richtungsdifferenzierbar mit der Gateauz- Variation

FPd)y= > v EEP)d+ Y sign[F(P)] v Fi(P)Td >0
ieI(P*) igI(P*)

fiir alle d € RE | wobei I(P*) :={i € {1,...,M}: F;(P*) = 0}.

3F ist in P* stetig differenzierbar, wenn die rechte Seite der Differentialgleichung h Lip-
schitz in x ist und stetige partielle Ableitungen bzgl.  und P besitzt, vgl. Kap. 3.
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Beweis. Mit g : RM — R, definiert durch g(y) = ||y|l1 ist f = g o F. Die
Abbildung F' ist nach Voraussetzung in P* stetig differenzierbar, wiahrend g eine
konvexe Funktion ist, deren Gateaux-Variation wir bereits kennen. Zu zeigen
ist die Beziehung
f'(P*;d) = ¢ (F(P*); F'(P*)d).
Sei d € R¥ und {t;} € R, eine Nullfolge. Definiert man
1y = F(P* +txd) — F(P*) — t, F'(P*)d,

so gilt?, limy_ o0 :—: = 0. Damit ist

F(P* +tyd) = f(P) _ go F(P* +tyd) — g o F(P*)

_ g(F(P*t;€+ tF'(P*)d + %)) — g(FZZ*))

_ 9F(P) + th’(P*?Zi)) —g(F ()

g(F(P*) + th’(Jil’i)d + rf) — g(F(P*) + tF'(P*)d)
k

_l’_

Der erste Term der letzten zwei Zeilen konvergiert gegen ¢'(F(P*); F'(P*)d),
da g in F(P*) eine Gateaux-Variation besitzt. Der zweite Summand kann, da
g eine Norm ist, mittels H|:c|| —|lyll] < [z — y|| abgeschéitzt werden als

[|1F(P*) + tp F'(P*)d + ri|ly — | F(P*) + tpF'(P*)d||1 | < el
tr I 7 '

7% ll1
173

Es ist aber limy_. o = 0, und somit ist die Behauptung bewiesen. O

Bemerkung 5.5. Alle hier getroffenen Aussagen kénnen auf die Tschebyschev-
Norm tibertragen werden. Da wir die Ergebnisse im Folgenden verwenden wollen,
werden wir die Hauptaussagen zur diskreten Tschebyschev-Approximationsauf-
gabe und der zugehorigen Gateaux-Variation hier formulieren. Fir Beweise und
ausfiihrlichere Darstellungen verweisen wir den Leser jedoch auf [We92].

Analog zu Satz 5.3 gelten fiir die Tschebyschev-Norm die Sétze
Satz 5.6. Sei g : RM — R durch g(y) = ||y = max__|y;| definiert. Dann

.7_17"'7M
ist g in jedem y € RM richtungsdifferenzierbar, die Gateauz- Variation ist

I1d]| o falls y =0,

9'(y;d) = { max_ sign(y;)d; falls y #0,
jel(y)

mit J(y) == {j € {1,..., M} : |y;] = lylloo}-

Man beachte: die Voraussetzung 'F stetig differenzierbar in P*’ gewshrleistet, dass
F'(P*)d = F'(P*;d) gilt.

’Da die Ungleichung Norm-unabhingig giiltig ist, kann dieser Satz durch gleiche Argumen-
tation auch fiir die Tschebyschev-Norm mit zugehoriger Richtungsableitung geschlussfolgert
werden.
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Satz 5.7. Mit den Abbildungen F : R — RM und g(-) = || - ||oo : RM — R sei
f:RE SR durch

f(P):=go F(P)=||F(P)llec = max |F(P)]

i=1,...,

definiert. Ist F' in P* € RE stetig differenzierbar, so ist f in P* richtungsdif-
ferenzierbar und hat die Gateauz-Variation

‘max | Fj(P*)Td| falls  F(P*) =0,
fI(P*d) — i=1,....M
’ 'nll(zgc) sign[F;(P*)] 7 F;(P)Td  falls F(P*) # 0,
1€ *

wobei I(P*) :={i e {l,...,. M} : |F;(P*)| = ||F(P*)|loc}-
Beweis. Die Beweise zu den Sétzen 5.6 und 5.7 findet man in [We92]. O

Der folgende Satz liefert eine erste notwendige Bedingung fiir optimale
Punkte P*:

Satz 5.8. Sei P* € R cine lokale Losung von (5.1). Ist f in P* richtungs-
differenzierbar, so ist f'(P*;d) > 0 fiir jedes d € R¥.

Beweis. Da P* eine lokale Losung ist, existiert eine Umgebung U von P* mit
f(P*) < f(P) fiir alle P € U. Sei d € RE gegeben. Dann existiert ein ¢y > 0
so, dass P* +td € U und daher f(P*) < f(P* + td) fiir alle ¢t € [0,%p]. Mit
anderen Worten: Fiir jede Richtung d kann man ein ¢y so klein wéhlen, dass
fiir alle Schrittweiten 0 < t < ty der Funktionswert an der Stelle P* 4 td gréfler
gleich dem lokalen Minimum ist, das heif3t:

O

Wir fassen in den folgenden beiden Sétzen zusammen, was das im konkreten
Fall der Betragssummen- und Tschebyschev-Norm fiir unsere diskreten Appro-
ximationsaufgaben bedeutet.

Satz 5.9. Gegeben sei eine diskrete l1-Approziamtionsaufgabe der Form
M M
Minimiere f(P) := |[F(P)|ly =Y _|Fi(P)| =) _|a(t;, P) —mi|, P eRX,
i=1 i=1

mit einem Anfangswertproblem & = h(t,x, P), z(tg) = zo und Messpunkten
(t;,m;) fiiri=1,..., M. Die Losung x(t, P) sei in P* € RE stetig differenzier-
bar. Dann gilt: Ist P* eine lokale Ldsung der ly-Approximationsaufgabe, so ist
P* auch stationdre Lésung der l1-Approximationsaufgabe, das heifit es gilt

FPd)y= > v EEP)d+ Y sign[F(P)] v Fi(P)Td >0
i€I(P*) i¢I(P*)

fiir alle d € RE | wobei I(P*) :={i e {1,...,M}: F;(P*) = 0}.
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Beweis. Folgt sofort aus Satz 5.8 und Satz 5.4. U

Satz 5.10. Gegeben sei eine diskrete lo-Approximationsaufgabe der Form

Minimiere f(P) :=||F(P)|lc = ,max |F;(P)| = max |z (t;, P) — myl,
P € RE | mit einem Anfangswertproblem & = h(t,z, P), x(ty) = x¢ und Messpunk-
ten (t;,m;) firi = 1,...,M. Die Losung x(t, P) sei in P* € RE stetig dif-
ferenzierbar und es sei F(P*) # 0. Dann gilt: Ist P* eine lokale Lisung der
loo-Approximationsaufgabe, so ist P* auch stationdre Lésung der lo-Approxi-
mationsaufgabe, das heif§it es gilt

f(P*;d) :Anll(z}g() sign[F;(P*)] 7 Fy(P)Td >0 fir alle d € RE,
el (P*

wobei I(P*) = {i € {1,..., M} : |F,(P*)| = | F(P*)]loc}-

Beweis. Folgt sofort aus Satz 5.8 und Satz 5.7. O

5.2 Modellalgorithmus

Als Modellalgorithmus betrachten wir das geddmpfte Gau-Newton-Verfahren
fiir diskrete, nichtlineare Approximationsaufgaben:

Minimiere f(P) := |F(P)| = go F(P), P eR~,

Hierbei ist f : R” — R die Verkniipfung einer Norm ¢ : RM — R mit der
vektorwertigen Funktion F : RX — RM. Bei der Untersuchung mit ver-
schiedenen Normen wollen wir uns wieder auf die Tschebyschev-Norm || - ||,
die Betragssummen-Norm || - ||; und die Euklidische Norm || - ||2 beschréinken.
Von den Normen wissen wir, dass sie konvex sind. Uber die Abbildung F wollen
wir jedoch zuniichst nichts derartiges voraussetzen. Wir nehmen an, dass x(t)
in geschlossener Form (als analytische Funktion) vorliegt. Wir werden die De-
tails und notwendigen Erweiterungen beziiglich der numerischen Losung der
Differentialgleichung spéater nachholen.

Algorithmus 5.11. Modellalgorithmus
(i) Bestimme einen Startwert P® € RX.

(ii) Uberpriife das Abbruchkriterium: Falls f'(P7;d) > 0 fir alle d € R,
dann Stop.

(iii) Bestimme eine Abstiegsrichtung d; € RE mit f'(P7;d;) < 0 durch Lésung
der linearisierten Approximationsaufgabe

Minimiere  f;(d) := ||F(P?) + F'(P?)d||

(iv) Bestimme eine Armijo-Schrittweite t; = p; > 0 mit f(P?+t;d;) < f(P7).

(v) Setze P71 = Pi 4 t;d;. Erhohe j :=j + 1. Gehe zu (ii).
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Der Algorithmus wurde in MATLAB implementiert, vgl. Abschn.C.3 im
Anhang. Die damit erzielten Ergebnisse sind stellvertretend fiir Problem (C) in
Abschn. 5.4 dargestellt.

Bemerkung 5.12. Das Abbruchkriterium f'(P7;d) > 0 aus Alg. 5.11 kann in
der Praxis nicht fir alle d € RE dberprift werden. In der Umsetzung erfolgt
hier nur die Untersuchung in den Richtungen der Koordinatenachsen.

5.3 Aufgaben mit Positivititsbedingungen

Wir betrachten nun das folgende Approximationsproblem mit Positivitdt als
Nebenbedingung:

Aufgabe (PP). Parameterbestimmung mit Positivititsbedingung

Minimiere f(P)=go F(P)
mit i(t) = h(z(t),P), z(ty) =2
und P >0.

Wie oben ist g eine der Normen || - ||1, || - |2 oder || - ||, g : RM — R, und
F:REK - RM,

F(P) = (z(t1, P) — ma,...,z(ty, P) —mag)T.

Bei dem oben beschriebenen Problem handelt es sich um eine Approximations-
aufgabe mit Restriktionen. Ist P € R, d.h. K = 1, setzen wir Q(P) = |P| und
erhalten die

Aufgabe (UPP). Unrestringierte Parameterbestimmung mit positiven Para-
metern

Minimiere f(P)=go F(Q(P))
mit i(t) = h(z(t),Q(P)), x(tg) = z°.

Die Positivitdtsnebenbedingung entfillt wegen des Betrages iiber P, es gilt
immer Q(P) = |P| > 0. Somit haben wir ein restringiertes Approximations-
problem in ein unrestringiertes Approximationsproblem iiberfithrt. Moglich ist
auch Q(P) = P? zu wihlen. Auch hier iiberfiihrt man ein restringiertes Problem
in ein unrestringiertes, behélt aber die Frechet-Differenzierbarkeit fiir Q(+). Gilt
P € RX| 50 ist die Betragsfunktion komponentenweise anzuwenden:

QP) = (|P1l,....|Px )"

Man erhilt die Aufgabe (UPP) und optimiert iiber alle P € RX. Sei P* der
optimale Parameter der unrestringieren Aufgabe. Der optimale positive Para-
meter der restringierten Aufgabe ist dann P* = Q(P*). Analog verfihrt man
mit

Q(P)=P?:= (P2, ..., Px*)T.
Im Folgenden wird gezeigt, dass sich der im Abschn. 5.2 beschriebene Modell-
algorithmus auf dieses Problem iibertragen lésst.
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Satz 5.13. Mit den Abbildungen F : REX — RM @ : RX — RX und einer
beliebigen Norm g : RM — R sei f : RK — R definiert durch

f(P)=goFoQ(P)=[F(Q(P))]

Dann gilt: Ist Q in P € RE richtungsdifferenzierbar und F eine stetig differen-
zierbare Funktion, so ist f in P richtungsdifferenzierbar.

Beweis. Der Beweis wird in zwei Teilen gefiihrt. Zuerst wird gezeigt, dass
Satz 5.7 auch dann noch gilt, wenn dort F' als richtungsdifferenzierbare Funk-
tion angenommen wird. Im Teil zwei des Beweises wird dann motiviert, dass
die Verkniipfung der richtungsdifferenzierbaren Funktion () mit der stetig dif-
ferenzierbaren Funktion F' richtungsdifferenzierbar ist.

(i)
Satz 5.14. Die durch f(P) = g o F(P) definierte Funktion f ist rich-

tungsdifferenzierbar, falls F eine richtungsdifferenzierbare Funktion und
g eine beliebige Norm ist.

Beweis. Die Norm g ist konvex und daher richtungsdifferenzierbar, eben-
so wie nach Voraussetzung die Funktion F' richtungsdifferenzierbar ist.
Ebenfalls kennen wir bei Festlegung der Norm auf || - ||1, || - |2 oder || - ||oo
die Gateaux-Variation ¢'(P;-) (vgl. Abschn. 5.1). Zu zeigen ist, dass die
Gateaux-Variation von f in P durch

f'(P;d) = g'(F(P); F'(P)d)

beschrieben wird. Analog zu Satz 5.7 motiviert man: Sei d € RX und
{sn} C Ry eine Nullfolge. Definiert man

Ty 1= F(P—i—snd)—F(P)_SnF/(P;d)?

so ist limy, o0 7 /S5 = 0, da F nach Voraussetzung in P richtungsdifferen-
zierbar ist. Man erhélt:

f(P+5nd)_f(P) _ gOF(P+5nd)—gOF(P)
’ _ G(F(P) + 5P (Pid) + 1) — g(F(P)
_ G(F(P) + 5uF (Pid)) — g(F(P)

_l’_

Sn

Da g in F(P) eine Gateaux-Variation ¢'(P;d) besitzt, konvergiert der erste
Summand gegen ¢'(F(P); F'(P;d)). Fiir den Betrag des zweiten Summan-

den ergibt sich unter Beachtung der Normungleichung ||a|| — [|b]| < ||a — b]|
|F(P) + s (D5 d) + ol = [[F(P) + snF(Pid)]| - _
Sn, o
[F(P) + sn " (Pyd) + 1 — F(P) + sp ' (P;d)]| [[7n

)
Sn Sn

g(F(P) + s, F'(P;d) + 1) — g(F(P) + s, F'(P;d)) .
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und mit lim, .o 7/, konvergiert dieser Term gegen Null. Folglich ist

f'(P;d) = g'(F(P); F'(P; d)). =

(ii) Im Teil zwei des Beweises ist zu zeigen:

Satz 5.15. Die Verkniipfung F(P) = F o Q(P) einer richtungsdifferen-
zierbaren Funktion Q mit einer stetig differenzierbaren Funktion F ist

richtungsdifferenzierbar und es gilt F'(P;d) = F'(Q(P)) - Q'(P;d).

Beweis.
F(Q(P)+k) = F(Q(P))+F(Q(P))k + of||k]),
ko= Q(P+sd) —Q(P)=Q(Pid)s+o(]s),
F(Q(P +sd)) = F(Q(P))+F(QP)Q(P;d)s + F'(Q(P))o(s) + o([[k]),
= F(Q(P)) + F(Q(P)Q'(P;d)s +
+F(Q(P))o(s) + o([|Q'(P; d)s + o(s)[]),
= F(Q(P)) + F(Q(P)Q'(P;d)s + o(s),
vgl. [ZeT6). O

Unter Verwendung beider Teilbeweise ergibt sich abschlieend, dass

f(P)=goFoQ(P)
richtungsdifferenzierbar ist. Die Gateaux-Variation ist
f(Pyd) = ¢ (F(Q(P)); F'(Q(P))Q'(P;d)).
O
Folgerung 5.16. Damit konnen wir den oben angegebenen Modellalgorithmus
auch auf Probleme mit Positivititsbedingungen anwenden, indem wir die re-

stringierte Approximationsaufgabe in eine unrestringierte Approrimationsauf-
gabe umwandeln.

Aufgabe (LPP). Lineare Parameterbestimmung mit Positivititsbedingung
Die linearisierte Aufgabe heifst

Minimiere fp(d) = ||F(P)+ F'(P;d)||
= [F(Q(P)) + F(Q(P)Q'(P;d)|
mit &(t) = h(x(t), Q(P)).

In (LPP) ist der Parameter P frei auf RX optimierbar. Die Losung der
Aufgabe ist dann jedoch Q(P).
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5.4 Numerische Ergebnisse

In diesem Abschnitt sollen mit dem Modellalgorithmus gewonnene numerische
Ergebnisse fiir Problem (C) aus der optischen Physik, vgl. Abschn. 2.3, dargestellt
und ausgewertet werden.

Das Startparameterquadrupel sei (2.19)-(2.22). Um einen Vergleich mit den
Ergebnissen fritherer Untersuchungen zuldssig zu machen, wurden anfénglich
nur 4 Iterationen mit den jeweiligen Normen gemacht. Die Ergebnisse sind
nachfolgend als Ausgaben dargestellt:

e Fiir die T'schebyschev-Norm:

Optimization terminated.

Abbruchbed.: maximale Anzahl der Iterationen erreicht
Der zuletzt berechnete Parameter A ist: -7.2756120762...
Der zuletzt berechnete Parameter B ist: 4.1953471185...
Der zuletzt berechnete Parameter C ist: -0.0648328305...
Der zuletzt berechnete Parameter D ist: -0.0950622620...
Die Funktion f hat dort den Wert: 0.5569456739774559
Verwendete Norm: Tschebyschev-Norm

Elapsed time is 0.745039 seconds.

e fiir die Betragssummennorm:

Optimization terminated.

Abbruchbed.: maximale Anzahl der Iterationen erreicht
Der zuletzt berechnete Parameter A ist: -7.0852631551...
Der zuletzt berechnete Parameter B ist: 4.0052631551...
Der zuletzt berechnete Parameter C ist: -0.0663093307...
Der zuletzt berechnete Parameter D ist: -0.1427433477...
Die Funktion f hat dort den Wert: 1.5273130357142213
Verwendete Norm: Betragssummen-Norm

Elapsed time is 0.124580 seconds.

e und fiir die Euklidische Norm:

Abbruchbed.: maximale Anzahl der Iterationen erreicht
Der zuletzt berechnete Parameter A ist: -9.0601365183...
Der zuletzt berechnete Parameter B ist: 5.9814038334...
Der zuletzt berechnete Parameter C ist: -0.0679108743...
Der zuletzt berechnete Parameter D ist: -0.0912430407...
Die Funktion f hat dort den Wert: 1.0372120225603148
Verwendete Norm: Euklidische Norm

Elapsed time is 0.063460 seconds.

Im Vergleich dazu erhielten die Autoren die Werte
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Norm Maximum- | Betragssummen- | Euklidische
A -17.0995 -7.0853 -61.2624
B 14.0162 4.0053 58.1853
C -0.0715 -0.0663 -0.0774
D -0.0818 -0.1427 -0.0804
Fkt.wert 0.5560 1.5273 1.0010
Zeit 4.7314 sec 15.4538 sec | 0.9613 sec

Tabelle 5.1: Darstellung der Ergebnisse des Modellalgorithmus fiir das Problem der
physikalischen Optik bei MaxIt = 500 mit unterschiedlichen Normen.

-7.2373952

= 3.9388302

= -0.064499989
-0.095999546.

O QW=

Im Anschluss daran wurden 500 Iterationen durchgefiihrt um die Entwicklung
der Parameter zu beobachten, vgl. Tab. 5.4. Dabei fillt bei der Euklidischen
Norm auf, dass die Parameter A und B verhiltnisméfliig stark ansteigen. Die
Werte der Betragssummennorm verbessern sich gegeniiber den Ergebnissen
nach vier Iterationen nicht mehr wesentlich.

Abb. 5.2, 5.3 und 5.4 zeigen die unterschiedliche Wertung von Abweichun-
gen bei den unterschiedlichen Normen. Zunéchst ist deutlich erkennbar, dass
unter der Anwendung der Betragssummennorm in Abb. 5.2 die Messwerte des
ersten Abschnitts, ¢ € [0, 40], am besten genihert werden. Keine der optimalen
Parameterlosungen erreicht eine gute Approximation der letzten Messpunkte,
t € [80, 140]. Fiir die Betragssummennorm sind also die Betrige des vorderen
Abschnitts entscheidend. Bei der Euklidischen Norm wird hingegen die quadra-
tische Abweichung berechnet. Da Abweichungen vom Betrag kleiner 1 weniger
ins Gewicht fallen, ist hier deutlich eine Verschiebung der optimalen Losungs-
funktion zu erkennen, vgl. Abb. 5.3. Die Messpunkte zwischen ¢ € [30, 70] wer-
den hier sehr gut gendhert. Die gleiche Beobachtung trifft fiir die T'schebyschev-
Norm zu, Abb. 5.4. Der limitierende Wert ist der maximale Betrag aller Abwei-
chungen, welcher dem Zielfunktionswert entspricht und hier als f(P*) = 0.5560
berechnet wurde. Es wére hier zu erwarten gewesen, dass bei der Tschebyschev-
Norm die optimalen Parameter die Werte der Betragssummennorm annehmen,
da der maximale Betrag der Abweichungen hier kleiner als 0.5 ist. Ursache fiir
diese Entwicklung der optimalen Parameter sind moglicherweise lokale Optima.

Grundséitzlich kann jedoch festgehalten werden, dass die optimalen Para-
meter fiir verschiedene Normen stark variieren, weshalb geschlussfolgert werden
kann, dass der geschickten Wahl der verwendeten Norm ein hoher Stellenwert
zukommt.
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integer M, K real d;, t;

real function g, real function F'

real function LPp, real function Armijo

fiir j = 1,2,...

Uberpriife Abbruchkriterium
'(PJ;d) >0 VdeRE

ja nein
function LPp
STOP _
Lose die in P? linearisierte Approximationsaufgabe
extremwert- . . . .
verdéchtiger min f;(d) := [|[F'(P?) + F'(P?)d|| mit d € RX
Punkt
gefunden Erhalte d; = d.
Uberpriife
 ON\Jildg) = f(P) _
ja nein

function Armijo

Berechne die Armijo-
Schrittweite p;

Erhalte t; = p;

Setze

pitl.— pJ + tjdj

Abbildung 5.1: Ablaufschema des Modellalgorithmus.
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{1 Abbildung 5.2: Gra-
phische Darstellung
der  Ergebnisse  fiir
1 Problem (C) mit | - |1
unter Verwendung
von Alg. 5.11 und den
700 Startwerten (2.19)-

| Abbildung 5.3: Gra-
phische Darstellung
der  Ergebnisse  fiir
1 Problem (C) mit || - ||2
unter Verwendung
von Alg. 5.11 wund
20 der Startwerte (2.19)-

{1 Abbildung 5.4: Gra-
phische Darstellung
der  Ergebnisse  fiir
1 Problem (C) mit || - || o
unter Verwendung
von Alg. 5.11 wund
% 20 @0 e 80 10 10 10 10 10 =0 der Startwerte (2'1 9)-

(2.22).
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Kapitel 6

Das Problem der optimalen
Steuerung

In den folgenden Kapiteln wird das Parameterbestimmungsproblem als Auf-
gabe der optimalen Steuerung betrachtet. Die Darstellung verzichtet dabei auf
Existenzséiitze. Die Exitenz optimaler Steuerungen wird vorausgesetzt.

6.1 Die Aufgabe der optimalen Steuerung

Sei x(t) der Zustand eines Systems zur Zeit ¢t im n-dimensionalen Zustands-
raum X C R”, z : R — R". Das System werde durch die Differentialgleichung
#(t) = h(x(t),u(t)) beschrieben, wobei von h : R™ x RF — R" Stetigkeit und
stetige Differenzierbarkeit beziiglich der x1, ...,z fiir alle x(t) € X, t € [to, tp],
und alle zuliissigen u(t) gefordert wird!. u : R — RX bezeichne hierbei die
K-dimensionale stiickweise stetige und eventuell beschrinkte Steuerung und
werde zuliissig genannt, wenn gilt u(t) € U fiir alle t € [tg,t)], mit U C RE
der beschrinkten Umgebung aus dem Raum der Steuerungen. Sei g : R™ x
RE — R und ¢ sowie g, stetig. Das System soll nun so von einem gegebenen
0 M yur Zeit ty; gesteuert werden, dass das

Anfangswert z(tg) = x° zu einem x

Kostenfunktional

J[x,u] = /t " g(x(t),u(t))dt

0

minimiert wird, unter der Voraussetzung dass zuléssige Steuerungen v existieren,
die das System von z(tp) = 2° in z(tp) = 2™ iiberfiihren. Eine solche Steue-
rung u* = u*(-) mit zugehdrigem optimalen Zustand z* = z*(-) wird optimale
Steuerung genannt.

Zusammenfassend ist die Aufgabe der optimalen Steuerung (AOS) die fol-
gende:

Aufgabe (AOS). Aufgabe der optimalen Steuerung

o Minimiere J[x,u] = t';M g(x(t),u(t))dt

!Diese Forderung gewéhrleistet die eindeutige Losung der Zustandsdifferentialgleichungen
fiir einen gegebenen Anfangswert z° bei to, vgl. Kap. 3.
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o u. d. N. i(t) = h(z(t),u(t)) mit z(ty) = 2°
e und u(t) € U fir alle t € [to, tar].

Es kann nicht ohne weiteres angenommen werden, dass zuldssige Steuerun-
gen u existieren. In [Pi93] und [IT79] werden Beispiele fiir Aufgaben beschrieben,
fiir die keine Losung existiert. Sie geben auch Existenzsétze und ausfiihrliche
Darstellungen zu deren Beweisen an.

Um optimale Steuerungen von anderen zuléssigen Steuerungen unterschei-
den zu konnen, benétigt man ein entsprechendes Kriterium. Die notwendige
Optimalitdtsbedingung erster Ordnung findet Anwendung im Pontrjaginschen
Maximum-Prinzip.

Wir definieren auf R™ x R™ x U eine Funktion H durch

H(y(t), 2(t), u(t)) = tog(z(t), u(t)) + Y (E)h(x(t), u(t)). (6.1)
Das Pontrjaginsche Maximum-Prinzip lautet:

Satz 6.1. (Das Pontrjaginsche Mazximum-Prinzip, PMP)

Sei u* = u*(-) eine zulissige Steuerung mit zugehorigem x* = x*(-), welches
das System von z(tg) = x° nach z(tpy;) = x™M diberfihrt fiir eine nicht néher
spezifizierte Zeit tpr. Sind u* und z* optimal, dann muss ein nicht triviales
stiickweise stetiges 1 = 1(-) existieren mit

b(t) = —%—Ij(t) und (6.2)
i(t) = g—g@, (6.3)

so dass gilt:

o fiir fast jedes to < t < ta nimmt H sein Maximum beziiglich u bei
u=u*(t) an,

H(¥(t), z(t),u”(t)) = max H(y(t), z(t), u),

uelU

o H(*(t),x*(t),u*(t)) =0 und ¥*(t) <0 bei t = tp, wobei p* die Lisung
der ODE (6.2) und x* die Lésung der ODE (6.3) ist.

Die Funktion H : R™ x R® x U — R wird auch Hamilton-Funktion genannt.
Beweis. Den Beweis findet man u. a. in [IT79], [Pi93], [Bo71] und [Ga78]. O

Um eine Losung der (AOS) zu finden, muss also zunéchst (6.1) beziiglich
u maximiert werden. Der Kandidat «* ist im Allgemeinen noch von x und %
abhéngig, die mittels der ODE (6.2) und (6.3) gelost werden.

Das Pontrjaginsche Maximum-Prinzip stellt eine notwendige Optimalitéits-
bedingung dar. Jede Steuerung, die das PMP nicht erfiillt, kann keine optimale
Steuerung sein. Andersherum muss eine Steuerung, die dem PMP entspricht,
nicht notwendig optimal sein. Dazu sind weitere Untersuchungen erforderlich.
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6.2 Stiickweise konstante Steuerfunktionen

Fiir Aufgaben der Parameterbestimmung wird man stiickweise konstante oder
konstante Steuerfunktionen u(-) € SK(I,U) fur I = [to,tp| wéhlen. "Da als
variierte Steuerungen zu einer optimalen Steuerung u*(-) € SK(I,U) auch
Pontrjagin-Variationen gewéhlt werden kénnen, gelten die hergeleiteten Maxi-
mumprinzipe auch fiir diese Aufgaben.“, vgl. [Schm88].

Im Fall der Beschrinkung der Anzahl von Umschaltpunkten gelten jedoch an-
dere Bedingungen. Sei

u(t) = uf fiir ty,y <t <t ,p=1,..., M,

eine stiickweise konstante Steuerung. Es mogen die stetigen partiellen Ableitun-
gen h, auf R” x UY und ¢, auf R x U existieren, wobei U irgendeine offene
Obermenge von U ist. Dann gilt

Satz 6.2. Fiir die Optimalitit von u*(-), 2*() beziiglich des Optimalsteuerprob-
lems (AOS) ist die Giiltigkeit der folgenden Ungleichungen fiir alle p = 1,..., M
und v € K(u*,U) notwendig:

tu
H:(tyv dt < 0. (6.4)
t;L—l
Ist U offen, so folgt
tu
H:(t)dt=0
tu—1

Hierbei ist H)(t) = Hy(¢¥*(t), *(t),u*) und y* die Lisung von

D(t) = —oga (e (), u* (1)) — D (Oha (2 (), (1))

Beweis. In [Schm88], wobei anstelle der Integralgleichung die entsprechende
ODE zu betrachten ist, die durch Ableitung nach der Zeit erhalten wird. O

6.3 Optimale Steuerung mit einfachem Mayer-Funk-
tional

Das einfache Mayer-Funktional ist eine Aufgabe, bei der das Funktional lediglich
vom Endpunkt abhéngt.

Aufgabe (OSM). Aufgabe der optimalen Steuerung mit einfachem Mayer-
Funktional

e Minimiere
J[z,u] = f(x(tar)). (6.5)

o u. d. N. i(t)=h(z(t),u(t)) mit z(ty) = 2°

e und u(t) € U fir alle t € [to, tar].
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Mit der Gestalt J[x,u] = f(z(tar)) liegt es nicht in reiner Integralform vor.
Damit das klassische Pontrjaginsche Maximum-Prinzip anwendbar ist, muss
das Kostenfunktional in Integralform iiberfithrt werden. Dazu wird eine neue
Variable 2~ eingefiihrt mit

und der Endbedingung
2 (tay) = J = f(z(to))- (6.6)
Da der Anfangswert z(tg) = z¥ gegeben ist, ist f(z(to)) eine bekannte Kon-

stante. Damit ist die Minimierung von % (t5s) dquivalent zur urspriinglichen
Aufgabe der Minimierung von (6.5). Wegen (6.5) und (6.6) gilt

 (t) = flattan)) - Flatto) = [ (Z oL (1) h@-<x<t>,u<t>>> at.
i=1 "

to

Das PMP ist anwendbar. Die Hamilton-Funktion H besitzt die Gestalt

H((0), (1), u(t)) = vy (Z o wr) hi<x<t>,u<t>>> £ 3 GOha(0). ult).
‘ ¢ i=1

Wir setzen 1y = —1. Die Differentialgleichung der Adjungierten lautet

0H

dilt) = =5 (0). (67)

Zur numerischen Losung der ODE (6.7) werden jedoch Anfangs- oder Endbe-
dingungen bendétigt. Die Funktion H kann mit einigen Umformungen weiter

vereinfacht werden. Dazu werden neue Adjungierte \;, i =1,...,n,
of
A(E) = 6ilt) — (1), (63)

eingefiihrt, so dass H die neue Gestalt hat:
HA®), (), u(t)) = > N(Ohi(x(t),u(t) = HAW), () ult).  (6.9)
i=1

Wegen (6.7) und (6.8) ist

. i T ) n 2
ity = Zaxjaxz (VGO = (0 = 32 5 ey a). )

1
- Z(th)—%(x(t))) O ), u(0) = 3 0 3 (0, wlt),

J=1 J=1

und mit (6.9) folgt

Ai(t) = — e (t).
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Abschlielend wird die Endbedingung fiir A bei ¢t = tj; aus den Transversalitéts-
bedingungen bestimmt, fiir die wegen x(tys) frei ¥ (tpr) = 0 gilt,

of _of
oz, M) =~ 5

Die Aufgabe lautet dann: Maximiere H(A(t),z(t),u) = >°7_; Aj(t)h;(x(t),u)
beziiglich u € U,

Ni(tar) = itar) — z(tar).

(2

H(\*(t),z"(t),u"(t)) = max H(N*(t),z*(t),u) fur fast alle t.

Fiir die Optimalsteueraufgabe (OSM) mit einem Kostenfunktional vom ein-
fachen Mayer-Typ (6.5) ist folgendes Randwertproblem zu lésen:

Bi(0) = G0 = hi(a0.u), xi(te) =a j=1o..m
ilt) == 5 ) M) =~ e, =1 n

Beispiel 6.3. Wir untersuchen das Problem (A) mit der Euklidischen Norm,
vereinfachen die Aufgabe aber, indem wir nur einen gegebenen Messwert o. B. d.
A. (t1,mq) = (1, €?) betrachten. Minimiere f(x(t1)) = (x(t1)—m1)? mit & = Px
und x(0) = 1. Aus dem PMP leiten wir dann die folgende Randwertaufgabe ab:

Minimiere  H(\,z,u) = M(z,u) = APz bzglu

u. d. N. & = Pz, z(0) =1,
. 0
und A=—P), Aty) = —8—£x(t1).
Die Mazximierung der Funktion H beziiglich des Parameters P, der hier als
Steuerung fungiert, kann nicht sofort tber g—g = 0 erfolgen. Zundichst sind

x(t) und A(t) zu bestimmen. Nach Léisen der ODE fir die Zustinde und mit
der Endbedingung A(t1) = —2(x(t1) —my) ergibt sich fiir die Adjungierte \(t) =
—2(e2Pt —myeP)e=Pt, Die notwendige Bedingung eines Mazimums der Hamil-
ton-Funktion liefert nun das gesuchte Ergebnis P = 2.

Um die Aufgabe der Parameterbestimmung als Aufgabe der optimalen Steue-
rung zu formulieren, reicht das bisher betrachtete einfache Mayer-Funktional
nicht aus. Es a8t lediglich die Abhéngigkeit vom Endpunkt, hier z(¢7), zu. Im
Fall der Parameteridentifizierung sollen jedoch Zielfunktionale in Abhéngigkeit
mehrerer z(t;), i =1,..., M, M > 1, betrachtet werden.

6.4 Das verallgemeinerte Mayer-Funktional und stiick-
weise konstante Steuerungen

Das verallgemeinerte Mayer-Funktional ist J[z,u] = f(x(t1),z(t2),...,z(trr))
und soll im spéteren Verlauf durch die bereits bekannte Zielfunktion der quadra-
tischen Abweichung S°% (x(t;)—m;)? ersetzt werden. Als zuliissige Steuerungen
seien jetzt stiickweise konstante Funktionen u zugelassen. Wir halten fest:
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Aufgabe (VMKS). Aufgabe der optimalen Steuerung mit verallgemeinertem
Mayer-Funktional und stiickweise konstanten Steuerungen

o Minimiere

e u. d. N.i=h(z,u) mitz(ty) = 2°
o undu € SK(I,U) stickweise konstant.

Aus [Schm88] und [Schm86] wurde fiir (6.4) folgende Zuarbeit geleistet:
”Die Ungleichung ldsst sich sofort auch fiir Prozesse mit einem Punktfunktional
des Typs f(x(t1),...,x(ty)) zeigen, sie hat formal die gleiche Gestalt, [...]"2.
Gegeben sei ein Problem der Form (VMKS) und Messstellen tg < 1 < ... < tp.
Die Hamilton-Funktion sei wie folgt definiert:

wobei die Adjungierte v(-) durch eine ODE mit Spriingen bei t¢1,...,t3s gegeben
ist.

Sei u(-) stiickweise konstant, das heiit @(t) = 0 auf ganz I = [tg, tpr]. Dann
kann man zeigen, falls die stiickweise konstante Funktion w*(-) optimal ist,
u*(t) = u*, so existiert eine Losung ¢*(-) der adjungierten Gleichung, wobei

und
T/J(tu +0) = T/J(tu) + fxﬂ(x*(tl), o (tr)), wp=1,..., M,
so dass
tanr
H, (" (t),z*(t),u™)dt = 0,
to
das heif3t
tar
Y (t) - hy(2*(t),u™)dt = 0.
to

Beispiel 6.4. Wir betrachten das Problem (A) mit der Euklidischen Norm,
nehmen dieses Mal aber zwei Messwerte als gegeben, o. B. d. A. (t1,my) =
(1,€?) und (tz,ma) = (2, e*). Minimiere f(z(t1),z(t2)) = (x(t1)—mq)?+(z(t2)—
ma)? mit & = Pz und x(0) = 1. Wir leiten folgende Randwertaufgabe ab:

Minimiere  H(\,z,u) = A(z,u) = APz bzgl.u

u. d. N. & = Pz, z(0) =1,
und A= —P), )\(752 + 0) = )\(752) + ax(tg),
sowie A(t1 +0) = A(t1) + %x(tl).

2Fiir die bessere Lesbarkeit wurde das Punktfunktional an die in der Arbeit verwendeten
Bezeichnungen angepasst.
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Auch hier ist die Maximierung der Funktion H beziiglich des Parameters P
mat g—g = Az = 0 erfolglos. Wir bestimmen x(t) und A(t), wobei zu beachten
ist, dass die Stellen t1 und to Sprungstellen fiir A darstellen. Nach Ldsen der
ODE fiir die Zustinde x(t) = et mit gegebenem Anfangswert und Lisen der
ODE der Adjungierten \(t) = Ce~Ft ist die Integrationskonstante C fiir die
Teilintervalle Iy =tot1] und Iy =]t1,te] aus den Sprungbedingungen \(t; +0) =
Ati) + 2(x(t;) — m;), i = 1,2, zu bestimmen. Es ergibt sich fir die Adjungierte

A(t) = —2(e*Pt2 — myelt2)e= Pt t1 <t <ty

)\(t) — (_2(62Pt2 _ m2ePt2) _ 2(€2Pt1 _ mQBPtl)) efpt’ tO <t S tl-

Die notwendige Bedingung eines Mazximums der Hamilton-Funktion muss in
diesem Fall auf beiden Teilintervallen Iy und Is ausgewertet werden und liefert
fir I den gesuchten Parameter P = 2. Fiir 11 wird die Optimalititsbedingung

(62Pt2 _ m2ePt2) + (62Pt1 _ mlePtl) =0.
Sie ist mit obigen Messwerten und P = 2 erfillt.

Fiir Probleme mit mehreren Messwerten erfolgt die analytische Losung ana-
log.
Nachfolgend werden klassische Methoden zur Losung von (AOS) erlautert.
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Kapitel 7

Direkte Methoden zur Losung
von Optimalsteuerproblemen

Zur numerischen Losung von Optimalsteuerproblemen liegen umfangreiche Ar-
beiten vor. Dabei wird zwischen direkten und indirekten Verfahren unterschieden.
Direkte Verfahren bezeichnen Verfahren, die die Zustands- und Steuervariable
endlich dimensional approximieren und dadurch anstelle des Optimalsteuer-
problems ein nichtlineares Optimierungsproblem erzeugen. Indirekte Verfahren
benutzen hingegen notwendige Optimalitédtsbedingungen und erfordern vom
Anwender Kenntnisse und Vorarbeit iiber das Maximumprinzip und die ad-
jungierten Variablen. In dieser Arbeit werden ausschlieflich die direkten Ver-
fahren betrachtet, welche in die direkten Schiefverfahren, Abschn.7.1, und die
direkten Kollokationsmethoden, Abschn. 7.2, unterteilt werden. Direkte Schief3-
verfahren diskretisieren die Steuerung und erstellen mit der darauffolgenden nu-
merischen Integration der ODE ein nichtlineares Optimierungsproblem. Direkte
Kollokationsmethoden diskretisieren sowohl Steuerung als auch Zustandsvari-
able. Die ODE wird mit der Kollokationsmethode erfiillt. Auch hier entsteht
eine nichtlineare Optimierungsaufgabe, die ebenfalls mit dem SQP-Verfahren
behandelt wird. Zur Darstellung der Verfahrensweise der direkten Methoden
betrachten wir die Aufgabe der optimalen Steuerung mit einfachem Mayer-

Funktional (OSM):
e Minimiere J[z,u] = f(z(ty)),
o u. d. N. &(t) = h(z(t),u(t)) mit z(tg) = 2°

e und u(t) € U C RX fiir alle t € [tg, tar].

7.1 Direkte SchieBBverfahren

Die Idee des direkten Schieens basiert auf einer Diskretisierung der Steuerung
u auf einem Gitter

'y ={m,...,7n}
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mit Steuerungsgitterpunkten tg = 7 < ™ < ... < 7§y = tjps, beispielsweise
durch eine stiickweise konstante Funktion

uN(t) =u;, tE€ [Ti7Ti+1)7 i=1,...,N —1.

Bei der anschlieffenden Losung der ODE mittels eines numerischen Integra-
tionsverfahren entsteht ein nichtlineares Optimierungsproblem, welches mit dem
SQP-Verfahren gelost wird.

7.1.1 Das Programmpaket OC-ODE

Im Programmpaket OC-ODE ist ein direktes Schiefverfahren umgesetzt. Die
Software ermdoglich dem Benutzer eine breite Wahl an verschiedensten Einstel-
lungen. Fiir die Untersuchungen im Rahmen dieser Arbeit wurde ein dquidis-
tantes Gitter 'y = {my +40 | i = 0,1,...,N — 1}, N > 2, N € N, mit

Schrittweite § = *{—3* gewéhlt, auf dem die Steuerung u durch die Funktion
N+k—2
un(t) =un(t;ct,...,cn +k—2):= Z ciBix(t) (7.1)
i=1

approximiert wird. Die Vektoren ¢; € RX, i = 1,...,N 4+ k — 2, werden
de Boor-Punkte genannt und die Funktionen B (-) sind B-Splines der Ordnung
k, vgl. [Ge09]. Fiir k = 1 sind die By (-) stiickweise konstant, i =1,..., N — 1,

1, falls7; <t < 71,
Bi(t) = { 0 sonst.z "

Die Steuerung u wird dann durch die de Boor-Punkte gegeben,
uN(TZ‘) = Cj, 1= 1,...,N—1.

Die Integration der ODE erfolgt auf einem Zustandsgitter G = {71, ..., Tn},
n > 1, mit Mehrzielknoten tg = 74 < ... < T, = tj; mittels eines s-stufigen
Runge-Kutta-Verfahrens mit Koeffizienten a;;, b;,

Tiy1 = :cH—HZka], 1=0,....,n—1, (72)
i=1
/{?j = h(.%'l —I—HZajlkl,uN). (7.3)

=1

In jedem Zustandsgitter-Teilintervall [7;, 7;41], i = 1,...,n — 1, wird die ODE
& = h(x,u) fiir einen unbekannten Anfangswert x(7;) und die durch uy ersetzte
Steuerung u gelost. Das fiir £ = 1 resultierende NLOP ist

Minimiere f (Tn)
beziiglich (Z0y. s Tae1, Uy ... uUN—1)L € RHN-DK
u. d. N. Gl. (7.2) und (7.3),

und wird mit der SQP-Methode gelost, vgl. [GMSW86].
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Besonderheiten der Implementierung

OC-ODE ermittelt numerische Losungen eines Optimalsteuerproblems und um-
fasst die Parameterbestimmung. Das Zielfunktional wird als einfaches Mayer-
Funktional gefordert. Das resultierende Optimierungsproblem wird intern mit-
tels SQP-Verfahren gelost. Damit das in dieser Arbeit betrachtete Problem der
Parameterschitzung aus M Messwerten mit OC-ODE untersucht werden kann,
ist eine Modifikation der urspriinglichen Zielfunktion notwendig. Das verallge-
meinerte Mayer-Funktional

f(P) - H(I’(t“P) - mi)i:L...,MHRnM

wird in ein einfaches Mayer-Funktional iiberfiihrt vermége der linearen Trans-
formation
. v .
T=q;-tmit o = — fir 0<t <4,
i

Somit erhélt man fiir jeden Zeitpunkt ¢; eine neue Funktion z;(7) und eine
dazugehorige Differentialgleichung #;(7),0 < 7 < 57, mit Anfangswert x;(0):

dx dt 1
= = g()—.

dt dr #( )ozi
Es folgt selbstversténdlich, dass fiir den Endzeitpunkt ¢, keine lineare Transfor-
mation notwendig ist. zp/(7),0 < 7 < tp, entspricht gerade z(t),0 < t < tyy.
Die rechten Seiten der Differentialgleichungen stimmen iiberein: h(zys, P) =
Zp(T) = 2(t) = h(z, P). Somit sind die z(t) in Gl. (7.4) zu ersetzen durch
Zp (7). Man erhélt schlussendlich das Differentialgleichungssystem

(7.4)

() =x (- t), (1)

@1(r) = h(z1,P)/ax, 21(0) = o, (7.5)
Bo(T) = h(x2,P)/az, x2(0) = o, (7.6)
(7.7)

iym(r) = h(zy, P), zm(0) = . (7.8)

Die ODE (7.5)-(7.8) sind alle auf dem Intervall [to,?ss] definiert mit z(t;) =
x;(tar). Die Zielfunktion hat somit die Gestalt eines einfachen Mayer-Funktionals

F(P) = llzi(tar) — mall.

Sind die Anfangswerte der ODE von den Parametern abhingig, so sind sie in
OC-ODE als frei anzugeben und zusétzliche Randbedingungen in Abhéngigkeit
von den Parametern anzufiihren.

7.1.2 Ergebnisse mit OC-ODE

Zwei Ansétze wurden mit OC-ODE bearbeitet. Zunéchst wurde das klassische
Parameterproblem betrachtet. Es gibt keine Steuerungen u, sondern ausschlief3-
lich einen Parametervektor P. Eine Anwendung der Software auf das Problem
mit stiickweise konstanten Parameterfunktionen erfolgt in Kap. 8.

Zur Interpretation der Ergebnisse sei zuvor der aufgetretene Fehler-Code
erklart, sowie entscheidene Kriterien zur Beurteilung der Ergebnisse angegeben.
Der Fehler-Code I ER hat die nachfolgende Bedeutung;:
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0 = erfolgreich, KKT!-Punkt mit geforderter Genauigkeit gefunden.

1 = erfolgreich, Suchrichtung Null, KKT-Punkt gefunden, evtl. nicht
geforderte Genauigkeit.

e 2 = erfolgreich, Suchrichtung hinreichend klein, KKT-Punkt gefunden,
evtl. nicht geforderte Genauigkeit.

e 5 = keine Verbesserung in Suchrichtung, evtl. schlechte Startschétzung.
e 6 = nicht erfolgreich, Problem evtl. unzuléssig.

Fiir eine Losung mit TER > 0 sind demnach die Werte fiir die Verletzung der
Nebenbedingungen und der KKT-Optimalitdtsbedingungen entscheidend. Sie
sollten in einem Optimum nahe bei Null sein.

Die Ergebnisse werden hier fiir Problem (B) dargestellt. Aber auch Prob-
lem (C) und (D) wurden mit dieser Software untersucht. Die Komplikationen,
die sich dabei ergaben, werden im Anschluss kurz diskutiert.

Problem (B)

Fiir das Problem (B) haben wir nach oben beschriebener Transformation 10
ODEs in Abhingigkeit von B und 7 mit unbekanntem Anfangswert NY. Die
Aufgabe, vgl. hierzu Anhang D, wird also mit 2 Parametern und 9 Randwert-
bedingungen z;(t)7) = N implementiert, wobei jeweils Beschrinkungen fiir die
Parameter und den AW angegeben werden. Das direkte Schiefiverfahren wurde
mit verschiedenen Integratoren auf das Problem (B) angewendet, darunter ex-
plizite und implizite RK-Verfahren verschiedener Ordnungen sowie explizites
und implizites Euler-Verfahren. Bei passender Wahl der Toleranzen sind alle
Integratoren erfolgreich. Stellvertretend werden hier die Ergebnisse mit Runge-
Kutta 45 aufgezeigt.

Euklidische Norm Die mit OC-ODE erhaltenen Ergebnisse fiir die Eukli-
dische Norm sind in Tab. 7.1 dargestellt. Nach der Auswertung der Eintrige
konnen folgende Aussagen getroffen werden:

e Bei Startparametern in der Umgebung der optimalen Parameter kon-
vergiert das Verfahren auch fiir schwache Beschrénkungen P € [P, P]
gegen die Parameter.

e Anfangswerte sind ungleich Null zu wihlen. Werden mehrere Startparam-
eter Null gesetzt, bricht der Algorithmus ohne Erfolg ab.

e Eine schlechte Startparameterwahl behindert die Konvergenz zu einem
Minimum. Dabei ist eine allgemein giiltige Aussage, welcher Parameter
wie stark vom Optimum abweichen darf, um eine Konvergenz zu erzielen,
schwierig. Es 148t sich jedoch entnehmen, dass die einzelnen Parameter
entsprechend ihrer Sensitivitdten verhéltnisméfig gleich weit vom opti-
malen Parameter entfernt sein diirfen.

'KKT: Karush-Kuhn-Tucker.
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Im Allgemeinen wird das Verhalten des Algorithmus jedoch stark von der Art
des Problems abhéngen. Auflerdem kann nicht ausgeschlossen werden, dass viele

nah beieinander liegende lokale Minima existieren.

P, P, €|[P,P ZF Pop IER/NB | KKT
BY  =5.80 B €[0.0,10] [ 05320 | B* =5.9576|1/0 2E — 07
NO =045 N°  €]0.0,10] N =0.5609

0 =0.06 r € [0.01,1.0] r* =0.0488

B =100 B €[0.0,10] |/ (.E) ]| B* 7/ / /

NO =045 N° €10.0,10] NO*

r®  =0.00 r € [0.01,1.0] r* /

BY  =0.00 B €[0.0,10] |/ (.E) ]| B* 7/ / /

NO =045 N° €10.0,10] NO*

r®  =0.01 r € [0.01,1.0] r* /

BY  =7.0 B €10.0,10] |/ (E) | B* 7/ / /

NO =045 N° €10.0,10] NO*

r®  =0.01/0.1 |r € [0.01,1.0] r* /

BY  =7.0 B €[0.0,10] |6.7293 | B* / 6/0 0.5E03
NO =045 N° €10.0,10] NO*

r®  =0.06 r € [0.01,1.0] r* /

BY  =6.0 B €10.0,10] [0.5320 | B¥ =5.9576 | 1/0 1E — 07
NO =045 N°  €]0.0,10] N =0.5609

" =0.01/0.07 | r € [0.01,1.0] r* =0.0488

BY =1.0 B €[0.0,10] 16.44 B*  =13.8634 | 2/1E-06 | 1E — 02
N =0.6/0.9 N°  €]0.0,10] N =0.0734

r®  =0.07 r € [0.01,1.0] r* =0.1728

Tabelle 7.1: Ergebnisse mit OC-ODE fiir Problem (B) mit der Euklidischen Norm: 2
Parameter B und r; N° geht als freier Anfangswert ein, unter Benutzung des Integra-
tors RK45. Die Verdnderungen in jedem Durchlauf sind unterstrichen. o.E. = ohne
Erfolg.

Betragssummennorm Bei der Auswertung der Ergebnisse fiir die Betrags-
summennorm ist deutlich eine Tendenz der Losung zu erkennen. Es zeigt sich,
dass der Algorithmus des direkten Schieflens bei gleichen Startparametern wie
im Falle der Euklidischen Norm erfolgreich ist, vgl. Tab 7.2. Ebenso kann
ein Versagen des Verfahrens bei schlechten Startparametern beobachtet wer-
den. Bei der Untersuchung der Anfilligkeit des Algorithmus auf ungeschickte
Startparameter-Wahl kann ein Versagen bei Startwerten in Null beobachtet
werden. Im Vergleich der ermittelten optimalen Parameter fiir die Euklidische
Norm und die Betragssummennorm sind deutliche Gréflenunterschiede auszu-
machen.

Tschebyschev-Norm Im grofien und ganzen kénnen die Ergebnisse fiir die
Euklidische und die Betragssummennorm auch fiir die T'schebyschev-Norm nach-
gewiesen werden, vgl. Tab 7.3. Bei Startparametern in der Umgebung der opti-
malen Losung und mit adéquaten Beschrinkungen konvergiert der Algorithmus
gegen ein Minimum. Es kann jedoch eine grofiere Empfindlichkeit des Algorith-
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P P e[P,P ZF Pope IER / NB | KKT
B =580|B € [0.0,10] 1.6088 B* =58226|1/0 TE01
NO =0.50 | N° € [0.0,10] NO* = 0.4363

PO =006 | r  €0.01,0.1] P = 0.0564

BY =100 | B €[0.0,10] | 1.6089 | B® =58225|2/0 201
NO =010 | N° € [0.0,10] NO* = 0.4365

PO =007 |+ €[0.01,1.0] P —0.0564

B" =100 | B €[00,10] |/ (oE)]| B 7 7
N° =0.10 | NO € [0.0,10] NO*

PO =010 |r  €]0.01,1.0] )

BY —0.00 | B €[00,10] |/ (oE)]| B / 7 7
N° =045 | NO € [0.0,10] NO*

r® =001 |r € [0.01,1.0] ™ /

Tabelle 7.2: Ergebnisse mit OC-ODE fiir Problem (B) mit der Betragssummennorm: 2
Parameter B undr; N© geht als freier Anfangswert ein unter Benutzung des Integrators
RK/5. Die Verdnderungen in jedem Durchlauf sind unterstrichen. o.E. = ohne Erfolg.

mus fiir die Zielfunktion mit Tschebyschev-Norm gegeniiber schlechten Start-
parametern beobachtet werden. Der Algorithmus ist hier ausschliefllich fiir gute
Startschétzungen erfolgreich.

P, P | e[P,P] 7F Py | IER / NB  KKT

B | =580 B € (0.0, 10] 0.3527 | B* = 6.2608 1/0 | 1E-04
NO | =050 N° | e [0.0,10] N | = 0.7091

PO | =006 r | €0.01,0.1] | =0.0410

B [=L00 B |€[00,10] /(E)|B |/ 7 7

NO | =010 N° | €[0.0,10] NO |/

0 | =0.07 r € [0.01,1.0] r* /

B [ =100 B |€[00,10] /(E)|B |/ 7 7

N | =010 N° | €[0.0,10] NO |/

P | =010 r | €[0.01,1.0] |

Tabelle 7.3: Ergebnisse mit OC-ODE fiir Problem (B) mit der Tschebyschev-Norm: 2
Parameter B undr; N© geht als freier Anfangswert ein unter Benutzung des Integrators
RK/5. Die Verdnderungen in jedem Durchlauf sind unterstrichen. o.E. = ohne Erfolg.

Ein Vergleich der optimalen Parameter zeigt, dass die Wahl der Norm bei der
optimalen Parameterwahl entscheidend ist. In Tab. 7.4 sind die mit OC-ODE
ermittelten optimalen Parameter fiir Problem (B) mit der Euklidischen-, der
Betragssummen- und der Tschebyschev-Norm dargestellt. Die Werte der einzel-
nen Komponenten des optimalen Parameters unterscheiden sich betréchtlich.

Norm ‘ B ‘ Ny ‘ T
lo = 5.9576 | = 0.5609 | = 0.0488
l1 = 5.8226 | = 0.4363 | = 0.0564
loo = 6.2608 | = 0.7091 | = 0.0410

Tabelle 7.4: Mit OC-ODE ermittelte optimale Parameter fiir die la-, l1- und lo-Norm
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Der Wahl einer passenden Norm eines bestimmten Anwendungsproblems
kommt daher ein wesentlicher Beitrag zu.

Bemerkung 7.1. Bei der Umsetzung von Problem (C) ist ebenso wie bei
Problem (B) das verallgemeinerte Mayer-Funktional in ein einfaches Mayer-
Funktional umzuwandeln. Allerdings ist hier zu beachten, dass die ODE die Di-
mension zwei besitzt. Damit erhéht sich die Anzahl der ODE fiir die umgewan-
delte Zielfunktion nicht nur auf die Anzahl der Messpunkte, sondern diese wird
auch noch verdoppelt. Das resultierende ODE-System besitzt 32 Differential-
gleichungen, vgl. Anhang D.2. Fiir héherdimensionale Systeme und eine grofie
Anzahl an Messwerten scheint diese Art der Umwandlung des Zielfunktionals
ungeeignet, da sich die Anzahl der Differentialgleichungen sehr erhdht.

In der im Anschluss verwendeten Software OCPID-DAE wird dieses Prob-
lem umgangen.

7.1.3 Das Programmpaket OCPID-DAE

Bei dem Programmpaket OCPID-DAE handelt es sich um eine Weiterentwick-
lung des OC-ODE-Pakets. Als wichtigste Neuerung ist jedoch die neue Ziel-
funktion zu nennen, [Gel0]. Sie hat nun die Gestalt

M
Qp(x(to)’x(tM)’tM’ P) + Zf)(ti’x(ti)’u(ti)’ P)
i=1

mit t; € [to, tar]. Die Wahl von ¢ = 0 fiir alle ¢t € [to, tps] und $ als

A(ti, x(ts), u(t;), P) = |z(t;) —m;| oder (7.9)
At x(t),ults), P) = |z(t;) —my? (7.10)

fiir Betragssummen- und Euklidische Norm respektive entspricht damit dem von
uns zu untersuchenden Zielfunktional. Die Umsetzung der Tschebyschev-Norm
wie oben ist aufgrund der Summation iiber $(¢;, z(t;), u(t;) nicht moglich. Statt-
dessen erfolgt die Umformung des Problems durch Einfithrung eines zusétzlichen
Parameters, der den Wert des Maximums représentiert, vgl. Abschn. 4.2. Dadurch
kommen zusétzliche Ungleichungsnebenbedingungen hinzu.

7.1.4 Ergebnisse mit OCPID-DAE

Die Ergebnisse der Parameteroptimierung mit OCPID-DAE sind in Tab. 7.5
dargestellt. Die Ergebnisse fiir die Euklidische und die Betragssummennorm

Norm | P°= (B Ny )| ZF| B*| N;| r|IER/NB|KKT
I 58 0.5 0.06 | 1.6088 | 5.8226 | 0.4363 [ 0.0564 | 1/0 | 8EOL
Iy 58 0.5 0.06 | 0.5320 | 5.9576 | 0.5609 | 0.0488 | 1/0 | 2E-70
I 58 0.5 0.06 |/ (0.E.) / / / / /

Tabelle 7.5: Mit OCPID-DAE erzielte Ergebnisse fiir Problem (B).
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stimmen mit den Ergebnissen des Softwarepaketes OC-ODE iiberein. Keine
Ergebnisse konnten hingegen fiir die Tschebyschev-Norm erzielt werden. Die
oben beschriebene Umformung fithrt zu einem nicht zuldssigen Problem. Der
Grund dafiir ist, dass die Ungleichungsnebenbedingungen bei der Transforma-
tion der Betrige nur an den Messzeitpunkten erfiillt sein miissen. OCPID-DAE
1a8t jedoch lediglich Aufgaben zu, bei denen die Ungleichungsnebenbedingung
auf einem ganzen Intervall erfiillt sein muss. Die Anwendung der OC-ODE Soft-
ware scheint daher fiir Zielfunktionen mit Tschebyschev-Norm geeigneter.

7.2 Direkte Kollokation

Die Direkte Kollokation ist eine direkte Methode zur Losung von Optimal-
steuerproblemen. Mittels Diskretisierung der Zustandsvariablen und Steuer-
funktionen durch stiickweise Polynome wird das unendlich dimensionale Opti-
malsteuerproblem in ein endlich dimensionales nichtlineares Optimierungspro-
blem mit Nebenbedingungen umgewandelt, [vS95]. Wir betrachten, der besseren
Ubersicht wegen, die Diskretisierung der Zustandsvariablen als stetige stiick-
weise lineare und der Steuerfunktionen als stiickweise konstante Funktionen in
der (AOS), vgl. Abschn. 6.1, im eindimensionalen Fall n = 1, K = 1. Fiir das
Intervall I = [tg, tps] und eine Diskretisierung analog zur Form der Messpunkte
sei

tit1—t; .

ud(ti++T), t <t <tiyr,i=1,...,M —1,

t) = _ 7.11

ud() { Ud(tM+ tyv ;1\/1—1)’ tars ( )

und
za(t;) + £ (zaltive) — za(ti)), ti <t <tit1,
.%'d(t): i:1,...,M—1,
zq(tar) + %(xd(tM) —zq(tym-1)), tum.
(7.12)

Es wird die verkiirzte Schreibweise verwendet: x; = z4(t;) und u; = uy (ti +
@) Die Funktionen ug und z4 werden nun so bestimmt, dass sie J[x,u]

minimieren und die ODE & = h(z,u) wenigsten an den M — 1 Stiitzpunkten

LES iz} 127“, den Zwischenstellen der Teilintervalle [t;,t;11], erfiillen,
t‘ _ t' . J— .
m(%) - % (7.13)
b (BTl o Tl i (7.14)
2 tix1 —ti '

Die resultierende endlich dimensionale nichtlineare Optimierungsaufgabe lautet

min J(md(t), ud(t))
T1,ULye-y T M UM
tiv1 —t;
W do N, dg(t) = h(zq(t), ug(t), fiir alle t = 41—

2 )
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7.2.1 Das Programmpaket DIRCOL

Die direkte Kollokation ist ebenfalls in dem Programm-Paket DIRCOL zur
Losung von Optimalsteuerproblemen bei ODE und Randwertproblemen umge-
setzt, vgl. [vS97]. Dabei wird das nichtlineare Optimierungsproblem mit NPSOL,
einer auf dem SQP-Verfahren basierenden Methode gelost, sieche [GMSWS86].
Zur spateren Einschitzung der von DIRCOL ausgegebenen Ergebnisse ist die
kurze Beschreibung von zwei Funktionen interessant:

e Defekte d(t): Es handelt sich hierbei um absolute Fehler-Funktionen der
Approximation der n, Differentialgleichungen, die durch die Approxima-
tionen von Tapp, Uepp UNd Dapp als stiickweise lineare Funktionen an soge-
nannten Checkpunkten ¢* beschrieben werden:

d(t") = maxﬂf;(xapp(t)auapp(t),Pappat)_ij,app(m beit=1t" j=1...,n;}.

e Lokaler Optimalitétsfehler: Dieser Schétzer wird aus den Fehlern der ODE
und der Nebenbedingungen, die beziiglich ihres Einflusses auf die Ziel-
funktion gewichtet werden, berechnet. Sei ® der wahre Wert des Mini-
mums und @ der fiir das diskretisierte Problem berechnete Wert. Dann
ist w = ®— @ der absolute Fehler der Zielfunktion, fiir den aus der Summe
der lokalen Fehler-Schitzer in jedem diskretisierten Intervall ein Schéitzer
@ erhalten werden kann.

Besonderheiten der Implementierung

Im Rahmen dieser Arbeit wurden die Probleme (B) und (C) mit DIRCOL unter-
sucht. Die Umsetzung in der Programmsoftware bei der Betragssummennorm
und der Tschebyschev-Norm erforderte eine Anpassung im Zielfunktional, fiir
welches in DIRCOL eine Eingabe des Mayer-Typs erwartet wird, vgl. [vS97].
Es sind Zielfunktionale von Multiphasen-Problemen der Form

F(E) = FI(EQ1)) + F2(E(2)) + ... + FM(E(M))

erlaubt. Das heifit, das Zielfunktional ist eine Summe von Funktionen Fj,i =
1,..., M, die entweder nur von Zustands-, Steuer- und Parameterwerten an
Anfangs- oder Endpunkten, ¢ = 1 beziehungsweise i = M, oder von den links-
und rechtsseitigen Grenzwerten an Schaltpunkten, ¢ = 2,...M — 1, abhéngen.

Im Fall der Euklidischen Norm, vgl. Tab. B.1 im Anhang, ist das Zielfunk-
tional demnach die Summe iiber die Quadrate

Fi(E(i)) = ((B(i)) — mi)

an den einzelnen Schaltpunkten, die den Messzeiten ¢; entsprechen. Die links-
und rechtsseitigen Grenzwerte in den Schaltpunkten sollen iibereinstimmen, um
die Stetigkeit der Losung x(t) zu gewéhrleisten. Dieses erzwingt man durch die
FEinfithrung zusétzlicher nichtlinearer Schaltpunktbedingungen

RB(E(i)) = XL(E(i)) — XR(E(3)) = 0.
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Fiir die Betragssummennorm werden zusétzliche Parameter P, = |x(E())—mi]
fiir die Betrdage eingefiihrt, vgl. Tab B.3 im Anhang. Diese werden dann als
Ungleichungen in das Problem eingebunden, mit jeweils zwei Ungleichungen
fiir eine Betragsgleichung

— P, < x(E(i)) — mi, (7.15)
Pe, > x(E(i)) — mi. (7.16)

Als Problem tritt hier auf, dass in DIRCOL die Ungleichungsnebenbedingun-
gen fiir alle ¢t aus der entsprechenden Phase gelten miissen, wohingegen die
Ungleichungen (7.15) und (7.16) nur fir den Zeitpunkt ¢; gelten. Auflerdem ist
die Umsetzung der Betragssummennorm nur auf Kosten der Einfithrung von
M zusétzlichen Parametern moglich, was bei grofier Anzahl von Messpunkten
abtriglich sein kann. Die Zielfunktion lautet dann entsprechend

min Z Fi(E(i) = Z &

Fiir die Umsetzung der Tschebyschev-Norm sind etwas umfassendere Anderun-
gen notwendig, vgl. Tab. B.2 im Anhang. Da die Zielfunktion als Summe tiber
die Zielfunktionale der einzelnen Phasen bestimmt wird, ist die Umsetzung der
Tschebyschev-Norm als Multiphasen-Problem schwierig. Denkbar wére zwar
eine Implementierung als Summe mittels Fallunterscheidung, bei der alle Sum-
manden, bis auf den betragsmiflig maximalen Phasen-Funktionalwert, verschwin-
den. Eine andere Vorgehensweise ergibt sich aus dem vorigen Abschnitt, der
Transformation auf ein einheitliches Zeitintervall. Das Zielfunktional F fiir die
Tschebyschev-Norm ldsst sich dann fiir nur einen Phasenpunkt E(1) = tyy
angeben als

F=MAX(ABS(z1(E(1))—ml), ABS(22(E(1))—m2),...,ABS(xM(E(1))—mM))).

7.2.2 FErgebnisse mit DIRCOL

Das Programmpaket DIRCOL wurde mit unterschiedlichem Erfolg an den oben
vorgestellten Parameterbestimmungsproblemen getestet.

Problem (B)

Die Parameterschitzung ist nur fiir sehr gute Startwerte erfolgreich. Tab. 7.6
zeigt die Ergebnisse fiir verschiedene Parameter-Starttupel bei der Euklidischen
Norm. Nur fiir die bereits sehr gute Startndherung (B, Ng,r) = (6,0.5,0.1)
wird ein guter Zielfunktionswert, das heiflt, eine kleine Abweichung von den
Messwerten, erreicht.

In den Abb. 7.1- 7.3 sind die Zielfunktion N(¢), die Defekte d(¢) und die
lokalen Optimalitétsfehler aufgezeichnet. Aus den Grafiken fiir d(t) kann man
entnehmen, dass die Losung (10.52, 0.71, 86.83) in Abb. 7.2 entf#llt, da Defekte
grofer als 1- 1072 nicht hinnehmbar sind, vgl. [vS97].

Im Gegensatz dazu wird fiir das Parametertripel (—301370.07, 1.67, 0.01)
in Abb. 7.1 im ersten Zeitabschnitt eine gute Approximation der Messwerte
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Start-Parameter IFAIL Losungs-Parameter Funktions-
B N, T B N r wert

1 1 1 0 -301370.07  1.6700498  0.0098293987 6.8323

6 1 1 4 10.524193 0.71080174 86.826294 6.655731
6 0.5 0.1 0 5.9576693 0.56086698  0.048826360 | 0.5319413

IFAIL 0: - Optimal solution found.
IFAIL 4: - Too many major iterations.

Tabelle 7.6: Problem (B): Ergebnisse fiir die Fuklidische Norm mit verschiedenen
Starttripeln.

local optimality error over normalized time
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erzielt. Der beste Zielfunktionswert wird dennoch mit der Losung (5.96, 5.61F—
01, 4.88E — 02) in Abb. 7.3 erreicht.

Das mit DIRCOL ermittelte Losungstripel ist mit den in den vorigen Kapiteln
ermittelten Parametern in Tab. 7.7 gegeniibergestellt. Dabei wird deutlich, dass
die Software-Pakete OC-ODE, OCPID-DAE und DIRCOL fiir die Zielfunktion
mit Euklidischer Norm gleiche optimale Parameter ermitteln. Eine Auswahl des
geeignetesten Verfahrens sollte in diesem Fall anhand des Aufwands der Im-
plementierung getroffen werden. Hierbei ist demnach das Paket OCPID-DAE
vorzuziehen.

Die Ergebnisse der Betragssummennorm sind in Tab. 7.8 aufgefiihrt.
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local optimality error over normalized time
4000

Abbildung  7.2:  Ergebnisse  mit .
DIRCOL fiir Problem (B) und die —
Euklidische Norm: N(t), d(t) und
Optimalitdtsfehler fiir das Parameter- e
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i \ AR
vl LA LYAA T ILAAN
400 o ”JHU“VH ‘H‘VH
0 20 40 60 80 100 120 140 160 v V v V v V Y Y ‘
Methode/ Herkunft B NO r
[EKO05] 5.800 | 0.450 | 0.06069
Ausgleichsrechnung | 5.951 | 0.549 | 0.04931
OC-ODE 5.958 | 0.561 | 0.04883
OCPID-DAE 5.958 | 0.561 | 0.04883
DIRCOL 5.958 | 0.561 | 0.04883

Tabelle 7.7: Vergleich der mit den verschiedenen Methoden erzielten Parameter fiir
Problem (B) mit der Euklidischen Norm (gerundete Werte).

Start-Parameter IFAIL Losungs-Parameter Funktions-
B No r B No r wert
6 0.5 0.1 6 -2341.8095  1.5784507  0.10363598E-01 | 6.380931
6 0.6 0.05 6 5.8268041  0.46077346 0.55511619E-01 | 1.609919
5.958 0.561 0.049 6 5.8291301  0.45270508 0.55230779E-01 | 1.610952

IFAIL 6: - Current point cannot be improved upon.

Tabelle 7.8: Problem (B): Ergebnisse fiir die Betragssummennorm mit verschiedenen
Starttripeln.

Bei Wahl von P° = (6, 0.5, 0.1) ist die Optimierung des Parameters er-
folglos. Es ist die fiir die Euklidische Norm beobachtete Empfindlichkeit der
Ergebnisse gegeniiber Startparameterschéitzungen zu beobachten, wobei hier
die Existenz vieler lokaler Minima nicht ausgeschlossen werden kann. Im Fall der

Tschebyschev-Norm konnte selbst fiir den sehr guten Startschétzer (6, 0.6, 0.05)
keine Losung erzielt werden.
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local optimality error over normalized time
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Ahnliche Ergebnisse wurden bei der Bearbeitung des Problems (C) mit der
Tschebyschev-Norm beobachtet. Die Resultate werden im folgenden Abschnitt
présentiert.

Problem (C)

Die Anwendung des Programms DIRCOL auf Problem (C) mit der Euklidischen
Norm ist in Tab. 7.9 aufgefiihrt. Dabei wird deutlich, dass fiir Problem (C) mit

Start-Parameter Losungs-Parameter Funktions-
A B C D A B C D wer
0 0 0 0 -25.63014  22.18432 -0.02135 -0.01918 0.58487
-7.08 4.0 -0.0645 -0.096 || -477.29050 474.25153 -0.09105 -0.09183 0.22753

Bei allen Durchldufen Erfolg, d.h. mit IFAIL 0: - Optimal solution found.

Tabelle 7.9: Problem (C): Ergebnisse fir die Euklidische Norm mit verschiedenen
Startwerten, Losungsparameter und Funktionswerte gerundet auf fiinf Stellen nach dem
Komma.

der Euklidischen Norm eine Sensitivitit gegeniiber schlechten Startparametern
nicht gegeben ist. Selbst fiir einen Start im Nullvektor werden die Parameter
gut ermittelt. Der Zielfunktionswert unterscheidet sich vom Zielfunktionswert,
welcher aus der sehr guten Startschitzung (—7.08, 4.0, —0.0645, —0.096) er-
mittelt wurde, erst in der Nachkommastelle.

Abb. 7.4 zeigt die Losung der Zustandsfunktion fiir die mit DIRCOL fiir
die Euklidische Norm ermittelten Parameter (—25.6,22.2, —0.021, —0.019). Die
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Zustandsfunktion fiir den Parametervektor (—477,474, —0.0911, —0.0918) ist in
Abb. 7.5 dargestellt.

local optimality error over normalized time
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Des Weiteren war zu beobachten, dass in weiterfiihrenden Berechnungen
zum Teil schon bei der Angabe von wenigen Messwerten gute Naherungen fiir
die Parameter geliefert wurden. Dies variierte jedoch stark je nach Wahl der
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Messpunktmenge. Hilfreich waren hier die Ausdiinnungsalgorithmen aus Ab-
schn. 4.3.2, vgl. [Is02].

Weniger erfolgreich bei schlechter Anfangsndherung fiir die Parameter war
die DIRCOL-Methode bei der Betragssummennorm, wie Tab. 7.10 zeigt. Beim
Start des Algorithmus im Nullvektor wurden keine zufriedenstellenden Para-
meter bestimmt. Die Groflenordnungen von Parameter A und B zueinander
entsprechen nicht den erwarteten Werten. Daraus resultierend ist der Ziel-
funktionswert grofler als bei guten bis sehr guten Startndherungen. Mit der

Start-Parameter Losungs-Parameter Funktions-
A B C D A B C D wert
0 0 0 0 -3.32 -0.32101  -0.05258 -0.05258 4.37532
-7.08 4.0 -0.0645 -0.096 | -11.88537 8.92187  -0.08484 -0.12345 2.62380
-25 25 -0.1 -0.1 -25.63878  22.22773  -0.02702 -0.02465 3.53732
-25.630  22.184  -0.021 -0.019 || -25.60098  22.18993 -0.02702 -0.02465 3.53732
-477.291  474.252  -0.091  -0.092 || -477.26078 474.31243 -0.10011 -0.10091 2.62555

Bei allen Startquadrupeln endeten die Durchldufe mit IFAIL 0: - Optimal solution found.

Tabelle 7.10: Problem (C): Ergebnisse fiir die Betragssummennorm mit verschiedenen
Startwerten, Losungsparameter und Funktionswerte gerundet auf fiinf Stellen nach dem
Komma.

Naherung aus [ReSc] wird der beste Zielfunktionswert erzielt. Die Ergebnisse
sind in Abb. 7.6 dargestellt. Die Zustandsfunktionen fiir die Parametervektoren
(—11.88, 8.92, —0.08, —0.12) und (—25, 22, —0.03, —0.02) findet der Leser in
Abb. A.1 und A.2 im Anhang der Arbeit.
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local optimality error over normalized time
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Die Anwendung der Tschebyschev-Norm ergab auch hier wie bei Prob-
lem (B) keine Losung. Selbst fiir gute Startnéherungen konnten keine optimalen
Parameter ermittelt werden. Eine mdogliche Fehlerquelle ist die Transformation
der Tschebyschev-Norm auf eine in DIRCOL implementierbare Form mit den
in Abschn. B beschriebenen Unzulénglichkeiten, dass die resultierenden Unglei-
chungen auf der ganzen Phase erfiillt sein miissen.

Abschlielend 148t sich auch mit DIRCOL keine optimale Losung fiir Prob-
lem (D) finden. Hierbei ist der Grund allerdings den vermutlich schlechten
Startschéitzungen zuzuschreiben. Wie in Problem (B) und (C) bereits gezeigt,
ist schon fiir die [1-Norm eine Verschlechterung der Ergebnisse fiir ungeniigende
Startparameter zu beobachten. Da fiir Problem (D) die optimalen Parame-
ter nicht bekannt sind, konnten ausschlielich die mit einer Gittersuchmethode
erzielten Parameter P = (1000, 8000, 28000) und P = (5500, 1000, 23000)
vorgegeben werden, welche augenscheinlich nicht den Genauigkeitsanforderun-
gen fiir Startparameter entsprechen.

In diesem Kapitel wurde die Parameterbestimmung mittels direkter Ver-
fahren der Optimalsteuerung bewerkstelligt. Dabei kénnen aus der Implemen-
tierung und den Ergebnissen nachstehende Schlussfolgerungen gezogen werden:

e Die mit den verschieden Verfahren bestimmten Parameter unterscheiden
sich maflgeblich je nach Wahl der Norm in der Zielfunktion.

e OC-ODE erwartet als Eingabe eine Zielfunktion vom einfachen Mayer-
Typ. Dies erfordert eine Intervalltransformation fiir alle iibrigen Mess-
werte, wodurch die Grofle des ODE-Systems stark ansteigt. Fiir Auf-
gaben mit einer groffen Anzahl an Messwerten ist diese Form der Umset-
zung nicht praktikabel. Als Vorteil ist dennoch hervorzuheben, dass nach
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Umwandlung auf ein einfaches Mayer-Funktional die Implementierung der
Tschebyschev-Norm ohne Probleme mdoglich ist.

e In OCPID-DAE ist die Umsetzung der Tschebyschev-Norm dagegen nicht
gelungen. Das verallgemeinerte Mayer-Funktional ist als Summe im Pro-
gramm verankert. Die durch die Einfiihrung eines zusétzlichen Parameters
entstehenden Ungleichungen sollen nur an einzelnen Punkten erfiillt sein.
Positiv wirkt sich die Form der Zielfunktion jedoch bei der Euklidischen
und der Betragssummennorm aus, welche ohne Intervalltransformation
programmiert werden kénnen.

e DIRCOL weist dhnliche Eigenschaften wie OC-ODE auf. Als Zielfunktion
wird ein einfaches Mayerfunktional erwartet, was die gleichen Schwierigkeit-
en wie bei OC-ODE impliziert. Fiir die Euklidische und die Betragssum-
mennorm werden aber ebenfalls gute Ergebnisse erzielt.

e Zusammenfassend kann man festhalten, dass die direkten Methoden der
Optimalsteuerung auf Parameterbestimmungsprobleme angewandt wer-
den konnen. Allerdings ist die Vorgabe guter Startndherungen notwendig.
Gegeniiber den iterativen Verfahren kann hier aber eine Verbesserung
beobachtet werden. Ist die Optimierung erfolgreich, so stimmen die mit
den einzelnen Verfahren erhaltenen optimalen Parameter iiberein. Einzig
Problem (D) konnte, auch mit einer reduzierten Messwertanzahl, fiir keine
Norm geltst werden, wobei die Ursache im Mangel an guten Startparam-
etern vermutet wird.
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Kapitel 8

Parameterbestimmung mittels
optimaler Steuerung

Wir betrachten die Parameterbestimmungsaufgabe mit Euklidischer Norm fiir
gegebene Messpunkte (¢;,m;), i = 1,..., M. Der Parameter P € RE wird durch
die stiickweise konstante Parameterfunktion u(-) = u ersetzt, wobei u(t) € U,
U C RX fiir alle ¢ € [tg, 1] gilt. Die Aufgabe lautet :

o min, f(z(t1), ..., x(tn)) = I(@(t:) — mi)i=1,..all3
e u. d. N.i(t) = h(z(t),u(t)) mit z(tg) = 29,
e und u(t) € U fiir alle t € [to, tar].

In diesem Kapitel soll nun die Bestimmung stiickweise konstanter Steuerfunktio-
nen untersucht werden. Zunéchst werden hierzu die notwendigen Optimalitéts-
bedingungen der optimalen Steuerung einbezogen.

8.1 Verifikation von optimalen Steuerparametern

Wir kehren zuriick zu den Resultaten aus Abschn. 6.4 und erinnern uns an
die notwendige Bedingung einer optimalen stiickweise konstanten Steuerung
u fir ein verallgemeinertes Mayer-Funktional f und die Hamilton-Funktion
H((t),z(t),u(t)) = (t) - h(x(t),u(t)): Ist die stiickweise konstante Funktion
u* optimal, so existiert eine Losung der adjungierten Gleichung v, wobei

) =—1- ha (2, u) (8.1)
und
Y(tk +0) = V(tr) + fo, (T (t1), s 2" (E0r)),
so dass .
t P(t) - hy (2" (t), u™)dt = 0. (8.2)

Die Zusténde werden durch die ODE & = h(x,u) mit AW z(to) = 2° beschrieben,
die im Verlauf numerisch gelost wird.



88 Parameterbestimmung mittels optimaler Steuerung

Es ist mit dem folgenden Algorithmus moglich, eine vermeintlich optimale
Steuerung u*, die den Parameter repriisentiert, auf ihre Richtigkeit zu iiberpriifen!.

Algorithmus 8.1. Notwendige Bedingung der optimalen Steuerung
Gegeben eine Steuerung u*.

(i) Lase fiir gegebenes u* die Zustandsdifferentialgleichung & = h(x,u) mit

Anfangswert x(tg) = 20.

(ii) Ldse mit * und u* die ODE der Adjungierten 1 unter Beriicksichtigung
der Spriinge bei t;, i =1,..., M.

o , «
(iii) Berechne das Integral s = [, 1*(t) - hy(z*(t), u*)dt.

(iv) Die untersuchte Steuerung u* ist optimal, wenn ||s|| < n fir ein gegebenes
n = 0.

Die Komplexitiat des Algorithmus ist abhéngig von der Art der gewéhlten
Verfahren zur Losung der zwei ODEs sowie der numerischen Integration.

Der Algorithmus 8.1 ist auch auf die Problemstellungen mit /1- und /-
Zielfunktionalen anwendbar. Dazu sind die im Abschn. 4.2 beschriebenen Um-
formungen notwendig. Eine ausfiihrliche Darstellung findet der Leser in [AS10].

8.1.1 Numerische Ergebnisse

Als Beispiel fiir die Anwendung des beschriebenen Verfahrens werden im n#chsten
Abschnitt die Ergebnisse fiir Problem (C) présentiert. Die Vorgehensweise lisst
sich analog auf die anderen Problemstellungen iibertragen.

Problem (C)
In Problem (C) ist das Funktional F : R7 x RY" — R,

F(.%'(tl), ey .’L‘(tn)) = F((ml(tl), .%'Q(tl)), ey (1‘1 (t17), 1‘2(t17))
17

= f(z1(tr), w1 (tir) = > (w1 (ts) — mai)”

i=1

zu minimieren. Die Unterscheidung von F' und f dient der Unterstreichung,
dass Messwerte lediglich fiir die Komponente x1 gegeben sind. Wir haben die

ODE
= (I = (R D) = (s pre_cpe ) <R

Die Funktion v : R — R? wird bestimmt durch

()2, )(3)
o haz,  hog, o )7

'Es wird hierbei davon ausgegangen, dass die im Algorithmus benétigten partiellen
Ableitungen der rechten Seite der ZustandsODE h, und h, ’per Hand’ bestimmt werden.
Anderenfalls ist eine numerische Approximation der Ableitungen mittels einseitiger Differen-
zenquotienten moglich
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mit Spriingen
(29 )= () )+ (et ).

Als vermeintlich optimaler Parameter wurde der in [ReSc] berechnete Parame-
ter Py dem dort prasentierten Anfangsparameter P| gegeniibergestellt:

Parameter ‘ A ‘ B ‘ C ‘ D
Py -7.08 4 -0.0645 -0.096
Py -7.2373952 | 3.9388302 | -0.06449989 | -0.09599954

Tabelle 8.1: Der in [ReSc/ prisentierte optimalen Parameter, sowie die Anfangsschiit-
zung.

Die mit dem Alg. 8.1 erzeugten Ergebnisse stellen sich wie folgt dar und
sind in Tab. 8.2 aufgelistet:

T

I / W(t) - hy(z,u)dt = (0, 0, 0.1074, 0.0493),
0
T

11 / W(t) - hy(z,u)dt = (0, 0, 0.0836 ,0.0379).
0

Das jeweilige Integral besteht aus vier Komponenten, resultierend aus P € R%.
Allerdings sind aus den Integralwertkomponenten keine Riickschliisse auf die
Giite der einzelnen Parameter zulédssig. Dass die Betréige fiir A und B ver-
schwinden, impliziert nicht, dass A und B optimal bestimmt sind. Aus den
Ergebnissen kann aber geschlossen werden, dass der Parameter Py die Messdat-
en besser approximiert, in Ubereinstimmung mit fritheren Ergebnissen . Bisher

Parameter ‘ Integral ‘ A ‘ B ‘ C ‘ D H Norm
Py I 0| 0] 0.1074 | 0.0493 | 0.1182
Py IT 0| 0] 0.0836 | 0.0379 || 0.0918

Tabelle 8.2: Die Integralwerte und daraus resultierenden Normen fiir die Parameter
aus [ReSc] und Kap. 4 im Vergleich.

wurde die notwendige Bedingung zur Verifikation einer Steuerung u benutzt.
Ist eine Steuerung optimal, so muss das Optimalitdtskriterium erfiillt sein. Im
néchsten Abschnitt wird untersucht, ob wie im Fall des PMP mit stiickweise
stetigen Steuerungen mit Hilfe der notwendigen Optimalitdtsbedingung auch
Kandidaten ausfindig gemacht werden konnen.

8.2 Parameterbestimmung mittels notwendiger Op-
timalitdtsbedingungen

Soll ein optimaler Parameter mit Hilfe der notwendigen Optimalititsbedingun-
gen der Optimalsteuerungstheorie bestimmt werden, drangen sich zwei Ansétze
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auf. Zum einen kann man fiir einen Parameterstartwert die in Abschn. 8.1
eingefiithrten Integralwerte und ein darauf angewandtes Abstiegsverfahren nut-
zen, um extremwertverdéchtige Parameter zu bestimmen. Eine andere Mog-
lichkeit ist, eine Maximierung der Hamilton-Funktion vorzunehmen und daraus
scheinbar optimale Parameter zu bestimmen. In beiden Féllen erhédlt man aus
der notwendigen Optimalitdtsbedingung lediglich vermeintlich optimale Para-
meter, deren Optimalitét noch zu iiberpriifen ist. Die Erfiillung von Gl. (8.2)
ist nicht hinreichend.

8.2.1 Abstiegsverfahren fiir Integralwerte

Ein Abstiegsverfahren fiir Integralwerte erfordert die Bestimmung einer Ab-
stiegsrichtung, welche numerisch mit einem Differenzenquotienten bestimmt
werden kann. Fiir den Vorwértsdifferenzenquotienten wére in diesem Fall der
im Alg. 8.1 berechnete Wert s, welcher fiir ein ©® bestimmt wurde, in einem
weiteren Schritt fiir ein ausgelenktes u° + du zu bestimmen. Da es sich bei u°
um eine stiickweise konstante Funktion handelt, muss die Bestimmung einer
Abstiegsrichtung auf jedem konstanten Teilstiick von u" erfolgen. Dieses Ver-
fahren scheint aufgrund des rechnerischen Aufwands jedoch nicht praktikabel

und wurde in der Arbeit deshalb nicht weiter verfolgt.

8.2.2 Maximierung der Hamilton-Funktion

Eine weitere Moglichkeit ist die Maximierung der Hamilton-Funktion,

max H (¢(t), z(t),u) = max(t)h(x(t),u). (8.3)
ucelU uelU
Dass auch dieser Ansatz nicht in jedem Fall praktikabel ist, zeigt die folgende
Anwendung auf Problem (B).
Die zu betrachtende Zustandsdifferentialgleichung ist

1
N0 =r(t) (1= g VO ) NE) = (1 t) = ualt)- N(0) - N ),
wobei u; = r und uz = 5 im folgenden die zu bestimmenden Steuerungen sind.

Auflerdem sei uz = Ny. Wir definieren dann wie oben beschrieben eine Funktion

H((t), N(t), ut)) = $(t) - A(N (@), u(t)) = $(t) - (ur(t) — ua(t) - N(t)) - N(2).

Die Ableitung nach den Steuerungen ergibt

2w = vonm =o, (8.4)
M) = —wwnw =0 (5.5)
U2

wobei die Ableitung nach ug keine weiteren Informationen liefert. Mit den ODEs
fir x und v erhélt man ein Randwertproblem, wobei sowohl die Steuerung u
als auch der AW der Zustandsfunktion unbekannt sind.

Es sind unter anderem die nachfolgenden Punkte zu beriicksichtigen:
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e Ist die Hamilton-Funktion linear in den zu bestimmenden Steuerungen, so
verschwinden die Steuerungen bei Ableitung von H nach u. Die Ableitun-
gen sind nur noch Funktionen von z und 1.

e Als Konsequenz des Umstands, dass der Anfangswert der Zustandsdiffe-
rentialgleichung mit zu bestimmen ist, ist zu nennen, dass in jedem Fall
eine Startschéitzung fiir den Anfangswert notwendig ist.

e Des Weiteren erfordert auch die Zustandsfunktion, welche in Form einer
ODE gegeben ist, und deren geschlossene Losung unter Umstédnden nicht
bekannt ist, eine numerische Losung.

Es ist fiir die Maximierung der Hamilton-Funktion fiir die allgemeine Problem-
stellung also eine iterative Methode erforderlich.

8.3 Stiickweise konstante Steuerungen

Abschliefilend soll eine Behauptung untersucht werden, die aus [Schr06] ent-
stand. Lassen sich nach Untersuchung lokaler Minima optimale Parameter able-
sen, die trotz allem eine verhiltnisméflig grofle Abweichung, also einen grofien
Zielfunktionswert, produzieren, so kann man zum einen argumentieren, dass
dies durch Messfehler entstanden ist, die eine grofle Varianz haben.

Zum anderen muss man iiberlegen, dass Parameter daraus hervorgehen, dass
man fiir einen bestimmten Fall deren Konstanz annimmt. Die Abweichung kann
hier auch aus einer fehlerhaften Annahme entstehen. Als Beispiel sei die Erd-
anziehungskraft genannt, die oft als Konstante betrachtet wird, aber tiber eine
Ortsabhéngigkeit verfiigt. Der Modellfehler, der daraus resultiert, ist schwer zu
detektieren, da die Zustandsdifferentialgleichung als gegeben angenommen wird.

Fiir diese beiden grundsétzlichen Fragestellungen soll hier eine Moglichkeit
der Verifikation aus den oben erhaltenen Methoden dargstellt werden.

Wir betrachten das iibliche Parameterbestimmungsproblem, unterstellen
jetzt aber, dass die Modellierung mit konstanten Parametern nicht der Realitét
entspricht. Diese Vermutung wird iiberpriift, indem wir anstelle eines konstan-
ten Parameters eine stiickweise konstante Funktion zulassen. Diese neue Auf-
gabenstellung kann ohne grofle Miihe in die im Kap. 7 présentierten Software-
Pakete OC-ODE und OCPID-DAE implementiert werden. Unterliegen die stiick-
weise konstanten Steuerungen starken Schwankungen, d.h. &ndern sie sich um
Groflenordnungen, so erhértet sich der Verdacht von Messfehlern beziehungs-
weise der Existenz einer stiickweise konstanten Parameterfunktion.

8.3.1 Ergebnisse mit stiickweise konstanten Parameterfunktio-
nen

Die Idee wird an Problem (B) mit der Euklidischen Norm verdeutlicht. Tab. 8.3
zeigt die mit OC-ODE erzeugten Losungen. In den Abb. 8.1, 8.2 und 8.3 sind die
stiickweise konstanten Steuerungen B und r graphisch dargestellt. Es wurden
auf den dquidistanten Teilintervallen optimale konstante Steuerungen ermittelt.
Dabei wurde die Anzahl der Teilintervalle und der Steuerraum U variiert. Die
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Ergebnisse der dritten Zeile in Tab. 8.3 miissen jedoch wegen des KKT-Wertes
verworfen werden.

Intervalle | [P, P] ZF | IER | KKT | NB | Ergebnis
9 B € [5,8] 0.3829 | 1 5e-07 | 0 | Tab. 84
re[-0.1,0.1] Abb. 8.1
4 B € ]5,8] 0.3356 | 1 3e-07 | 0 | Tab. 8.5
r € [~0.1,0.1] Abb. 8.2
1 B e [1,10] 17131 |1 | 2¢05 | 0 /
re[—1,1] /
2 Be 5 9] 04161 |1 | 6¢07 | 0 | Tab. 8.6
r e [-0.1,0.1] Abb. 8.3

Tabelle 8.3: Stiickweise konstante Steuerungen fiir Problem (B) erzeugt mit OC-ODE.
Die Schaltpunkte werden dquidistant gesetzt. Es wird No > 0 gefordert. Integrator ist
RK45.

Intervall | B r | No
1 | 0.8000000000000000E+401 | -0.8243848906976939E-01 | 0.6670982976115415E4-00
2 | 0.5000000000000000E+-01 0.9026997544571698E-01
3 | 0.8000000000000000E+01 0.9533616023964944E-01
4 | 0.8000000000000000E+01 | 0.1000000000000000E+400
5 | 0.8000000000000000E+01 0.6626473930105048E-01
6 | 0.8000000000000000E+01 0.7200190611617577E-01
7 1 0.6972211059935759E+01 | 0.1000000000000000E+00
8 | 0.5000000000000000E+01 0.2083340162812964E-01
9 | 0.6591551103754479E+01 | -0.1000000000000000E+00

Tabelle 8.4: Stiickweise konstante Steuerungen fiir Problem (B) mit Euklidischer
Norm, erzielt mit OC-ODE. 9 Intervalle.

Intervall | B r | Ny
1| 0.7537772454504608E+01 | 0.1000000000000000E+00 | 0.7091370103833360E+00
2 | 0.5303645464701927E+01 0.8411636987261720E-01
3 | 0.5000000000000000E+01 | -0.1000000000000000E4-00
4 1 0.6327681920361448E+01 0.6593943574927140E-01

Tabelle 8.5: Stickweise konstante Steuerungen fiir Problem (B) mit Euklidischer
Norm, erzielt mit OC-ODE. /4 Intervalle.

Intervall | B

’I"|N0

1 | 0.8000000000000000E+01
2 | 0.6421413565486539E+01

0.4966790062812391E-01
0.3644505163971976E-01

0.6259939805071032E4-00

Tabelle 8.6: Stickweise konstante Steuerungen fiir Problem (B) mit Euklidischer
Norm, erzielt mit OC-ODE. 2 Intervalle.
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stueckweise Steuerung B
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Abbildung 8.1: Stickweise konstante Steuerungen B und v fiir Problem (B) mit Fu-
klidischer Norm, erzielt mit OC-ODE. 9 Intervalle.
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Abbildung 8.2: Stiickweise konstante Steuerungen B und r fiir Problem (B) mit Eu-
klidischer Norm, erzielt mit OC-ODE. 4 Intervalle.
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Abbildung 8.3: Stiickweise konstante Steuerungen B und r fiir Problem (B) mit Eu-
klidischer Norm, erzielt mit OC-ODE. 2 Intervalle.
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Der Vergleich der zulédssigen Losungen fiir die Intervallzahlen 9, 4 und 2
ergibt:

Der Zielfunktionswert vermindert sich in allen drei Versuchen im Ver-
gleich zu den in Kap. 4, 5 und 7 ermittelten Zielfunktionswerten. Dieses
resultiert aus der Moglichkeit, anstelle von nur zwei Parametern B und r
auf dem Gesamtintervall jetzt je zwei Parameter auf kleineren Teilinter-
vallen wihlen zu diirfen. Diese werden dann spezifisch an dort gegebene
Messwerte angepasst, was eine Verminderung des Zielfunktionswertes auf
dem Gesamtintervall beinhaltet.

Bei der Verminderung von 9 auf 4 Teilintervalle wird bei letzteren der
bessere Zielfunktionswert erreicht. Das ist deshalb moglich, weil die Lange
der Teilintervalle dquidistant gewéhlt wurde. Die Schaltpunkte der stiick-
weise konstanten Steuerfunktionen liegen folglich an unterschiedlichen
Zeitpunkten. Giinstige Schaltpunkte bedingen in diesem Fall bessere Ziel-
funktionswerte.

In den Abb. 8.1 und 8.2 ist eine starke Verdnderung der Parameter festzu-
stellen. Allerdings sind die Zeitpunkte, an denen sich die Parameter stark
unterscheiden, sehr verschieden. Wihrend sich in Abb. 8.2 der Parameter
r in der ungefihren Zeitspanne ¢t € [70,105] sehr stark #ndert, ist eine
Anderung von r in Abb. 8.1 hier nicht betriichtlich. Des Weiteren ist in
Abb. 2.2 dort auch kein auflerordentlich grofler Messfehler, d.h. Ausreifler,
auffindbar.

Allerdings geht die Variation von B in Abb. 8.1 bei t =~ 30 mit einer
starken Anderung von B in Abb. 8.2 einher. Untersucht man dieses Indiz
mittels Betrachtung von Abb. 2.2, so erkennt man die dort aufgetretenen
Messungenauigkeiten.

In Abb. 8.3 fillt auf, dass die Parameterpaare auf den zwei Intervallen
weniger stark variieren. Es kann hier weder auf einen Modellfehler noch
auf grofle Messungenauigkeiten geschlussfolgert werden.

Die Anzahl der Teilintervalle spielt bei der Beurteilung der Parameter
folglich eine wesentliche Rolle. Wird sie zu grofl gewéhlt, werden lediglich
die Messfehler sichtbar, vgl. Abb. 8.1 und 2.2. Wird die Anzahl niedrig
gewihlt, so erhilt man eine Abschitzung der optimalen Parameter fiir
das Gesamtintervall durch beispielsweise Bilden des Durchschnitts.

Abschliefend kann man feststellen, dass sich die Betrachtung von stiickweise
konstanten Funktionen anstelle der Parameter als sinnvoll erweist. Weitere Un-
tersuchungen, insbesondere zur Anzahl der Teilintervalle, sind jedoch erforder-

lich.



Kapitel 9

Zusammenfassung und
Ausblick

Gegenstand der Arbeit war die Parameterbestimmung aus Messdaten fiir eine
gegebene Modellgleichung in Form einer gewohnlichen Differentialgleichung.
Durch eine ausfiihrliche Untersuchung der Zustands- und Zielfunktionen auf
Sensitivitdt beziiglich der Parameter, konnte eine Losbarkeit der Aufgaben
gewihrleistet werden. Dazu wurden zunéchst die iiblichen Methoden der Aus-
gleichsrechnung und die Anwendung der Sequentiellen Linearen Optimierung
auf die Problemstellung unter Beachtung der verwendeten Normen, Euklidische,
Tschebyschev- und Betragssummennorm, betrachtet. Dariiber hinaus wurde
ein Modellalgorithmus eines Abstiegsverfahrens unter Verwendung von Rich-
tungsableitungen entwickelt. Im zweiten Teil der Arbeit wurde das Parame-
terbestimmungsproblem als Problem der optimalen Steuerung untersucht. Ziel
der Arbeit war es, herauszufinden, ob und wie sich Methoden der Optimalsteue-
rung auf Aufgaben der Parameterbestimmung anwenden lassen. Fiir die Anwen-
dung der notwendigen Optimalitdtsbedingungen und der daraus resultieren-
den Prinzipe wurden theoretische Grundlagen gelegt. Anschliefend wurden
die einzelnen Problemstellungen mit den direkten Methoden untersucht, und
zwar einem direkten Schiefiverfahren, umgesetzt in OC-ODE und OCPID-DAE,
und einer direkten Kollokationsmethode, implementiert in DIRCOL. Im letzten
Kapitel wurde dann die Aufgabenstellung noch einmal abgeéindert. Anstelle
eines Parameters wurden mittels der direkten Methoden der Optimalsteuerung
stiickweise konstante Steuerfunktionen gesucht, wobei die Anzahl der Teilin-
tervalle variiert wurde. Ziel war es, zum einen zu untersuchen ob Messfehler
erkannt werden, zum anderen sollte die Moglichkeit einer Modellverifikation
tiberpriift werden.

Aus den im Rahmen der vorliegenden Arbeit erzielten Ergebnissen kénnen
folgende Aussagen getroffen oder bekriftigt werden:

e Eine Untersuchung der Sensitivitdten der Zustands- und Zielfunktionen
beziiglich Anderungen in den Parametern ist fiir nicht analytisch losbare
ODE nur in Abhéngigkeit von bestimmten Zeit- und Parameterpunk-
ten machbar. Allerdings ist die numerische Bestimmung von partiellen
Ableitungen mittels einseitigen Differenzenquotienten nicht aufwendig.
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Zusammenfassung und Ausblick

Eine derartige Voruntersuchung wird daher empfohlen, um etwaige schlech-
te Startparameter oder sogar nicht bestimmbare Parameter auszuschlieflen.

Es konnte fiir Fallbeispiele gezeigt werden, dass die gegebenen ODEs je
nach Parameterkonstellation steif sein konnen. Da die Grofle der Parame-
ter erst zu bestimmen ist, kann nicht ausgeschlossen werden, dass die ODE
wihrend der Parameterbestimmung numerisch ein steifes Verhalten zeigt.
Es wird daher empfohlen, entsprechend geeignete Loser zu verwenden.

Fir die Euklidische, die Betragssummen- und die Tschebyschev-Norm
und die daraus resultierenden Zielfunktionen wurden optimale Parameter
bestimmt. Es konnten durchaus erhebliche Unterschiede in den Werten
dokumentiert werden. Daraus wird deutlich, welcher Stellenwert einer fiir
eine Aufgabenstellung geeigneten Normwahl zukommt.

Die herkémmlichen numerischen Verfahren der Ausgleichsrechnung und
der Sequentiellen Linearen Optimierung sind erfolgreich bei guter Startpa-
rameterwahl. Bei Start in einiger Distanz, deren Grofie abzuschétzen hier
leider nicht gelungen ist, von den optimalen Parametern, ist nur das Er-
reichen eines lokalen Optimums wahrscheinlich. Dieses in der numerischen
Optimierung bekannte Problem kann auch in dieser Aufgabenstellung
nicht umgangen werden.

Zur Wahl der Parameterstartwerte wird das in der Arbeit benutzte Vorge-
hen empfohlen, welches zunéichst ein Ausdiinnen der Messwerte auf die
Anzahl der Parameter mittels eines Ausdiinnungsalgorithmus aus [Is02]
empfiehlt. Es ist jedoch zu diskutieren, ob das Beibehalten des ersten und
letzten Messwertes fiir unserer Zwecke angemessen ist. Es sollte moglich
sein, diese nicht von der Ausdiinnung auszuschliefen und trotzdem eine
Wohldefinition des linearen Interpolants zu erbringen. Das ist sinnvoll, da
wir nicht von Funktions- sondern Messwerten ausgehen, die mit Fehlern
belastet sein konnen. Ein stark fehlerhafter Startwert wiirde die Startpa-
rameterwahl unter Umstédnden negativ beeinflussen.

Nach der Ausdiinnung wird das aus den verbleibenden Messwerten re-
sultierende nichtlineare Optimierungsproblem numerisch gelést. Die so
ermittelten Parameter dienen als Startwerte in den iterativen Verfahren
der Optimierung und den direkten Verfahren der Optimalsteuerung.

Die direkten Methoden der Optimalsteuerung kénnen auch in der Parame-
terbestimmung angewandt werden, wobei mit den in der Arbeit erzielten
Ergebnissen die in Kap. 7 getroffenen Aussagen gelten. Diese sind im
Wesentlichen:

— Die Verwendung von OC-ODE und DIRCOL erfordert eine Um-
formung der Zielfunktion in ein einfaches Mayer-Funktional. Durch
die Intervalltransformation wird jedoch die Anzahl der ODEs mit
der Anzahl der Messpunkte erhoht. Fiir Probleme mit einer hohen
Messpunktanzahl sind diese Verfahren daher nicht zu empfehlen.
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— In OCPID-DAE ist eine Intervalltransformation nicht notwendig, da
als Zielfunktion ein verallgemeinertes Mayer-Funktional zugelassen
ist. Allerdings ist die Umsetzung der Tschebyschev-Norm hier schwie-
rig. Fiir dieses Zielfunktional konnte mit diesem Verfahren keine
Losung erzielt werden.

e Aus den theoretischen Anwendungen auf das Parameterbestimmungspro-
blem kénnen notwendige Optimalitatsbedingungen abgeleitet werden, die
eine Methode zur Verifikation optimaler Parameter ermoglichen. Diese
wurde auf kleine Beispiele angewandt und hat sich bei diesen als geeignet
erwiesen.

e Die abschliefend untersuchten stiickweise konstanten Parameterfunktio-
nen liefern einen neuen Ansatz zur Detektion von eventuellen Mess- und
Modellfehlern. Je nach Anzahl der zugelassenen Teilintervalle geben die
stiickweise konstanten Parameterfunktionen einen Hinweis auf Ausreifler
in den Messpunkten oder unterstiitzen die Vermutung, dass die Modell-
annahme eines auf dem ganzen Intervall konstanten Parameters nicht ko-
rrekt ist.

Insbesondere die letzten beiden Punkte erfordern weitere Untersuchungen.
Dort ist zum einen die Anwendung des Alg. 8.1 auf gréflere Parameterbestim-
mungsprobleme offen. Auflerdem kann fiir die stiickweise konstanten Parame-
terfunktionen der Nutzen fiir die Bestimmung eines auf dem ganzen Intervall
konstanten Parameters untersucht werden. Man denke hier beispielsweise an
die Berechnung des optimalen Parameters aus dem arithmetischen Mittel der
Werte der stiickweise konstanten Parameterfunktion. Denkbar wére hier auch
eine Wichtung je nach Auftreten von Messfehlern.

Offen bleibt des Weiteren die Frage nach dem optimalen Parameter fiir
Problem (D). Mit allen in der Arbeit untersuchten Methoden konnte fiir diese
Augabenstellung keine zufriedenstellende Losung gefunden werden. Es ist auch
zu untersuchen, wie sich zusétzliche Nebenbedingungen an die Parameter auf die
Losung auswirken. Man denke beispielsweise an die Michaelis-Menten-Konstante,
welche fiir Problem (D) eine zusitzliche Bedingung liefern kénnte. An dieser
Stelle wird ausdriicklich auf die Arbeit [HvS96] und den darin vorgestellten
Algorithmus PAREST verwiesen, sowie die Arbeiten [BKKO07], [BKS07] und
[DBKO06].
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Anhang A

Ergebnistabellen und

Abbildungen

A.1 Sensitivitat

In diesem Abschnitt sind die in der Arbeit nicht aufgefithrten numerischen
Ergebnisse fiir die Abschéitzung der Sensitivitdten in den Tabellen dargestellt.

t=025|t=05|t=1 |t=2 |t=3
2(t, P) = et 05 o P ! 0
1.6487 | 2.7182 | 7.3891 | 54.5982 | 403.4288
$(t,P + AP) 60'525 61'05 e2.1 e4.2 e6.3
1.6905 | 2.8577 | 8.1662 | 66.6863 | 544.5719
[z(t, P+ AP) — z(t, P)]| 0.0417 | 0.1394 | 0.7771 | 12.0882 | 141.1431
|1S.(P, AP)|| 0417 | 1.394 | 7.771 | 120.882 | 1411.431

[f(P + AP) — f(P)] = 20068.327
|1S¢(P, AP)| = 200683.27

Tabelle A.1: Anderung von xz(t) in Problem (A) bzgl. P im Optimum P = 2
mit AP = 0.1 fiir die Messzeitpunkte t; und daraus resultierend die Anderung

der ZF.
ZF | ZE-Wert | [f(P,+ A) — F(P)] | [S;(P.A)]
7(P) 3.5248
f(B+A) 2.9537 0.5711 6.0294
f(No+A) 2.9853 0.5395 7.5352
Fr+A) | 32.0739 98.5491 | 2.3699E02

Tabelle A.2: Anderung von f(P) fir Problem (B) mit der Euklidischen Norm

und A = 0.1, sowie numerisch bestimmte Sensitivitit der ZF.

Die Sensitivitédten der Zustandsfunktion fiir Problem (B) findet der Leser in

Abschn. 3.3.1.
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152, (A, M) | 1182, (B, A)| | (192, (C, )| | (152, (D, A
t=0, i 1 1 0 0
i = 0.0645 0.096 7.08 4
t=45, i= 0.0549 0.0133 17.4866 2.3940
1 =21 0.0035 0.0013 0.3635 0.1766

Tabelle A.3: Analytisch bestimmte Sensitivititen der Zustinde fiir Problem (C)
zu den Zeitpunkten t = 0 und t = 45 und mit den Parametern (2.19)-(2.22).

Die Auslenkung A berechnet sich nach A = P/e.

Die Sensitivitdten der Zielfunktion fiir Problem (C) werden im Abschn. 3.3.2

berechnet.

Parameter | Py = 1000 | P, = 8000 | P3 = 28000

Zeitpunkte t=0 t =100 t = 500

Saq (P, A) 0 -0.5536E-03 | 0.7977E-03
Ses (Pr, A) 0 0.5536E-03 | -0.7977E-03
Szq (P2, A) 0 -0.1682E-04 | -0.0372E-04
Sy (P2, A) 0 0.1682E-04 | 0.0372E-04
Sz, (Ps, A) 0 -0.1687E-03 | -0.2002E-03
Seo (P, A) 0 0.1687E-03 | 0.2002E-03
Parameter | P; = 5500 | P, = 1000 P3; = 23000
Zeitpunkte t=0 t =100 t = 500

Saq (P1,A) 0 -0.1158E-02 | 0.4912E-02
Sas(P1,A) 0 0.1158E-02 | -0.4912E-02
Sey (P2, A) 0 -0.1693E-03 | -0.0362E-03
Szo (P2, A) 0 0.1693E-03 | 0.0362E-03
Sey (P3, A) 0 -0.0414E-03 | 0.2118E-03
Seo (P, A) 0 0.0414E-03 | -0.2118E-03

Tabelle A.4: Numerisch bestimmte Sensitivititen der Zustinde in Problem (D)
fiir die Parametertripel (1000, 8000, 28000) sowie (5500, 1000,23000) zu den drei
Zeitpunkten t = 0, t = 100 und t = 500.

Die Sensitivitéten der Zustédnde fiir Problem (D) sind nicht normiert dargestellt.
Man kann aus den Werten eine Antisymmetrie der Sensitivitdten vermuten. Die
normierten Werte wiirden dann iibereinstimmen. Allerdings ist diese Vermutung
falsch. Die &hnlicher Werte kommen durch die Wahl der Anfangsbedingungen
zustande. Da Fy vier Groflenordnungen kleiner ist als der Anfangswert x1g, er-
wecken die hier berechneten Werte den Eindruck, dass das Produkt x5 genau in
dem Mafle zunimmt, wie das Substrat ;1 abnimmt. Man muss jedoch beachten,
dass ein fiir dieses Beispiel sehr kleiner Anteil von Substrat x; als mit En-
zym gebundener Komlpex vorliegt. Es gilt daher nicht xz5(t) = z19 — z1(¢).
Der gebundene Anteil von z; ist jedoch so gering, dass er bei der numerischen
Bestimmung der Sensitivitdten nicht ins Gewicht fillt.
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A.2 Lineare Ausgleichsprobleme

Startnaeherung | Iterationen | Opt. Parameter | Wert ZF
0.000000 1 NaN NaN
0.100000 100 4.092406e+01 5.206512e+4-70
0.200000 100 2.531375e+01 3.961185e+-43
0.300000 100 1.247041e+01 1.931971e+21
0.400000 100 2.257323e+00 3.488105e+-02
0.500000 78 2.001592e+00 3.896381e-03
0.600000 59 2.001386e+-00 2.956047e-03
0.700000 44 2.005661e+00 5.167270e-02
0.800000 33 2.003620e+00 2.056447e-02
0.900000 25 2.000710e+-00 7.954480e-04
1.000000 19 2.000165e+00 5.602182e-05
1.100000 14 2.001042e+00 1.678948e-03
1.200000 11 2.000113e+00 3.087526e-05
1.300000 8 2.001659e+-00 4.230441e-03
1.400000 6 2.003710e+00 2.161589e-02
1.500000 5 2.001067e+00 1.759534e-03
1.600000 4 2.001126e+00 1.959309e-03
1.700000 3 2.002655e+-00 1.092697e-02
1.800000 2 2.007549e+-00 9.406487e-02
1.900000 2 2.000392e+-00 2.578002e-04
2.000000 1 1.999988e+00 8.646614e-07
2.100000 2 2.000261e+00 1.230947e-04
2.200000 2 2.003485e+00 1.901627e-02
2.300000 3 2.000282e+-00 1.420879e-04
2.400000 3 2.001814e+00 5.061492e-03
2.500000 3 2.006699¢+-00 7.330374e-02
2.600000 4 2.000452e+-00 3.359427e-04
2.700000 4 2.002026e+00 6.323118e-03
2.800000 4 2.006459e+00 6.795768e-02
2.900000 5 2.000372e+00 2.341689e-04
3.000000 5 2.001617e+00 4.020689¢-03
3.100000 5 2.005172e+00 4.285568¢-02
3.200000 6 2.000244e+00 1.099244e-04
3.300000 6 2.001131e+00 1.975333e-03
3.400000 6 2.003815e+-00 2.289762e-02
3.500000 7 2.000142e+-00 4.412060e-05
3.600000 7 2.000735e+00 8.509565e-04
3.700000 7 2.002679e4-00 1.112862e-02
3.800000 7 2.007609e4-00 9.564577e-02
3.900000 8 2.000453e+-00 3.384958e-04
4.000000 8 2.001814e+00 5.063359¢-03

Tabelle A.5: Ergebnisse mit der Euklidischen Norm mittels Ausgleichsrechnung fiir

Problem (A).
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A.3 SLP fiir Tschebyschev- und Betragssummennorm

Problem (A) Die Ergebnisse fiir die Tschebyschev-Norm, gelést mit sequen-
tieller linearer Optimierung, sind in Tab. A.6 dargestellt. Dabei konnte auch fiir
weniger gut gewéhlte Startwerte nach einer vertretbaren Anzahl von Iterationen
der optimale Parameter bestimmt werden.

Startnaeherung

Iterationen

Opt. Parameter

Wert ZF

1

1.10
1.20
1.30
1.40
1.50
1.60
1.70
1.80
1.90
2

2.10
2.20
2.30
2.40
2.50
2.60
2.70
2.80
2.90
3

18
13
10

oo

QUOT UL = W W W DNWWER oo

2.000001e4-00
2.001473e+-00
2.000993e+-00
2.000261e+-00
2.001469e+-00
2.000536e+-00
2.000751e+4-00
2.002168e+-00
2.000057e+-00
2.000359¢e+-00
1.999988e+-00
2.000242e+-00
2.000003e+-00
2.000246e+-00
2.001619e+-00
2.000041e+-00
2.000371e+4-00
2.001719e+-00
2.000034e+-00
2.000284e+-00
2.001299e+-00

1.310976e-03
5.417692e-02
3.665399¢-02
1.041594e-02
5.403555e-02
2.017870e-02
2.792364e-02
7.986060e-02
3.263120e-03
1.389130e-02
8.553405e-04
9.749734e-03
1.399186e-03
9.903120e-03
5.954886e-02
2.716813e-03
1.431017e-02
6.321984e-02
2.448291e-03
1.124281e-02
4.777677e-02

Tabelle A.6: Ergebnisse mit der Tschebyschev-Norm mittels sequentieller linearer Op-
timierung fiir Problem (A).

Problem (C) Fiir die Tschebyschev-Norm war mit schlechten Startnéherun-
gen keine Iteration erfolgreich. Selbst fiir gute Startndherungen ist die sequen-
tielle lineare Optimierung nur bedingt durchfiihrbar, wie Tab. A.7 zeigt. Dort
wurde der Algorithmus selbst mit Start in (—7.08, 4.00, —0.0645, —0.0960)
nach nur zwei Iterationen abgebrochen.

It. | P(1) | P(2) | P(3) | P(4) | ZF | Abbr.
1 | -2.046968¢+02 | 2.013454e+02 | -4.166840e-01 | 8.573612¢-01 | 2.714324¢-01 | a
2 | -1.975442e+06 | -2.065281e+05 | -1.336456e+04 | 8.524244e+01 | 1.211431e+44 | b

Tabelle A.7: Ergebnisse mit der Tschebyschev-Norm mittels sequentieller linearer Op-
timierung fir Problem (C).

Die Abbruchkriterien sind:

a: Optimization terminated.
b: Exiting: One or more of the residuals, duality gap, or total relative
error has stalled:
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the dual appears to be infeasible (and the primal unbounded) .
(The primal residual < TolFun=1.00e-08.)

Der Grund fiir den Abbruch der Optimierung ist in der Losung der ODE
zu finden, welche in jedem Iterationsschritt neu bestimmt wird. Diese kann
selbst mit dem ODE-Loser fiir steife Probleme nicht fiir das erforderliche Zeit-
intervall gelost werden, ohne dass die Schrittweite kleiner als der minimale
Wert von 2.842171e — 14 gewdhlt wird. Die Integration bricht beim Zeitpunkt
t = 8.005860e + 00 ab.

Warning: Failure at t=8.005860e+00.
Unable to meet integration tolerances without reducing the step size
below the smallest value allowed (2.842171e-14) at time t.

Beim anschlieSenden Zugriff auf die Losung x an dieser Stelle kommt es zu einem
Fehler. Das in der zweiten Iteration aufzustellende lineare Optimierungsprob-
lem ist fehlerhaft und fithrt zu einem Abbruch des Verfahren mit Hinweis auf
Unlésbarkeit des Problems.

Attempting to evaluate the solution outside the interval
[0.000000e+00, 8.005860e+00] where it is defined.
Error in ==> xintP1DeltaP=deval(soll,t);

A.4 Direkte Kollokation

Dargestellt sind die Zustandsfunktionen fiir die Losungen von Problem (C) mit
Betragssummennorm, welche mittels der Software DIRCOL ermittelt wurden.
Abb. A.1 zeigt die erste Komponente der Zustandsfunktion fiir den Parameter-
vektor (—11.88, 8.92, —0.08, —0.12).

local optimality error over normalized time

1.6e-05

Abbildung A.1: Problem (C) mit

Betragssummennorm: x(t), d(t) Lae0s -
und Optimalititsfehler fir den Pa- 12005
rametervektor  (gerundete Werte) 1e0 |

(—11.88, 8.92, —0.08, —0.12)

X1(t) 2e-06 ‘

05 v defects d(t) over normalized time tau
/ 0.00016

1 A 0.00014

0.00012

-15 /

/ 0.0001 H‘
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|

i
(i

(1}
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Die erste Komponente der Zustandsfunktion mit dem Vektor (—25, 22, —0.03, —0.02)
ist in Abb. A.1 zu sehen.

local optimality error over normalized time

. 3 4e-07
Abbildung A.2: Problem (C) mit
Betragssummennorm: x(t), d(t) =
und Optimalitdtsfehler fiir den Pa- st i
rametervektor — (gerundete ~ Werte) 28007
(—25, 22, —0.03, —0.02)
1.5e-07
1e-07 =
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Fiir beide Losungen war der Zielfunktionswert um einen Betrag von knapp
1 groBer als der Zielfunktionswert des optimalen Parametervektor.



Anhang B

Besonderheiten der
Implemetierung in DIRCOL

Nachfolgend sind die Besonderheiten der Umsetzung der einzelnen Normen in das
Software-Paket DIRCOL dargestellt. Die Einzelheiten zu Anforderungen der Problems
in DIRCOL sowie die Herleitung der Umformungen sind in Abschn. 7.2.1 beschrieben.



In DIRCOL mogliche Eingaben

Umsetzung des Problems mit der Euklidischen Norm

Die ZF als Summe der ZF-Werte in den einzelnen Phasen-Punkten &:

FOBJ = FOBJI(E(1)) + ...+ FOBI(E(M))
wobei FOBJ; = FOBJ((x(£(1)™), z(£(0))

phasenweise Angabe der rechten Seite der DGL moglich:
PHASE =i: & =h(z,P)Vi=1,... M1

RB konnen (auch phasenweise) gegeben oder frei sein:

- fiir die AB sind wenn, dann nur Konstanten zugelassen:z(to)
- EB explizit z(ty) = R(z(to), P, to, ty)

- oder implizit R(z(to), to, P,x(ts), tr) = 0 zugelassen.

SB in Form impliziter Bedingungen:
R(a(t; ), =(t]), P,t;) =0

Nichtlineare Ungleichungen:
Gi(z,P,t) >0, Vte[E(i),E(E+ 1))

Nichtlineare Gleichungen:
Hi(z,P,t) =0, Vte[E(4),E(+1)]

Summe iiber quadratische Abweichungen

FOBJ = FOBJ(ty)+ ...+ FOBJ(ty), dh M =M + 1, mit

hier in jeder Phase die gleiche rechte Seite der DGL

& = h(z, P) V Phasen i

hier entweder z(to) = zo gegeben

oder z(tp) in Abhéngigkeit der Parameter; beispielsweise z(tg) = P.
Stetigkeitsbedingung an den Switch-Stellen:

2(t;) - a(th) =0

keine vorhanden

keine vorhanden

ZF: - Zielfunktion, RB: - Randbedingungen, SB: - Switch-Bedingungen, AB: - Anfangsbedingungen, EB: - Endbedingungen

Tabelle B.1: Die Umsetzung der Aufgabenstellung mit Euklidischer Norm (rechts) in DIRCOL (links).



In DIRCOL mogliche Eingaben Umsetzung des Problems mit der Tschebyschev-Norm

Die ZF als Summe der ZF-Werte in den einzelnen Phasen-Punkten £: | man mochte hier keine Summe, sondern das Maximum iiber alle FOBJ!!!

FOBT =FOBJEM) + ...+ FOBJI(E(M)) Idee: Intervall-Transformation: FOBJ = FOBJ(tp), d.h M = M + 1, mit
wobei fOBJZ = FOBJ((.T(t—Z)7.T(t:r)) FOBJ(tM) = max |CE1 (tM) — 7’)711|7 ey |.%']\/[(t]\/]) — mM|
FOBJ(ty) =¢
phasenweise Angabe der rechten Seite der DGL mdoglich: hier in der einen Phase [to, tas] dfiir jedes ¢; eine DGL
PHASE =i: & =h(z,P)Vi=1,... M1 1 = h(xp, P)
i‘M = h(.Z‘M, P)
RB konnen (auch phasenweise) gegeben oder frei sein:
- fiir die AB sind wenn, dann nur Konstanten zugelassen:z(tg) hier in der einen Phase x;(ty) = xpr0 und
- EB explizit z(t;) = R(z(to), P, to, ty)
- oder implizit R(z(to), to, P,x(ts), tr) = 0 zugelassen. x(to) in Abhéngigkeit der Parameter; beispielsweise x(tg) = P.
SB in Form impliziter Bedingungen: Stetigkeitsbedingung an den Switch-Stellen:
R(x(t;)7x(t;r)7P7ti):O m(t;)—m(ﬁ)zo

Nichtlineare Ungleichungen:
E+ (z(ty, P) —my) >0 M
Nichtlineare Gleichungen:
Hi(z, P,t) =0, Vie[E(3),E(i+1)] keine vorhanden

ZF: - Zielfunktion, RB: - Randbedingungen, SB: - Schwitch-Bedingungen, AB: - Anfangsbedingungen, EB: - Endbedingungen

Tabelle B.2: Die Umsetzung der Aufgabenstellung mit Tschebyschev-Norm Norm (rechts) in DIRCOL (links). Hier tritt das gleiche Problem wie
in der Betragssummen-Norm auf. Die Ungleichung muss auf der ganzen Phase erfillt sein, was nicht der urspringlichen Forderung entspricht.
Zusdatzlich dazu wird erzwungen, durch die lineare Intervall-Transformation fiir die Zeitpunkte t; weitere ODEs einzufiihren.



In DIRCOL mogliche Eingaben

Umsetzung des Problems mit der Betragssummennorm

Die ZF als Summe der ZF-Werte in den einzelnen Phasen-Punkten &:

FOBJ =FOBJ(EQD)+ ...+ FOBI(E(M))
wobei FOBJ; = FOBJ((x(t—;),z(t]))

phasenweise Angabe der rechten Seite der DGL moglich:
PHASE =i: & =h(z,P)Vi=1,... M1

RB konnen (auch phasenweise) gegeben oder frei sein:

- fiir die AB sind wenn, dann nur Konstanten zugelassen:z(tg)
- EB explizit 2(t;) = R(z(to), P, to, ty)

- oder implizit R(z(to),to, P, x(tf),ts) = 0 zugelassen.

SB in Form impliziter Bedingungen:
R(z(t; ), z(t]), Pt;) =0

Nichtlineare Ungleichungen:
Gi(xz,Pjt) >0, Vte[E(i),E>G+ 1))

Nichtlineare Gleichungen:
Hi(z, P,t) =0, Vte[E(i),E(+1)]

Summe {iber Abweichungen im Betrag

FOBJ = FOBJ(ty)+ ...+ FOBJ(tp), dh M =M + 1, mit
FOBJ(t;) =¢&;

hier in jeder Phase die gleiche rechte Seite der DGL

& = h(z, P) V Phasen i

hier in Phase 1 entweder z(tp) = zo gegeben

oder z(tp) in Abhéngigkeit der Parameter; beispielsweise z(tg) = P.
Stetigkeitsbedingung an den Switch-Stellen:

w(t;) —x(tf) =0

i+ (x(ti, P) —my) > 01

keine vorhanden

ZF': - Zielfunktion, RB: - Randbedingungen, SB: - Switch-Bedingungen, AB: - Anfangsbedingungen, EB: - Endbedingungen

Tabelle B.3: Die Umsetzung der Aufgabenstellung mit Betragssummennorm Norm (rechts) in DIRCOL (links). Man beachte, dass hier bisher die
nicht ganz zulissige Umsetzung der Ungleichungsnebenbedingungen erfolgte. DIRCOL lisst nur Ungleichungen auf einem ganzen Phasenintervall
zu. Eigentlich mdchte man aber, dass die obigen Ungleichungen nur an den Zeitpunkten t; erfillt werden missen! Was entnimmt man daraus?
Der Versuch, zwei Switching-Punkte gleich zu wdihlen, so dass die Ungleichung auf einem Intervall bestehend aus einem Punkt erfillt sein miissen,
ist micht maglich, da fir die Switching-Punkte Ungleichheit gefordert wird. Nichts desto trotz lduft das Programm durch. Allerdings sind die
Ergebnisse durch die verdnderte Aufgabenstellung nicht zu gebrauchen. Probiert werden kann noch eine Gleichungsnebenbedingung mit Betrag
& = |x(t;, P) — my|, diese ist dann aber nicht mehr differenzierbar.



Anhang C

Programm-Dokumentation

C.1 Lineare Gleichungssysteme

Problem (A)

Im Folgenden ist das Matlab-Programm zum Algorithmus 4.2 dargestellt, welches mit-
tels Iterativer Linearer Ausgleichsprobleme fiir die Euklidische Norm und Problem A

die Losung bestimmt.

fu
%
%

A
t=

=]
]

M

A
A

YA

YA

YA

%
%
%
fp

b

nction problemA(PO)
Iteratives Lineares Augleichsproblem
fuer Problem (A)

Lade Messdaten

[0.25; 0.5; 1.0; 2.0; 3.0];

[sqrt(exp(1)); exp(1); exp(2); exp(4); exp(6)];
length(t);

Parameter fuer Abbruchkriterien

maximale Anzahl von Iterationen
maxIter=100;

minimale Verbesserung von P
epsP=0.0001;

mindest Zielfunktionswert
epsF=0.1;

Differentialgleichung
function diffx=dxdt(t,x)
diffx=Px*x;
end

Initialisierungen

Gute Startnaeherung PO (wird oben iterativ vorgegeben)
P0=1.8;

rintf (’ Wt > ,P0)

damit Abbruchkriterium nicht sofort erfuellt
P=P0+2%epsP;
ZF=epsF+1;
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n=0;

% Algorithmus
% Solange Abbruchkriterium nicht erfuellt
while (n<maxIter)&&(abs(P-PO)>=epsP)&&(ZF>=epsF)
% (a) Loese Normalengleichungen
% Berechne Matrix A
P=P0+PO*sqrt (eps) ;
sol=ode45(@dxdt, [0,t(M)],1);
xintPDeltaP=deval(sol,t);
P=PO;
sol=ode45(@dxdt, [0,t(M)],1);
xintP=deval (sol,t);
A=(xintPDeltaP’-xintP’)/(PO*sqrt (eps));
% Berechne Vektor b=(m_i-x(t_i,P))
sol=ode45(@dxdt, [0,t(M)],1);
xint=deval(sol,t);
b=(m-xint’);
% Loese Lineares Gleichungssystem
deltaP=(A’*b)/(A’*A);
% (b) Bestimme neue Naeherung P
P1=PO+deltaP;
P=PO;
PO=P1;
n=n+1;
ZF=(AxdeltaP-b) ’*(A*deltaP-b);
end

% Ausgabe in main
fprintf (’ %d %d %d’ ,n,P0,ZF)
end

Problem (B)

Der Algorithmus 4.2, welcher mittels Iterativer Linearer Ausgleichsprobleme fiir die Eu-
klidische Norm und Problem (B) die Losung bestimmt, wurde in Fortran und Matlab
programmiert. Das Hauptprogramm zur Berechnung des Parametertripels enthélt im
wesentlichen die in Kapitel 4, Abschnitt 4.1 skizzierte Herangehensweise. Die eigentlichen
Auswertungen der Funktionen beziehungsweise Ableitungen in verschiedenen Zeitpunk-
ten mit den verschiedenen Tripeln erfolgen in den an dem Hauptprogramm folgenden
Unterprogrammen.
Zunéchst ist hier das Hauptprogramm (MATLAB) dargestellt:

function main

load messdaten.dat

load parameterTripel.dat
ZEIT=messdaten(:,1);
POP=messdaten(:,2);

for j=1:10
for i=1:11
FunktionswertN(i)=funktionN(ZEIT (i) ,parameterTripel);
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partielleAblB(i)=partAbleitungB(ZEIT (i) ,parameterTripel);
partielleAblN(i)=partAbleitungN(ZEIT (i) ,parameterTripel);
partielleAblr(i)=partAbleitungr(ZEIT(i) ,parameterTripel);
XJ(1)=POP(i)-FunktionswertN(i);
end

partielleAblB=partielleAblB’;

partielleAblN=partielleAblN’;

partielleAblr=partielleAblr’;

x=VerbesserungParameter (XJ, partielleAblB,partielleAblN,partielleAblr);

parameterTripel(1)=parameterTripel(1)+x(2);

parameterTripel (2)=parameterTripel (2)+x(3);

parameterTripel (3)=parameterTripel(3)+x(4);

LSGMATRIX(:, j)=parameterTripel;

end

LSGMATRIX

end

Die folgenden vier Unterprogramme brechnen jeweils eine Matrix, die die Funktions-
beziehungsweise Ableitungswerte zu den verschiedenen Zeitpunkten beinhaltet.

function FUNCN=funktionN(T,RPAR)
FUNCN=RPAR (1) *RPAR(2) / (RPAR(2) +(RPAR(1) -RPAR(2) ) *exp (-RPAR(3) *T) ) ;
end

function PANB=partAbleitungB(T,RPAR)
PANB=exp (RPAR (3) *T) * (-1+exp (RPAR(3) *T) ) *RPAR (2) "2/ (RPAR (1) +. . .
(~1+exp (RPAR(3) *T) ) *RPAR(2) ) ~2;

end

function PAN=partAbleitungN(T,RPAR)
PAN=RPAR (1) "2*exp (RPAR(3) *T) / (RPAR (1) +(-1+exp (RPAR(3) *T) ) *RPAR(2) ) "2;
end

function PAr=partAbleitungr(T,RPAR)
PAr=RPAR (1) *exp (RPAR(3) *T) * (RPAR (1) -RPAR (2) ) *RPAR (2) *T/ (RPAR(1) +. ..
(-1+exp (RPAR(3) *T) ) *RPAR(2)) ~2;
end

Abschliessend ist ein Unterprogramm zur Losung der linearen Optimierungsaufgabe
implementiert, wobei zu beachten ist, das keine Positivitdtsannahmen {iber die Un-
bekannten gemacht werden.

function x=VerbesserungParameter (XJ,

...partielleAblB,partielleAblN,partielleAblr)

matrix(:,1)=-ones(22,1);

for i=1:11
matrix(i,2)=-partielleAblB(i);
matrix(i,3)=-partielleAblN(i);
matrix(i,4)=-partielleAblr(i);
b(1)=-XJ(1);

end
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for i=12:22
matrix(i,2)=partielleAblB(i-11);
matrix(i,3)=partielleAbIlN(i-11);
matrix(i,4)=partielleAblr(i-11);
b(i)=XJ(i-11);

end

c=[1;0;0;0];

x,FVAL,EXITFLAG = linprog(c’,matrix,b);

EXITFLAG

end

Im Vergleich dazu die im Matlab-Programm zum Algorithmus 4.2 mittels Iterativer
Linearer Ausgleichsprobleme fiir die Euklidische Norm und Problem (B) berechnete
Losung.

function problemB
% Iteratives Lineares Augleichsproblem
% fuer Problem (B)

% Lade Messdaten

load datenProblemB.dat
t=datenProblemB(:,1);
m=datenProblemB(:,2);
M=length(t);

%, Parameter fuer Abbruchkriterien

% maximale Anzahl von Iterationen
maxIter=10;

% minimale Verbesserung von P
epsP=0.001;

% mindest Zielfunktionswert
epsF=0.1;

% Differentialgleichung
function diffx=dxdt(t,x)
diffx=P(3)*(1-x/P(1))*x;
end

% Initialisierungen
% Gute Startnaeherung PO
P0O(1)=5.0;
P0(2)=0.4;
P0(3)=0.05;
fprintf (’Startnaeherung %f\n’,P0’)
% damit Abbruchkriterium nicht sofort erfuellt
P=P0+2*epsP;
ZF=epsF+1;
n=0;

% Algorithmus
% Solange Abbruchkriterium nicht erfuellt
while (n<maxIter)&&(norm(P-P0)>=epsP)&&(ZF>=epsF)
% (a) Loese Normalengleichungen
%  Berechne Matrix A
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YA

b

b

YA

YA

Ableitung bzgl. P(1)
P=P0+[P0O(1)*sqrt(eps) 0 0];
soll=odel5s(@dxdt, [0,t(M)]1,P(2));
xintP1DeltaP=deval(soll,t);
Ableitung bzgl P(2)
P=P0+[0 P0(2)*sqrt(eps) 0];
sol2=ode15s (@dxdt, [0,t(M)],P(2));
xintP2DeltaP=deval (s0l2,t);
Ableitung bzgl. P(3)
P=P0O+[0 O PO(3)*sqrt(eps)];
sol3=ode15s (@dxdt, [0,t(M)],P(2));
xintP3DeltaP=deval (s0l3,t);
P=PO;
sol=odel5s(@dxdt, [0,t(M)],P(2));
xintP=deval(sol,t);
A=[(xintP1DeltaP’-xintP’)/(P0(1)*sqrt(eps))
(xintP2DeltaP’-xintP’)/(P0O(2) *sqrt (eps))
(xintP3DeltaP’-xintP’)/(P0O(3) *sqrt(eps))]’;
Berechne Vektor b=(m_i-x(t_i,P))
sol=odel15s(@dxdt, [0,t(M)],1);
xint=deval(sol,t);
b=(m-xint’);
Loese Lineares Gleichungssystem
deltaP=(inv(A’*A))*(A’*Db);

% (b) Bestimme neue Naeherung P

P1=P0O+deltaP’

P=P0;

PO=P1;

n=n+1

ZF=(A*deltaP-b) ’*(A*deltaP-b)
end

fprintf (° %d hd %d’,n,PO,ZF)

end

Problem (C)

Im Folgenden ist das Matlab-Programm zum Algorithmus 4.2 dargestellt, welches mit-
tels Iterativer Linearer Ausgleichsprobleme fiir die Euklidische Norm und Problem (C)
die Lésung bestimmt.

function problemC

A
A

A

A
A

Iteratives Lineares Augleichsproblem
fuer Problem (C)

Lade Messdaten

load datenProblemC.dat
t=datenProblemC(:,1);

m=datenProblemC(:,2);
M=length(t);

Parameter fuer Abbruchkriterien
maximale Anzahl von Iterationen
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maxIter=10;

% minimale Verbesserung von P
epsP=0.001;

% mindest Zielfunktionswert
epsF=0.1;

% Differentialgleichung
function diffx=dxdt(t,x)
diffx=zeros(2,1); % x Spaltenvekor
diffx(1)=x(2);
diffx(2)=(P(3)+P(4))*x(2)-P(3)*P(4)*x(1);
end

% Initialisierungen
% Gute Startnaeherung PO

P0(1)=-7.08;
PO(2)= 4.0;
P0(3)=-0.0645;
P0(4)=-0.096;

fprintf (’Startnaeherung \n’)
fprintf(’ %f Wt Wt %f\n’ ,P0(1),P0(2),P0(3),P0(4))
% damit Abbruchkriterium nicht sofort erfuellt
P=P0+2x%epsP;
ZF=epsF+1;
n=0;

fprintf (’Iteration P(1) P(2) P(3) P(4) ZF\n’)

% Algorithmus

% Solange Abbruchkriterium nicht erfuellt

while (n<maxIter)&&(norm(P-P0)>=epsP)&&(ZF>=epsF)

% (a) Loese Normalengleichungen

% Berechne Matrix A

% Ableitung bzgl. P(1)
P=P0O+[PO(1)*sqrt(eps) 0 0 0];
soll=odel1b5s(@dxdt, [0,t(M)], [P(1)+P(2) P(1)*P(3)+P(2)*P(4)]);
xintP1DeltaP=deval(soll,t);

% Ableitung bzgl P(2)
P=P0+[0 PO(2)*sqrt(eps) 0 0];
sol2=odel1b5s(@dxdt, [0,t(M)], [P(1)+P(2) P(1)*P(3)+P(2)*P(4)]);
xintP2DeltaP=deval (s0l2,t);

% Ableitung bzgl. P(3)
P=P0+[0 0 PO(3)*sqrt(eps) 0];
sol3=odel5s(@dxdt, [0,t (M) ], [P(1)+P(2) P(1)*P(3)+P(2)*P(4)1);
xintP3DeltaP=deval (s0l3,t);

% Ableitung bzgl. P(4)
P=PO+[0 O O PO(4)*sqrt(eps)];
sol4=odel5s(@dxdt, [0,t (M) ], [P(1)+P(2) P(1)*P(3)+P(2)*P(4)1);
xintP4DeltaP=deval(sol4,t);
P=PO;
sol=odelbs(@dxdt, [0,t(M)], [P(1)+P(2) P(1)*P(3)+P(2)*P(4)]1);
xintP=deval (sol,t);

A=[(xintP1DeltaP(1,:)-xintP(1,:))/(PO(1)*sqrt(eps))

(xintP2DeltaP (1, :)-xintP(1,:))/(P0(2)*sqrt(eps))
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(xintP3DeltaP (1, :)-xintP(1,:))/(P0(3)*sqrt(eps))
(xintP4DeltaP (1, :)-xintP(1,:))/(P0(4)*sqrt(eps))]’;

% Berechne Vektor b=(m_i-x(t_i,P))
sol=odel15s(@dxdt, [0,t (M) ], [P(1)+P(2) P(1)*P(3)+P(2)*P(4)]1);
xint=deval(sol,t);
b=(m-xint(1,:)’);

% Loese Lineares Gleichungssystem
deltaP=(inv(A’*A))*(A’*b);

% (b) Bestimme neue Naeherung P

P1=PO+deltaP’;

P=P0;

PO=P1;

n=n+1;

ZF=(A*deltaP-b)’*(AxdeltaP-b) ;

fprintf(’ %d %d %d %d %d %d\n’,n,P0(1),P0(2),P0(3),P0(4),ZF)
end

end

C.2 Startparameterbestimmung

C.2.1 Algorithmus zur Ausdiinnung

Das folgende Programm AT2thinning setzt eine Erweiterung des Ausdiinnungsalgo-
rithmus von A. Iske auf unser Problem um (vgl. [Is02]). Aus einer Eingabe einer Anzahl
M von Messwerten werden K Messwerte nach Alg. 4.5 wie in Kapitel 4 ausgesiebt.

function Messpkt=AT2thinning(K)

format long

% K ist Anzahl der Parameter, und wird vom Benutzer uebergeben

% Rueckgabewert soll ein Vektor KZeit mit zugehoerigem Kmess sein,
% in welchen nur die verbliebenen K Messpunkte enthalten sind

% laden der Daten

% M - Anzahl der Messpunkte

% e - speichert die Masse der M Punkte in den M-K Durchlaeufen
% index - speichert die Reihenfolge der Entnahme

load Daten.dat;
s=Daten(:,1);
s1=Daten(:,1);
m=Daten(:,2);
ml=Daten(:,2);
M=length(s);
e=zeros (M-K,M) ;
index=zeros(1,M-K);
Nummer=1[1:M];

In der folgenden Schleife werden zunéchst die Mafle der einzelnen Messpunkte berechnet
und daraus ein Punkt zum Entfernen ermittelt Die Liste index wird aktualisiert, da
aus ihr spéter der urspriingliche Datensatz in richtiger Reihenfolge rekonstruiert werden
kann. Die Liste Nummer beinhaltet die Indizes der verbliebenen Punkte.

% Schleife zum Entfernen von M-K Elementen
for 1=1:M-K
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% Schleife zur Berechnung der Ma\sse zu den Zeiten s(i)
for i=2:(M-1)
1si=(((m@i+1)-m(i-1))*s(i)+m(i-1)*s(i+1)-m(i+1)*s(i-1))/(s(i+1)-s(i-1)));
e(l,i)=abs(1si-m(i));
end
mass=e(1,2);
indx=2;

% Schleife zum Auffinden des entfernbaren Punktes s(i)
for i=3:(M-1)

if e(1l,i)<mass
mass=e(1l,1i);
indx=i;
end
end
index (1)=Nummer (indx) ;

% Entferne entsprechende Nummer aus Nummernliste
Nummer=[Nummer (1:indx-1) Nummer (indx+1:M-1+1)];

% Entferne Element s(i)
s=[s(1:indx-1); s(indx+1:M-1+1)];

% Entferne Element m(i)
m=[m(1:indx-1); m(indx+1:M-1+1)];

end

Nummer

Abschlielend werden die verbleibenden Messpunkte fiir die Ausgabe zusammengestellt.

% Konstruktion der Rueckgabeliste aus der index-Liste
for i=1:K
Messpkt (i,1)=s1(Nummer(i));
Messpkt (i,2)=m1 (Nummer (i)) ;
end
end

Ergebnisse des Programms findet der Leser im Kapitel 4, Abschnitt 4.4.3.

C.2.2 Losung des nichtlinearen Gleichungssystems fiir Prob-
lem (D)

Nach dem Verbleib von K Messwerten ist anschliefend lediglich ein nichtlineares Glei-
chungssystem zu 16sen. Diese Aufgabenstellung ist im Allgemeinen nichts besonderes,
die bei der beispielsweise iterativen Losung mit dem Newtonverfahren auftretenden
Probleme sind hinreichend bekannt. Die Umsetzung in Matlab fiir das Problem (D)
soll hier dennoch stellvertretend aufgefiihrt werden, da die analytische Lésung der ODE
nicht bekannt ist. Damit erweitert sich die iterative Nullstellensuche um die Losung der
ODE in jedem Durchlauf.

function [P,It]=NewtonEnzym
% Funktion zur Berechnung der Nullstelle von f(P)=x(P)-m=0

eps=1e-06;
maxIt=10;
It=0;

P=[500;900;36000] ;
zt=[2.2, 71.5, 2000.9];
m=1/6.2x[0.1302, 1.5311, 2.7992];



C.2 Startparameterbestimmung 131

M=length(zt);
K=length(P);

% Funtkion x(P)
function xw=x(P)

% gegebene Differentialgleichung
function dx = dxdt(t,x)
dx = [-P(1)*(0.35461e-4 - 0.4855322+x(1)+x(2))*x(1)+ ...
P(3)#*(0.4855322-x(1)-x(2)); P(2)*(0.4855322-x(1)-x(2))1;
end

% Loesung der Differentialgleichung mit einem Loeser fuer steife DGL’s
sol = odelbs(@dxdt, [zt(1),zt(M)], [0.4855322 0]);

% [t,y] = odelbs(@dxdt, [zt(1),zt(M)], [0.4855322 0]);

% plot(t,y)
Sxint = deval(sol,zt);
xw=Sxint(2,:);

end

x(P)

% Berechnung der Partiellen Ableitungen von x nach den Pj = dxdpw
% dabei soll der Punkt PO uebergeben werden

function dxdpw=dxdp(P0)

xdeltaw=zeros(K,M); % x mit gestoertem PO
xw=x(P0O) ; % x mit PO
dxdpw=zeros (K,M) ; % Differenzenquotient
for j=1:K
Pdelta=PO;

if (Pdelta(j) ~=0)

% Stoerung des entsprechenden Anteils vpn P
Pdelta(j)=Pdelta(j)+sqrt(eps)*P0(j);
xdeltaw(j,:)=x(Pdelta);
dxdpw(j, :)=(xdeltaw(j,:)-xw)/(sqrt(eps)*P0(j));
else
Pdelta(j)=sqrt(eps);
xdeltaw(j,:)=x(Pdelta);
dxdpw(j, :)=(xdeltaw(j,:)-xw)/(Pdelta(j));
end

end
end

% Newton-Verfahren

while (norm(x(P)-m,2)>eps && It<maxIt)
P=P-inv(dxdp(P))*(x(P)-m)’;
Tt=It+1;

end

end

Die Ausgabe ist in Kap. 4, Abschn. 4.4.3 dargestellt.
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C.3 Modellalgorithmus

In diesem Abschnitt sind auszugsweise Teile des Modellalgorithmus aus Kap. 5 dargestellt.

S
% Gedaempftes Gauss-Newton-Verfahren zur Bestimmung von

% Parametern aus Messdaten
S —
b

% Subroutinen:

A

% diffx - Differentialgleichung x’=h(x,p0)

% solve_x - Loesung des AWP x’=h(x,p0) mit x(t0)=x0

% Abweichung - Berechnung von ||x(ti),Pk)-mil| (i=1,...,M)
%  unter Beachtung der Normwahl

% Dbigf - Berechnung der (partiellen) ABleitung nach Pk

% LPp - Loesung der linearisierten Optimierungsaufgabe

% Armijo - Berechnung der Armijo-Schrittweite

A

A

% Parameter:

A

% pO - Startschaetzer fuer die Parameter

% M - Anzahl der Messpunkte

% K - Anzahl der Parameter

% norm - Wahl der Norm (Tschebyschev = O,

% Betragssumme = 1,

% Euklid = 2)

% Itera - maximale Anzahl der Iterationen (Abbruchbed.)

% epsf - Abbruchkriterium f (p(k+1))-f(p(k))<eps

% alpha - ArmijoSW-Parameter

% u - ArmijoSW-Parameter

function gedgnv
format long;

load messdaten.dat
M=length(messdaten);
Zeit=messdaten(:,1);
Mess=messdaten(:,2);

norm=0;
Itera=500;
epsf=1.0e-04;

p0=3; ¥ Startparameter pO mit Dimension K
K=length(p0) ;

alpha=0.0001;
u=0.5;

% Subroutine Solve_x(p0) mit Differentialgleichung diffx(t,x)
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function xZeitint=solve_x(p0) % Loesung des AWP mit pO
ta=0;

te=Zeit (M);

tspan=[ta te];

x0=1; % AW der ODE

function dxdt=diffx(t,x)
dxdt=pO*x; % 0De x’=h(x,p0)
end

options=odeset(’RelTol’,1.0e-10);
sol=ode45(@diffx,tspan,x0,options);

xZeitint=deval(sol,Zeit);
end

% Subroutine Dbigf (p0)

function partAbl=Dbigf (p0,xZeitint))
xZeitintdelta=zeros(K,M);
partAbl=zeros(K,M) ;
for j=1:K
pdelta=p0;
pdelta(j)=pdelta(j)+sqrt(eps)*p0(j);
xZeitintdelta(j,:)=solve_x(pdelta);
partAbl(j,:)=(xZeitintdelta(j,:)-xZeitint)/(sqrt(eps)*p0(j));
end
end

% _____________________________________________________________

% Subroutine zur Berechnung der Abweichung ||x(t,p0)-m||

% in Abhaengigkeit von der Norm
A

% Norm O = Teschbyschev-Norm

% Norm 1 = Betragssummennorm

% Norm 2 = Euklidische Norm

function Summe=Abweichung(norm,xZeit,Mess)
M=length(Mess) ;

if (norm==0)
Summe=0;
Summe=max (abs (xZeit’-Mess)) ;
elseif (norm ==1)
Summe=0;
for j=1:M
Summe=Summe+abs (xZeit (j)-Mess(j));
end
elseif (norm==2)
Summe=0;
for j=1:M
Summe=Summe+ (xZeit (j)-Mess(j))"2;



134 Programm-Dokumentation

end
else disp(’Normwahl!’)
end
end

S
% Subroutine zur Loesung des linearisierten Optimierungsproblems
A

% M - Anzahl der Stuetzpunkte

% K - Anzahl der Parameter

% pk - Startschaetzer fuer Parameter (Dimension K)

% norm - Wahl der Norm

% dk - Loesung der Lin. Opt. Aufg.

% fkdk - Funktionswert fk an der optimierten Stelle dk

function [dk,fkdk]=LPp(norm,xZeitint,Mess,PartAbldFdp)

if (norm==0)

% Tschebyschev-Norm

% Optimierungsproblem wird durch Einfuehren zusaetzlicher
% Variablen zu lin. Opt.Probelm, welches linprog loest

c=zeros (K+1,1);

c(1,1)=1;

A=-eye(2%M,1);

B=[PartAbldFdp’ ; -PartAbldFdp’];

A=[A B];

b=[-(xZeitint’-Mess) ; xZeitint’-Mess];
[d]=1linprog(c,A,b,[1,[1);

dk=d(2) ;

fkdk=d (1) ;

elseif (norm==2)

% Euklidische Norm

% Prolem wird zu linearem Ausgleichsproblem
% in Matlab mit lsqlin geloest

d=xZeitint’-Mess;
C=-PartAbldFdp’;
[dk,fkdk]=1sqlin(C,d, [1,[1,[1,[1);
dk
end

end

% Subroutine zur Armijo-Schrittweiten-Berechnung

function t=Armijo(alpha,u,d,Abstand,fkdk)
rho=1;
prho=p+rho*d;
xZeitrho=solve_x(prho);
Abstandprho=Abweichung(norm,xZeitrho,Mess) ;
while (Abstandprho>Abstand+alpha*rho*(fkdk-Abstand))
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rho=u*rho;
prho=p+rho*d;
xZeitrho=solve_x(prho);
Abstandprho=Abweichung(norm,xZeitrho,Mess);
end
t=rho;
end

% Gedaempftes Gauss-Newton-Verfahren

i=0;
while (i<Itera) % Abbruchbedingungen
xZeitint=solve_x(p0); % Loese AWP mit pO

Abstand=Abweichung(norm,xZeitint,Mess); % Berechne F=||x-m] |
if (Abstand<epsf)

disp(’Abbruchbed.: Abstand<epsf’);

fprintf (’Ein optimaler Parameter pO ist: %20.16f\n’,p0);
fprintf (’Anzahl der Iterationen: %d\n’,i);

i=Itera;

else

% Loese linearisierte Approximationsaufgabe LPp

% Uebergib dazu dFdpO0

PartAbldFdp=Dbigf (p0,xZeitint) ;

[dk,fkdk]=LPp(norm,xZeitint,Mess,PartAbldFdp) ;
if (fkdk=Abstand)

disp(’Abbruchbed.: pk ist stationare Lsg.’);

fprintf (’Ein optimaler Parameter pO ist: %20.16f\n’,p0);
fprintf (’Anzahl der Iterationen: %d\n’,i);

i=Itera;

else

% berechnung der Armijo-SW
sw=Armijo(alpha,u,dk,p0,Abstand, fkdk) ;
pO=pO+sw*dk;
i=i+1;

end

end

end

if (i==Itera && Abstand>=epsf)

disp(’Abbruchbed.: maximale Anzahl der Iterationen erreicht’);
fprintf (’Der Parameter pO ist: %20.16f\n’,p0);

end

fprintf(’Die Funktion f hat den Wert: %20.16f\n’,Abstand);

end
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Anhang D

Transformierte
Aufgabenstellungen

D.1 Problem (B)

Nach Transformation der Teilintervalle auf [tg, tpr] besteht Problem (B) aus 10 ODEs
mit freien AWen.

i o= r(l- %):pl o Tlto) fred, (D.1)
iy = r(1- %)u 1146698, w2 (to) frei, (D.2)
I3 = r(l — %)mg%, x3(to) frei, (D.3)
iy = r(1- %)m 13400'.48, z4(to) frei, (D.4)
Ty = r(l — %)305%0'.08, x5(to) frei, (D.5)
T = r(l — %)mﬁ%, x6(to) frei, (D.6)
P r(l — %)3071742—0'%, x7(to) frei, (D.7)
Iy = r(l — %)mg%, xg(to) frei, (D.8)
by = r(l1- %)zg%ﬁ:z, 2o(to) frei, (D.9)
#0 = r(1- %)xw, 210 (to) frei. (D.10)

Hinzu kommen 9 RWB, welche gew#hrleisten, dass die AWe {ibereinstimmen,
Jli(to) = wlo(to), fir alle ¢ = 1, ey 9,

vgl. Gl (7.5). Die Zielfunktion schreibt sich im Euklidische Fall nach Transformation

als
M

FP) =" (wiltar) — mi)*.

i=1
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D.2 Problem (C)

Fiir das Problem (C) stellt sich die Aufgabe nach Transformation wie folgt dar, wobei
die ersten beiden ODE den urspriinglichen ODE enstprechen:

T1
T2
3
T4

5

Tg =

7

T8 =

T9

10

11 =

T12 =

13 =

T14 =

15

T17 =

18 =

To0 =

21

Toz =

Tog =

Tog =

To7

Tog =

T29

T30 =

31

32

= T2,

(C+ D)xo — CDzq,

5
—X
185" %
5
185
10

—X
185
1 (€ + D)as — CDas)
— — T
185 6 5)
15

—X
185
% (€ + D)as - CDax)
— — T
185 8 )

20
2 o,
185 1°

20
185

25
B s,
185 12

25
185

30
x b
185 4

30
185

35
3 e,
185 1©

35
185

40
x b
185 1%

40
185
45

((C + D)z4 — CDx3),

65

8

((C + D)z10 — CDmzy),

((C + D)z12 — CDz11),

((C + D)z14 — CDz13),

((C 4+ D)x1s — CDx15),

((C + D)z18 — CDz17),

= 5= 7220,

185
45
185

55
55 o,
185" 22

55
185

((C + D)z29 — CDz19),

((C 4+ D)xaz — CDx21),

Exﬂv

65
185
85

((C + D)z24 — CDz23),

= T5-726;

185
85
185
105
—=
185
105

E((C + D)xas — CDxar),

125

—X

Ta5 U30;

125

—({(C+ D — CD s
185(( + D)z30 x29)

165

((C + D)z2g — CDz2s),

28,

= 532,

185
165

= —((C =+ D):L‘32 — CD:L‘gl),

185

z1(to) frei,
x2(to) frei,

x3(to) frei,
z4(to) frei,
x5(to) frei,
x6(to) frei,
x7(to) frei,
xg(to) frei,
x9(to) frei,
x10(to) frei,
x11(to) frei,
x12(to) frei,
x13(to) frei,
x14(to) frei,
x15(to) frei,
x16(to) frei,
x17(to) frei,
x18(to) frei,
x19(to) frei,
x20(to) frei,
x21(to) frei,
x22(to) frei,
x23(to) frei,
x24(to) frei,
x25(to) frei,
x26(to) frei,
xo7(to) frei,
x28(to) frei,
x29(to) frei,
x30(to) frei,
x31(to) frei,

29 (to ) frei.

(D.11)
(D.12)

(D.13)
(D.14)
(D.15)
(D.16)
(D.17)
(D.18)
(D.19)
(D.20)
(D.21)
(D.22)
(D.23)
(D.24)
(D.25)
(D.26)
(D.27)
(D.28)
(D.29)
(D.30)
(D.31)
(D.32)
(D.33)
(D.34)
(D.35)
(D.36)
(D.37)
(D.38)
(D.39)
(D.40)
(D.41)

(D.42)
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Die 32 Nebenbedingungen

a1(te) = A+ B (D.43)
x2(ty) = AC+ BD (D.44)
und x;(tg) = z1(to), fiir alle i = ungerade, (D.45)
und x;(tg) = x2(to), fiir alle i = gerade, (D.46)

garantieren die Ubereinstimmung der Anfangsbedingungen der transformierten ODEs,
vgl. Gl. (7.5). Dass sich die Anzahl der ODE trotz der 17 Messwerte nur auf 32 statt
34 erhoht, resultiert aus der Implementierung der Messwerte bei ¢ = 0 in Nebenbe-
dingungen fiir die Anfangswerte. Das zur Euklidischen Norm zugehérige Zielfunktional

ist
M

> (iltar) = mi)*.

i=1



